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Instrukcie k DU: Odovzdava sa jeden pdf stibor nazvany priezvisko-meno-text-statinf-1-2014.pdf
(obsahuje riesenia prikladov, obrazky, @-kdéd napisany v TgXu), jeden zdrojovy sibor naprogra-
movanych funkcii priezvisko-meno—source-statinf-I-2014.r a jeden sibor @-kédu konkrétnych zadani
z DU priezvisko-meno-priklady-statinf-I-2014.r, ktory pouziva tento zdrojovy kdéd. Na pisanie @-kédu
odporucam TEX balicek listings a vytvoreniu prostredia v hlavicke dokumentu ako
\lstset{language=R, % nastavenie jazyka R

basicstyle=\footnotesize\ttfamily, % typ pisma R-kodu
commentstyle=\ttfamily\color{farball}, % farba komentara k funkciam
numberstyle=\color{farba2}\footnotesize, % farba a velkost cislovania
numbers=left, % cislovanie vlavo

stepnumber=1, % cislovanie po krokoch jedna

frame=leftline, % vytvorenie lavej hranicnej ciary

breaklines=true} 7 zalomenie riadkov

a potom v texte medzi begin a end.
DU je potrebné odovzdat 7 dni pred terminom skisky, na ktory sa prihldsite.

Priklad 1 (zmes dvoch dvojrozmernych normélnych rozdeleni) Simuldciu pseudondhodnych
¢isel zo zmesi dvoch normdlnych rozdeleni pNy (py, 1) + (1 — p)Na (py, 3Ba) mozZeme v R urobit
pouZitim jedného z alternatinych postupov z prikladu 20 (zo zadani prikladov na cvicenia). Na-
simulujte pseudondhodné cisla X a'Y (1) zo zmesi pNo (py,31) + (1 — p)Na (pg, o), kde 8 =
(11, f12, 021, 0%, p1, Hot, f22, 051, Tag, p2)T @ (2) z dvojrozmerného rozdelenia No(m,X), kde para-
metre predstavuji spoloény vektor strednyich hodndt a spoloéni kovarianéni maticu. t.j. @ = (u1, o,
02,03, p)T. Pre (1) vypocitajte dvojrozmernsj jadrovy odhad hustoty (X, Y )T pomocou funkcie kde2d ().
(a) Nakreslite teoreticki hustotu (2) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovgm gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour().

(b) Nakreslite teoreticki hustotu (1) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

(c¢) Nakreslite dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty realizaci (1) pomocou funkcie image () a super-
ponugte ju s kontirovym grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tyjchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terra-
in.colors (12). Pri simuldcii pouzite @ = (—1.2,—-1.2,1,1,0,1,1,1,1,0)7,

(1) @ = (Ji11, fi12, 02y, 0, P1, Mo, Haz, Oy, 09, P2) L, m1 = ny = 50 a p = 0.5 (odhady pochddzaji z
nasimulovanygch ddt).

(2) 6 = (i1, fi2, 07,52, 0)7 any = ny = 50 (odhady pochddzagi zo spoloéného viberu nasimulovanych
dat).

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 7.

Priklad 2 (kvadratickd aproximacia profilovej funkcie vierohodnosti) (2.1) Nakreslite skd-
lovany logaritmus profilove; funkcie vierohodnosti normadalneho rozdelenia pre . Na x-ovej osi bude p
a na y-ovej osi In L(pu|x) = I(p|x) — max(I(u|x)). Porovnajte In L(u|x) s kvadratickou aprozimdciou
vypocitanou pomocou Taylorovho rozvoja In L(p|x) = In( ﬁgglig) ~ —3Z(f)(u — [)?. (2.2) Nech skére
funkcia S(pu) = %ln L(u|x). Ked zoberieme derivdciu kvadratickej aproximdcie uvedenej vyssie,

dostaneme S(p) ~ —Z(i)(n — [i) alebo —Z7Y2(1)S(u) =~ T*(i)(p — 11). Potom zobrazenim pra-
vej strany na z-ovej osi a lavej strany na y-ovej osi dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s
jednotkoviim sklonom. Asymptoticky tiez plati T'?(i)(u — 1) ~ N(0,1). Je postacufiice mat roz-
sah z-vej osi (—2,2), pretoze funkcia je asymptoticky (lokdlne) linedrna na tomto intervale. Ro-
zumne Skdlugte y-ovi os. Zobrazte pre (a) n = 10, (b)) n = 100 a (¢) n = 1000. Pouzite (1)
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Obr. 1: Spoloénd hustota dvojrozmerného norméalneho rozdelenia (vlavo), hustota zmesi dvoch dvoj-
rozmernych normalnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany husto-
tou zmesi dvoch dvojrozmernych normdlnych rozdeleni (vpravo)

X ~ N(0,1) a (2) X ~ (1 —p)N(0,1) + pN(0,2), kde p = 0.05. Okomentujte rozdiely medzi
(a), (b) a (c), ako aj rozdiely medzi (1) a (2). (2.3) Dokdzte, Ze ak N(u,0?) a o® je zndme, potom
je kvadratickda aproximdca logaritmu relativnej vierohodnosti identickd s logaritmom relativnej vie-
rohodnosti, t.j. In L(pu|x) = —3Z(0)(p — ). (2.4) Dokdzte, %e ak N(p,0?) a o? je zndme, potom
—IVA(@)S () = TV () (1 — 7).

Priklad 3 (maximalne vierohodny odhad u a 02) Vygenerujte pseudondhodné cisla X , ak plati
X ~ N(4,1), n = 1000. (a) Napiste logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pre . a o a preverte,
¢ st mazimdlne vierohodné odhady p a o dostatoéne blizko k ich skutoénym hodnotdm. Nakreslite
grafy 1(u|x) a l(c?x), kde zvyraznite polohu mazim tychto funkcii. (b) Napiste logaritmus funkcie
vierohodnosti pre @ = (u, 0?)1 a preverte, ¢i je mazimdlne vierohodnyj odhad @ = (1, 02)T dostatoéne
blizko k jeho skutoénej hodnote. (c) Nakreslite graf 1((u1, 0?)|x) pouZitim funkcie image () a superpo-
nugte ho s kontidrovgm grafom pouzZitim funkcie contour (). Zvyraznite polohu mazxima (pozri obrdzok

14).

Priklad 4 (maximadlne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Majme ddta more-sa
mples-probabilities—-pubis. txt. Nakreslite logaritmus standardizovanej funkcie vierohodnosti v
parametroch py a py Eurdpskej populdcie (ny = 30, ng = 20 a ng = 10) pomocou funkcie contour().
Dokreslite do obrdzku jej mazimum v bode 0= (P, p2)T.

Priklad 5 (argument minima) Vygenerujte pseudondhodné ¢isla X ~ N(u,0?), n = 1000, p =
0,0% = 1. Vygenerované &isla ozn. x;,i = 1,2,...,1000. Ndjdite numericky také c, ktoré minimalizuje
(a) sumu stvorcov odchgflok S"1°% (25 — )2, t.j. ¢ = argming. Y100 (2 — ¢)* a (b) sumu absolitnych
odchiflok Y10 |2 — ¢|, t.j. ¢ = argming, 3120 |2; — ¢|. Za ¢ dosadzujte postupne (1) vietky Ty (T
st uspomadane x; podla velkosti od najmensieho po najvicsie) a vybrané charakteristiky polohy ako
(2) aritmeticky priemer, (3) nejaké kvantily Z,, kde p € (0,1) a pod. Nakreslite obrdzok zdvislosti (a)
sumy Stvorcov odchyjlok na x(;), t.j. body [x;,y;], kde y; = 2210(10(% —x(5))? a (b) sumy absolitnych
odchylok na x;), t.j. body [x¢),y;l, kde y; = 21320 |z; — x¢j)|. Podobné obrdzky nakreslite aj pre T,
namiesto xj.
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Obr. 2: Profilovd funkcia vierohodnosti pre p (vlavo), o? (uprostred) a funkcia vierohodnosti pre
oba parametre (vpravo); X ~ N(4,1)); maximalne vierohodné odhady strednej hodnoty a rozptylu
st oznacené zvislou ¢iarkovanou ¢iarou (vlavo a uprotred) a maximdlne vierohodny odhad vektora
parametrov je oznaceny e (vpravo)

Definicia 1 (asymptotické rozdelenie poriadkovej Statistiky) Nech X1y, X(2),..., X(n) st po-
riadkové Statistiky ndhodného vgberu Xy, X, ..., X,. Magme pravdepodobnost «, kde F(t,) = «.
Asymptoticky plati, Ze \/ﬁ(% — a) konverguge k 0. Potom je poriadkovd statistika X ;) normdlne roz-

delend so strednou hodnotou E[X(j)] = to a rozptylom 03((],) = ?Q(gtjr)l Ak X ~ N(u,c?), potom
2 _ 2 w2

UX(j) =0 Ymn-

Priklad 6 (rozptyl poriadkovej statistiky) (a) Pomocou delta metédy odvod’te rozptyl poriad-
kovej Statistiky v definicii 1. (b) Pomocou definicie 1 odvod’te rozptyl poriadkovej Statistiky, ak
X ~ N(p,0?).

Definicia 2 (strednd hodnota a rozptyl medianu) Strednd hodnota medidnu X(% ) Jje rovnd

E[X(nT-H)] = i a rozptyl medidnu a§<(n+l) = m, kde n je nepdrne. Ak X ~ N(u,0?), potom
2
o—g((w) = 02%.
2

Priklad 7 (rozptyl medidnu) (a) Pomocou delta metddy odvod’te rozptyl poriadkovej Statistiky v
definicii 2. (b) Pomocou definicie 2 odvod’te rozptyl poriadkovej tatistiky, ak X ~ N(u,c?).

Veta 1 (koeficient variacie) Nech ndhodnd premennd X pochddza z normdlneho rozdelenia s pa-
rametrami p a 0*, X ~ N(u,0?), kde E[X] = u je strednd hodnota a Var[X| = o2 je rozptyl ndhodnej

~ T
premennej X. Nech g(0) = o /u, kde @ = (u,02), 9(0,) = %Ll alA= %g(@) = (—%, ﬁ) . Potom

Vit (5= 7) B N (0.AT(6)1A),

n

e 3701023 = (~.55) (7 ) (-055) = 5 (5 412)

Priklad 8 (koeficient varidcie) Pomocou delta metddy odvod'te rozptyl koeficientu varidcie z vety
1.
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Definicia 3 (hodnoty distribuénej funkcie v kvantiloch) Empirickd distribucnd funkcia F,(x)
je definovand nasledovne

0, akx<Xq,
Fo(x) =92, ak X <o < Xgp,
17 ak x 2 X(n)‘

Majme tmnsformdciu T(l) = Fn(X(l)), T(g) = Fn(X(g)),...,T(n) = Fn(X(n)). Potom T(l), T(Q),
.., T(y) st poriadkové statistiky. Potom plati

lim Pr(sup [F,(z) — F(z)]n*? < X) = ®()),

n—oo vaze)

kde F(X) je teoretickd distribucnd funkcia a ®(\) = 352 (—=1)ke=2*¥ Potom 100 x (1 — )%
pds spolahlivosti pre F(z) definujeme ako F,(z) £ M\o1/n'/2, kde ®(\o) =1 —a a Var[F,(z)] = 1/n.
Potom mozeme tordit, e F(X) patri do 100 x (1 — a)% pdsu spolahlivosti a zdroven je medzi nulou
a jednotkou s pravdepodobnostou 1 — c.

Priklad 9 (graf distribuénej funkcie a jej IS) Nakreslite graf distribucnej funkcie N (u,0?), kde
=0 ac®=1. Do grafu dokreslite 95% pds spolahlivosti pre F(z). Jeho hranice vypocitajte pomocou
simuldcie pseudondhodnijch ¢isel z N(0,1) pri n = 50, kde F,(z) je odhadnutd z ddt. Teoretickd
distribucni funkciu () naprogramujte v @ alebo pouzite kniznicu kolmim a funkciu pkolm(); help
k tejto funkcii je pristupny na http://cran.r-project.org/web/packages/kolmim/index.html.

(22. decembra 2014)

DU



