Jednovybérovy Wilcoxonuv test a jeho asymptoticka varianta
(neparametricka obdoba jednovyléroveho t-testu)

Necht’ Xy, ..., X, je hdhodny vyér ze spojitého rozlozeni s hustotp{x), ktera je symetricka
kolem medianu xsg, tj.

(X050t X) = 0(Xo 50- X). Necht’ ¢ je realna konstanta.

Testujeme hypotézugxyso=C

proti oboustranné alternatiW;: X s0# C nhebo

proti levostranneé alternatiH;: X 50 < ¢ nebo

proti pravostranné alrnativeé Hy: Xg 5¢ > C.



a) Utvaime rozdily D= X, —c, i =1, ..., n. (Jsou-lickteré rozdily nulové, pak za n bereme jen
pocet nenulovych hodnot

b) Absolutni hodnoty D; | uspdadame vzestugirpodie velikosti a spgeme pdadi R.

c) Zavedeme statistiky
S, =XR.’, cozZ je sotet pdadi ges kladné hodnoty ;P

D;>0

S, = 2R ,cozje sotet paadi ges zaporné hodnoty;D

Pfitomlplatl', Ze sotet Sy' + Sy =n(n+1)/2.
Je-li Hy pravdiva, pak E(&) = n(n+1)/4 a D(&") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = mingS, Sy) pro oboustrannou alternativu,
=S pro levostrannou alternativu,
=ASpPro pravostrannou alternativu.

e) H zamitame na hladinvyznamnosti, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna
takelované kritické hodnet



Pro n> 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky 'S

ES, ) S =" _ v

SN —
\/D(SN+) n(m12)4(12n+1)
Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W(-oo,—u,__,) 0(u, ,,,),
pro levostrnnou alternativu W £-o,-u, ),

pro pravostrannou alternativu W(u, )

Ho zamitame na asymptotické hlaglvyznamnosti, kdyz U, JW.

Plati-li Hy, pak U, =




Priklad: U 12 nahod&vybranych zemi bylo zji&ho procento populace starSi 60 let:
49 6,0 69 17,6 45 12,3 5,7 5,3 9,6 1B%7 7,7.
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze mediangmacpopulace starSi 60 let je 12 proti oltranné alternati.

Reseni

Testujeme hypotézudx, so= 12 proti oboustranné alternatik;: Xo50# 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot ¢édla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,37-62,4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnotydchto rozditi uspdadame vzestugrpodle velikosti. Kladné rozdilyiffitom ozn&imecervers:

usp.| x—-12| 03 1524 37 43 5156 6 63 67 71 75

poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sv'=1+2+4+7=14,

Sy =3+5+6+8+9+10+11+12 =64,

n=12,a = 0,05, tabelovana kritick4 hodnota pro n = 12=a0,05 je 13,

testova statistika = min(S, Sy) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Fhezamitame na hladivyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze na hladiyznamnosti 0,05 se nepdida
prokazat, Ze aspov polovire zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval »&o.



Vypoéet pomoci systéemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa promdnnymi a 12 pipady. Do prominné procento
napiseme zjighé hodnoty a do pra¥nné konst ulozimeislo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promennych rozdi, Druhy seznam proénnych konst — OK — Wilcoxaiv parovy test.

Wilcoxonlv parovy test (populace_nad_60)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
procento & konst 12/ 14,00000/ 1,961161 0,049861

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statisii®y (zde ozn&ena T), hodnotu
asymptotické testove statistiky, @ p-hodnotu pro §J V tomto @ipack je p-hodnota 0,049861,
tedy nulova hypotéza se zamita na asymptotické daganamnosti 0,05. Tento vysledek je
v rozporu s vysledkem, ke kteremu jsme dtigpi presném vypétu. Je to zfisobeno tim, ze
neni spléna podminka pro vyuziti asymptotické normality stikysSW', tj. n> 30.



Parovy Wilcoxoniv test
(nerametricka obdoba paroveého t-testu)

Necht (X4, Y1), ..., (X Y1) j& nahodny vyér ze spojiteho dvourozémeho rozlozeni.
Testujeme kbt Xo50- Yo50= C proti H: Xo50- Vo507 C (resp. proti jednostrannym alternativam).
Utvorime rozdily Z=X; - Y;, i =1, ..., n a testujeme hypotézu o medi&yd 4. Ho: Zos50 = C

proti Hy: Zp 50# C.



Priklad: K zjiSténi cenovych rozdil mezi ugitymi dvéma druhy zboZzi bylo nahodwybrano 15 prodejen a byly zjity ceny zbozi A a ceny
zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11(9),9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,1Q%,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladin
vyznamnosti 0,05 je¢ba testovat hypotézu, Ze median cenovych rioZohil 3 K¢.

ReseniTestujeme kt zo50= 3 proti oboustranné alternatitd;: zo50# 3, kde 3 soje median rozlozeni, zhoz pochazi rozdilovy nahodny b
Z1=X1— Y, ... Z1s = X35 — Yi15.Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zboiilZ Ulohu pevedeme na jednovgtovy test.
Vypoéty uspdadame do tabulky:

¢. prodejny cena zboZi Acena zbozi Brozdil| |rozdil-median|poradi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 55
4 13 9 4 1 55
5 11 9 2 1 55
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 55
8 10 8 2 1 55
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 55
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 55
13 14 12 2 1 55
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

(Tucéné jsou vytiS€éna pdadi pro kladné hodnoty rozdil - median.)

Sv =55+55+5,5=16,5,

Sw=12+55+55+12+55+55+12+55+b6m5 =745,

n = 13,0 = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, tes&tafistika = min(®*, Sy) = min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,37, Hy zamitame
na hladig vyznamnosti 0,0!



Vypoéet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor sg&yimi proménnymi A, B, rozdil, konst a 15t pady. Do
promEnnych A, B napiSeme ceny zbozi A a B, do pfong rozdil ulozime rozdil cen A a B a
promenné konst ulozimeislo 3

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promennych rozdi, 2. seznam proémnych konst — OK — Wilcoxaltv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (ceny zbozi)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
rozdil & konst 15/ 16,50000 2,026684 0,042696

Testova statistika (zde oztema jako T) nabyva hodnoty 16,5, asymptoticka téssbatistika
(ozn&ena jako Z) nabyva hodnoty 2,026684, odpovidagghgtoticka p-hodnota je 0,042696,
tedy na asymptotické hladivyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu zamitame.



Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu)

30 ndhoda vybranych osob #io nezavisle na s@étbez gedchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného
signalu uplyne pravl minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v se#ach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 5168459 47 46 58 52 56 61 57 48 62 5454946 53
58.

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze mediarozeni, z 8shoz dany nahodny
vybér pochazi, je 60 sekund proti oboustranné altard@tiulova hypotéza viasirvrdi, Ze polovina osob
delku jedné minuty podhodnoti a druha nadhodnoti).

Reseni:

Testujeme kgt Xq 50 = 60 proti oboustranné alternatii;: X 50# 60.
Obvyklym zpisobem stanovime statistiky,S= 55.
Asymptoticka testova atistika:

SN (SN ) S\N+ _ n(2+1) 55— 30(30+1)
] \/B(S\T) W \/ 30(30‘“1)(230+1) =-365

Kriticky obor:
W = (_ 0, = ul—a/2> L <u1—a/2’°°) :(_ 0, = u0,975> U <u0975’°°) :(_ 00, 1196> [ <1196’°°)-
Testova statistika se realizuje v kritickém obaedy H, zamitdAme na asymptotické hlaglvwznamnosti

0,05. S rizikem omylu nejvySe 5% jsme tedy prokiazal pravdpodobnoshadhodnoceni jedné minuty n
stejna jako prawipodobnost podhodnoceni.




Vypoéet pomoci systému STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa promennymi a 30 pipady. Do promainné odhad
napiSeme zjighé hodnoty a do pra¥nné konst ulozimeislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promEnnych odha, 2. seznam proémnych konst — OK — Wilcoxatv parovy test.

Wilcoxonlv parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
odhad & konst 30/ 55,00000 3,65088C 0,000261

Testova statistika (zde oztema jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka tesstatistika
(ozn&ena jako Z) nabyva hodnoty 3,65088, odpovidajigimgeoticka p-hodnota je 0,000261,
tedy na asymptoticke hladivyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu zamitame.



Dvouvybérovy Wilcoxoniv test a jeho asymptoticka varianta
(neparametricka obdoba dvouvyléroveho t-testu)

Nech’ X, ..., X,a Yy, ..., Y jSou dva nezavislé nahodné ¥ ze dvou spoijitych rozlozeni,
jejichz distrib@ni funkce se mohou liSit pouze posunutim. @ema ), 5o median prvniho
rozlozeni a yso median druhého rozlozeni. Na hladuyznamnosti 0,05 tégeme hypotéezu, :
distribuweni funkce &chto rozlozeni jsou shodné neboli mediany jsou sgaioti alternati¥, ze
jsou rczdilné, tj.

Ho: Xo,50 - Yo,50= 0 proti H: Xo 50 - Yo,50 # 0.

a)VSech n + m hodnot X..., X,a Yy, ..., Y, uspdadame vzestugmodle velikosti.
b) Zjistime sodet pdadi hodnot X ..., X,a ozn&ime ho T.
Souet paadi hodnot Y, ..., Y, ozn&ime T,.
c) Vypocteme statistiky Y= mn + n(n+1)/2 - T, U, = mn + m(m+1)/2 - T.
Ritom plati U + U, = mn.
d) Pokud min(Yy,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dane régsaybera m, n a dané), pak
nulovou hypotézu o totoznosti obou distkhich funkci zamitame na hladimyznamnosti.
V tabulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n}.



Pro velka n, m (n, m > 30) lze vyuzit asymptotickemality statistiky U.
1T
mn (m+n+1)
12

Plati-li Ho, pak U, = ~ N(0,1), kde Y = min(U,,U,).

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W(—oo,— Uyg,) O <u1_a,2,oo),

pro levostrannou alternativu W(-oco,—u, ),
pro pravostrannou alternativu W(u, )
Ho zamitame na asymptotické hlaglvwznamnosti, kdyz U, OW.

dané dva nahodné vty jsou nezavislé

rozlozeni, z nichz dané dva ndhodnedrylpochazeji, jsou spojita
distribueni funkce &chto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim
sledovana vetina ma aspi ordinalni charakter



Priklad:

Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Ndyrech z nich se zkouSel novytgmb hnojeni, zbylych
Sest bylo oSéeno starym zjisobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jejirogktaynos.
Je teba zjistit, zda novy Zisob hnojeni ma tyz vliv na fomérné hektarové vynosy psenice jako
stary zgisob hnojeni.

hektarové vynosyipnovem zfisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosyipstarem zfisobu: 45 54 48 44 53 50

Test provd'te na hladid vyznamnosti 0,05.

Reseni:

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujemey: Xo 50 - Yos0= 0 proti oboustranné alternatii;: Xo 5o
- Yos0 £ 0.

usp. hodnoty 44 45 4849 50 51 52 53 54 55
poradi »-ovych hodnot 4 6 7 10
poradi y-ovych hodnot 1 2 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,F1+2+3+5+8+9=28
U,=46+45/2-27=7,1+-46+6.7/2-28=17

Kriticka hodnota prax = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze(mj17) =7 > 2,
nemizeme na hladihvyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze nowisap hnojeni ma na
hektaroveé vynosy pSenice stejny vliv jako stargsqb.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Utvorime novy datovy soubor sedaa prondnnymi a 10 pipady. Do prorinné vynos napiSeme zggeé hodnoty a do
promEnné hnojeni napiSeme 4islo 1 pro novy zfisob hnojeni a 6&islo 2 pro stary zisob hnojeni.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu nezavislych vzotk— OK — Prominné — Seznam zavislych
promgnnych vynos, Nezav. (grupov.) préma hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvyérovy Wilcoxoniv test uveden pod ndzvem Mdinr- Whitneyav test.

Mann-Whitneylv U test (vynos)
Dle promén. hnojeni
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sé&t pof. | Sét pof. U z Uroveni p z Uroveri p | N platn. |N platn. | 2*str.
Proménna| skup.1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | pfesné p
Vynos 27,0000C 28,0000C 7,00000C 1,066004 0,286423 1,066004 0,286423 4 6 0,352381

Ve vystupni tabulce jsou séty poradi Ty, T,, hodnota testové statistiky

min(U,, U,) ozna&ena U, hodnota asymptotické testové statistikydanaena Z), asymptoticka p-hodnota predJresna
p-hodnota (ozn. 2*1stripsné p —ta se pouziva pro rozsahyeéwyipod 30). V naSemifpact presna prodnota = 0,35238
tedy H, nezamitame na hladivyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.

. T —

° T

T

Je Zejmé, ze vynosyipstarém zjsobu hnojeni jsou vesi® nizSi nez ) novém zisobu a také vykazuji mnoherétsi
variabilitu.



