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Typy klasifikatoru — podle principu klasifikace

» klasifikace pomoci diskriminacnich funkci:
— diskriminacni funkce urcuji miru prislusnosti
k dané klasifikacni tride
— pro danou tridu ma dana diskriminacni
funkce nejvyssi hodnotu

» klasifikace pomoci vzdalenosti od etalont klasif. tfid:

— etalon = reprezentativni objekt(y) klasifikacni tfidy K . ° O‘ivoi?o
— pocet etalonu klasif. tfidy rdzny — od jednoho vzorku © OA\AA*A .
(napt. centroidu) po Uplny vyéet vSech objekt( dané AN A,
tridy (napf. u klasif. pomoci metody priimérné vazby) ”
* klasifikace pomoci hranic v obrazovém prostoru: | Lo
— stanoveni hranic (hraniénich ploch) oddélujicich ° ?Ooz,oﬁ/
klasifika&ni tiidy TR o




Motivace
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Hranice je nadplocha o rozmeéru o jedna mensi nez je rozmér prostoru

* ve 2-rozmérném prostoru je hranici krivka (v linearnim pripadé primka)

* v 3-rozmérném prostoru plocha (v linearnim pripadé rovina)

Hranice je tedy déna rovnici: h(x) = w/x+wy, =0

Vypocet hranice riznymi metodami (napr. Fisherova LDA, SVM apod. — viz dale)
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Fisherova linearni diskriminace (FLDA)

* pouziti pro linearni klasifikaci
e princip: transformace do jednorozmérného prostoru tak, aby se tridy od

sebe maximalné oddélily (maximalizace vzdalenosti skupin a minimalizace
variability uvnitr skupin)

pacienti
kontroly
centroid pacientu

+ +[> O

centroid kontrol

projekce 2

projekce 1

« predpoklad: vicerozmérné normalni rozdéleni u jednotlivych skupin
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Metoda podpurnych vektoru (SVM)

e pouziti pro linearni i nelinearni klasifikaci

* princip: prolozeni klasifikacni hranice (nadroviny) tak, aby byla v co nejvétsi
vzddlenosti od subjektl z obou tfid

* vyhoda oproti FLDA: nema predpoklady o rozdéleni dat
* nevyhoda: vyZzaduje stanoveni parametru (napf. C) a pfipadné i typu jadra
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Metoda podpurnych vektort (SVM) - varianty

a) b)
o © X, o ©
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* varianty SVM dle typu vstupnich dat:

a)

b)

-
-
-

linedrni verze metody podplrnych vektorl pro linearné separabilni tridy
(anglicky maximal margin classifier)

linedrni verze metody podplrnych vektord pro linedrné neseparabilni tridy

(anglicky support vector classifier)

nelinearni verze metody podpulrnych vektorl (anglicky support vector machine)
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Linearni SVM — linearné separabilni tfidy

hx) =wix+wy=0

O pacienti
/\ kontroly

Xq

* prolozeni klasifikacni hranice (nadroviny) tak, aby byla v co nejvétsi
vzdalenosti od subjektl z obou tfid - tzn. aby byl okolo hranice co

-----

* na popis hranice (nadroviny) staci pouze nejblizSi body, kterych je
obvykle mélo a nazyvaji se podputirné vektory (support vectors)
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Linearni SVM — linearné separabilni tfidy

* hranice: h(x) = wi'x + w, = 0 (kde w a wy je orientace a poloha hranice)

* klasifikace subjektu x do tridy wp, resp. wy, bude dana tim, jestli je vyraz
wlx + w, vétsi, resp. mensi, nez 0

* vzdalenost jakéhokoliv bodu od

T X
T . . W X+w 2 ,
klasifikaéni hranice je: d = M, o O A vl
o wl 1/llwil
kde ||w]| je velikost vektoru w AW
* pro nejblizsi bod x; ze tfidy wp zvolime
hodnotu vyrazu w'x; + wg rovnu +1 °
* pro nejblizsi bod x; ze t¥idy wy zvolime o
hodnota vyrazu wx; 4+ wy rovnu —1 o
* pak na kazdé strané od délici primky
, v s viv 1
mame toleranéni pdsmo o Sifce — X

Iwll’
ve kterém se nenachazi zadny bod



Linearni SVM — linearné separabilni tfidy

Pro vSechny body z trénovaci mnoziny plati:
wix+wy =1 proviechnaxzwp,
wix +w, < —1 proviechnaxz wy,

coz muzeme strucnéji zapsat jako
5xk(wak + WO) > 1,pro k=1, ..., N,

kde 0y, =1 pro Xy ze tfidy wp a Oy, =-1 pro X ze tridy wy

hledame takové hodnoty w a wy, aby byla celkova Sitka tolerancniho pasma

1 1 2 . v v/
= CO nejvetsi
Iwll  llwll - [Iwll

hledat maximum funkce mje to stejné, jako hledat minimum funkce @ a
toto minimum se nezmeéni, kdyz kladnou hodnotu v Citateli umocnime na
druhou (coz nam zjednodusi vypocty), takze dostavame nasleduijici

kriterialni funkci, jejiz hodnotu se snazime minimalizovat:

|w|? - feSeni pomoci metody
J(w, o) = 2 Lagrangeovych soucinitell
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Linearni SVM — metoda Lagrangeova soucinitele

* Chceme minimalizovat vyraz J(w, wy) = Iw 2“

za podminek &y, (WTx) +wp) =1

« Zavedeme vektor Lagrangeovych souciniteld A = [A{,A,,...,Ay], kde A, =0 a
pomoci nich vyjadrime optimalizovanou funkci jako:

z Ae [6, (WTxi + wo) — 1]

|I2

L(W, Wy, A,) =

za podminek Ak[6xk(wak + WO) — 1] =0,k=12,..,N

* tuto Lagrangeovu funkci zderivujeme podle proménnych wa wy a derivace
polozime rovny nule - po dalSich upravach dostaneme soustavu nelin. rovnic:

- patrné, Ze pro vypocet orientace hranice dllezité jen
W = Z MO, X ty body, pro které plati A, > 0
— kazdy takovy bod musi spliovat podminku vyse, tedy
N 6xk(wTXk + WO) —1 =0 > tedy musi lezet presné na
Z AiOx, =0 hranici toleranéniho pasma

= - takovym bodUm fikame podpUrné vektory a jen na nich
zavisi umisténi a orientace délici primky fBl_A”" W 10




Linearni SVM — vliv odlehlych hodnot

klasifikace v pripadé dat
neobsahujicich odlehlé
hodnoty

klasifikace v pripadé
odlehlé hodnoty, ktera
neni podplrnym
vektorem (poloha
klasifikacni hranice se
nezmeéni)

klasifikace v pripadé
odlehlé hodnoty, ktera je

podplrnym vektorem
(poloha hranice se zméni)

— lepsi pouzit linearni SVM
pro linearné neseparabilni
tfidy, kterou tato odlehla
hodnota témér neovlivni

W 1



Linearni SVM — linearné neseparabilni tridy

 zavedeme relaxaCni proménné
¢ = 0 vyjadfujici, jak moc
kazdy bod porusuje podminku
8, (WTXy +wp) =1

* 3situace:

1. objekt lezi vné pasma a je
spravneé klasifikovan: &, = 0

2. objekt lezi uvnitf pasma a je
spravné klasifikovan (body s
Ctverecky): 0 < &, <1

3. objekt lezi na opacné strané
hranice a je chybné klasifikovan
(body s hvézdickami): &, > 1

e podminky jsou pak ve tvaru:
5xk(WTxk + Wo) >1— é—k

\fk =0
o d 0<& <1
o L kS
° o ° ,’1/ \
o /g' O]

v s, ’ .- T f‘-“m"";
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Linearni SVM — linearné neseparabilni tridy

kdyz chceme najit hranici poskytujici co nejrobustnéjsi klasifikaci, musime
se snatzit:
— maximalizovat Sirku toleranc¢niho pasma

— minimalizovat pocet subjektll z trénovaci mnoziny, které lezi v tolerancnim
pasmu nebo jsou dokonce Spatné klasifikovany (tj. téch, pro které &, > 0)

to mlUZzeme vyjadfit jako  minimalizaci  kriteridlni  funkce:

5 N
J(w, wy, §) = ”“2,” + C;fk

kde C vyjadfuje pomér vlivu obou c¢lenu kriterialni funkce:

— pro nizké hodnoty C bude tolerancni pasmo Sirsi a pocet trénovanich subjekt(
v toleranénim pdsmu a pocet chybné klasifikovanych trénovacich subjekt(
bude vyssi

— pro vysoké hodnoty C bude toleranCni pasmo uzsi, ale pocet trénovanich
subjektl v toleranénim pasmu a pocet chybné klasifikovanych trénovacich
subjekt bude nizsi

resime opét pomoci metody Lagrangeova soucinitele

W13



SVM —vliv parametru C

. + pacienti
N kontroly
AN O podplirné vektory

+

A+
++ + +

++

+ pacienti
kontroly
O podpurné vektory

+ pacienti
kontroly
O podpurné vektory

* pro nizké hodnoty C — toleranc¢ni pasmo Sirsi, ale pocet trénovanich subjektt v
toleran¢nim pasmu a pocet chybné klasifikovanych trénovacich subjektd vyssi

* pro vysoké hodnoty C — tolerancni pasmo uzsi, ale pocet trénovanich subjektt v
toleranénim pasmu a pocet chybné klasifikovanych trénovacich subjektd nizsi

» zpravidla nevime, jakd hodnota parametru C pro data nejvhodnéjsi - volba C

podle krizové validace

A W




Linearni SVM — metoda Lagrangeova soucinitele

llwll?

e Chceme minimalizovat J(W, wy) = — C X1 & za podminek 8, (WTx, +wp) = 1§,

« Zavedeme vektor Lagrangeovych soucinitelQ A= [Ay Ay, ..., Ay], kde
A; = 0, a pomoci nich vyjadfime optimalizovanou funkci jako:

N N N
Rk ;
L(w,wg, &A1) = > + Cz Sk — Z Ay [Sxk(w X + W) — 1+ &] - Zﬂkfk
k=1 k=1 k=1
e za podminek Ak[Sxk(wak + WO) -1+ fk] =0aué, =0,prok=1,..,N.

e tuto Lagrangeovu funkci zderivujeme podle proménnych w,w, a € a derivace
polozime rovny nule = po dalSich Upravach dostaneme soustavu nelin. rovnic:

N Ak + Ui = C,
W = Z Ak Oy, Xk }\k[Sxk(wak + WO) -1+ fk] =0,y prok=1,..,N
k=1

Hék = 0.
N
Z Kkak =0
k=1



Nelinearni SVM

e zobrazime pUlvodni p-rozmérny obrazovy prostor nelinearni transformaci
do nového m-rozmeérného prostoru tak, aby v novém prostoru byly
klasifikacni tfidy linearné separabilni

. o

o . .
-
o © ofo | |
| | o> .
. | o T o |
% (o) (o) o .
(o) > o o
o | o
@) ° | o PY o Oo S -
o . . .
o

v z. ’ .- T ;_v""-r,’;
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Nelinearni SVM — ukazka 2

1.5 -
e o’ ®
'n.‘ o
0.5 °
L
.'. .. °
) 0 ® e * o
.. - ., "
L ] [
0.5 1 X T
[ ] ® @
[ ]
=14
1.5

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

dvourozmeérny prostor s
oddélovaci hranici ve tvaru
X2 +%,2<1

tataz situace zobrazena do

trojrozmérného prostoru
(X,2, X,2, V2x,X,) — kruhova
hranice se stane linearni

; N ) . MU ;_W-n.,";
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Nelinearni SVM — ukazka 3
@

+ X, ® . " e
® & &
linedami @
oddéleni
oboutid| @ @ e
zde neni @ ®
moZne ® P
® 9
ol = & L
umélé zvyseni %
poétu dimenzi
(zde o x))
X, pozice elementd jedné
tiidy jsou zménény
podél nové dimenze
linearni > l

oddéleni = R -
obou tiid : : - : ¥
pomoci - - - %
ATOVI - . : EE R .
g * .- . - :
R : s
L s 22 : - ) ]
o : .
., Gt W
-

Janousova: Analyza a klasifikace dat
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Nelinearni SVM

transformace do nového prostoru mulze probéhnout navysenim poctu
proménnych (napf. pridanim kvadratickych forem ptvodnich proménnych,

tedy soubor pak bude obsahovat proménné x;, x%,xz, x%, . & xzz,)

tento pristup vsak vypocetné naroCny - pouziti jader (kernels)

u linearniho SVM pro linearné separabilni i neseparabilni tridy Ize
Lagrangeovu funkci prepsat do podoby

L(W Wy, }\.) = z Ak — Ez )\i )\jgxing X’{X]‘
LJ

kde si skalarni soucin xl- X; muzeme zapsat obecné jako K(xi,xj), kde K je
néjaka funkce, kterou nazveme jadro

typy jader:
— linearni jadro: K(xl, ]) = X7 iX; - linearni SVM

— polynomialni jadro stupné d: K(xl, ]) (1+xlx]) —(1+Zl 1 XX l)
nelinearni
x1)")

— radidlni bazové jadro: K (x;,X;) = exp( y 3P (xy - SUM

— atd.
/r“,’ MU ;_‘\,.‘,,"%
Ba W



Priklad

Priklad: Bylo provedeno méreni objemu hipokampu a mozkovych komor

2 12 5 7
(v.cm3) u 3 pacientu se schizofrenii a 3 kontrol: X, = |4 10|, Xyz= 1|3 9].
3 8 4 5

UrcCete, zda testovaci subjekt x, = [3,5 9] patfi do skupiny pacientl Ci
kontrolnich subjektd pomoci metody podpurnych vektord.

13 |
s 12| ¢ e pacienti
_g 1M e kontroly
< 10| [ e testovaci subjekt
O
T 9 o o
2 ,
N 8 )
€ 7 °
S 6
o]
o &5 o
44 2 3 4 5 6

Objem hipokampu



Priklad — freseni pro parametr C = 1

vysledkem jsou hodnoty A = [O,%, 1,%, 1, O]

podpurnymi vektory jsou tedy body X5, X3, X, a Xc, protoze jim prislusejici
/12,/13,14 a Az jsou nenulové. Vypocitame orientaci hranice:

w = ZAkaxkxk x4 xa =% —xs = [ £+ [} -2 [5] - [}

—1/2

1/2
Pokud zvolime takové Xxj, pro které plati 0 < A, < C, tak podle vztahu
A + Ui = C musi byt y, > 0 a odtud podle vztahu uié, = 0 plyne, ze
Sk = 0. Vzorec se tak zjednodusi na oy, (wak + WO) = 1. Tedy napriklad

prox2(0</12=l<C=1):

wix,+w,=1 = w0=1—[__ “10 =1-3=-2

hranice je tedy dana rovnici: wTx + Wy = [_E S| X~ 2

"TMU ;_‘\,.‘,,"%
IBA lw



Priklad — freseni pro parametr C = 1

. . , . 1
* hranice je dédna rovnici: wix + Wy = [_E

objern kormor

12

11

1

|x-2

pacienti

kontraly

testovaci subjekt

délici pFimka

hranice toleranniho pasma
pacienti - podpdrmy wektor s £=10

objerm hipokampu

- @+ kontroly - podplrny vektor s E=10

*  pacienti - podprny wektor s & =0

B . *  kontraly - podplry vektor s & =0
L L
] ] ¢ 1 I
25 3.5 4 4.5 5

IBA lw



Priklad — freseni pro parametr C = 1

* muzeme klasifikovat subjekt x = [3,5 9]:

w x+w0—[—— “35]—2——175+45 2=0,75

 protoze 0,75 > 0, testovaci subjekt bude zarazen do tridy pacient(

* oveérime, Ze natrénovany klasifikator zaradi subjekty z trénovaci mnoziny
tak, jak to odpovida situaci na obrazku; tj. spravné subjekty

X1,X5,X3,X4 aXg a chybne subjekt Xc:

T 1 1]

whxy +wo = |-2 S [12]—2=—1+6—2=3

WT

X +wo = |- :[140]—2=—2+5—2=1

1 1773

T pr— —_—— —_— — —_ - — p—

wx3+W0—[12 2] 8] 2=-15+4—-2=0,5

wa4+w(,=[_E “]—2_—25+35—2_—1
1

T pr— —_—— —_— — —_ - — —

wx5+W0—[ = 2“9] 2=-15+45-2=1

1 1774
T - _ - = . - _ . — _
wx6+W0—[ - 2“5] 2=-2+425-2=-15



Priklad — freseni pro parametr C = 10

* vysledkem jsou hodnoty
A=[0, 3,6371, 8,7629, 2,0371, 10, 0,3629]

 podplurnymi vektory jsou tedy body X,,X3,X4,XsaXg, protoze jim
prislusejici A,, A3, A4, Az a Ag jsou nenulové. Vypocitame orientaci hranice:
6

w = z AkOx, X = 3,6371x, + 8,7629x3; — 2,0371x, — 10x5 — 0,3629%,
k_1= 3,6371 [ ] +8,7629 [8] —2,0371 [ ] ~10 [9] —0,3629 [4]
—4/5
2/5

Polohu délici pfimky uréime opét ze &, (WTx) + wy) = 1. Tedy napfiklad
prox, (0 <A, =3,6371 < C =10):
4 2114 4 1
. . , . T . 4 2 1
* hranice je tedy dana rovnici: w X + wy = [_E E]x+E



Priklad — freseni pro parametr C = 10

* hranice je tedy dana rovnici:

ohjern kornor

12

11

10

abjem hipokampu

T 4 2 1
W X+ wy = [— - —|X+=
0 5 5 5
B C pacienti
& kontraly
#  testovaci subjekt
B délici pfimka
--------- hranice toleranéniho pasma
i *  pacienti - podplmy vektor s E=0
*+  kontroly - podpldmy vektors E=10
* kontroly - podplmy vektors & =0
- @ P
L @
- @
| | | $"'. | |
25 3 35 4 45 5

e
IBA lw



Priklad — reseni pro parametr € = 10

* muzeme klasifikovat subjekt x = [3,5 9]:
4 21135 1
T —_ ) - =
wTx + w, = [‘g g“9]+5 28+36+02=1
 protoze 1 > 0, testovaci subjekt bude zarazen do tridy pacient(

e ovérime, ze natrénovany klasifikator zafadi subjekty z trénovaci mnoziny
tak, jak to odpovida situaci na obrazku; tj. spravné subjekty
X1,X5,X3,X, a Xg a chybné subjekt Xs:

4 21r217 1 8 24 1 17
T = | —— = —_ = —— —_— —_ = — = 4
W' Xq + wy [5 5]_12 +5 5+5+5 : 3,
4 2114 1 16 20 1 5
T - |—— —_ _ = — —  — —_—= — =
W Xy + Wy = = 5[10 +5 5+5+5 c 1
4 21131 1 12 16 1 5
T = e T T
W X3 +wy = = 5“8 c 5+5+5 c 1
Ty, + [4 2]5+1_ 20+14+1_ 5 .
WXeTWo =g S|l TET TS "5 "5 5
4 21131 1 12 18 1 7
T —_|_* =z e W
WX5+W0—[ z 5_l9]+5 5+5+5 c 1,4
4 21141 1 16 10 1 5
T —|_- = - - _=——_=-1
W Xg + Wy [5 5]_5]4-5 ottt 5 .



Priklad — srovnani vysledkiproC=1aC€ = 10

objermn kornor

19c 0 O pacienti
QO kantraly
% testovacl subjekt
1k délici pfirnka
""""" hranice toleranéniha pasma
* pacienti - podplmy vektor s £=0
10r ~® % Lontroly - podplmy vektor s £=0
® pacienti - podplmy vekior s & = 0
* kontroly - podpdmy vekt =0
9l . ontroly - podpdmy vektor s &
8_
7t e
B
5 1 1 1 ity 1 |
2 25 £ 4 45 ]

ahbjem hipokampu

ohjem kormor

C

= 10:

r G 0 pacienti
G kaontraly
# testovac subjekt
i délicl pfimka
-------- hranice taleranéniho pastma
| *+ pacienti - podplrmy vektor s & =10
*+ kontroly - podplrny vektor s £=10
* kontroly - podpliny vektor s & = 0
- ® E
- @
- ®
l l l ! e l I
2 25 3 35 4 44 ]

abjerm hipokampu
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