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Nekonecéné rady

Ve fyzice a chemii existuje mnoho dulezitych funkci, které jsou definovany jakou soucty nekonecnych
fad. Navic je i obvyklé, Ze prfi studiu mnoha reilnych problémiu se uvazované funkce nahradi nékolika
¢leny nekonecéné fady, ktera danou funkci reprezentuje. Tento trik se také Casto pouziva k integrovani
nékterych funkei. V této kapitole se proto seznamime se zakladnimi poznatky o konvergenci posloupnosti
a nekone¢nych rad, ukdzeme si jak secist nekoneéné mnoho ¢isel, pripadné jak funkci nahradit néjakou
radu.

Posloupnosti

Definice 1. Posloupnost je funkce definovana na mnoziné M C N. Posloupnost oznac¢ujeme {a,} nebo
{an}22 ., n-ty prvek oznacujeme f(n), f, a nejéastéji ay.

Posloupnost byva zadana vycétem c¢lent

] 111 1
727 4’ 87 167"’ )

explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len

(—=1)"n!
an = T
nebo tzv. rekurentnim vzorcem
a1 =1, as =1, ap = Ap—1 + ap—2, n>3J3.

f{ekneme, 7e posloupnost {a,} méa limitu L, jestlize existuje takové &islo L, ke kterému se miZzeme
s prvky posloupnosti libovolné mélo pribliZzit, pokud vezmeme dostatecné velké n. Zapisujeme

lim a, = L.
n—o0

Pokud takovéto limita existuje fikdme, Ze posloupnost konverguje. Pfesnéjsi definici této limity mazeme
uvést takto.

Definice 2. Rekneme, 7ze posloupnost {a,} ma limitu L, jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N
takové, ze pro kazdé n > ng plati |a, — L| < e.

Jestlize se a, neustale zvétSuje s rostoucim n, pouzivime zapis lim a, = oo. I tuto skute¢nost
n—0o0

muzeme Tict presnéji.

Definice 3. Rekneme, ze posloupnost {a,} méa limitu oo, jestlize ke kazdému M € R existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, > M.

Podobné muzeme definovat li_>m an = —00. Ma-li posloupnost limitu oo nebo —oo, fikime, Ze diver-
n oo
guje. Jestlize posloupnost nekonverguje ani nediverguje, fekneme, Ze osciluje.
Napiiklad pro tzv. geometrickou posloupnost {g,}°%, = {q,4%,¢>,...}, kde ¢ € R je kvocient, plati

n=1 —

0 jelilq| <1,
T
n—oo

oo jelig>1.
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Nékteré dalsi piiklady posloupnosti a jejich limit:

(=13 lim £ =0
n o

Gaha={%1} Tim L =1

{<_1)n ’?LO:]- = {1, —1, 17 —17 . } llm (_l)n neeXiStuje

n— oo
Poznamka 4. Pro limity posloupnosti plati vSechna pravidla a vlastnosti, které jsme uvedli pro limity

funkei jedné proménné. Navic plati: Jestlize lim f(z) = L a f(n) = a, pron € N, pak lim a, = L.
T—r 00 n—oo

Tento fakt nam umoznuje pouziti L’Hospitalova pravidla pii pocitani limit posloupnosti.

Ciselné rady

Jestlize budeme séitat ¢leny nekone¢né posloupnosti {a,} dostaneme vyraz
ar+aztaz+- o +an+oo,

ktery nazyvame nekonec¢nou rfadou. Je ovsem otazkou, zda-li ma smysl mluvit o sou¢tu nekone¢nych fad,
tj. jestli takovyto soucet viibec existuje, piipadné ¢emu je roven. Odpovédmi na tyto otazky se budeme
ted zabyvat.

Definice 5. Necht {a,}>2 je posloupnost realnych ¢isel. Symbol
o
Zan nebo ar4+as+as+---+ay,+---
n=1

nazyvame nekonecnou ¢iselnou fadou. Posloupnost {s,}>2, kde
$1=a1, S2=a+az, ... Sp,=ai1+ax+---+ap, ...,

nazyvame posloupnost c¢astecnijch soucti této fady.

oo
Existuje-1li vlastni limita lim s, = s, Fekneme, Ze fada > a, konverguje a mé soucet s. Neexistuje-li
n—oo
n=1

o0
vlastni limita lim s, fekneme, Ze fada »_ a, diverguje.
n—o0
n=1

Soucet fady je tedy limita posloupnosti ¢asteénych souctu této fady. Jiz pfimo z této definice miZeme
urc¢it sou¢ty nékterych tad.

Priklad 6. Urcete souCet geometrické rady
o0
a+aq+---+aq”+...:Zaq”_1, kde a#0,q#0.
n=1

Reseni. Necht

q| # 1. Pak

sn=a+ag+---+ag""",

qsn = aq+aq’ + - + aq".
Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme

n

(1= )sn = a— ag™.

Odtud n-ty ¢astecny soucet je

Je-li |¢] < 1, pak lim ¢" = 0 a soucet
n—oo

s= lim s, = lim a = .
n—00 n—00 1—q l—q



Pro ¢ > 1 je lim s, = co a fada diverguje, pro ¢ < —1 lim s, neexistuje.
n—oo

n—oo
Geometrickéa fada je konvergentni pro |g| < 1 a ma soucet

[e.e]
a
Z:aq"’1 =a+aqg+---+ag"+--- = T
n=1 q
Priklad 7. Urcete soucet rady
>
—n(n+1)
Resend. Uréime n-ty Castecny soucet fady
! + ! + 1t ! + !
S, — —— - “ e .
" 1.2 023 (mn—1Dn  n(n+1)
Na zakladé rozkladu vyrazu pro ¢len a,, na parcialni zlomky
1 1 1
nn+1) n n+l
muzeme predchozi ¢astec¢ny soucet s, prepsat ve tvaru
1 1 . 1 1 ey 1 1 . 1 1
Sy — — — — _ — = N - - [ —
"1 2 2 3 n—1 n n n+l

JelikoZ pro soucet s fady plati

1
s = lim s, = lim (1— >
n—00 n—00 n+1

dostéavame

— 1
Zn(n+1) =1

n=1

Obecné je obtizné ur¢it soucet nekonecéné fady a proto se ¢asto orientujeme na to, zda fada konverguje
¢i diverguje, aniz bychom urcovali jeji soucet. K tomu slouzi zejména tzv. kritéria konvergence.

Kritéria konvergence

N

konvergence.

o0
Véta 8. Necht > a, konverguje, potom lim a, = 0.
n=1 n—oo

Zduraznéme, Ze obracené tvrzeni neplati (jak ukdZeme na nasledujicim piikladé), tj. Ze z rovnosti
lim a, = 0 neplyne konvergence piislusné fady. Muzeme ale fici, Ze jestlize lim a, neexistuje nebo

n—oQ

o0
lim a, # 0, potom »_ a, diverguje.
n—0o0 n=1

Priklad 9. Ukazte, Ze tzv. harmonickd rada

oo

1
>
n=1

diverguje.

)
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Reseni. Jelikoz plati lim % = 0 je splnéna nutni podminka konvergence a momentilné nam nezbyva
n—oo

nic jiného nez zkusit ukizat divergenci dané rady piimo podle definice. Uvazme tedy ¢astené soucty

této fady a vyberme si soucty so, S4, Ss, ..., mame tak
1
S2 = 1+§
S S e L -
R R N R 2 \1"1)" T2
S L R
s = 2 \371 56 7 8
> 1+1+ 1+1 + 1+1—|—1+1
2 4 4 8 8 8 8
1 1 1 3
= 1l4+-+-4+=-=14-.
+2+2+2 +2

Podobné dostaneme, Ze s1g > 1+ %, S30 > 1+ % a obecné

n
32n>1+§

Ukézali jsme, Ze sg, — 00 pro n — oo, proto {s,} diverguje a tedy diverguje i dan4 fada.

Nasledujici kritéria udéavaji postacujici podminky pro konvergenci fad s nezdpornymi, pripadné klad-
nymi, ¢leny, tj. takovymi, ze plati a,, > 0, pfipadné a,, > 0. Posloupnost ¢aste¢nych souc¢ta téchto rad je
urcité neklesajici a tak tyto fad bud konverguji nebo diverguji k oo.

Véta 10 (Limitni podilové kritérium). Necht > a, je fada s kladngmi cleny a necht ezistuje

n—oo

. An+1
lim

n—00  QAp

Je-li ¢ < 1, pak > a, konverguje a je-li ¢ > 1, pak tfada Y a, diverguje.

n—o0 n—o0

Piipad ¢ = 1 nelze timto kritériem rozhodnout a je tfeba pouzit jiné kritérium.

Priklad 11. Rozhodnéte o konvergenci fady:

o] 2 o0
v b >

Reseni. a) Podle limitniho podilového kritéria dostavame

(n+1)2 ( + 1)2 | +1 1
1 !
lim L = g P gy 2T g BT = i — =0 <1
n—00  (n n—oo VLI n—oo N (n + ]_)n‘ n—oo Tl2 n—oo 2n

n:

a dana rada konverguje.

b) Opét uzitim limitniho podilového kritéria

a | n n mn. n
lim 2 = gm0 o iy — lim —lim (14+-)=e>1,
n—oo  Qy n—00 oo n—00 (n —+ 1)nnn| n—00 n n—00 n

a proto dana fada diverguje.
Typickym piikladem na pouziti limitniho podilového kritéria jsou posloupnosti, které obsahuji fak-

torial, pro posloupnosti, které obsahuji mocninu, se zase hodi limitni odmocninové kritérium.

Véta 12 (Limitni odmocninové kritérium). Necht > ay, je Fada s nezdpornymi cleny a nechl existuje
n—oo

lim a, = q, kde q € R*.

n—o0

Je-li g <1, pak > ay konverguje a je-li ¢ > 1, pak Fada Y a, diverguge.

n—o0 n—0o0



Pripad g = 1 nelze timto kritériem rozhodnout a je tfeba pouzit jiné kritérium. D& se navic ukézat,
ze nelze-li rozhodnout limitnim odmocninovym kritériem, nelze rozhodnout ani limitnim podilovym

kritériem.
Priiklad 13. Rozhodnéte o konvergenci fady:

2 3 (i) M X Gy

n=1

Reseni. a) Podle limitniho odmocninového kritéria dostavame

=a

.o a " . a 2
lim = lim = -
n—00 arctgn n—oo arctgn T

a dana fada tedy konverguje pro 0 <T? < 5 a diverguje pro a > z

Pro a = 5 neumime dle kritéria

DG STETRS

us
rozhodnout, ale jelikoz lim (m) > 0 neni splnéna nutnd podminka konvergence a dana rada
n—oo

tedy diverguje i pro a = 7.
b) Podle limitniho odmocninového kritéria dostavame

Y 1
n—00 (2+>ﬁ) n—oo 2 + 2

S|

a fada tedy konverguje. V predchozim jsme pouzili, Ze lim ¥/n = 1, coz miZeme urcit pomoci
n— oo
L’Hospitalova pravidla
. 1 lim lim 1
lim nn =en—oe » =gnooo™ =1,
n—oo

Ddlezitym kritériem je integralni kritérium, které navic také ukazuje souvislost mezi nekoneé¢nymi
fadami a nevlastnimi integrély.

Inn

Véta 14 (Integralni kritérium). Necht funkce f je kladnd a klesajici na intervalu [1,00). Necht a,, = f(n).
[e.9]
Pak > ay, konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje integrdl floo f(x)de.

n=1

Priiklad 15. Rozhodnéte o konvergenci fady:

1 — 1
a — b .
DI D Do o
n=1 n=2
Reeni. a) Uzijeme integralniho kritéria. Funkce f (x) = % je na intervalu [1,00) nezaporna. Prvni
derivace f'(x) = —x% < 0 pro kazdé = € [1,00) a proto je dana funkce nerostouci na tomto intervalu.

Zbyvé tedy vySetiit integral [ 2 dz. Plati

> 1 . ‘1 . ¢ .
—dr=1lim [ —dz=lim[lnz]] = lim Int —Inl = occ.
1 T t—oo J1 X t—r00 t—o0

Jelikoz integral diverguje, diverguje i dana rada.

b) Funkce f(z) = —— je pro viechna x € [2,00) nezdporna. Plat{ f’(z) = —(;7;111%62 < 0 pro v8echna

x € [2,00) a proto je dana funkce nerostouci. MiZzeme tedy uzit integralniho kritéria a vySetfit
integral [;° —L— dz. Plati

z-lnz

00 1 t Int
dz = lim dz = lim ~ds = lim [Ins)i® = lim Inlnt — InIn2 = oo,
o x-Inz t=oo Jo x-Inx t—00 Jino0 S t—00 t—00

proto dana fada diverguje. Pfi vypoctu jsme uzili substituce s = Inz.
Poznamka 16. Podobné jako v prvni ¢asti pfedchoziho pfikladu bychom mohli vysetfit i konvergenci

oo
fady Y n% Tato fada konverguje pro a > 1 a diverguje pro 0 < a < 1.
n=1
Poznamenejme, Ze existuji i dalsi a obecnéjsi kritéria, kterd se daji pouzit i v piipadé, kdy vyse

uvedené kritéria nefunguji.



Alternujici rady

V této ¢asti se budeme vénovat fadam, které nemaji vSechny ¢leny nezaporné a zavedeme i novy a silngjsi
typ konvergence, tzv. absolutni konvergenci.

o0
Definice 17. Nekone¢na fada > a, se nazyva alternujici, pravé kdyz plati
n=1

SEN i1 = —SgN Ay

pro vSechna n € N.

Vylouéime-li piipad fady, jejiz vSechny ¢leny jsou nulové, muzeme kazdou alternujici fadu psat ve
tvaru

i(—l)”_lan nebo i(—l)"an,
n=1 n=1

kde a,, > 0 pro vSechna n € N.
Pro alternujici fady méme nasledujici kritérium konvergence, které vlastné rikéd, ze nutna podminka
konvergence je i dostatecné.

Véta 18 (Leibnitzovo kritérium). Necht a, je nerostouci posloupnost kladnijch cisel. Pak alternugici
o)

fada > (—1)"ta, konverguje prdvé tehdy, kdyZ plati lim a, = 0.
n=1 n—00
= 11 = 1_1
- s . . g . y e
Podle Leibnitzova kritéria konverguje napiiklad rada Z_:l(—l) — nebo fada Z_:l(—l) i
00 "= 00 "=
Plati, ze konverguje-li fada »_ |a,|, pak konverguje i fada ) a,, pfi¢em? obracené tvrzeni neplati

n=1 n=1
00 00

(napt. fada (—1)"*1% konverguje, ale ) % diverguje). Ma tedy smysl pro fady s obecnymi ¢leny
n=1 n=1
zavést silnéjsi vlastnost nez konvergence.

~ oo o0
Definice 19. Rekneme, Ze fada Y a,, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada > |ay|. Jestlize
n=1 n=1

o0 o0 oo
fada ) a, konverguje a Y |a,| diverguje, fikdme, ze fada ) a, konverguje neabsolutné.

n=1 n=1 n=1
o o0
Tedy napiiklad fada ) (—1)"‘1% konverguje neabsolutné a fada ) (—1)"_1# konverguje abso-
n=1 n=1

lutné.

Pravidla pro pocitani s ¢iselnymi radami

Zdrojem mnoha omyli je skutecnost, Ze s nekone¢nymi fadami nelze libovolné zachézet jako s normélnimi
kone¢nymi soucty. Jednim z nejzndméjsich historickych ptikladi je tzv. Grandiho Tada

L (D) 41+ (=) +- =) (=)™
n=1
Tato fada zfejmé diverguje, jelikoz jeji posloupnost ¢asteénych souctt nemé limitu. Radu miizeme oviem
uzéavorkovat dvojim zptisobem a dostaneme nasledujici fady. Rada 1 + [(—1) + 1] 4+ [(=1) + 1] + -
konverguje a jeji soucet je 1 a fada [1+ (—1)] 4 [14(—1)]+- - - konverguje a jeji soucet je 0. Navic pokud
provedeme néasledujici vypocet, dostaneme ponékud zneklidiiujici vysledek.

0=0+04+0+0+---=1-1D+1-1)+(1-1H)+(1-1)---=
=1-1-1)-1-H-(1-1)—---=1-0-0—-0—"---=
=1



Ziejmé tedy takovyto vypocet musi chybny, jmenovité nemizeme pouzit asociativn{ zakon. V né-
sledujicim tedy uvedeme, jak s nekoneénymi fadami miizeme zachéazet. Nejjednodussi operaci je soucet
dvou rad.

Véta 20. Necht Z an a Z by, jsou konvergentni tady a necht Z ap, = u a Z b, = v. Pak je

n=1 = n=1 n=1
o0 [e.e]
konvergentni i Fada Y (an + by) a plati Y (an + by) = u + v.
n=1 n=1

Nasledujici véta je analogie distributivniho zékona.

o o0
Véta 21. Jestlize fada Y ay, konverguge, pak pro libovolné k € R konverguje téZ rada > k- a, a plati

n=1 n=1
oo oo
E k-a, =k g an,-
n=1 n=1

[o¢] (o)
Naopak konverguje-li fada » k- ay, kde k € R, k # 0, konverguje i fada ) ay.

n=1 n=1

Uvedené pravidla nam umozinuji napiiklad urcit soucet rady

N3 4n —2n
>

n=0

o0 o0 o0
Jelikoz obé fady Z DY (%)n, g—z: > (%)n konverguji mizeme podle predchoziho psat

=0 n=0 n=0 n=0
o0 n
3- 4" 1
YT sy (5) -3 ()
n=0 n=1
a protoze
o0 n o0 n
2 1 1 1 3
>(3) = () ~1r-3
n=0 3 n=0 3
dostavame

i3.4n—2"_ 15
— 6 2

vvvvvv

zékona, tj. uvadi, kdy mtzeme ¢leny nekoneéné rady hbovolne sdruzovat.

o]

Véta 22. Necht > ayn je konvergentni Fada a necht {ny} je rostouci posloupnost pFirozenych cisel.
n=1
Polozme ng =0 a pro k € N oznacme

bk} = angp_q1+1 + Qny_1+2 + “Any, -

o0
Pak Fada ) by konverguje a plati
k=1

oo oo
S h=Ya
k=1 n=1

Vgechna uvedena pravidla se tedy daji aplikovat na konvergentni fady, odtud tedy pochézi i zduvod-
néni pro¢ operace na ivodnim prikladu Grandiho fady nebyly korektni. Chybi jesté analogie komutativ-
niho zakonu, ktera vyzaduje absolutni konvergenci fad, jak uvadi nésledujici véta.

oo oo
Véta 23. Necht Fada Y a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné také kazdda Fada Y ay,

n=1 n=1
oo

oo oo
vznikld prerovndnim fady Y an a plati Y an = > ay, .

n=1 n=1 n=1



Mocninné rady

Kromé ¢&iselnych fad hraji v matematice a jejich aplikacich dulezZitou roli i fady, jejichz ¢leny jsou funkce

oo
fn(z). Mluvime pak o fadé funkei Y f,(z). Souc¢tem takové fady je zase néjaka funkce f(z). Pro takovéto
n=1
fady se daji zavést pojmy bodovd a stejnomernd konvergence a jejich kritéria konvergence.

My se v této ¢asti ovSem budeme zabyvat jen speciadlnim piipadem, kdy funkce f,(z) jsou mocninné
funkce, tj. fn(z) = apx™. Tyto fady se ¢asto pouZivaji k aproximaci funkce v bodé = = 0.

Definice 24. Bud {a,}5°, posloupnost realnych ¢isel a g libovolné realné ¢islo. Mocninnou fadou se
stfedem v bodé xg a koeficienty a,, rozumime fadu funkci tvaru

(0.9}
ag + a1 (x — mg) + ag(x — x0)* + -+ = Zan(fv — x9)".
n=0

Bez Gjmy na obecnosti mizeme uvazovat, Ze stfedem mocninné fady je ¢islo zg = 0, jelikoz pomoci
substituce z — xg = y mizeme prevést fadu se stfedem v libovolném bodé zy na fadu se stfedem v bodé
0.

Podobné jako u ¢&iselnych tad je dilezitd otazka pro ktera = mocninné fada konverguje. To uréime
pomoci tzv. polomér konvergence r, ktery mizeme spocitat podle vzorce

Qn

r= lim
n—o0

: (1)

Ap+1

Celkem mohou nastat t¥i moZnosti:

1. Je-li 0 < r < oo, pak fada konverguje pro x € (—r,r) a diverguje pro |z| > r. Pro hodnoty x = +r
musime rozhodnout zvlast pomoci nékterého z kritérii konvergence z predchozi ¢asti.

2. Je-li r = 00, pak fada konverguje pro vSechna x.
3. Je-li r = 0, pak fada diverguje pro v8echna x # 0 a Fikdme, Ze fada vzdy diverguje.

Priiklad 25. Urcete polomér konvergence pro fadu

o0

Z(—l)"x"zl—x—l—xQ—x?’—i--'-
n=0

Reseni. Dosazenim do vzorce (1) dostavame

-1
r = lim ‘( =1,

)
n—00 (—JJ”+1

tedy polomér konvergence je 1 a fada ur¢ité konverguje pro |z| < 1. V takovémto pfipadé miizeme
dokonce urcit soucet této fady jako soucet geometrické rady, kde a =1 a ¢ = —x, tj.

1

l—z+22—24... = .
1+

Tt zékladni otdzky o mocninnych fadach (a celkové o funkénich fadach) jsou:
1. Je souctem Tady spojitych funkeci na intervalu I, také funkce spojita na intervalu I7?
2. Pro kterd x muZeme mocninou fadu derivovat ¢len po ¢lenu?
3. Pro ktera r miZeme mocninou fadu integrovat ¢len po ¢lenu?

Kli¢ovou roli v odpovédich na tyto otazky hraje polomér konvergence.

o0

Vé&ta 26. Necht mocninnd fada ), anx™ md polomér konvergence r > 0. Pak soudet této Fady je spojitd
n=1

funkce na intervalu (—r, r).



o0
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Véta 27. Necht mocninnd fada > anz™ md polomér konvergence r > 0. Pak pro vsechna x € (—r,1)

n=1

plati

00 /
(Zan:v"> :(ao+a1x+a2x2+---)’:a1+2a2$+3a3:r2+---,

T > T ) a1$2 a2$3
/ Zanfﬂn dx—/ (ap + art + agt” + -+ )dt = apz + 5 + 3 + -
0 0

Pritom vijrazy na pravé strané magi stejny polomér konvergence.

Integrace a derivace Fady prakticky vyuzivame p¥i rozvoji funkei do fad a pii hledani souctu rad.

Piiklad 28. Vyjadrete funkei In(1 4 =) mocninou fadou.

Reseni. Podle predchoziho piikladu plati pro z € (—1,1)

1
——=l-a+2* -2+

14z
a dale vime, Ze
Todt
—— =1In(1
o 1+t a(l +2),
dohromady tak dostéavame, ze pro x € (—1,1) plati
In(1 +z)dt _dt /m(l tHt2— 34y dt
n xr = _— = —_ — . —
o 1+t Jo
2 3 4 o0 n
x x x x
— e T 1)yl
L BT ED DIC i
n=1
Priklad 29. Urcete interval konvergence a sou¢et mocninnych rad:
[e.@]
a) Yo (=) =1—2%+2° - 2°
n=0
- n+1z” x2 z3 z4
o (z—1)2nH1 (z-1)3 | (a=1)°
) X o =@+ s+
n=0
oo
d) Yna" ' =1+22+32%+42%+---
n=1
[e.°]
e) Son(—1)" a3l =2 —22° 4 328 —dgtt ...
n=1
oo
f) S na" =z + 222 + 323 + 42t 4 - -
n=1
Resend. a) Jedna se vlastné o geometrickou fadu s kvocientem ¢ = GZ—T = —23. JelikoZ geometricka
fada konverguje pro |g| < 1, proto | — 23| < 1 a dan4 fada konverguje pro x € (—1,1). Pro soudet
geometrické fady plati
al 1
s(z) = =
1—q¢ 1+23
Proto plati
> 1
n,.3n
Z( 1)t = 5.8 Pro x € (—1,1).
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b) Pro interval konvergence plati

Gn

r = lim
n—oo

An+1

a tedy fada konverguje pro x € (—1,1). V tomto intervalu tedy existuje soucet fady a fadu lze ¢len
po ¢lenu derivovat

s'(x) = <i(_1)n+11:> _ i <(_1)n+13;':‘>, _ i(_l)n—i_lxn_l — 142?34,

n=1 n=1 n=1
Po derivaci dostdavame geometrickou fadu s kvocientem ¢ = —z, jejiz soucet je roven 14%95 Proto pro
soucet s(x) piuvodni fady plati
s'(z) = ! pro z € (—1,1).
1+

Odtud integrovanim dostavame

1
s(m):/l_i_xdx:ln(l—l—x)—i—c.

Konstantu ¢ uré¢ime dosazenim konkrétniho ¢&isla z konvergenéniho intervalu, napi. x = 0

oo On
= (-1 = =In(1 =0.
s(0) n:1( ) - 0 = 0=In(14+0)4+c = c=0
Soucet fady je roven
0 n
E(—l)"“x—:ln(l—{—x) pro z € (—1,1).
n
n=1

¢) Vyuzijme toho, Ze fada a fada z ni vznikla derivovanim, pfipadné integrovanim, maji stejny polomér
konvergence. Derivujme danou fadu ¢len po ¢lenu

s'(z) = <(x_1)2nﬂ)/:§;<(51:_1)271H)/:§:(x_1)2n:1+($_1)2+(x_1)4+...

2n+1 2n+1

n=1
Po derivaci dostavame geometrickou fadu s kvocientem ¢ = (z — 1)2, jejiz soudet je roven

I
1—(x—1)2 22— a2

Geometricka fada konverguje pro
g <1 = |z-1?%<1 = =ze(0,2).

Pro soucet ptuvodni fady plati

a odtud integrovanim

1 1 1 z \?
s(z)= [ m——dz=-Inz—-In(zx—2)+c=1In +c.

2x — 22 2 2 r—2
Konstantu ¢ uré¢ime dosazenim ¢isla napt. z =1 € (0,2)

0 (1 . 1)2n+1 1

2
nzo 2n + 1 n<1—2) te=e

Soucet fady je roven

0o 2
(x_1)2n+1 T
- =1 € (0,2).
nzo on + 1 nlp=g) pro ve02)
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d) Urceme polomér konvergence

r = lim
n—oo

An+1

Proto pro z € (—1,1) muZeme danou fadu integrovat ¢len po ¢lenu

/ dx_/<zm )dng/mj”_ldngx”—l—a

Dostavame tak geometrickou fadu s kvocientem ¢ = x a souctem =-. Proto plati

/s(x)dx: T e

1—=x

a odtud derivovanim

s(z) = <1fx+c)/:(x_11)2.

- 1
Znaz”_l = @12 pro z € (—1,1).

Dostavame tak

e) Pro polomér konvergence plati

-1 n+1
r= lim n_| _ lim (=)™ n| =1.
n—00 | A1 n—oo |(=1)"*2(n + 1)|
Pro z € (—1,1) mizeme danou fadu integrovat ¢len po ¢lenu
o 1 oo
/s(x)d:n:/ (Zn( 1) lg3n= 1> dZL‘_Z/ )il dy gZ(—l)"_lx?’”—i-c.
n=1 n=1
Dostévame tak geometrickou fadu se souctem 7. Plati
1 a3
de =-——
/5(:0) x 31+:1:3+C
a odtud derivovanim
3 ! 2
314 a3 (14 23)2"
Proto pro soucet rfady plati
1,3n-1 a?
n— n—1 __ _
;n(_l) x = Gxa) pro z € (—1,1).

f) Obdobné jako v predchozich ptikladech uré¢ime interval konvergence x € (—1,1). Upravme n-ty ¢len
tak, abychom jej mohli vyjadfit pomoci derivace

(") = na""' pak na" =z (z").
Nyni dosadme do fady

an" :Zx-(x”)/:m'Z(azn)/:x- (Zx”) .
n=1 n=1

n=1 n=1

o0
Piicemz ) x" je geometricka fada se souctem == a proto
1 —T
n=

N z x
"=g. =— e (-1,1).
nglna: x <1 —a:) e pro z € (—1,1)
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Poznamka 30. Je-li dana funkce f, kterda ma v bodé xzg derivace vSech fadu, pak fadu

f/ 0 f// 0 0o f(n) 0 i
f0)+ L0 Oz~ 100,

n=0

nazyvame Maclaurinovou Tadou funkce f. Neni Gplné snadné fici, kdy plati rovnost

> £(n)
fa) =3 7O,

n!

n=0

tj. kdy mazeme nahradit funkci v okoli nuly jeji Maclaurinovou fadou, ale napiiklad pro vSechny niZe
uvedené elementarni funkce jsou tyto rovnosti korektni.

I
18
2

. 3 In+1

\
12 3
T
—
~—

3

8

3
Il
=)

8
|
—
S~—
3
SR
3
=

cosle—%?+-.-+(—1)”(§n)!+...:

3
I

2

=
|
o
18
0
[
N~—
s
+
[
¥

3
Il
i

Pomoci predchozich vztaht miizeme dokazat naptiklad tzv. Fuleriv vztah
ir o .
e’ =cosx +1sinz,

ktery hraje svoji roli mimo jiné pfi feSeni linearnich diferencialnich rovnic druhé fadu. Plati

e iz (ir)? B iz 22 id a2t B
-1 .232 .7}4 [T 333 B
I T S TR THLREN Bl

Fourierovy rady

V této Casti se budeme zabyvat dalsim specidlnim pfipadem funkénich fad a to tzv. Fourieroviymi fadams.
Jedn4 se o funkéni Fady slozené se zakladnich goniometrickych funkei sin nx a cos nx. Setkdvame se s nimi
v riznych piirodnich i technickych aplikaci, kde se pouZivaji pro aproximaci rtuznych periodickych funkeci.

Definice 31. Necht funkce f(x) je integrovatelna na [—m, 7|. Pak nekonecnou radu

oo
% + Z(an cos nx + by, sinnx),
n=1
kde pro a, a b, plati
s
ap = — f(z) cosnz dz, n € NU {0},
—m
1

by = — f(x) sinnx dz, n €N,
™ —T

nazyvame Fourierovou fadou funkce f v intervalu [—m, 7| a koeficienty a,, b, se nazyvaji Fourierovy
koeficienty funkce f.

Poznamka 32. 1. Je-li f sudé funkce, mé jeji Fourierova fada tvar

o0 2 T
204 Zan cosnz, kde a,= / f(z)cosnzdx (n e NU{0}).
2 n=1 TJo
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2. Je-li f licha, mé jeji Fourierova fada tvar

oo 2 T

E bysinnz, kde bn:/ f(z)sinnzdx (n€N).
T Jo

n=1

st Nx

je souc¢tem Fourierovy fady funkce f préavé tato funkce, tj. kdy muzeme korektné psit rovnost

ap > .
f(z) = ) + Z(an cosnx + by, sinnx).

n=1

Odpovéd na tuto otdzku da nésledujici véta. Pro aplnost uvedme, Ze funkci f nazveme po cdstech spojitou
na intervalu [a, b], jestlize na tomto intervalu existuje pouze kone¢ny pocet bod, ve kterych je nespojita
a navic v kazdém z téchto bodu obé jednostranné limity a jsou vlastni. Navic funkci f nazveme po édstech
monotonni, jestliZe existuje koneény pocet bodu, které déli interval [a, b] na krat$i intervaly takové, Ze
v kazdém z nich je dané funkce monotonni.

Véta 33. Necht f je po cdstech spojitd a po édstech monotonni na [—m, w|. Pak jeji Fourierova fada
konverguje na [—m, 7] a jeji soucet je roven:
1. f(xo) v kaZdém bodé x¢ € (—m, m), v némz je f spojitd,
2. Lf(zg) + f(zd)] v kazdém bodé g € (—m, ), v némz je f nespojitd,
1
2

3. 5[f(=7T) + f(7x7)] v kragnich bodech intervalu [—m, ],

kde vyrazem f(zy), resp. f(xg), rozumime ¢islo lim f(z), resp. hm f(z), pokud tyto limity existuji.
T—=T) x%xo

Poznamka 34. Muzeme si vSimnout, Ze pokud Fourierova fada konverguje k funkci f na intervalu
[—7, 7], pak konverguje i na intervalu (—oo, c0) a to k tzv. 2m-periodickému rozsifeni funkce f.

Piiklad 35. Funkei f(z) = x rozviiite na intervalu [0, 7] do kosinové fady.

Obréazek 1: Sudé periodické rozsitent funkee x, x € (0,7)

Resend. Jelikoz mame najit fadu, kterd mé obsahovat jen funkci kosinus, hleddme tedy rozvoj sudé
funkce, zkonstruujme tedy sudé periodické rozsifeni funkce (viz obrazek). JelikoZz mame sudou funkci,

plati b, =0 a
2) s 92 s 92 27T
aoz/ f(x)dx:/ xdx:[x} =7
T Jo T Jo T 2]

a pro koeficienty a,, n =1, 2 ... mame

2 [T 2 (7
:/ f(m)cosnmdx:/ x cosnz dr.
T Jo T Jo

Pomoci metody per-partes spoc¢teme

T 2 ) A 2

ap = / xcosnrdr = —[rsinnx]j — — sinnrdr = ——[(-1)" —1].
T Jo nmw nmw Jo n4m

Tedy pro z € [0, 7] plati

_l’_

SEE®

> (2n — 1z
Z COSTLQ? = = — 72 COSQTLTZ_ 1

n=1

1\3\>]
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Piiklad 36. Najdéte Fourierovu fadu funkee f(z) = 22 na intervalu [—7, 7] a pomoci ziskaného vysledku
urcete soucet ¢iselné fady

Reseni. Funkee f(x) je suda, tedy b, =0 a

2 [T 2 (" 2
CLOZ/ f(x)d:zz/ 22 dz = Sr?
m™Jo ™ Jo 3

2 [T 9 [T
= / f(z)cosnrdr = / 22 cosnx dz.
™ Jo T Jo

Dvojim uzitim metody per-partes dostaneme
s 1 - 2 i
/ 22cosnrdr = = [1:2 sinnac]o - / z sin nx dx
0 n Jo

1 2 1 1 ("

= —n’sinnr— = <— [z cos nzx] + / cos kx dx)
n n n k Jo
1 2 2

= Zxlsinnm+ —TCOSNT — — sin n.
n n n

Jelikoz sinnm = 0 a cosnm = (—1)" pro n € Z dostavame

22 4

Pro z € [—7, 7] tedy plati

TL

cosnx.

72 )
=T g
Dosadime-li za x = 7, obdrzime .
S SE
a odtud
s lom
— n? 6

Poznamka 37. UkaZzme, jak 1ze odvozenych vysledkt vyuzit k nalezeni Fourierovych fad periodickych
funkei s periodou p # 27. Oznac¢me kvili jednoduchosti p = 2h a pfedpokladejme, Ze f je integrovatelna
funkce na intervalu [—h, h]. Pak funkce

je periodicka s periodou 2, je-li pfitom f po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na [—h, h|, zfejmé
je také funkce g po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na [—m,x]. Proto lze funkci g rozvinout
do Fourierovy fady na [—m, 7], odkud zpétnou transformaci ¢7 2 obdrzime Fourierovu fadu funkce f na

[—h, h] ve tvaru
% Z (an cos :c + by, sin %x)

kde Fourierovy koeficienty jsou dany vzorci

h
:;L/_hf(x)cosn;:vdx (n e NU{0}),

h
by, = 1/ f(x)sin@xd:c (n € N).
hJ_p h

Priklad 38. Najdéte Fouriertiv rozvoj funkce f(z) = x na intervalu [—1,1].
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S S s
ST

Obrazek 2: Periodické rozsifeni funkce z, x € (

Regend. V tomto pripadé je h = 1, dale je f lich4, a proto a, = Opron € NU {0} a

1
b, = 2/ rsinnrx dr =
0

2 2 !
= ——[zcosnma]y+— [ cosnmrdr =
nm nm 0
2 2 1 2 -1
= ——cosnm sinnmx —(=1)"".
nmw + n 7r2[ o= n7r( )

Tedy
1

2™
= Z sinnrz  pro x € (—1,1).
7r

Poznamka 39. Animace zobrazujici Fourierovy fady je moZno nalézt na

https://www.math.muni.cz/ " plch/nkpm/html/index.htm.

Neékteré aplikace nekonec¢nych rad

Priklad 40. Pacientovy je denné podéavano 150 mg léku a kazdy den 70 % mnozZstvi tohoto 1éku z krve
absorbovano. Urcéete dlouhodobé maximalni a minimélni mnozstvi 1éku v krvi.

Resend. Jeden den po podani 1éku je 70 % davky vstiebano a zustava tak 30 %, po dvou dnech ziistane
30% z t&chto 30 % atd. Maximéalni mnozstvi M latky bude ihned po podéani posledni davky léku a da
se vyjadiit nekone¢nou geometrickou fadou

M 150 + 150 - 0.3 + 150 - (0.3)2 +150- (0.3)3 +--- =
150

— ~ 214 mg.
1-03 me

Tedy maximalni dlouhodobé mnozstvi léku v krvi je rovno 214 mg a nastane po podani davky. Nejmensi
dlouhodobé mnozstvi m léku v krvi bude pfed podanim déavky a je rovno 30 % maxima (70 % je absor-
bovano), tj.

m = 0.3 - 214 = 64 mg.

Piiklad 41. Normalni rozdéleni pravdépodobnosti se pouziva pii predpoviddni chovani mnoha jevii,
napiiklad ndhodnych chyb méfeni. Timto rozdélenim se také ¥idi mnoho technickych a fyzikalnich veli¢in.
Kfivka tohoto rozdéleni je ddna rovnici

Tedy obsah pod touto kiivkou od ¢isla nula po né&jaké ¢islo z (vyjadiujici pravdépodobnost né&jakého
jevu) je dan integralem

Vypoctéte tento integral.
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Reseni. Tento integral neni mozné pfimo vypocitat. Primitivni funkce sice existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci elementarnich funkci. PouZijeme proto Maclauriniv rozvoj funkce e”, tj.

c_14 % x? x"
R TR TR I
Dosazenim za x = —% dostavame
_£2 Lo L 4 L 6 - n 22"
e L A= LD Bl

Danou fadu mizeme integrovat ¢len po ¢lenu a dostavime

1 T —éd B 1 1 3 1 5\
V2m Jo ¢ b= V2T $_3-2$ +5-22-2!$ -
x2n+1

1 o=,
B Jﬂ%(_l) (2n + 1)27n!

Priklad 42. Pozitivni impuls néjakému systému, napiiklad skokovy nartst poc¢tu narozenych jedinci,
tzv. ,baby boom“, je obvykle nasledovan malymi fluktuacemi ve vyvoji (tzv. ozvénou). Tyto fluktuace
mohou byt pomérné dobie modelovany napfiklad funkci

sinx

ft) = :

X

Béhem prvnich ¢ jednotek ¢asu je tak ptrinos takového impulzu roven

t .
ST
dzx.
0 X

Urcete Maclauriniv rozvoj této fady a pomoci prvnich ¢tyf ¢leni tohoto rozvoje urcete pfiristek k da-
nému systému za dvé jednotky casu.

Reseni. Pro vypocet daného integralu musime opravdu pouzit Maclauriniv rozvoj, jelikoZ neexistuje
zédna elementarni funkce, kterd by byla primitivni funkei k 222
K nalezeni rozvoje dané funkce pouzijeme znamy rozvoj funkce sinx

sinx 1 x3 + 27 n
T x 3! 5! 7!
_ x2 x2S
D R T

Danou fadu miizeme integrovat ¢len po ¢lenu a dostaneme tak

t o1 t 2 4 6
Sin x X X X
dr = 12T T de=
/0 P /0< TR T )”“"

B 114 11, 11, b
—'{xgmf*a5$W7x*"lo—

t3 t5 t7 & x?n—l
= t— — R —1)ntt

st sE T TV G

n=1

Tato nekone¢na fada udava presnou hodnotu daného integralu, dosazenim ¢ = 2 do prvnich étyr ¢lena
dostaneme pfibliznou hodnotu piiristku

23 25 27
92— _ ~ 1.605
5.3 5.5 7.7

/1/1 dzdy
0o Jo l—zy

Piiklad 43. Vypoctéte
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—e

0 T

Obrazek 3: Graf funkce f(z) = Sz

T

Reseni. Jelikoz vime, Ze plati
1

1—a

l+a+a®+-

miizeme dany integréal pfepsat jako uvedenou geometrickou fadu

1,1
// dedy // (1+ay+ 222+ )dedy =
o Jo I—xy

1 1
0

3 0
1 2
y oy
- 102402 4.0 ) dy =
/0<+2+3+ )y
2 3 1
Y Y 1 1
_ CARNC =14+ — 4+ — 4...
[y-i— +32+ ]0 +22-|-32+

Pomoci vysledku pfikladu 36 tak dostavame

// d:cdyioo 1 7
_ 2 6
11—y = n 6
Pokud bychom chtéli pocitat tento integral piimo, museli bychom dany integral transformovat (otocit
soufadny systém kolem pocatku) a i po této transformaci by byl vypocet nepiijemny.
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Cviceni

1. Urcete polomér konvergence a souc¢et mocninnych rad:

X, pan—1 e n
a) T b) > n(n+1)2",
n=1 n=1
) In+1 s n+1
C) ZO(_l)n€n+1 ’ d) Zl(_l)n+1 nfnJrl)'
n= n=

2. Rozvinte funkci do mocninné rady:
a) y=arctgz, b) y=In(1-2x).

3. Naleznéte Fourierovu fadu funkce f(z) = sgn(z) na intervalu [—, 7]

_17 T € [_7-()0)1
sgn(a:) = O’ T = 07
1, xz € (0,7

4. Rozlozte ve Fourierovu fadu funkei f(x) = |z| na intervalu (—1,1).
Vysledky:

T—z|° (1—z)2°

c) arctgz, x| <1, d) (z+1)In(1+2z) -,z <1

1. a>§1n\1ﬂ\ | <1, b) 2 |a] <1,

0 n$2n+1 s} "
2. a) ZO(—l) oo € (=1,1), b) — Zl — xec(-1,1).
n= n—

o0 .
3. sen(@) = £ 3 S,

4l i 1 2n—1)7x



