Domaca tuloha Mb5&858 ¢. 9

Néjdite singularne body linedrneho diferencialneho systému (obecne ne-

homogénneho)
x' = Ax+b; x,beR?

a za pomoci Jacobiho matice urcte o aky singuldrny bod sa jedna v pripade,
Ze matica tohto systému je regularna.

1.
x] =371 — 1829

x5y =221 — 929

¢o je mozné ekvivalentne prepisat v maticovej notacii
()6 ) v 2l )
a-(57)
1)

a5 )

5. Transformujte stiradnice tohto linearneho nehomogénneho dif. systému
tak, aby sa singuldrny bod previedol do pociatku sturadnej stuistavy.

2 -1 1 -1
12 -1 0 -3 (1 T
A= 2 0 -1 1 ,b=(-1,-2,3,6)
2 2 -2 5

Rozhodnite o existencii a jednoznac¢nosti rieSenia systému dif. rovnic(obecne
nelinearnych), uréte nulkliny, typ singuldrnych bodov a naértnite ich fazovy

portrét.



= -6ty +x

= 4-2
Yy = 12-32?
r_ )\x2
"= by, Ab>0
¥ = xy

= a2 ay?

HINT: Na znéazornenie fazového portrétu pre tento systém si pomozte
stanovenim definiéného oboru rovnice trajektérie urcenej vztahom:

d
y,(x):%zié:ﬁﬂy?
de 4 xy

. Nech funkcia x je rieSenim pociatocnej tlohy
=z z(a)=0.

Pre aké parametre a a [ realne, je riesenie x tejto rovnice klesajuce,
rasttce, periodické?

HINT: Nie je nutné rovnicu riesit(¢asto ani nedokazeme!). Sta¢i si
nakreslit funkciu zostaveni z pravej strany nasej diferenciilnej rovnice,
tj. y = x. Odtial je zrejmé, Ze rieSenie x tejto rovnice klesa pre 5 <0 a
naopak rastie pre 5 > 0, Co je zrejmé z grafu y = z. V pripade 8 =0 je
rieSenie x = 0. Dokézte, zZe parameter o nehra pre asymptotiku riesenia
x, Ziadnu rolu. Vysvetlite, ¢im je tato skutocnost spdsobena. PoloZte si
otazku! Bolo by mozné postupovat obdobne i v pripade, Ze uvazované
rovnica by mala tvar
' =x+1t?



Uvazujme model spolo¢enstva dravec-korist s vntitrodruhovou kon-
kurenciou.

Zavedme oznacenie:
N --- velkost populécie koristi
N, --- velkost populécie dravca
€1 -+~ Specifickd miera rastu populacie koristi
€5 -+~ Specifickd miera mortality populacie dravca
« --- miera vnatrodruhovej konkurencie koristi
~1 -+~ Specifickd miera nicenia populacie koristi dravcom
k --- efektivnost premeny znicenej koristi na populaciu dravca

Predpokladame, ze vsetky konstanty st kladné a nech =5 := ky;. Rovnako
ako u klasického Lotka-Volterrovho modelu dravec-korist sa predpoklada,
7e dravec a korist 7ziju izolovane od ostatnych druhov a Ze dravec sa Zzivi
vyhradne koristou. Keby bol od koristi izolovany, postupne by vymrel, tj.
€2 > 0. Tiez predpokladame, ze korist méa dostatoéné mnozstvo potravy na
prezitie, tj. €1 > 0.

Potom model spolocenstva dravec-korist s vnttrodruhovou konkurenciou
ma tvar

N{ = Ni(e—aNy-mN,),
N2’ = NQ(—€2+’}/2N1).

ZADANIE: Rozhodnite o existencii a jednoznac¢nosti rieSenia tohoto sys-
tému, urc¢te nulkliny/sing. body, typ singuldrnych bodov a naértnite fazovy
portrét za predpokladu:

Qe > €17s.

Pokiste sa tuto situdciu zachytent na fazovom portréte interpretovat na
biologickej tirovni.



Prevedte linedrny systém

8
Il

ax + by

cx +dy

do polarnych siuradnic (polarne stradnice z(t) = p(t) sin(t), y(t) = p(t) cos (t)).
Poktste sa stanovit typ singularneho bodu [0, 0] rozborom vsetkdch mo-
znosti, ktoré mozu nastat pri roznych volbach konstant a,b,c,d € R.

Poznamka. V pripade, ze ¢ = b a d = a, systém ma singuldrny bod typu
OHNISKO.

1. Stanovte typ singularneho bodu systému:

T = ZL’2—y2

!

= 2xy

HINT: Prevedte systém do poldrnych stradnic a nasledne vypocitajte
rovnicu trajektdrie, ktord ukaze typ singularneho bodu (sing. bod je
typu dipdl).

Transformujte stradnice tohto linedrneho nehomogénneho dif. systému
tak, aby sa singularny bod previedol do pociatku stradnicovej stustavy a
nasledne urcte typ tohto singularneho bodu.

2.
= x-2y-1
y = bx-y-23
3.
"= x+y-2
"= 2x+3y-1

4. Nakreslite fazovy portrét pre systém

¥ o=y

’=ZL‘2

HINT: Vypocitajte rovnicu trajektorie a urcte jej defini¢ny obor.



5. Dokézte, ze singularny bod [0, 0] je izolovany a nésledne urcte jeho typ.

2)

! eV —sinx -1

8
Il

In(1-2?)+z+y

r—-y+1

8
I

= —sinz

HINT: Na priklad 5. aplikujte vetu o varia¢nej matici(linearizacia vse-
obecného systému pomocou Jacobiho matice vycislenej v singularnom
bode)!

6. Rozhodnite o existencii a jednoznacnosti riesenia, uréte nulkliny, singu-
larne body, smerové vektorové pole a nacrtnite tvar trajektorii systému

!

¥ o=y
"=l +day

Dalej dokézte, Ze mnoziny

Piooy=5175
2
=% y:2f\/§

st invariantné, na druhd stranu ukazte, Ze mnozina P; : y = 0 inva-
riantna nieje.

HINT: Pre mnozinu P; sta¢i ukézat, Ze po dosadeni do systému za
y = 0 je pre z € R systém nenulovy. Mnoziny P;, ¢ = 1,2 sa dokazu
analogicky. Stac¢i ukazat, ze

(y - ka?) =y - 2kxa’ = -2 + 4oy - 2kay = 0

pre y = kx? & klygzlig.ﬂ

Poznamka: Tento priklad ukazuje, ako je niekedy mozné z tvaru kri-
viek nulklin odhadnif vSeobecny tvar invariantnej mnoziny, ktord né-
slednym dosadenim do systému vygeneruje podmienky kladené na ko-
eficienty invariantnej mnoziny(tj. mnozina v ktorej Vkazda trajektdria
ktora zacne, alebo sa do tejto mnoziny dostane, uz ju neopusti pre cas
t — +00).



Néajdite prvych par ¢lenov Picardovej postupnosti postupnych aproxima-
cii pre systém:
x] = 3x; — 18x9 := F(x,y),
xh = 2x1 — 9x9 = G(x,y),

s poiatonymi podmienkami z;(0) = 1, 25(0) = 2.

HINT: Pouzite rekurentné Picardove formulky pre system:

X1 (t) =20+ [ F(@a(s),ya(s), s)ds,
Yn+1(t) :yO+fyi)G(xn(8)7yn(S)vs)dS'

Zamyslite sa nad tym, ako by sa hladala Picardova postupnost postup-
nych aproximécii pre rovnicu druhého radu:

ax” +bx’ +cx=t, a,b,c>0,
splhajtca pociatoéné podmienky z(0) = 0 = 27/(0).
HINT: Prevedte tto rovnicu na systém za pomoci substiticie y = 2’ a

rieste rovnako ako v predchadzajicom priklade.

Hodné stésti u zkousek.
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