15. Laplaceova transformace a jeji uziti pi FeSeni systemu Kolmogorovovych diferencialnich rovai
a evolutnich diferencialnich rovnic

15.1. Motivace:Pro HMR se spojitymiasem Ize pravgbodobnosti pechodu vyjatit jako feSeni systému
Kolmogorovovych diferencialnich rovna absolutni pravgodobnosti Ize vyjaa jako feSeni systémavolwcnich
diferencialnich rovnicV obou &chto gipadech vystupuji v uvedenych rovnicich intenzityghodu a jedna se o systémy
linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimekoienty. Takoveéeto systémyihemereSit pomociitznych integralnich
transformaci, z nichz nejrozéingjSi je Laplaceova transformackaplaceova transformacégvadi soustavu diferencialnich
rovnic pro nezname funkce na soustavu algebraickyahic pro obrazydchto funkci. Tuto soustavu k¥gSime a pomoci

operatoroveho slovniku najdeme k obréseni jeho vzor.

15.2. Definice:Definice Laplaceovy transformace
Neclt f(t) je funkce splujici podminky

a) f(t) je spojita pro t > 0,

b) f(t) = 0 pro < 0,

¢) f(t) je exponencialnihiadu, tj. existuji konstanty M > @ OR tak, ze|f (t)‘ <Me™,
Pak funkceF(z) = T f(tle™dt se nazyva aplaceova transformace funkce f@Eunkce f(t) se nazywéor a F(z)obraz.

(Obecrt je z komplexni prognna, pro nasecely vSak post& z> 0.)



15.3. Ozn&eni:

Laplaceovu transformaci (dale LT) zfime L(f(t)) = F(z) a zptnou (inverzni) transformaci zéiane LY(F(2)) = f(t).

15.4. \ta: Vztah mezi vzorem a obrazem
Mezi pavodni funkci f(t) a jeji LT F(z) existuje vzajehjednoznény vztah.

15.5. Kiklad: Najdte LT funkce f(t) = &.
Reseni:
? ? 1 o 1
F(z)=[e"e™dt=[e"“dt=——"|e [ =———
-feerafeian- Ljrop - L
15.6. \eta: Linearita LT

LT i zpétna LT je linearni je linearni, tj. pro libovolnékstantyc,,...,c. R, aspd jedna konstanta je nenulova,

n

plat L(ch (t)j = Yol (1) a L-l(zci E(z)j =Y oL(F (2)

=1

15.7. \Bta: LT derivace funkce
Pro LT derivace plati: L(f'(t)) = zF(z) — f(0).



15.8. Véta: LT n-té derivace funkce
Pro LT n-té derivace plati: L{f(t)) = Z'F(z) — Z°%(0) - Z"%'(0) - ... - f"(0).

15.9. Poznamka:Uvedeme strény operatorovy slovnik.

Vzor f(t) | Obraz F(z)

1 1/z
t 117
et 1/(z-a)
t & 1/(z-ay

Ae® Al(z+a)

t< e kl/(z+ta)*, k=0,1, 2, ...




15.10. Riklad: UZitim LT vyreste diferencidlni rovnici y'(t) + y(t) =2s paate:ni podminkou y(0) = 0.

PR B _ 1 _ 1 _ A B _ 1 -1
keSeni:2v(z) y(O)JrY(Z)_z+2:>Y(Z)_(z+1)(Z+2)_Z+1+z+2 z+1+z+2

1=A(z+2)+B(z+1)
2A+B=1=2A-A=1=A=1
A+B=0=>B=-A=B=-1

T e e P e
z+1 z+2 z+1 zZ+2

-e'+2e* +e' —e* =™ -splreno
Pacateini podminka: y(0) =1 -1 =0 — spho




15.11. Riklad: UzZitim LT najcte feSeni systému linearnich diferencialnich rovnic

2y, (t)-y,'(t)+y,(t)=0
y,(t)=3y,'(t) +2y,(t) =1

s pa:atenimi podminkami y(0) = y,(0) = 0.
Reseni:

202Y,(2) - y,(0)] - [2Y.(2) -y (0)] + Y.z
Yl(z) - 3[ZY21( ) yz( )] +2Y (Z)

0= 2zY,(2)+(1-2)Y,(z)=0

)=
= Y,(@)+(2-2)V.()=

N|H

ReSenim systémuchto dvou rovnic ziskam¥, (z) = + ,tedyy, (t)=-22 + 2%°.

t t

Z 2. rovnice plyne, Zg,(t)=1+3y,'(t) - 2y2(t)=1+3(— e’ +§e3j + et — 4> =1+ e — 29,

Celkem:y, (t)=1+ & - 29, y,(t)= %+ %0,

Zkouéka:yl'(t)=%e2 —§e3,y2'(t)= —e? +3€

t t t t t t t t t t t t

: > - o 2 - o - . : z - : - : - .
1. rovnice:e? ——e® +e? —§e3 - 22* + 2°* =0- splréno, 2. rovnicel+e? —2e® + 3e? — 2e®* — 4e? + 4e® =0- splreno

Posateni podminky:y,(0)=1+1-2=0,y,(0)= -2+ 2=0- splrEno.



15.12. Véta: Kolmogorovovy systemy a systém euvalich diferencialnich rovnic

Neclt {X;t0T} je homogenni markovsktzec se spojityniasem, ktery ma systém matiephodu{P(t);t 0T},
systém vektar absolutnich pravgbodobnost{p(t);t 0T}, vektor p&atenich pravépodobnostp(0) a matici intenzit
prechoduQ. Pak plati:

a) P'(t)=P(t)Q s paatesni podminkolP(0) =1 (Kolmogoroviv systém prospektivnich diferencialnich roynic

b) P'(t)=QP(t) s patateni podminkolP(0) =1 (Kolmogoroviv systém retrospektivnich diferencialnich roynic

c) p'(t)=p(t)Q s paatesni podminkowp(0) = dany stochasticky vektasystém evolenichdiferencialnich rovnig

15.13. ta: V¢éta oreSeni Kolmogorovovych systéma systému evotimich diferencialnich rovnic

Neclt Q je kvazistochasticka mati¢édu n. Pak plati:

a) Existuje jedindeSeni systému prospektivnich a retrospektivnictoiolhorovovych diferencialnich rovnic sgaoeini
podminkouP(0) =1. TototeSeni pedstavuje systém matiégrhodu HMR se & s mnozinou stav J :{],2,...,n}.

b) Existuje jedinéeSeni systému evainich diferencialnich rovnic s pateini podminkoyp(0) = dany stchasticky vektor

TototeSeni pedstavuje systém vektoabsolutnich prawgphodobnosti HNR se $ s mnoZinou stavJ :{12,...,n}.



15.14. Friklad: Nect {X;tOT} je homogenni markovskgtzec se spojtyndasem, ktery ma mnozinu stavd ={1,2},
11

-2 2
matici intenzit gechoduQ :( Q J a vektor poatetnich pravépodobnostio(O) = (E,Ej.

a) Najctte vektor stacionarnich praggbdobnosti.

b) Najcite vyjadeni pro vektor absolutnich prajmbdobnosti a ¢) maticipchodu.
Reseni:

Ad a) Hledame vektoa tak, abyaQ =0, a + & =1.

-2 2
S B
-2, +ta,=0=> 23 -1+a, =0=>4a, :% a, :1—% :g, tedya:[%%j.
Ad b)Resime systém evainich diferencialnich rovnig'(t)=p(t)Q s pa&ateni podminkowp(0)= (%%j
-2 2
e O=eOL0] [ % ]n0n.)=1=p0=1-n0)

p,'(t)=-20,(t) + p,(t)= p,’(t) ==2p,(t) + 1~ p,(1).p,(0) :%.

2 1
: — = = E— :E E:iz =—Z+2 :i i
Laplacdv obraz:zR(z)-p,(0)= zvl(z)+Z P(z)= P(z)z+3) o= =R(2) Az +3) e
1 1
43 6 1 1_ 2 1
t)=L3+-6 |==+2e* p(t)=1-p,(t)=2-Ze*. Zkouska vyjde.
p()=L7| S+ 5|75t pl)=l-p()=5 - e vj



Ad c)Resime systém prospektivnich Kolmogorovovych difei@nich rovnicP'(t) = P(t)Q s p@ateini podminkour(0)=1 .

(Bt P )= P2 2l =1 palt =109+ Pl =1 o)1)

P'(t) p'(t)
Puy'(t) = =204, (t) + p1o(t) = puy'(t) = =2p,,(t) + 1~ py, (1), py, (0) = 1.

1 2
: 1 1 &l +1 _ 3. 3
Laplacéiv obraz:zp,(z)- p,,(0) = —lel(z)+E -P,(z)= P.(z)z+3) =E+1=ZT —P(z)= _Z(ZZ 3 =% + 233

1 2

- 3 [_1.2_ 2 2
pll(t):L ' %‘I_% :§+§e 3t1 p12(t):1_p11(t):§—§e 3,

le.(t) = _2p21(t) i pzz(t) = p21l(t) = _2p21(t) +1- p21(t)'p21(0) =0.

1 -1
Laplacév obraz:zp,(z) - p,,(0) = -2P,(2) +§ —P,(2)= Pu(z)(z+3)= % = P,(2)= ﬁ = % +ZT33
£ =L
p,,(t)=L" %+%3 :%—%e‘S‘, p,,(t)=1- p21(t):§+%e‘3t.
12 2 _2
-3 3 -3t| 3 3
P(t)—} g+e 1
3 3 3 3






Pribeéhy funkci popisujicich prawgodobnosti pechodu
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