5. Stacionarni a limitni rozlozeni homogennich marvskychietézci

5.1. Definice:Definice stacionarniho vektoru
Neclt a je stochasticky vektor R stochasticka matice odpovidajici dimenze. Jestldga = aP, pak vektomla se nazyva

stacionarni vektor matide.
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5.2. Friklad: Najdte stacionarni vektor stochastické mative % % % :
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5.3. Poznamka:Stacionarni vektor Ize v MATLABuU ziskat pomoci kae sv.m:

function [a]=sVv(P)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=sv(P)

%vstupni parametr ... stochasticka matice P
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
%zjistime rad matice P:

n=size(P,1);

%vytvorime pomocnou jednotkovou matici:
I=eye(n);

%sestavime matici soustavy:
A=[[I-P];ones(1,n)];

%vytvorime vektor pravych stran:
f=[zeros(n,1);1];

%vypocteme stacionarni vektor

a=(A\)";



5.4. Definice: Definice stacionarniho rozlozeni homogenniho maskéhoretzce
Neclt {Xn ;N[ NO} je homogenni markovskgttzec s matici fechoduP. Stochasticky vektaa, ktery je stacionarnim

vektorem maticé®, se nazyva stacionarni rozlozeni daniédtzce.
Vysvétleni: Stacionarni rozloZeni popisuje chovani Rildo dostaténg dlouhé dob sledovani, kdy jiz odezhvliv

pocateenich podminek. Slozka stacionarniho rozlozeni udava podil celkove débBroutretézec stravi ve stavu |.

5.5. Wéta: Véta o existenci limity vektoru absolutnich prapddobnosti
Necht {X :nON,} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP. Jestlize pradi, j DJexistuje”m p, (N) =a,, pak
existuje téﬂjm p,(n)=a,.

Diikaz: Ze zakona evoluce plynémp, (n) =lim 2P, O)p, (n)=>p,©) limp, (n) =>.p, (OB, =22 .p (0 =4,

i0J i0J



5.6. Riklad:

Mamecernou a bilou urnu apkouli. Na péatku pokusu jsou vSechny koul€erné urg. V kazdém kroku pokusu
nahodrt vybereme jednu kouli,figemz vyl&r kazdé koule je stefrpravdEpodobny a femistime ji do druhé urny.
Zavedeme homogenni markovsigizec{X ,;n0ON,} s mnozinou stavJ = {0,1, ..., 5}, kde X=j, kdyz po n-tém kroku
bude v¢erné urg praw j kouli.

a) Najctte matici grechodu a nakresletégzhodovy diagram.

b) Najdite stacionarni rozloZeni tohatetzce.

c) Vypacitéte stedni hodnotu ptiu kouli véerné ur@ po stabilizaci pokusu.

Reseni:
O 1 0 0O 0O OO0
1 0 ﬂ O 0O
5 5 1 4/5 3/5 2/5 1/5
2 3
O — 0 — 0 O
jozo . ofoooole
ad a)P= 3 )
O 0 =2 0 =0 1/5 2/5 3/5 4/5 1
5 5
0O 0 ﬂ 0 1
5 5
O 01 O



0O 1 0 0 0O
1 0 4 O 0 O
) )

0 g 0 g 0 O

ad b) (@‘l a.s &1 a\as a4, a5) = (a)’ a-’ @’ as’ a4’ ag,) 3 2
O 0 - 0 —-20

) S
0 0 4 0 1
5 5
O 0 010

a, =1 =a,+2a, a ="a +5a,a=a+ a,a =2a+a, az-la
0 5a1’ a'.l. 0 5 21 2 5a1 5 37 8 5 2 5 4 4 5 3 51 a5 5 4
3-1=5a),32=10®,aazloa,adf:seb;as:a)

ProtoZzeg+a +a +a+a + & =1, dostavamea 5@ + 10 + 10g + 5+ a=1= aozé

L, ., 1 51010 5 1
Stacionarni rozlozenga=| —, —,—,—,—,—

32'32'32'32'32'32

ad C)E(X) = 0% +10> + 202+ 302+ 40> +50+ = 20 = 25
32 32 32 32 32 32 32

Vysledek je ve shads aiekdvanim, Ze po dostéte velkém pdétu pokusi bude v obou urnach vipnéru stejny poet

kouli.



5.7. Poznamka:Pro dany homogenni markovsigigzec ffislusné stacionarni rozloZzeni nemusi existovat.

5.8. Definice:Definice limitniho rozloZeni a ergodickékeiczce
Neclt {Xn :n0 NO} je homogenni markovskgttzec s vektorem gateEnich pravdpodobnostp(0). Jestlize existuje

limp(n) =p, pak vektorp se nazyva limitni rozloZzeni danétekzce. Jestlize vektgp nezavisi na vektoru gateinich

pravéEpodobnostp(0), pakiekneme, Ze danitézec je ergodicky (regularni).

5.9. Poznamka:lnterpretace ergodickélfetzce

Ergodickyretzec Ize interpretovat takto: podifipadi, kdy jefetzec ve stavu j, se bliislu g bez ohledu na to, jak

proces zéal.

5.10. Wta: Véta o vztahu mezi limitnim a stacionarnim rozlozenigrgodickéhdettzce
Jestlize{x,;n0ON,} je ergodicky homogenni markovskgtizec a existuje jeho stacionarni rozlozanpak limitni rozlozer
P je rovno stacionarnimu rozlozeai

Diikaz: p =limp(n) =limp(n-)P =pP , tedyp je stacionarni vektor mati¢ea ten zn&éimea.



5.11. WWta: Markovova ¥ta

Neclt {Xn N0 NO} je homogenni markovskgtizec s matici fechoduP. Jestlize existuje takowéslo nON,, Ze maticeP”
ma vSechny prvky kladnéikame, Ze jeegularn) , pak

a) existuje stacionarni rozlozeni danéé®zce a je jediné

b) tettzec{X ;nON,} je ergodicky

c) maticeP" konverguije k limitni maticA, jejiztadky jsou stejné a jsou rovny stacionarnimu vekéoru

Diikaz: Nebudeme provaitl

5.12. Poznamka:

MaticeP je regularni, jestlize neni rozlozitelna na tvar

P, O (Q O 0 P,

0 P,). (R s)nmebo (P, 0

Znamena to, Ze z kazdého stavu Ize po &oéen pd@tu kroka prejit do vSech ostatnich stav



5.13. Fiklad: UvaZzme provoz vyrobni linky, ktera seibe nachazet ve dvou stavech: v provozu (stav 1) ueipraw
(stav 2). Dlouhodobym sledovanim provozu vyrobmkyi se dos@o k nasledujicim zaram: pokud se vyrobni linka

v jednom obdobi nachazela v provozu, tak v nasietnjobdobi v 50%ipad: zastala v provozu a v 50%ipadi se
nachazela v oprav Pokud se vyrobni linka nachazela v jednom obdagraw, pak v dalSim obdobiiztala v 75%
pripadi v opraw a v 25% pipadi se vratila do provozu.

a) Modelujte tuto situaci pomoci homogenniho maskéhoretzce.

b) Najckte matici fechoduP a nakresletefechodovy diagram.

c) Najckte limitni rozlozeni daného homogennitettzce a interpretujte ho.

Reseni:

ad a){X,;n0ON,}, X, =j, kdyZ v n-tém obdobi je linka ve stavu j, 1=2.

ad b)p = ( ]
025 0,75

0.7t

1 12
ado)@a)=@a) 05 0] a+a=1=a,=2a=], tdya- (3 3)

Znamena to, Ze po dostate dlouhé dob bude linka v provozu s pragplodobnosti 1/3 a v opras pravé@podobnosti 2/3.



5.14. Riklad: Nectr {X ;nON,} je homogenni markovsktzec s matici fechoduP =

o O Qo
O O T
O T O
© O O

kde p + g = 1. (Tento HR se nazyvaahodna prochazkasasténé odrazejici stnou) Uréete stacionarni rozlozeni tohoto
HMR.

qg p 0 O
9 e g 0 p 0 ...|¢&
Reseni:i(a a.,4,,...)=(a a a,,... . a =1
(3aaa..)=(gaa )O q 0 p 2@
1_
a,=08,+0a =a,=- 3, = a,
q q
p
—a, = Pg, 2
_ _q _plt-q) _(pj
_p +q :>a2_ - 2 a'O__
a, =pa, +0a, . ; q) %

j
Obecr: a, =(g] a,j=12,...



j
a) Neci p <. Pakl=} a =Z£Ej a, =ip:> a, =1- P stacionami rozlozeni existuje a ma tvar:
=0 =0\ d 1-¥F q

q

j
a, =£g) (1—%}] = 01,2,... Jedna se o geometrické rozlozeni s parameﬁreﬂ]—g.

(Pripomenuti geometrického rozlozeni:

Nahodna vetiina X udava poet neuspchi v posloupnosti opakovanych nezavislych pdkpiedchazejicich prvnimu

Uspschu, gicemz pravdpodobnost Usiehu je v kazdém pokusti. PiSemex ~ Ge9). Pravdpodobnostni funkce:
_|@-9)"9prox=01,...

mix) = {o jinak )

b) Nech’ p>q. Pak} a, = a stacionarni rozloZeni neexistuje.
j=0



5.15. Riklad: Na malém mist jsou dva obchody, oztime je A a B. Zajimame se o nakupy zaka@nikschto
obchodech. Uvazujeméifm tydenni obdobi a sledujeme, kde zadkaznicdugdivych tydnech nakupovali a jak tyto
obchody gtidali. Pro jednoduchost@dpokladejme, ze v fbehu jednoho tydne nav&tovali bud’ pouze obchod A nebo
obchod B. Jako s@ast marketingového vyzkumu byla shromé&rdata od 1000 zakaznikéasovém horontu 10 tydQ.
Na zaklad tohoto vyzkumu bylo zjigho, ze 9% zakaznik nakupujicich v obcha@dA tam bude nakupovat i

v nasledujicim tydnu a 10%eyde do obchodu B. Dale 80% zakaZnitakupujicich v obch@&dB tam bude nakupovat i
v nasledujicim tydnu a 20%gjde do obchodu A.

a) Modelujte tuto situaci pomoci HMa najdte matici gfechodu.

b) Jestlize na zatku nakupovalo 1000 zakazaik obchod A, kolik jich bude po Sesti tydnech?

c) Jestlize na zatku nakupovalo 1000 zakaziiik obchod B, kolik jich bude po Sesti tydnech?

d) Jak velky je trzni podikEthto dvou obchailza gedpokladu dostate¢ velkého pétu obdobi?

e) Obchod B provede reklamni kampaby gilakal zakazniky nakupujici v obch®d. DoSlo k utitému gesunu zajmu

085 015

nakupovat v obchadB. Dle nového pizkumu byla stanovena matic@phodu( 020 0,80]' Jak se nyni z#mil trzni podil

obchodi A a B za pedpokladu dostate¢ velkého potu obdobi?



Reseni:
Ad a) Zavedeme homogenni markovskgzec{X ,;:nON,} s mnozinou stavJ = {1, 2}, pricemz X%, = 1, kdyZ zakaznik
v n-tém tydnu nakupuje v obchod a X, = 2, kdyz zakaznik v n-tém tydnu nakupuje v obe¢hBd

09 01

02 o,sJ'

Ad b) Vektor pg@atesnich pravépodobnosti jep(0) = (10), vektor absolutnich pra¥dodobnosti po 6 tydnech bude
p(6) = p(0)P° =(0,70590,2941), tedy v obchod A bude nakupovat 706 zakaziik

Podle textu ulohy sestavime mati¢ephodupP =(

Ad c) Vektor p&atesnich pravdpodobnosti jep(0) = (01), vektor absolutnich pra¥godobnosti po 6 tydnech bude
p(6) = p(0)P° = (0588204119, tedy v obchod B bude nakupovat 412 zakazinik

Ad d) Hledame stacionarni rozlozeni danéhoRdNloto rozloZeni bude existovat, protoze jiz maRama viechny prvky
kladné.ReSime systém rovnic

(a.a,)=(a, ,al)(g’z gg,ao +a, =1. Dostaneme slozky stacionarniho vektczr(p.:g a, :%. Trzni podil obchodu A tedini

66,7%, obchodu B 33,3%.

Ad e) V tomto pipact hledame stacionarni rozlozeni pro RM matici mechodu( 823 8;2].

Ziskame vektoa = (0,5714; 0,4286), tedy trZzni podil obchoddiAi 57,1%, obchodu B 42,9%.



5.16. Fiklad: Profesor méit oblibené otazky, z nichZ jedna se objevi v kaZtkstu, ktery profesor zada. Studenti znaji
jeho zvyklosti dobe. Profesor nikdy nepouziva téze otazky dvakréqi®. Kdyz naposled uzil otdzky 1, hodi minci a
Vv pripack, ze padne lic, uzije otazky 2. Jestlize uzil oyazkhazi déma mincemi a fejde k otazce 3, kdyz na obou mincich
padne lic. Jestlize uzil otazky 3, h&=imi mincemi a fejde k otazce 1, kdyz na vSedeah padl lic.
a) PopiSte situaci pomoci homogenniho markovskéliace, najdte matici gechodu a nakresletégrhodovy diagram.
b) Za predpokladu, Ze uplynulo jiz dosti dlouhé obdobistfe, kterou otazku pouzil profesor da$tji a v kolika

procentech ppad ji uzil.
Redeni:
Ad a) Zavedeme homogenni markovskgzec{X ,;nON,} s mnozinou stavJ={123}, pficemz X, = j, kdyz v okamziku n
zada profesor otazkiislo j, j = 1,2,3.

_ v Lz de Piechodovy diagram:
Matice gechoduP=|3/4 0 1/4 -
18 7/18 0 L1

18
Ad b) Hledame stacionarni vektor daného RIM
0 1/2 1/2
(&, @, &) = (a, &, &) [3/4 0 1/4|, & +a& + a = 1.ReSenim ziskdme stacionarni veldor (5/15, 6/15, 4/15), tedy
7/8 1/8 O

profesor zadava ni&gstji otazkucislo 2 a uzil ji ve 40% ipppad.



Simulace procesu v MATLABuU

stavl | stav2 | stav3
n=10 0,3 0,4 0,3
n=20 0,35 0,35 0,3
n=50 0,34 0,38 0,28
n=100 0,35 0,39 0,26
n=200 0,37% 0,395 0,23
n=500 0,328 0,412 0,26
n=1000 0,339 0,401 0,26
n=co 0,3333 0,4| 0,2667
Stav 1 Stav 2 Stav 3
-l A v
VAN g
o sl |
ul aald




5.17. Fiklad: V piikladu 4.11. ,Model havarijniho poji&ti“ jsme zjistili, Ze maticei@chodu ma tvar
1-¢” e’ O
P=| 1-¢” 0 e’|.
1-e” -Ae? Ae* e
a) Odval'te stacionarni rozlozeni daného RM
b) Za edpokladu, Ze zakladni vySe pojistného je &y Wpaitéte stedni hodnotwyse pojistného, kterou pojétec zapla
v dlouhodobéntasovém horizontu.

Reseni:
1-c, ¢, O
Ad a) Pro zjednoduseni zavedeme @emé g = €”, ¢, = A €*. MaticeP méa pak tvarP=| 1-c, 0 c, |. Stacionarni
l1-c,—-c, ¢, C,
rozloZeni existuje, protoze jiz matiBé ma vSechny prvky kladn&esime systém rovnic

1-c, ¢, O
(3.aa,)=(aaa) 1-c, 0 c,|a,+a +a, =1 Dostaneme slozky stacionarniho vektoru:
1-¢,-¢, ¢ ¢,
_1-c,-cc, _1-e*-re? _ _cfi-c)_e-€*)_ _ ¢’ _ e?
1-c,C, 1-Ae™®

~1-cc, 1-Ae? " 1-cc, 1-)Ae?
Ad b) Ripomeneme, Ze stavy 0, 1, 2 znamenaji, Ze 0 j@dakpojistné, 1 je pojistné s bonusem 30%, 2 jistpé
s bonusem 50%.

] e 1-e™ —Ae™ e'(1-¢e?) e
Stredni hodnota vySe pojistného tedy bwd@. + 0,7a + 05, )=w + 0,7 + 05 )
Vy p J y @O al 2) |: 1_)\6—2)\ 1_)\6—2)\ 1_)\e—2)\:|



