71069 Statistické metody a zpracovani dat
IV. Odhady parametr G

K €emu to je dobré?

Obvyklym pfipadem pfi zpracovani hromadnych jevt je, Ze mame
pomérné maly poéet pozorovani néjaké veli¢iny a chceme uginit
zaveéry o tom, co bychom obdrzeli, kdybychom méli pozorovani
mnohokrat vice.

Cilem je ukazat:
1) Jaké vlastnosti ma mit (ndhodny) vybér
2) Jaké vlastnosti (rozdéleni) maji vybérové statistiky

3) Jak Ize odhadnout parametry zékladniho souboru ze souboru
vyb érového

Vyb érové metody zkoumani

« Z&kladni soubor (populace) a jeho parametry
* VVybérovy soubor a jeho statistiky
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Z vyb éru provadime Usudky (odhady) skute¢nych hodnot parametrd
zékladniho souboru

To si miZzeme dovolit pokud ma vybérovy soubor stejné vlastnosti jako
soubor zakladni (je reprezentativni)

Toho doséhneme nahodnym vyb érem

Jaké jsou diivody , pro¢ pracujeme s vybérovymi soubory?

Odhadovani jako zaklad statistického usuzovani

Pouzivame statistickou indukci - usuzujeme z ¢asti (vybér) na celek
(zékladni soubor).

Odhad neznamych parametr @ zékladniho souboru provadime
1) na zéakladé statistickych charakteristik vybéru.

2) na zékladé jistych predpokladl o jejich rozdéleni

Vztahy mezi zadkladnim souborem a vyb  éry

Z&kladni pojmy a symboly

Zakladni soubor /' Vybérovy soubor

e rozzah N n
e ity prvek a; X
e aritmeticky primér o ¥
e smérodatna odchylka (rozptyl) G (6%) 5 (59

N/

Odhady parameirzakladniho souboru:

QDT>

Dva zpusoby odhadu parametr G zakladniho
souboru

r—lp

« bodovy odhad

« intervalovy odhad

Nejcastéji odhadujeme stfedni hodnotu a rozptyl zakladniho souboru

K odhadovani potfebujeme poznatky o teoretickych rozdélenich

Odhady parametrt zékladniho souboru z vybéru provadime s
urcitou pravd épodobnosti (p Fesnosti, spolehlivosti)




Bodovy odhad parametr G zakladniho souboru
Je to odhad parametru zékladniho souboru (stfedni hodnoty, rozptylu) z

vybérového souboru pomoci jedné hodnoty.

Bodovy odhad aritmetického pr  iméru zékladniho souboru

1 n
—> %

i=1

fr=x

=

Primér vybérového souboru je nezkreslenym odhadem  stfedni
hodnoty (priméru) zékladniho souboru

Bodovy odhad parametr @ zakladniho souboru
Bodovy odhad sm érodatné odchylky zékladniho souboru

Urcuje se z odchylek jednotlivych prvkid od vybérového praméru. Pro n-1
stup it volnosti  plati:

5= |1 Ny —x2
U—,/n_lgj(x X)

Smeérodatné odchylka (rozptyl) vybérového souboru
neni nezkreslenym odhadem smérodatné odchylky
(rozptylu) zékladniho souboru

(poznamka)

Stupn & volnosti

Mame odhad aritmetického priméru a plati nasledujici vyraz:
n
D% =nlx
i=1

K uréeni hodnoty O Ize tedy vyuzit pouze (n-1) nezavislych élenti

tzv. stup fd volnosti 1 o
g= ,/f (x —%)*
n —1; X

Odhadem pr tméru ,ztracime" jeden nezavisly ,pokus*
Priklad:
 primeér vypocteny ze tii méreni je 5
« dvé ndhodna (nezavisld) méfeni budou 4 a 5

« zbyvajici tfeti méfeni musi byt 6, aby byl primér roven 5,
tedy neni nezavislé

Bodovy odhad parametr 0 zékladniho souboru
Smeérodatné odchylka zékladniho souboru

o= lz("" —x)?
nisy

Smérodatna odchylka vybérového souboru

Pro mala n (n<30) bychom méli vybé&rovou smérodatnou odchylku s pocitat
podle vy$e uvedeného vzorce.

Bodovy odhad je odhad jednim ¢&islem. Nevime jak je toto &islo ,pfesné* &i
,spolehlivé .

pravd épodobnosti obsahovat neznamy parametr.

Pomoci vybérového priameéru konstruujeme interval uvnitt kterého se skute¢na
hodnota populagniho priméru nachazi s vysokou pravdépodobnosti

Intervalovy odhad, intervaly spolehlivosti
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Z vlastnosti normalniho rozdéleni Ize pomoci hodnoty aritmetického
prdméru a nasobkl smérodatné odchylky urcit meze, které vyjad fuji
pravd épodobnosti, s nimiz dané hodnoty leZi vur  €itém intervalu

Intervaly spolehlivosti

Vnitfni interval vymezeny jistym nadsobkem smérodatné odchylky se
oznacuje jako interval spolehlivosti

Odchylky od praméru, které se nachazeji uvniti tohoto intervalu oznacujeme
jako odchylky p Fipustné , nevyznamné.

Analogicky jsou definovany odchylky vyznamné .

Meze spolehlivosti dale vymezuiji tzv. kriticky obor ( oblast zamitnuti) a
oblast p Fijeti.




Intervaly spolehlivosti

Sitku intervalu spolehlivosti volime podle povahy problému a zavisi také na
rozsahu nahodného vybéru. Nej¢astéji pouzivané intervaly:

Nasobky s Oblast p Fijeti Oblast zamitnuti
1,960 95 % 5%
2,576 99 % 1%
3,291 99,9% 0,1%

Interpretace interval 4 spolehlivosti : 95 % interval spolehlivosti stanoveny
na zakladé ndhodného vybéru zahrne s pravdépodobnosti 95 % skute¢nou
hodnotu odhadovaného parametru.

Intervalovy odhad parametr @ zakladniho souboru

Na rozdil od bodového odhadu zde ur¢ujeme interval, v némz se zadanou
pravdépodobnosti lezi odhadovany neznamy parametr.

Intervalovy odhad se li8i podle rozsahu souboru a také podle toho, jaké
parametry zndme.

Déle budeme zna €it:

d,, 0, - krajni hodnoty intervalu spolehlivosti — meze spolehlivosti

a - hladina vyznamnosti - pravdépodobnost, Ze skute¢ny parametr
zéakladniho souboru neni z intervalu spolehlivosti.

(1-a) — hladina spolehlivosti  (spolehlivost odhadu) — pfedstavuje
pravdépodobnost, Ze skute¢ny parametr zakladniho souboru se
nachazi uvnitf intervalu spolehlivosti.

Intervalovy odhad dvoustranny

P(,<p<q,)=1-a

fitx)

al2 al2

Interpretace: Pravdépodobnost, Ze parametr y zakladniho souboru se
nachéazi mezi hodnotami q,, q, je (1-a)

Intervalovy odhad jednostranny

zdola ohrani¢eny P(ql < ﬂ) =l-a

()

(-2

q1 X

Interpretace: Pravdépodobnost, Ze parametr p zakladniho souboru ma
vétsi hodnotu nez gy, je (1-a)

Intervalovy odhad jednostranny

shora ohrani¢eny P(u<q,)=1-a

fi(x)

(1-a) a

q2 X

Interpretace: Pravdépodobnost, Ze parametr p zakladniho souboru ma
mensi hodnotu nez q,, je (1-a)

Intervalovy odhad parametru  [pro velké rozsahy  vybéru
(n>30)

Intervalovy odhad Ize obecné zapsat: P((]l1 <pu< Q2) =1-a

Pokud zndme hodnotu o hodnoty q,, g, Ize urit takto:

< g o g
0, =X-2 ,—&— q2:X+21iT
1—5 n PRAL

21 a je prisluSny kvantil normovaného normalniho rozd  éleni (Ize ho

2 najit v tabulkach &i vypocitat)
g . . A ’ .
T je tzv. smérodatna chyba odhadu prdméru (viz poznamky)
n

o — smérodatna odchylka zakladniho souboru
n —rozsah vybéru

a — hladina vyznamnosti




Intervalovy odhad parametru  Lpro velké rozsahy  vyb éru
(n > 30)

Pokud nezndme hodnotu o hodnoty q,, g, Ize urdit takto:

s — smérodatna odchylka vybérového souboru

Intervalovy odhad parametru p Ize potom zapsat:

S
X—Z

=2n-1

<Sp<x+z

s
-2 /n-1

Intervalovy odhad parametru  Lpro velké rozsahy  vybéru
(n>30)

VySe uvedena nerovnice je splnéna s pravdépodobnosti (1-a):

= g - g
PX-z ,—=<u<x+z ,—=]=1-a
1= 4n 1= 4n
2 2
analogicky pfi neznamém o
- s o s
P[X-z ,———<pu<xX+z =1-a
[ 34n-1 H# 3 x/n—l]

Vyraz (delta) A= Z, % se oznacuje jako pfipustna chyba
—/n
2

Intervalovy odhad parametru y Ize jednoduSe zapsat jako

H=XEA

Priklad (1/1): Ur&ete 95% interval spolehlivosti pro primérnou
navstévnost rekreacniho strediska, kdyz pro nahodny vybér 100
navstévnikl je primérna délka pobytu 2,2 dne a rozptyl délky pobytu
vSech néavstévnika je 0,36
n=100
X=22
o=,036=06

a =005

Z tabulek kvantili normovaného normalniho rozdéleni uréime hodnotu
z pro a=0,05: = = =
p Z 42 00 = Zogrs = 196
2 2

P zp P Zp P Zy ) z
0.50 0000 075 0574 0,950 1545, 0975 1% >
051 0025 .76 0706 0.951 1655 0,976 Ta77
o052 0050 0,77 0738 0952 1685 0977 1995
053 0p75 0.78 0772 0953 1575 0.978 2014
nat nm 079 nas 0.954 1685 0.979 2034

dale vypocitame hranice intervalu spolehlivosti ...

Pfiklad (1/2):
Vypocitdme hranice intervalu spolehlivosti:

_ g 06
=X-z - =22-1963— =2,0824
& 2 n 100

= [ 06
=X+z ,——=22+1963—=—=23176
o 5 n V100
Vysledny intervalovy odhad Ize zapsat:

P(2,0824< u < 23176 = 095

MdGZeme tvrdit, Ze s pravdépodobnosti 95% (na hladiné vyznamnosti
0=0,05) se primérna délka pobytu viech navstévnikl rekreaéniho
stfediska pohybuje v intervalu <2,0824;2,3176>

Casto uzivané intervalové odhady parametru

ag ag
_ P[x-1645L < < x +1645L] = 90%
a=0,1 [x -1 n H 1 \/ﬁ] 0
PIx-196- < u<x+196- L] = 95%
a=0,05 m I
g ag
= P[X - 25762 < < x + 2576-2-] = 9%
a=0,01 [X KX # b

Intervalovy odhad parametru  fpro malé rozsahyv  ybéru
(n < 30)

V pripadé vybérd malého rozsahu je nutné nahradit hodnotu jistého
kvantilu normovaného norméalniho rozdéleni (z) kritickou hodnotou t-
rozdéleni pro ¥ =n-1 stupiid volnosti.

Pokud tedy zndme hodnotu rozptylu 62 potom pro krajni hodnoty intervalu
spolehlivosti g1, g2 dostavame:

_ g
4 =X -t a -
20 Jn

Pokud nezndme hodnotu rozptylu 02 potom pouzijeme k jeho odhadu
vybérové hodnoty s:

qZ:X+t L

121 Jn

s
- s
=X+t
200 \/n-1 % 120 /n-1

Q, =X-t




feSeni v programu Statistica

Intervalové odhady —
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Intervalovy odhad parametru o2 zakladniho souboru

Predpokladame, Ze zékladni soubor mé normalni rozdéleni. Intervalovy
odhad bude mit obecny tvar:

P(q,<0’<q,)=1-a
Intervalovy odhad se opira o poznatek rozdzélem' vybérového rozptylu, Zze
totiz nahodna veligina (n-1)s?/g?méa X rozdélenis v=n-1
stupni volnosti.

Hodnoty q,, g, uréujeme pomoci odhadnuté hodnoty s z vybérového

souboru:
_(n-1ps° _(n-1s?
Q=" Q="
Xl’”

2D

Ze statistickych tabulek ¢i s vyuZzitim vhodného statistického programu
potiebujeme ur¢it kritické hodnoty x2 rozdéleni pro (n-1) stupfid volnosti

Intervalovy odhad parametru 02 zakladniho souboru

Intervalovy odhad parametru o2 Ize potom zapsat:

N2 N2
P[(n2 s <o’< (nz s 1=1-a
%:(n—l) l—%:(n—l)

Odmocnénim ziskdme vyraz pro intervalovy odhad smérodatné
odchylky z&kladniho souboru.

Reseni v programu Statistica:

Priklad: Pro vybérovy soubor 12 méfeni vysky vodni
hladiny byla zjisténa hodnota rozptylu s? = 0,64.
Urcete intervalovy odhad rozptylu pro hladinu
spolehlivosti 0,90

P[(nz—:l.)sz <ot (n2—1)52] “1-g

i -2 (0
Sy -5
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Uréeni rozsahu n ndhodného vyb éru

Potfebujeme ho k tomu, abychom z vybéru odhadli neznamy primeér

s pfedem zvolenou presnosti — tedy aby mél interval spolehlivosti
pozadovanou §itku.

Rozsah vypocteme ze vztahu pro vypocet tzv. pfipustné chyby (delta),

kterd je polovinou pozadované §itky intervalu spolehlivosti.

H=XEA

2

oz

H
N

z ¢ehoZ pro n plati: n=

Wl
5
>

Uréeni rozsahu n nahodného vyb éru

Priklad: Z ndhodného vybéru 60-ti zdkazniku hypermarketu
jsme zjistili jejich primérny vék 28 rokd. Za predpokladu, ze
zname smérodatnou odchylku vech zakaznikd (9 roku) uréete:

n=60 a) 95 % interval pro pramérny vék viech zakazniku
x=28 o o
- (28~ 196— < y1< 28+ 196——
=9 (@8- 196 gg <K< 284196 )
a =005 (©@57< <303

b) pottebujeme, aby 95 % interval byl pouze plus minus 2 roky. Jak
velky vybér je zapotiebi?

Predpokladame, Ze pripustna chyba A je 2

U&l_a : 00196Y
n= 2| =| 22| =8822=78
w12

Vybér by musel obsahovat 78 zakazniku




Poznamky

Zakladni d éleni zp Gisob G vyb éru

Je-li pravdépodobnost kazdého ¢lenu zakladniho souboru, Ze bude
zafazen do vybéru, stejnd, potom hovofime o ndhodném vybéru

« prosty nahodny vybér

« vybér s opakovanim resp. bez opakovani
« vybér oblastni (typicky, stratifikovany)

« vybér systematicky (mechanicky)

« vybér vicestupriovy

« vybér zdmérny (subjektivni — ne nahodny)

Techniky losovani a generovani nahodnych &isel k zajisténi
pozadavku nahodnosti vybéru

Zakladni d éleni zp Gisob G vyb éru
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Priklad systematického, nahodného a stratifikovaného
nahodného vybéru

Vybérové metody souvisi teorii odhadu ...

Vyb érovéa rozd éleni

Z jistého zékladniho souboru muzeme uéinit nékolik nahodnych vybéra —
jejich statistické charakteristiky budou odliSné — jsou ndhodnymi
proménnymi.

rozdéleni zkoumané nahodné proménné X

AN

7

~ "/ \‘\ S
o} SISO
\\ \\ | -
R )/ r'd

-
" rozdélent priméu

normaini
rozdéleni

Pramér vyb érovych pr ameéra

X

= (X o+ %+t X+ X ) =

S

1
iy

Smérodatna odchylka vyb érovych pr améri

kde r je pocet vybérd.

Vyb érovy pr amér a vyb érové rozd éleni pr améri

V pripadé velkého rozsahu zékladniho souboru s normalnim
rozdélenim a s parametry y, o plati, Ze rozd éleni vyb érovych
prameéru je také normalni s parametry:

Hy =

ai:a/\/ﬁ

pramér

smérodatna odchylka
Smeérodatna odchylka rozdéleni vybérovych praméra je mensi nez

smérodatna odchylka zakladniho souboru a to tim mensi, ¢im vétsi je
rozsah vybéru.




(poznamka)

Rozptyl vyb érovych pr améra
2, 2 2
UZX:(EJ (az+az+az+,,,+az):(—) not=2"
n) = n

a tedy smérodatna odchylka vybérového prameéru:

o, =o/Jn

Vlastnosti parametr @ vyb érového rozd éleni pr améri

ZAvislost tvaru rozdéleni (a také hodnot
rozptylu a smérodatné odchylky) na rozsahu
vybéru

na<n,<ng<n,

« Bez ohledu na tvar plivodniho rozdéleni se
rozdéleni vybérového priméru blizi

k normélnimu rozdéleni pro rozsah vybéru
jdouci do nekonecna.

* Rozdéleni velkého poctu takovych vybérovych primérd bude tedy
uz8i nez pavodni rozdéleni a bude mit stejny stfed.

* Smérodatna odchylka vybérového rozdéleni primérl se nazyva
smérodatna chyba odhadu pr Gmeéru (nebo téz stfedni chyba
prameéru).

Vlastnosti odhad 0 ve statistice

« Odhad musi byt konzistentni — rozdil mezi odhadnutou a skute¢nou
hodnotou se zmen3uje s ristem n (rozsah vybéru).

« Odhad mé& byt nezkresleny (nevychyleny) - vSechny odchylky odhadu
od skute¢né hodnoty se kompenzuji (naopak — odhad vychyleny).

« Odhad mé byt vydatny — vydatnou je charakteristika, jejiz rozptyl je ze
v8ech moznych vybéru nejmensi

+ Odhad neznamych parametrd zakladniho souboru provadime s jistou
pFesnosti a spolehlivosti .

Presnost a spolehlivost odhadu

« Pfesnost odhadu - je dana nasobkem smérodatné chyby odhadu (tj.
Sitkou intervalu spolehlivosti)

« Spolehlivost odhadu - je uréena pravdépodobnosti, se kterou je
mozné urcity odhad povaZovat za spravny.

« Pro urceni presnosti a spolehlivosti je nutn& znalost rozd éleni
vybérovych charakteristik.

« Pro n > 30 se vybérové rozdéleni obvykle povazuje za normalni. Jin&
teoreticka rozdéleni se pouzivaji u malych vybérh.




