1. Uvod do studia stochastickych procds
Pti studiu zakladnich partii gtu pravé&podobnosti a matematické statistiky se nebere dbyizavislost

nahodnych vediin nacase. Zkouma se praggbodobnost jefr definovanych pomoci nahodnych v
nezavisle n&ase. Jakmile vSak vezmeme do uvabgdovy vyvoj nahodnych véln, dostavame se do
oblasti stochastickych prodes

Stochastické procesy nachazeji updatrv celéradt oboii, nagF. v ekonomii, bankovnictvi, biologi,
klimatologii, technice, demografii i jinde. Teoseochastickych procése zdala vytv&et na pdatku 20.
stoleti a podileli se na ni mnozi vyzna matematici, nap Markov, Kolmogorov, Chi¢éin, Cramer a jini.
Zvlastnim typem stochastickych proggsou markovskéettzce. Zaklady jejich teorie polozil rusky
matematik Andrej AndrejeviMarkov (1856 — 1922).

Pro markovskyetzec je charakteristicke,

Ze jeho budouci stav zavisi pouze na staitom@nem

a nikoliv na stavech minulych. Jde o tzv. proces fenéti.




1.1. Motivace V této kapitole
zavedeme pojemiochastického procesu
nawime se rozliSovat stochasticky proces
diskrétniméasema spojitymcasem
a stochasticky proces
dsskrétnimi stavya spojitymi stavy
budeme definovairavd:podobnostni rozlozeni stochastického progesu
pozname vlastnosti pragolodobnostniho rozlozeni stochastického procesu,

nawime se klasifikovat stochastické procesy podimych kritérii.



1.2. Definice Definice stochastického procesu (SP)

Neclt (Q,A) je mefitelny prostor, R mnozina realny¢fsel, T # O neprazdnd mnozina (ajtji ji ptisuzujeme vyznam
casu). Necti zobrazenix : QxT - Rma tyto d¥ vlastnosti:

a) OtOT je X(.,t) nahodna valina vzhledem k jevovému poli A. Ztiase X.

b) De0Q je X(w,.) prvkem mnoziny vSech reélnych funkci definovanya T.

Zobrazeni X s&mito dwma vlastnostmi se nazywéochasticky proces definovany naZnai se{X,;t0T}.

1.3. Definice:Definice slozky SP, realizace SP a realizace sl@&Rygislusné moznému vysledku
Necht {X;tOT} je stochasticky proces.

a) Pro libovolné, ale pe¥rdanétOT se nahodnd velina X(.,t) = X nazyva-ta slozka stochastického procesu
b) Pro libovolné, ale pe¥rdanéw0Q se realna funkce X,.) nazyva realizace stochastického processliysna

k moznému vysledkts.
c) Pro libovolna, ale pe¥rdanatOT a wdQ secislo X(w,t) nazyvaealizace t-té slozky stochastického procesu

prislusSna k moznému vysledku



1.4. Priklad:
a) Vyvoj hmotnosti novorozenycleil

Nech’ @ je mnozina novorozeficm novorozenecT =(0,«) ¢asovy interval péitany od narozeni novorozence, ¢gsovy
okamzik. Zavedeme stochasticky profest 0T}, ktery popisuje pibéh hmotnosti kteréhokoliv nAho&rybraného
novorozence.

a) X = X(.,t) je ndhodné velina udavajici hmotnost kteréhokoliv ndhédmbraného novorozenceokamziku t (fixovany
okamzik, libovolny novorozenec).

b) X(w,.) je realna funkce popisuijiciitoeh hmotnosti daného novorozensé€libovolny okamzik, fixovany novorozenec).
c) X(m,t) je ¢iselna realizace nahodné vely X, prisluSna k moznému vysledky tj. konkrétni hmotnost daného
novorozence v dansasovy okamzik (fixovany okamzik, fixovany novoroeeh

b) Piibéh primérné denni teploty

Necl’ @ je mnozina vSech meteorologickych stanic na GZefyio stanice,T ={1.1.2016... 3112201 mnoZina 366 din

vr. 2016, t je t-ty den v r. 2016. Zavedeme stetitiay procedX ;t 0T}, ktery popisuje pibéh primérné denni teploty v r.
2016 na kteréhokoliv ndho&rybrané stanici.

a) X = X(.,t) je ndhodné velina udavajici pimérnou denni teplotu na kteréhokoliv nahé dgmbrané stanici v t-ty den
roku 2016 (fixovany okamzik, libovolna stanice).

b) X(w,.) je realna funkce popisujiciytieh primeérné denni teploty v r. 2016 na dané stami¢iibovolny okamzik,
fixovana stanice).

c) X(w,t) je ¢iselna realizace nahodné vely X, prisluSna k moznému vysledky tj. konkrétni piimerna denni teplota na
dané stanici v t-ty den r. 2016 (fixovany okamiikpvana stanice).



llustrace na konkrétnich datech

Nahodr vybereme déti a kazdy masic zjistime jejich hmotnost (od narozeni az dai $essial):

1 2 3
dite cas hmotnost

1 1 0 3,3
2 1 1 4,3
3 1 2 5,2
4 1 3 6
5 1 4 6,7
6 1 5 7,3
7 1 6 7,8
8 2 0 3,2
9 2 1 4
10 2 2 4,7
11 2 3 54
12 2 4 6,7
13 2 5 7,2
14 2 6 7,6
15 3 0 3,9
16 3 1 5
17 3 2 6
18 3 3 6,9
19 3 4 7,6
20 3 5 8,3
21 3 6 8,9
22 4 0 4,2
23 4 1 5,6
24 4 2 6,7
25 4 3 7,7
26 4 4 8,4
27 4 5 9,1
28 4 6 9,7
29 5 0 3,5
30 5 1 4,4
31 5 2 51
32 5 3 5,9
33 5 4 6,6
34 5 5 7,2
35 5 6 7,7




Znazorrgni pribéhu hmotnosti &ti pomoci 3D bodového grafu

3D bodovy graf z hmotnost proti dite a cas
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Pribéh realnych funkci X¢4,t), ..., X(ws,t),t=0,1, ..., 6
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1.5. Definice Definicecasovérady a nahodné funkce

Nech’ {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Je-li mnozina T spgetna a lineamuspdadana, tj.4d< t; < ..., jde cstochasticky proces s diskrétnéasem
(t}. o casovourady.

b) Je-li mnozina T interval, [desdochasticky proces se spojityiasem(tj. o nahodnou funkgi

1.6. Definice:Definice SP s diskrétnimi stavy a spojitymi stavy
Necht {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Jestlize prait OT je ndhodna valina X diskrétni, jde stochasticky proces s diskrétnimi stavy
b) Jestlize prait OT je ndhodna valina X spojita, jde stochasticky proces se spojitymi stavy

Mnozina vSech hodnot, jichztibe nahodna velina X nabyvat, se nazyvanozina stalv a zn&i se J.



1.7. Fiklad: Priklad stochastického procesu s diskrétdasem a diskrétnimi stavy:

Dva hr&i, ozna&me je A a B, dali do hry dohromady vklad 8,k toho hra A 3 K¢ a hr& B 2 Ke. Hra& A hazi minci.
Kdyz padne lic, vyhraje 1 & kdyz rub, prohraje 1 & Hra trva tak dlouho, az je jeden z &ir&uinovan. Zavedeme
stochasticky procefx;t0T}, kdet =1, 2, ... je fadovécislo hodu minci a ¥= j, kdyZ hr& A ma po t-tém hodu j &
tedy J ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Napr. pro posloupnost haéd{L, R, R, L, R, R, R} je odpovidajici realizaceshastického procesu
x(t)=1{4,3,2,3,2,1, 0}

Grafické znazoréni:
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1.8. Priklad: Priklad stochastického procesu s diskrétdasem a spojitymi stavy:
Po utité vyrobni operaci gfime velikost opdebeni obraéciho noze. Nz se po N vyrobnich operacich vim.

Stochasticky proces nabyva hodnot, které odpovigajfebeni noze. Mame tedy stochasticky prdeest 0T},
kde T =1{1, 2, ..., N} (t je ptadovécislo vyrobni operace), 0J, kdeJ={x DR0< x < a}, pficemz a je maximalni

opotebeni obrakciho noze.

Grafické znazoréni:
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1.9.Priklad: Priklad stochastického procesu se spojitiasem a diskrétnimi stavy:
Sledujeme uiité zaizeni, které ize byt v kazdém okamziku s provozu (stav 1) nebo v opragstav 0).
Zavedeme stochasticky prodes;t0T}, kde T ={t;t=0}, x, 0J, J ={0, 1}.

Grafické znazoréni: Ozn&me t, t,, ... okamziky poruch,t, t,, ... okamZiky oprav.
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1.10. Friklad: Priklad stochastického procesu se spojitiaaem a spojitymi stavy:
Sledujeme Sumové n&pna vystupu &akého elektrickéhoijstroje. Stochasticky proces nabyva hodnot, ktdpowidaji

tomuto Sumovému nafi. Zavedeme stochasticky prodes;t0T}, kde T ={t;t 20}, X, 0J, kde J={x;—e < x < co}.

Grafické znazoréni:
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1.11. Definice: Definice pravdpodobnostniho rozlozeni SP

Neclt {Xt 1 L] T} je stochasticky proces. PraOT lze pravdpodobnostni rozloZeni nahodné vigly X; popsat
distribuni funkei: DX DR 1 @ (x) = P(X < x).

(Tato distrib@ni funkce je obeahfunkci dvou prordnnych t a x a popisuje jednoro2meé rozlozeni stochastického
procesu. Nepodava vSak uplny popis pegadiobnostniho chovani stochastického procesu, fgateobsahuje informace

zavislostech nahodnych vih X; pii riznych hodnotéch t. Uplny popis praypddobnostniho chovani stochastického

procesu podava teprve systém distéiidah funkci.)

Neclt (tl,- e tn ) T je uspdadana n-tice indeix (X g1 , X t, ) je marginalni vektor daného stochastického
procesu. Prd](xl,...,xn)D R" ozna&me thl...tn (Xl,... ’Xn) = P(X t, < X, C...LC th < Xn) marginalni
distribweni funkci nahodného vektor(x t, s X t, )

SystémFr = {q)tl-..tn (Xl,---,Xn );n =12,...,t,..,t, 0 T} se nazyvé@ravdipodobnostni rozloZeni

stochastického proceqX ;t OT}.



1.1Z. Véta: Véta o vlastnostech pragpodobnostniho rozlozeni SP
Necht' Fy je prav@podobnostni rozloZeni stochastického prodesut 0T}. Pak systém{ma tyto vlastnosti:

a) F je symetricky systém distribnich funkci, tj.

ONON Dty ty T Oy X JOR™ 0, (Koo X, ) 2@ (XX ), ke{insennnin}

je libovoln& permutace mnoziny indie{l,- o ,n} :
b) Fr je konzistentni systém distriénich funkci, tj. je-Ii{i,- - J} L {k,- co |} — {1,- .. ,n} disjunktni rozklad mnoziny
P X, ., X J=1lim @ X.yeoty X
indexi {l---,n},pak ti...tj( i J) Xy o tl...tn( 1 n).
X, o0

Dikaz: plyne z vlastnosti distritdni funkce.

1.13. eta: Kolmogorovova ¥ta
Kazdy systém distrikinich funkci, ktery je symetricky a konzistentnipfavdpodobnostnim rozloZeningjakého

stochastického procesu.

1.14. Definice:Definice stochasticky ekvivalentnich SP

Rekneme, Ze dva stochastické procesy jsou stockpstivivalentni, maji-li stejné pragdodobnostni rozlozeni.



1.1%. Priklad: Odvozeni pravgpodobnostniho rozlozeni SP
Neclt’ X je nahodna vicina s distribdni funkci¥(x) a f(t) je realna funkce takova, ze

a) f(t) >0 prolLJt LT

b) f(t) <0 proIt LI T .

Pro0tOT polozme X = f(t)X. Odvalte pravépodobnostni rozloZeni stochastického prodesu OT}.
Resent:

ad a)

®, (X,0x,)=PX, sx, C.CX, <x,)=PEt)X<x, C...Cf(t)X<X,)=

- F{X < 0. OXg j - F{X < minLJ - w(minLJ.
£(t,) f(t) wian £ (1) sian £ (1)

ad b)
®, (X,e0x,)=PX, <%, C...CX, <x,)=P(t)X <x, C...CT(t)X<xX,)=

= F{X > 50 Oxze ] = F{X > m_axi] =1- P(x < m_aXLJ ; F{X = maxL J _
f(t) f(t,) e f (1) ien f (t) =in f (t)
=1-v¥y m_axL +P X = m_axL .
1<i<n f(tl) 1<i<n f(t|)

Je-li X spojita nahodna veélna, pakP(X = m,axLJ =0




1.1€. Poznamka D¢leni SP podletiznych kritérii

a) Rozdleni stochastickych procépodle zavislosti jejich pravgodobnostniho rozlozeni gase

— striktné stacionarni procesfje pro i charakteristicka wita stalost wase):®, , (x,,....x,)=® ., . ;(X,.-...%,), kde h >0
— evolwni procesy(maji vyraznytasovy trend)

b) Rozdleni stochastickych procégodle toho, zda k geni jejich pravépodobnostniho rozlozZeni gtanat pouze
dvourozngrné distribéni funkceci nikoliv:

— definitni procesy

— hereditni procesy

c) Rozaleni definitnich procdgspodle toho, zda jejich pragpdodobnostni rozlozeni zavisi pouze na rozéhsovych
okamzild, nikoliv na jejich umisini nacasové ose

— homogenni procesy

— nehomogenni procesy



2. Funkcionalni charakteristiky stochastickych proesi

2.1. Motivace:V této kapitole

zavedemeérend rozptyl asmerodatnou odchylkistochastického procesu,
autokovarianni aautokorelé@ni funkci stochastického procesu,

pozname vlastnostéthto funkcionalnich charakteristik,

budeme definovatentrovany astandardizovany stochasticky proces

slak® stacionarni stochasticky proces



2.2. Definice Definice stedni hodnoty a rozptylu SP, definice centrovanébtaadardizovaného SP
Necht {X,;t0T} je stochasticky proces.

a) Jestlize prait 0T existuje stedni hodnota&(X, ), pak zavedeme realnou funkgi) vztahem:
OtaT:p(t) = E(X,).

Tato funkce se nazywgredni hodnota (trend) SEu(t) charakterizuje polohu realizaci SP na realné ose.)

b) Jestlize prd]t 0T existuje rozptyb(X,), pak zavedeme realnou funk@i2 (t) vztahem:

Ot0T:o2(t)=D(X,).

- — 2 _y .
Tato funkce se nazyvazptyl SP. FunkceG(t) =40 (t) se nazyv&nerodatna odchylka SP
(o?(t) charakterizuje variabilitu realizaci stochastiakghocesu kolem trendu.)

c) Nech’ stochasticky proces mé&edini hodnotw(t) a rozptyla?(t), ktery je konény a nenulovy.

Transformovany stochasticky proc{e¥t Ay T} , kde Yt = Xt - U(t), se nazyvaentrovany SP

5 =X (1)

Transformovany stochasticky proc{ezt t 0 T} , kde =t ™ G(t) , Se nazyvatandardizovany SP.

(Lze snadno ukazat, Ze centrovany SP ma nulovedrgthodnotu a rozptyl stejny jakédyodni SP. Standardizovany SP

ma nulovou gedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.)



2.3. Fiklad:

Necht’ nahodna vetina X ma stedni hodnotu E(X) = 2 a rozptyl D(X) =9
Zavedeme SBx;t0T}, kde X = X.coswt, ® > 0 je konstanta. Najte stedni hodnotu a rozptyl tohoto SP.

() ( )= E(X [Eoswt) = coswt TE(X ) = 2cosuwt
o2(t)= D(X,) = D(X oswt) = cos® wt D(X ) = 9cos? wt

A

Nap. proo = 1 dostaneme:
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2.4. Poznamka DalSi funkcionalni charakteristiky stochastickginocesu

Podobr jako u nahodnych veiin I1ze pro stochasticky proces zavést dalSi monveéntbarakteristiky, napsikmost a
Spicatost. VSechny tyto charakteristiky, které vychhzejznalosti jednorozémého rozlozeni stochastického procesu, vsak
nepostauji k popisu pravébodobnostniho chovani stochastického procesu, f@ateobsahuji informace o zavislostech

mezi slozkami stochastického procesu.

2.5. Definice:Definice autokovariaini a autokorekéni funkce SP

Necht {x,;t0T} je stochasticky procesidtipokladame, Ze prot 0T existuje stedni hodnotae(x, ) a E(X,?)< .

a) Realnou funch(tl, '[2) dvou prorgnnych danou vztahem

Uty t, UT: V(tl’tz) = C(X oo Ky, ) = E(I_X 6y, = l'l(tl)Jl_X t, U(tz)J) nazvemeautokovarianni funkci

stochastického procesu

b) Realnou funkcp(t,,t,) dvou pronénnych danou vztahem

Lt t, OT: p(tl,tz) — R(xtl’xtz): V(tl,tz)

nazvemewtokorel@ni funkci stochastického procesu
a(t,)o(t,) P

(Autokovariargni funkce je zobeecmim variagni matice nahodného vektoru a autokaneidunkce je zobecmim

korelatni matice nahodného vektoru. Tyto funkce obsahnfigirmace o linearnich zavislostech mezi slozkam) SP



2.6. \Bta: Véta o vlastnostech autokovartam funkce SP

Pro autokovariati funkci stochastického procesu plati:
a) OtOT:y(t,t) = 0%(t)
by Uty t, LT V(tlitz) = V(tz’tl)

C) Dtl’ t, UT: ‘y(tl’ t, )‘ = cy('[1)0('[2) (zobecwna Cauchyho — Schwarzova —Bkovského nerovnost)

Dukaz: Plyne z vlastnosti kovariance.

2.7. Priklad:
Najdéte autokovariafni a autokoretni funkci SP prikladu 2.3. V tomto fikladu byl SP zaveden vztahem=XX.coswt,

pricemz E(X) = 2, D(X) = 9

ResSeni:

v(t, t,)=ClX, , X, )= C(X @oswt,, X [Eoswt, ) = coswt, [Eoswt, [T(X, X ) =
= coswt, [oswt,, D(X ) = 9coswt, [Eoswt,
y(t,t,) _ 9cosut, [cosut,

oft,)o(t,) J9cog wt, /9cos wt,

=+1

ot t,)=



2.8. \Bta: Véta o stedni hodnat a autokovariaini funkci transformovaného SP

Necht {x,;t0T} je stochasticky proces sgextni hodnotolx (t) a autokovariagni funkci Yx (tl, tz) . Neclt f(t) je

realna funkce definovana na T.

a) Zavedeme stochasticky prodest 0T}, kde Y; = X; + f(t). Pak plati:
OtOT =y () = by (1) +£(t)

Ut t, UTyy (t1’ tz) = Yx (t11 tz)
b) Zavedeme stochasticky prodas;t 0T}, kde Y; = f(t) X,. Pak plati:

OtOT :py (8) =f (e (t)
|:|tl’ t2 DT : yY (tl’ tZ) = f (tl)-r (tZ)VX (tl’ t2)

Dikaz: Plyne z vlastnosti &dni hodnoty a kovariance.



2.9. Definice: Definice slak stacionarniho SP

Stochasticky procefX ;t 0T} se nazyvélaks stacionarnijestlize plati:

a) OtOT :p(t) =c (trend je konstantni)

b) Ot 0T :0?(t) < o (rozptyl je konény)

c) Ot,,t, OT,0h>0:y(t, + h,t, +h)=y(t,,t,) (kovariance libovolnych dvou slozek SP zavisi @ona jejich vzdalenosti

nacasové ose a hikoliv na jejich umiist nacasové ose)

2.10. PoznamkaVztah meazi striktni a slabou stacionaritou SP egdani autokovariami funkce slab

stacionarniho SP

a) Je-li stochasticky proces striktstacionarni, je i slabstacionarni.

b) Je-li stochasticky proces stastacionarni, pak pr@tl, t,UT: V(tl, tz) = V(O, t, - tl) . Znamena to, Ze
autokovariatni funkce zavisi pouze na rozdilu argunieat- t; =: h. V tomto pipad zavadime funkci jedné pramné,

kterou zndime rovrez symbolemY , vztahemUJW O T V(h) = V(O,h). Je to autokovariani funkce slab

stacionarniho SP.



2.11. \Bta: Véta o vlastnostech autokovariam funkce slab stacionarniho SP

Autokovariargni funkce slab stacionarniho stochastického procesu ma tytondast
a) Ot 0T :02(t) = y(0) = 02 (vsechny slozky SP maiji ty2 rozptyl)
b) Uh>0: V(h) = V(_ h) (autokovariatini funkce je suda)

o 0h>0:|y(h) < y(0)

Diikaz: Dikaz vlastnosti a) , b) je trivialni.

Ad c) Uvazme centrovany skastacionarni SBx ;toT} (t. pro ItLI T : H(t) =0). pak
o*(t)=D(x,)=E{x’)-[E(x, )] =ElX?)

Dale y(h):y(t’t+h):C(Xt’XHh): E(Xt |:Xt+h)-

Patitame

E(x, £X ., ])= E(X,? )£ 28(X X ., ) + E(X 2 )= 02 (t) £ 2y(n) + 62 (t + h) = 2[y(0) + y(h)]

ProtoieE([xt + X t+h]2)2 O, plyne odtud, 2d7h >0: ‘V(h)‘ < V(O).



2.12. Hiklad:
Neclt Y, Z jsou standardizované nadhodnéamyi (tj. E(Y) = 0, E(Z) = 0, D(Y) = 1, D(Z) = 1),tkré jsou stochasticky

nezavislé. Zavedeme S{IX ot T} , kde X = Y.coswt + Z.sinot, ® > 0 je konstanta. Najte stedni hodnotu a rozptyl
tohoto SP a ukazte, Ze je slatiacionarni.

Reseni:
u(t) = E(X,) = E(Y oswt + Z Binwt) = coswt [E(Y ) + sinwt [E(Z) = 0

o2(t) = D(X,) = D(Y [Eoswt + Z Binwt) = cos® wt (Y ) +sin? wt (D(Z) = cos® wt +sin* wt =1,
Aby byl SP slab stacionarni, musi mit konstantniestni hodnotu, korsy rozptyl a pro jeho autokovariam funkci musi
platit y(h) =y(t, t+h). Prvni d& podminky jsou sp¥ny, owtime teti:

y(t,t+h)=C(X,, X.,) = C(Y [cosut + Z [sint, Y [cosw(t +h)+ Z [sinw(t + h)) =

= coswt [Eoswt + h) [T(Y,Y) +sinwt [@osw(t + h)[T(Z,Y)+ coswt Binw(t + h)[T(Y, Z)+

+sinwt Binwlt +h)c(z,2) =

= coswt [Eosw(t + h) D(Y) +sinwt Binw(t + h)D(Z) = coswt [@oswlt + h) + sinwt Sinw(t +h) =

= cosw(t — (t + h)) = cosw(- h) = coswh = y(h)



2.1% Véta: Véta o vlastnostech autokoreid funkce slab stacionarniho SP

Pro autokoreléni funkci slak stacionarniho SP plati:

DhDT:p(h):@

v(0)’
Diikaz:
Ot,t, O0T:p(t,t,)= Mtt) . Je-li SP slabstacionarni, pak(t,,t,)=y(h),o*(t,) = o*(t,) = y(0), tedy p(h) = M
oft,)of(t.) v(0)
2.14. Fiklad:
Nectt je dan SHX,;t0T}, kde ndhodné veiiny X, ,X, ... jsou stochasticky nezavislé a maji vSechny stegtismibuini

funkci ®(x). Urcete stedni hodnotu, rozptyl a autokoréfé funkci tohoto SP.
Reseni:Protoze nahodné veiny X, tOT maji vSechny stejnou distribuoi funkci ®(x), maji i stejnou $edni hodnotu

o’ prot, =t
Oprot, #1,

E(X,)= a stejny rozptyD(X,) = 62. Dale peitame autokovariami funki y(t,.t,)=C(X,, X, )= 2. Jedna

2

lprot, =t
vt t,) —{ prot, =1, . Znamena to, e

se tedy o slabstacionarni SP. Nyni sgieme autokoretai funkci p(t,,t,) = —~+-21. =
t Oprot, #1t,

neexistuje zadna zavislost mezi realizacemi SPvee diznych okamzicich.



