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Nahodna velicina

Kdyz chceme popsat hodné velky (az nekonecny) zakladni soubor,
pracujeme vetsinou jen s vybérem, vybérovym souborem.

Z vybérovych dat potom spocitame néjakou charakteristiku, ktera ma
reprezentovat vlastnost celého zakladniho souboru.

Takovy vybér muZzeme mnohokrat opakovat. Zvolena charakteristika

pak bude mit pokazdé trochu jinou hodnotu, protoze na vysledku se
podili i ndhoda — ve vybéru subjektl do vybérového souboru.

Proto vsechny hodnoty pozorované nebo mérené na nahodné
vybranych subjektech (pocet listu na rostliné, délka zobaku kosa)
nazyvame nahodna velicina nebo nahodna proménna [random
variable] a konkrétni zjisténou hodnotu realizace nahodné veliciny.

Nekdy mluvime také o vysledku nahodného procesu. Tim se mysli
napriklad méreni rychlosti, kterou pada semeno trubici (proces).
Vysledkem je potom ta rychlost.
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Nahodna velicina
Matematika vidi ndhodnou veliCinu jako funkci, ktera kazdému subjektu
prifadi hodnotu z mnoziny moznych hodnot. Chovani nahodné veliciny
potom popisuje jako vycet pripustnych hodnot a pravdépodobnosti, s nimiz
mohou subjekty téchto hodnot nabyvat.
Priklad: 1/ hazeni kostkou;

2/ holcicky (e) a kluci (o) v rodiné se 3 détmi:

(0,0,0); (0,0,0); (0,0,0); (0,e,0); (o,0,0); (0,0,e); (T,®,0); (T,0,0).

- P(0 klukd) = g = 0,125 P(2 Kluci) = 2 = 0,375
3

P(1 kluk) = 5= 0,375 P(3 kluci) = - = 0,125

[Cti: pravdépodobnost, Ze v rodiné budou prave 3 kluci, se rovnad...]

Toto se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti [probability distribution],
Casto jenom rozdéleni nebo distribuce.

Poznamka: V teorii prisné rozliSujeme nahodné veliciny s diskrétnim rozdélenim
pravdépodobnosti (hazeni kostkou) a se spojitym rozdélenim prsti (vyska ¢lovéka).
V praxi se Casto pouZije spojité rozdéeleni pro diskrétni data tam, kde dostavam
alespon desitky rdznych hodnot (napf. pocty krvinek).
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Znaceni

Nahodnou velicinu oznacujeme vétsinou X, Y, Z, tj. velka pismena

z konce abecedy.

Zapis: P(X — xi) =Pi,X; € {xl'xZJ °"1xm}

[Cti: pravdépodobnost, Ze nahodna velicina X nabyde hodnoty x; je p;.
x; leziv mnoziné hodnot x, -+, x,,,, kterych maze nabyvat velicina X.]

Diskrétni rozdeleni pravdépodobnosti - tabulkou
* Typické pro data na nominalni a ordinalni stupnici, ale i Cisla...
* Hodnoty x; jsou od sebe jasné oddéleny, je jich nejvyse spocCetné
e Chovani diskrétni nahodné veliciny mohu popsat ,tabulkou®
(napf. hazeni kostkou, pocet klukd v rodiné), ale také vzoreckem.
Vlastnosti:
kazdé p; = 0 (tedy nezndme zadpornou pravdépodobnost)
soucet )/" p; =1 (tedy mnoZina {xq,x2, ", X}

popisuje vSechny moznosti, hodnoty pro nahodnou veli¢inu X)
Proto mame v dotazniku polic¢ko ,jiné“ popiSeme tak vSechny moznosti.
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Spojité rozdéleni pravdépodobnosti - funkci

Priklad: hmotnost novorozencd, vaha biomasy apod.

Toto rozdéleni ,,prsti“ nemohu popsat tabulkou, protoze velicina X
muzZe nabyvat nekone¢né mnoha hodnot (milimetr a pal, milimetr a 3/,).
Neptame se na jednu hodnotu P(X = 5), ale spise na P(X < x;).
Spojité rozdéeleni popisujeme funkci.

Zname uz histogram cetnosti.

Z ného sestrojime histogram kumulativnich (relativnich) cetnosti:

ST,




Rozdéleni pravdépodobnosti Stfedni hodnota, rozptyl
Distribucni funkce Miry diverzity

Hustota pravdépodobnosti Nahodny vektor

Kvantilova funkce Nezavislost ndhodnych velicin

Distribucni funkce nahodné veliciny X
[(cumulative) distribution function]

F(x) =P(X < x)

.. nékteti autofi pisi F(x) = P(X < x).
Je to také dobre, protoze pro spojitou
distribucni funkci plati P(X = x) = 0,
tedy prst, ze veliCina nabyde hodnoty

Kovariance

Vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu
Normovani

Korelacni koeficient

prave X, je nulova.

Pozor, pro diskrétni nahodnou velicinu
musim definovat, kam patri mezni hodnoty,
proto je tam rozdil mezi P(X < x)aP(X <x).
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Vlastnosti distribucni funkce
c 0<F(x)<1  lim F(x)=0; lirJP F(x) =1
X—>1 00

X—>—00

* Je neklesajici e P(x; <X <x,)=F(xy)— F(x;1)

Pro X s diskrétnim rozdélenim piseme:

funkce p(t) se nazyva

F(x) = zp(t) = z p; = z P(X = x;) pravdépodobnostni funkce

[probability mass function]
t=x Xis<X XisX

PRST,

LX) ’ )4 4 4-

Pro X se spojitym rozdélenim Ize zapsat: —~
%OS-
¥

F(x) = P(X < x) = j ’ F(tdt

kde funkce f(x) je derivaci
distribucni funkce F(x): F'(x) = f(x)

Ploue¥ £05)
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Funkci f(x) nazyvame hustotou pravdépodobnosti nahodné veliciny X
[probability density function].

Plati: P(x1 < X < x,) = F(x,) — F(x¢) = fx"f f®dt
a ffooo f(x)dx = 1 ... hodnota X leZi jisté mezi —co a + oo,

I Pozor na méritka:

(WK £, )

%(w)\ histogram cetnosti ukazuje pocty
hodnot v intervalu,

Uo) 2w,
histogram relativnich cetnosti
ukazuje pravdépodobnost, ze
vyberu hodnotu z daného intervalu.
Funkci hustoty pravdépodobnosti
f(x) mGzZzeme chapat jako

idealizovany histogram relativnich
cetnosti pro nekonecné velky
zakladni soubor.

2.




Rozdéleni pravdépodobnosti Stiedni hodnota, rozptyl Kovariance

Distribucni funkce Miry diverzity Vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu
Hustota pravdépodobnosti Nahodny vektor Normovani
Kvantilova funkce Nezavislost ndhodnych velicin Korelacni koeficient

Kvantilova funkce [quantile function]

Je to inverzni funkce k distribucni funkci F(x)

Znacime ji @(p) [cti: fi] a funguje takto:
D(F(x)) =x vk
F(x)=p P
D(p) =x

fP-

b — e . e - m

V souvislosti
s kvantilovou funkci
rikame hodnotam x kvantily.

p-kvantil je takova hodnota x,,, pro kterou F(xp) =PX<x,)=p
95% kvantil = xg95: P(X < x995) = 0,95

ataké P(X > xg95) = 0,05
Tuto vlastnost vyuzivame pfri testovani hypotéz.




Trojice funkci: Hustota — distribucni funkce — kvantilova funkce

Priklad: normalni rozdéleni
A.

kumulativni pravdépodobnost
hodnoty X

1'

I | 1 | I I
00 02 04 08 08 1.0
hodnoty X hodnoty X kumulativni pravdépodobnost

rovhomeérné rozdéleni
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Charakteristiky nahodné veliciny

Stredni hodnota [expected value, mean value]

veli¢ina X s diskrétnim rozdélenim
+ Xj" je typicka hodnota

puy = EX = f x - f(x)dx velicina X se spojitym rozdélenim

. f(x) je hustota

e Jeto ,vazeny prumér” vsech moznych hodnot veliCiny X, vazime pomoci
pravdépodobnosti Ze hodnota nastane

* Odvodime to cestou z vyberoveho prumeru na populacm pr&mér:

n

1 cela populace 1
=52, & xz—Nan 4

=1 =1

relativni Cetnost x;* ~ pravdépodobnost




Priklad s rovhomérnym rozdélenim
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(Populacni) rozptyl [variance, dispersion]

/ rdzné typy zapisu
6’y =varX =D(X) = EXX — EX)? = E(X — uy)*

Je to primeérny Ctverec vzdalenosti ndhodné veliCiny X od jeji
stredni hodnoty EX.

populacni = typicky neznama hodnota, vypocet zahrnuje vsechny
mozné hodnoty a jejich pravdépodobnosti

Rozptyl ma jiné méritko nez plvodni nahodna veli¢ina, je to
mocnina.

(Populacni) smérodatna odchylka [standard deviation]

Oy — O'ZX = SD(X) = \/D(X)

 Odmocnina z populacniho rozptylu
e Ma stejné méritko jako plvodni nahodna veli¢ina
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Miry diverzity
e Variabilita veli¢iny na nominalni stupnici (napf. barva kvétl)

Méli jsme entropii vybérového souboru:
m

n; n; | Kategorie jsou ocCislovany, ale
H = — z n ' ln; vypocet charakteristik neni ovlivnén

j=1 poradim kategorii.

Shannonova entropie je populacni obdoba, misto relativnich cetnosti
ma primo pravdepodobnosti

m
Pouziva se jako mira diverzity, mira
= Z Pj- ln(pj) bohatosti spoleCenstva.
j=1

Simpsonuv index (Giniho index)

ik ) ik Prava strana rovnice popisuje prst
1- z Pj~ = z Dj - (1 - pj) mezidruhového setkani pfi
=1 j=1

neomezene velkém spolecCenstvu.
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Nékolik nahodnych velicin, ndhodny vektor
Na jednom subjektu mérim vice znaktd => ndhodny vektor (X, Y, Z, ...)
Sdruzené rozdéleni [joint distrib.] prsti nahodného vektoru (X, Y):

Fxy(x,y)=PX<x,Y<y) ... '@ zaroven,,

Marginalni rozdéleni [marginal distrib.] nazyvame rozdéleni prsti samotnych
velicinXaY

F(x) = P(X <x), Fly)=P(Y <y)

Chovani dvojice nah. vel. (X, Y) nemUzeme popsat (v obecném pripadé)
chovanim jednotlivych nah. vel. X a Y. Nic bychom nevédéli o jejich vztahu.

Nah. vel. X, Y s diskrétnim rozdélenim:
Sdruzené rozdéleni zapisu jako trojici: typické hodnoty + prst. vyskytu
xi*,y;, P(X =x"Y=y;") ..prokazdéiaj

Nah. vel. X, Y se spojitym rozdélenim:
Sdruzené rozdéleni:  Fyy(x,y) = f_xoo _yoo fxy(x,y)dydx
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KdyZz chceme z Fy y ziskat prst P(X < x), musime se zbavit omezeni
na nah vel Y, tj. hodnoty Y omezit co mozna nejméne:

lim Fyy(x,y) =limP(X<x,Y <y)=P(X <x) = Fx(x)
y—)OO y—)OO

Podobné pro Y:
lim Fyy(x,y) =limP(X<x,Y <y)=P(Y <y) = Fy(y)
X—00 X—00

Jeste vzorecky:

Nah vel X, Y s diskrétnim rozdélenim:
Marginalni rozdéleni: Z]-P(X =x;,Y = y]-*) = P(X = x;")

YP(X=x"Y=y;)=P¥ =y")

Nah vel X, Y se spojitym rozdélenim:
Marginalni rozdéleni: ffooo fxy(x,y)dy = fx(x)
1= fxy(xy) dx = fy(y)
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Nezavislost nahodnych velicin

Mame-li popsat chovani nahodného vektoru, musime vedét, jak spolu slozky
nahodného vektoru interaguiji.

U diskrétnich veliCin je teoreticky mozné ziskat relativni cetnosti pro vSechny
dvojice (X = x;7,Y = y;7). Ale spojitou sdruzenou hustotu fx y vétSinou
ziskat neumime.

Situace se velmi zjednodusi, kdyz ukazeme, ze namérena hodnota Y je
nezavisla na tom, jakou hodnotu jsme namérili pro veliCinu X (presto, ze jsou
nameérené na stejném subjektu).

Potom je chovani veliCiny X nezavislé na chovani veliciny Y a plati:
Fxy(x,y) = Fx(x) - Fy(y).
Presnéji pro diskrétni veliCiny:
P(X=xY=y;")=P(X=x;"): P(Y=y;") .. prokazdé x;*ay;"
a pro spojité:
fxy(x,¥) = fx(x) - fy(y) ..prokazdéxay
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Kovariance nah. vel. XaY [covariance]

popisuje vzajemnou zavislost Ci nezavislost Xa Y
oxy = cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = E(X — ux)(Y — uy)

Viimnéte si, 7e cov(X,X) = E(X — EX)(X — EX) = E(X — EX)*’=var X

Jsou-li X, Y nezavislé, potom plati, Ze oyy = cov(X,Y) = 0.
I Neplati naopak:
i kdyz je cov(X,Y) = 0, presto X a Y mohou byt zavislé!

Pro nezavislé X, Y s diskrétnim rozdélenim pocitame takto:

covX,Y) =EX —ux)(Y —uy) = tady uplatnim vlastnos
=2i2j(xi" —pux) ;" —up)PX =x;,,Y =y} nezavislosti
=2i2j(xi — )i  —uy)PX = x)PY =y;") =
= S — ) - PO = %) - 5500 — ) - P(Y = y) =
=Yix  PX=x") —py - N PX=x) -3y, P(Y=y;") —py -1 =
= (EX — ux)(EY — uy) = 0.




Kovariance
Priklad, jak poznam, ze jsou veliCiny zavislé:
P(X=0) P(Y=0) se nerovna P(X=0, Y=0)
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Vlastnosti stredni hodnoty

* \Vyuzijeme pfi zméeéné meéritka nah. vel. X (transformace), pri
normovani (Z-skory) i pfi souctu nahodnych velicin

* Zména meéritka: a + p - X, tedy a~posunuti, f~nasobeni

Plati:
Stfedni hodnota:  pgipx = E(a+BX) =a+BEX=a+ p ux

Rozptyl: 0% 4ipx = var(a + BX) = p* varX = B* 0%y
Smérodatnd odch.: 64.px = sd(a + BX) = |B| sd(X) = |B]| ok
Soucet nah. veli¢in: uy,y = E(X+Y) =EX+ EY = uy + uy
0%y.y =var(X +Y) =
var(X) + var(Y) + 2 cov(X,Y)

O'ZX + 0'2y + 2 Oxy




Vlastnosti stredni hodnoty
Alespon jedno odvozeni na procvic¢eni ©
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Normovani

= zmeéna méritka nahodné
veliCiny tak, ze nova veliCina
ma nulovou stredni hodnotu
a jednotkovy rozptyl, tedy u = 0 a 6%, = 1.

Z je fyzikalné bezrozmérna velicina

Tvar pro vybérovy soubor jsou z-skory (bylo drive)

Normovany tvar nah. veliCiny se pouziva k vypoctu vlastnosti, které

nezavisi na populacnim prdméru ani na populacnim rozptylu.

Prikladem jsou koeficienty Sikmosti a Spicatosti [skewness, kurtosis]

yi = EZ3 = E(X—px)? v, = EZ* — 3 = EX-pux)* 3

0'3X O'4X

X

Tvar pro vybérovy soubor jsme uvedli jako g, a g,.
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Korelacni koeficient [coefficient of correlation]
= kovariance normovanych tvart dvou nahodnych veli¢in X, Y

Oxy

Pxy = o platipyy € (—1,1),tedy —1 < pyy<1
OxOy

meri silu linearni zavislosti Xa Y

muzeme tak srovnavat silu zavislosti mezi znaky o ruznych
prumeérech a rozptylech

nezavislé X, Y maji oyy = 0, tedy také pyy = 0. Naopak to neplati!
svych extrémnich hodnot +1 nabyva tehdy, kdyz Y = a + X
bude v kapitole o regresi a zavislosti (korelaci)

Odvozeni horni rovnosti:

(X—ﬂx Y‘ﬂY) K
Pxy = COV , =E||—

Ox Oy
cov(X,Y)

1
= GXGYE[(X —ux)(Y —uy)] = sd(X)sd(Y) = Gy Oy




Pozorované hodnoty y

Pozorované hodnoty y

Pozorované hodnoty y

Pozorované hodnoty x Pozorované hodnoty v

Pozorované hodnoty y

-1 0 =1 0
Pozorované hodnoty x Pozorované hodnoty v

102 Ukazky realizaci ndhodnych velicin X a Y a vypoctené vwbérové korelacni koeficienty.

Pavlik & Jarkovsky,
Biostatistika, str. 120




