Minula prednaska:
Nahodna velicina
Rozdéleni pravdépodobnosti
Distribucni funkce
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Oprava minulé prednasky!
Dvoji oznaceni distribucni funkce: F(x) = p nebo @(x) =p

Kvantilova funkce je inverzni k @(p) = x, proto @ 1(x) = p.
Vétsinou se nepouziva zadné specialni pismeno pro kvant. fci.

Z kvantilové funkce je odvozen pojem kvantilu.
p-kvantil je takova hodnota x,,, pro kterou F(xp) =PX<x,)=p
95% kvantil = x 95: P(X < x0,95) = 0,95

Castéji véak budeme kvantily pouZivat v této varianté:

Uréime prst. & = 0.05,tj. 5%

a hledame kvantil x;_, takovy, 7Ze P(X > x1_,) = «
tedy napt. P(X = xy45) = 0.05.
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Nektera rozdeleni

Nahodna veli¢ina + nahodny proces = konkrétni hodnota (realizace).
Popis, ze urcita hodnota x; nastane s pravdépodobnosti p;, se nazyva
rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny.

Zde néktera rozdéleni, ktera jsou popsana funkci a jsou uzitecna:

Alternativni rozdéleni [alternative distribution]
X~Alt(p) Pfiklad: Hazim korunou. Padne lev?
Nejjednodussi pripad, X nabyva pouze hodnot 0 a 1.
Data jako ,,uspéch — neuspéch®, ,pritomny — nepritomny”,
,hastal — nenastal”.
Popis rozdéleni: P(X =1) =
a PX=0)= =q

Potom EX)=0p

var(X)=p-(1—-p)=p-q
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Binomické rozdéleni [binomial distribution]
Priklad: Hazim korunou desetkrat za sebou. Kolikrat mi padne lev?

Kolik se narodi chlapcli do rodiny se tfremi détmi?

Y~Bi(n,p) [Cti: nah. vel. Y md binomické rozdéleni
s parametry n a p]

ZjisStujeme pouze vyskyt ¢i nevyskyt jevu B v pokusu

Parametr n udava celkovy pocet pokusu
Pokusy jsou na sobé nezavislé

Prst p vyskytu jevu B je v kazdém pokusu stejna

Y nabyva jedné z hodnot 0, 1, 2, 3, ..., n s pravdépodobnosti

P(Y =k) = (; ) p*(1 - p)"*

n!
— k ,n—k
kin—kn P 1
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Binomické rozdéleni
Priklad: holcicky (e) a kluci (O0) v rodiné se 3 détmi:
(0,0,0); (0,0,0); (0,0,0); (0,0,0); (o,0,0); (0,0,0); (0,8,0); (0,0,0).

- P(OKklukd) = 1- (% ; %) P(2 kluci) = 3 - (1 1 1)

P(1 kluk) = 3 - (%) (1 : 1) P(3 Kluci) = 1 - (1 L 1)

2 2)\2
2 2 2 2 2

» Y nabyva jedné z hodnot 0, 1, 2, 3, ..., n s pravdépodobnosti
n _

1]

» Pomlcka:
Pascallv trojuhelnik




Binomickeé rozdéleni graficky:

L

* p=0.5 and n=20
* p=0.7 and n=20
* p=0.5 and n=40

— p=0.5and N=20
= p=0.7 and N=20
~* p=0.5 and N=40

0

10

30

40

30




Néktera rozdéleni pravdépodobnosti | Alternativni rozdélent Normalni rozdéleni
Binomické rozdéleni Chi — kvadrat rozdéleni
Poissonovo rozdéleni Studentovo rozdéleni
Negativné binomické rozdéleni Fisherovo rozdéleni

Stredni hodnota a rozptyl binomického rozdéleni:

Y mohu vyjadfit jako )i 1 X;, kde X;~Alt(p) a jsou nezavislé.
Potom: pty = E(Xj=1 X;) = X EX; = Yis,p=n-p
o’y = var(TL, X;) = XL, var(Xy) = XL, pq = npq

Dalsi priklady: Kolik je samic mezi n nahodné chycenymi zviraty?

Kolik laboratornich krys prezije naockovani virem? (!?)
Ulohy v praxi:

1) odhad parametru (prsti) p a konstrukce intervalu spolehlivosti
(bude priste);
2) odhad a porovnani relativnich Cetnosti jevu;

3) vypocet potrebného rozsahu vybéru n tak, aby odhad parametrup
mel pozadovanou presnost (také bude).
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Aproximace binomického rozdéleni

(aproximace = priblizny odhad, nahrazeni jinym vhodnym rozdélenim)
Pozn.: pokud je p = q = 0, 5, potom je binom. rozdéleni symetrické,
jinak je asymetrické.

0.251
] ® p=05andn =40

p=0.7andn =40
e p=09andn =40

0

0 2 50

40
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Aproximace binomického rozdéleni

(aproximace = priblizny odhad, nahrazeni jinym vhodnym rozdélenim)
Pozn.: pokud je p = q = 0, 5, potom je binom. rozdéleni symetrické,
jinak je asymetricke.

» Pro dostatec¢né velké n a rozumné p € (0.1, 0.9) mizeme nahradit
normalnim rozdélenim.

» Pro dostatec¢né velké na malé p < 0.1 muizZeme nahradit
Poissonovym rozdélenim.

Jak velké je , dostatecné velké” n?

n-p-q>9
Bud'tak, aby n> -2
p-q

nebo podle tabulky:




Galtonova deska Ci opilcova prochazka
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https://www.youtube.com/watch?v=3m4bxse2JEQ
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Poissonovo rozdéleni [Poisson distribution]
Priklad: Sleduju, kolik trolejbusl projede zastavkou za jednotku cCasu.

X~Po(A) [Cti: X md Poasonovo rozdéleni s parametrem lambda]
X nabyva hodnot k=0, 1, 2, 3, ... (bez omezeni shora) s prsti

2k Ux = A ... stftedni hodnota

-2
P(X=1k) = 11 € 6%y = A ... rozptyl

A > 0 ...kladné redlné cCislo (0.25; 1.8)
Popisuje pocet nahodnych, vzajemné nezavislych jevl v jednotce casu
nebo prostoru.
Jevy v Case nastdvajici zfidka — ,,zdkon vzacnych jeva”.
Jevy v prostoru maji byt o poctech subjektt v malych objemech nebo v
ridké suspenzi.
Uziti: pomoci Poissonova rozdéleni testujeme otazky o nahodnosti
rozmisténi jedincd v ploSe/casu; také zda vyskyt jednoho jedince ovliviiuje
vyskyt dalSich jedincd, nebo zda Ziji na sobé nezavisle.




Vlastnosti Poissonova rozdéleni

Typicky tvar dostava Poissonovo rozdéleni
pro mald A (< 2): vyrazné pozitivné Sikmé.
(To vadi pri regresni analyze o4~

i pfi analyze rozptylu. Redime [
to odmocninovou transformaci ¢
nebo lépe uzitim GLM :

/zobecnénych linedrnich
model(/)

* Plati, Ze kdyZ nezavislé X~Po(Ad1) aY~Po(A,),tak X + Y~Po(43).
* Pro vyssi hodnoty A (> 10) Ize data aproximovat normalnim rozd.
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Dalsi priklady Poissonova rozdéleni
V Case:
* Pocet nezavislych kolonizaci vzdaleného ostrova za jednotku €asu;
V prostoru:
Pocet bakterii v jednotce objemu vodni suspenze, pokud se
bakterie nevyskytuji ve shlucich (mikrobiologie);
Rozmisténi klistat v srsti mysi (parazitologie);

Pocet jedincl krustiku bahenniho ve 100 pokusnych ctvercu
(ekologie);

Rozmisteni rovhomeérné — nahodné — shlukovité

Mam-li data o poctu jedincu na pokusnou plochu, dostavdam pro

> rovnomérné rozmisténi: py > 0%y (Binomickeé rozdéleni)

» nahodné rozmisténi: Uy = 0%y  (Poissonovo rozdéleni)

> shlukovité rozmisténi:  uy < 6%y  (negativné—binomické rozd

¢i Neymanovo rozdéleni)
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Negativné binomické rozdéleni [negative binomial distribution]
Priklad: Hazim korunou. Kolikrat za sebou padne lev, nez mi poprvé
padne korunka?

» Délam pokusy s vysledkem 0 / 1 (Uspéch/neuspéch), které jsou
navzajem nezavislé a pochdzeji ze stejného rozdéleni (tj. maji
stejnou prst uspéechu [iid = independent and identically distributed]

» Vysledkem je pocet Uspéchll k do té doby, nez nastane r nedspéch

» Pocet neuspéchu r je predem stanoveno

» Pocet pokusu (n) neni omezen

X~NB(r,p) r = predem dany pocet neuspéchi (*)
p = prst uspéchu (* &ti pozndmku ddle)

X nabyvad hodnot k=0, 1, 2, ... (poCet Uspéchu) s pravdépodobnosti

_ k+71—1)!
Px=k) = ("} 1)pk(1_p)r=k!(§c++rr—lzk)! al
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Negativné binomické rozdéleni — stfredni hodnota a rozptyl

T T T T
Ex =P _TIpP var X = p2=—f
1-p q (1-p) q

(*) POZOR! Toto rozdéleni Ize zavést i jinymi zpUsoby:

a) X = poCet Uspéchu k, dokud nenastane r neuspéchu (nase zavedeni)
b) X = pocet pokusU n, dokud nenastane r neuspéchu (n =k +r)

c) X = pocCet neuspéchu r, dokud nenastane k Uspéchu

d) X = pocCet pokusU n, dokud nenastane k Uspéchu

e) X = pocet Uspéchu k, je-li dan pocet pokusu => binomické rozdéleni

Podrobné vzorce na dalsim listu.

Poznamka: jméno vzniklo pretvarovanim binomického koeficientu
k+r—1\_ _ , k(T
(k)= = CD ()
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(*) Porovnani alternativnich formulaci negativné binomického rozdéleni: Stéle to nejsou
a) X = pocet Uspéchl k, dokud nenastane r neldspéch( (nase zavedeni) vsechny mozné

r. 4 .
NNB(r}p)) Ex=ﬁ, k = 0, 1,2’, n=1',1'+1,r+2,... tvary zapisu.
k+1—1 k+1—1 n1
Pa=n) = ("7 " )pta-pr=(C T = (U ) Ay

b) X = pocet pokusl n, dokud nenastane r netuspéch

ro
~NB(r,p); EX =—p+r; n=rr+1r+2,..

1-p
P(X =n) = (1: _ i) ptT(1-p)'= (Z _ 11,) prT(1-p) = (n I 1) p‘1-p)

c) X = pocet neudspécht r, dokud nenastane k Uspéch(

k-(1-
~NB(k,p); EX = ( p); r=012..;: n=kk+1,k+2,..

o (k+r—2\_ ks (KT =1\ _ ks ML\ ko r
F%X—r)—( . )p(l p)—( k_q_)p(l ) —( - )p(l P)
d) X = pocet pokusl n, dokud nenastane k Uspéch

_k-(1-p) 3
~NB(k,p); EX = - +k; n=kk+1,k+2,..

pax=n) = (3 _Dpra-pmr= (" Jpka-prt= (" Ypka-py
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Normalni rozdéleni [normal distribution, Gaussian distribution]
Priklad: Rozlozeni vysek studentu ve tridé.
X~N(, 02) [Cti: X ma normdlni rozdéleni se str“.edni hodnotou mi a
rozptylem sigma na druhou]

_G-w?
- e 202

fx) = /—Zn =

» Spojita data

» Symetrické rozdéleni
> u . poloha vrcholu
> 6 ... §itka zvonu _
> Z- rozdelenl (STATISTICA) S ol

0.2

=l i iy v
TR TR TN




Normalni rozdéleni X~N(u, 6%)

Stfedni hodnota: EX = ffooox-f(x) =.=n

Rozptyl: var X = ffooo(x — w?* f(x)dx = -

Sikmost: Y1=0

Spicatost: Y2 =0

Nékteré prsti: PXe{(u—o,u+o)) =0,68~68%
PXe{u—20,u+20)) =0,955~955%




Normalni rozdéleni X~N(u, 6%)
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Normalni rozdéleni X~N(u, %)

Co modelujeme pomoci normalniho rozdéleni:
spojita data na pomeérové stupnici
spojita data na intervalové stupnici, pokud je primér alespon o
nékolik smérodatnych odchylek vétsi nez nula (arbitrarni nula!)
diskrétni data, pokud ma X dostatek ruznych diskrétnich hodnot,
napr. pocet semenackl v rozmezi alesponi 1 — 30
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Standardizované normalni rozdéleni [standard score, normal deviate]

Xi—X

_Xon ooditim: 7, —
Z = N(0,1) .. V praxi pocitam: Z; = a0

o

EZ=0
varZ =1

v, 1 2 vir o .
Hustota Zse znadi ¢@(x) = 7 €XDp {— %} [Eti: fi x rovnd se ...]

2
Distribucni funkce ¢ (x) = \/%_n ffoo exp {— %} dt [cti: fi ...; velké fi]

Nékteré kvantily N(0,1):
—1,96) = 0,025 ~ 2,5 %
&&1 96))= 0.975 ~ 97 500/0} P(X<-1,96 UX >1,96) = 0,05

Drive hodnoty kvantild v tabulkach, dnes pocitaji pocitace ©




Standardizované normalni rozdéleni [standard score, normal deviate]

— ﬂ ~ . Vi s _ Xi—X
Z = - N(0,1) .. V praxi pocitam: Z; = a0

Nékteré kvantily N(0,1):
¢$(—1,96) = 0,025 ~ 2,5 %
¢$(+1,96) = 0,975 ~97,5%

}P(X< —-1,96 UX >1,96) = 0,05

y=normal(x;0;1)
06 .

05t

0.4

03}

02F

01 +F

0.0




relativni ¢etnosti
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Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni:

Logaritmicko—normalni rozdéleni [log—normal distribution]

kdyz X nabyva jen kladnych hodnot a jeji logaritmus ma normalni rozdéleni

X~LN(p,6%) - In(X)~N(p,0%), X >0

« priklady: télesnd hmotnost, abundance druh(, koncentrace latek, ...
* srostouci mirou polohy roste také mira variability
e kdy? Y = In(X), tak X = e’

i

relativni ¢etnosti

T | T T
40 : ! 25 3.0 35

hodnoty X hodnoty logaritmu(X)




Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni:

Logaritmicko—normalni rozdéleni

kdyz X nabyva jen kladnych hodnot a jeji logaritmus ma normalni rozdéleni

X~LN(pn,6%) - In(X)~N(p,0%), X >0

o*

. 2
EX = e 2 median X = e* modus X = e* ¢

0.07 F ¢ ) |

0.06 - E[X] X ~InNp, 0%

0.05 - i

0.04 | '
|
|

0.0 |
0.02 - |
0.01 | |
1

5 1 Il 1 1 1
0.0 01 02 03 04 05 06
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Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni:

x?, Chi-kvadrat rozdéleni [chi-square distrib. [&ti: kaj-]]

jsou-li Z4,...,Z;, ~ N(0,1) iid. (nezavislé, stejné rozdélené),
Jkplati- W = Yk . 7.2~ 4,2 [Cti: W ma chi kvadrat rozdeéleni
Pak P 2i=1Zi" ~ Xk o k stupnich volnosti]

[stupné volnosti = degrees of freedom]|

fi(x) :
 hodnotyW >0 Zi‘ X

e tvar hustoty i distribu¢ni funkce
zavisi na poctu stupnud volnosti

e stredi hodnota EW =k 037
* rozptyl varW = 2k 0.21

0471

0.1
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Chi-kvadrat rozdéleni W~yx?(k)

Pouzivame napriklad v téchto situacich:
testy o rozdéleni vybérového rozptylu
testovani nezavislosti faktoru v kontingencnich tabulkach
testy dobré shody Cetnosti pozorovanych dat v kategoriich vici
predpokladanému rozdéleni (goodness of fit test)
testy pomérem vérohodnosti pro ,nested” modely (likelyhood-ratio test)

analyza prezivani — ,log-rank” testy
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Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni:

t-rozdéleni, Studentovo rozdéleni [Student’s t-distribution]

2

jsou-li W = Z{-‘zl Z;" ~x*(k) aZ~N(0, 1) nezavislé néh. veli¢iny, pak plati:

YA
—-— ~ . e
11,4 [Cti: T ma té rozdéleni s ka stupni volnosti]

k

hodnoty T € (—o0, o)
rozdéleni symetrické kolem nuly, velmi podobné normalnimu rozdéleni
stredni hodnota ET = 0 pro k > 1, jinak neexistuje

rozptylvar T = k_fz pro k > 2, jinak neexistuje; varT — 1

k—o0

objevuje se v testech, kde nezndmy populaéni rozptyl g%nahrazujeme
vybérovym rozptylem S?2




t-rozdeleni T~ ¢,

0.40
0.35
0.30
0.25
X 0.20
0.15
0.10
0.05

0.00°F




t-rozdéleni T~ t;,

Alternativni rozdéleni
Binomické rozdéleni
Poissonovo rozdéleni
Negativné binomické rozdéleni

Odvozeni tvaru nahodné veliCiny uziteCné pro testovani:
(TentyZ snimek také v dalSi prednasce.)

ﬂ, protoZe X ~ N(

0.2
i, n

> ... Normovani X

Normalni rozdéleni
Chi — kvadrat rozdéleni
Studentovo rozdéleni
Fisherovo rozdéleni

Xi—U
_ o
Chci tam X misto , ale

im jeden stupen

Normovana X;:

Pridat o je snadné, ale
mysim ji pridat na obé
strany rovnice!
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F — rozdéleni, Fisherovo rozdéleni [Fisher — Snedecor distribution]

jsou-li V~x?(k) a W~ y?(m) nezavislé ndhodné veli¢iny, potom plati

14
F = % ~F(k, m) [Eti: F md ef rozdéleni s kd a em stupni volnosti]

m

hodnoty F = 0
stredni hodnota EF = 12, pro m > 2, jinak neexistuje

2m? (k+m-2)

k(m-2)%2(m-4)
tam, kde porovnavame dva nezavislé odhady stejného rozptylu (ANOVA);
ovérovani shody populacnich rozptylt pred dvouvybérovym t-testem

rozptyl varF = , pro m >4, jinak neexistuje




F-rozdéleni F~F(k, m)

2.5

dlgl,d2:1
d1=2, d2=1
d1=5, d2=2
d1=10, d2=1
d1=100, d2=100

dl=1,d2=1
d1=2,d2=
d1=5, d2=2
d1=10,d2=1
d1=100, d2=100




