Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelaéni analyza Korelace
Linearni regrese

Analyza vztahu dvou kvantitativnhich proménnych

Dva pfristupy, pohledy: korelace a regrese.
KORELACE popisuje silu vzajemné zavislosti.
REGRESE pomoci jedné proménné popisuje hodnoty druhé proménné

Priklad: vysky otce a syna (data GaltonSyn)
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Korelace - zavislost dvou kvantitativnich proménnych [correlation]

* Data prevazné spojita, proto kvantitativni.
* Popisujeme silu zavislosti dvou proménnych

Opakovani: X a Y nahodné veliciny
Variance 0% = var(X) = E|(X — pux)?]
kovariance = sdruzena variance pro dvojici nahodnych velicin (X, Y)
Znaceni:  oyxy = cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — uy)]
Jsou-li X a Y nezavislé nahodné veli¢iny, potom cov(X,Y) = 0.

Proto je kovariance ukazatelem (populacni) zavislosti ¢i nezavislosti mezi X a Y.
Hodnota kovariance se vsak méni s jednotkami mérfené veliCiny, proto pouzivame
upravenou bezrozmeérnou charakteristiku:

(populacni) korelacni koeficient:
COU(X, Y) Oxy Y — Uy
Pxy = = =FE '
Jvar(X) var(Y) Ox-O0y Oy
/

normované tvary => bezrozmérnost
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Populacni korelac¢ni koeficient [(population) correlation coefficient]

cov(X,Y) OXY _ p X—px Y- HY]

Jvar(X) var(Y)  ox- 0y Ox Oy

Pxy =

Vlastnosti:
* \lyjadruje silu (tésnost) linearni zavislosti mezi dvéma nahodnymi veli¢cinami.
e Je bezrozmérny, nezavisly na pouzitém meéritku, jednotkach méreni.
* Hodnota koeficientu nezavisi na poradi nahodnych velicin, protoze plati, ze
cov(X,Y) = cov(Y,X) ~ pxy = pyx
* Korelaéni koeficient nabyvd hodnot pxy € (—1, 1) v€etné.
» Kdyz pxy = 1, lezi vSechny dvojice (X, Y) na pfimce, ktera roste
=> nejsilnéjSi pozitivni zavislost.
Kdyz pxy = —1, lezi vSechny dvojice (X, Y) na pfimce, ktera klesa
=> nejsilnéjsi negativni zavislost.
Kdyz pxy = 0, ocekavame velmi slabou zavislost. Nicméneé existuji i takove
kombinace hodnot, se kterymi veliCiny zavislé ziskaji nulovou kovarianci.
Ale pro veli¢iny X a Y nezavislé vidy plati cov(X,Y) = 0, a proto je
Pxy = 0. Informaci zuzitkujeme dale.
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Vybérovy korelac¢ni koeficient
Predchozi uvahy platily pro teoretické populacni charakteristiky.
Pracujeme-li s vybéry X a ¥, skuteCnou hodnotu px y nezname.

Vybér ma vypadat takto: dvojice (X;, Y;) k sobé néjakym zplisobem patfi (napr. vyska
otce a syna, rlzné rozméry stejného jedince, charakteristiky jednoho vzorku),
dvojice jsou ale mezi sebou nezavislé. n znamena pocet dvojic ve vybéru.

Potom vybérové rozptyly jsou:

X — X)?
n—1

?:1(Yi _ Y)Z
n—1

2 _
X SY_

A vybérova kovariance:

X=X -Y)
n—1

Sxy =

Sxy

Z téchto odhadu vychazi parametricky odhad korelacniho koeficientu: ryy = TS
X9Y
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Vybérovy Pearsontv (linearni) korelacni koeficient
[Pearson’s product-moment correlation coefficient]

Predpoklad: X a Y pochazeji z normalniho rozdéleni

Odhad koeficientu:

s e) (5

vybérova obdoba
normovaného
tvaru: z-skory

Jsou-li X a Y nezavislé, je pxy = 0. Ale vybérovy koeficient je jen odhad a tudiz
nahodna veliCina, ktera se pohybuje kolem skute¢né hodnoty O.

Proto chceme testovat hypotézu Hy: pxy = 0, z cehoz odvozujeme, ze veliciny Xa Y
jsou nezavislé. Fakt, ze i zavislé veliCiny mohou mit pyy = 0, se vejde do prsti. a.

Ovérime predpoklad o normalnim rozdéleni X, Y. (Spravné také X + Y .)

rxy

Kritérium pro oboustrannou hypotézu:|T| = t,,_,(1 — ¢/,)

Testova statistika: T = n—2~t, -,
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Pearsonuv korelacni koeficient — poznamky:

o v s . . . ¢ v 1- - !
« Pearsoniiv odhad korelaéniho koeficientu je vychyleny, Er = np (Z)

* Predpoklad pro uZiti t-testu je, Ze r,, ma normalni rozdéleni. Toto je splnéno, jen pokud

plati nulova hypotéza, ze pyy = 0. Potom 7y ~p N (0 —)

n-—1

KdyZz pyy 20 (zaml'tém H,), potom r,, nema normélnl' rozdéleni. PomUzZe Fisherova z-

1+r 1+ 01 v , .
transformace: Z = 5 ln— Potom EZ = E lnﬁ ,var Z = — @ rozdéleni Z se velmi

rychle blizi normalnimu rozdelenl.
Toto vyuziju k sestrojeni konfidenéniho intervalu pro odhad nenulového p:

Testuji Hp: pxy = po, kde py € (—1 1). Hi: pxy # po-
1+pg

Spoctu Z a prepocitam py = {5 = ln [ct| dzéta).

2

Test. statistika: U = =2 < N(0,1) - P< ( ) < \/7(2 “lm 1*22) <z (1 _ g)) “1—q

n-3

Odtud posléze E <p< it ) kde D = exp {ZZ —
\

2-2(1—“/2)}
+1l

n-—3

)

n-—3

|
konfidencni interval H = exp {ZZ —
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Pearsonuv korelacni koeficient — poznamky:

* Existuje také test pro porovnani nékolika nezavislych korelacnich koeficientl a
nasledné mnohonasobné porovnani dvojic téchto koeficientu.

Korelacni matice: méfim nékolik charakteristik Otec | Matka | Syn
na jednom subjektu, ve vybéru mam n subjekt.
Pro popis tésnosti vzajemné zavislosti vSech dvojic
meérenych charakteristik jsou vsechny korelacni
koeficienty usporadané je do matice. 050| 0.29

1 0.12
0.12 1

Parcialni korelace: vyjadruji vzajemnou zavislost

dvou proménnych za predpokladu, Ze treti proménna (nebo vice proménnych) se
nemeni. Lze také fici, ze je to korelacni koeficient po ,,odfiltrovani” vlivu treti
promenné. Dalsi formulace rika, ze je to korelace podminéna hodnotami treti
promeénné, tzv. parcialni korelacni koeficient prvniho radu. Souvisi s regresnimi
koeficienty mnohon&sobného regresniho modelu. Vice Lep$ & Smilauer, str. 299.
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Neparametricka varianta:
Vybérovy Spearmanuv korelacni koeficient

Predpoklad: X i Y maji néjaké spojité rozdéleni
Uréim poradi: X;,X,,...,X;, = R{,Ry, ..., R, R; a Q; dosadim misto X; a V;
Y,,Y,,....,Y, = 041,0,,..,0,, upravou ziskame nasledujici vzorec

o 6
Vypodet: rg = 1 — n2=D) iR —Q)y)?

Opét rg € <—1, 1)

Hypotézu H,: p,y = 0, tedy Ze X a Y jsou nezavislé nah. veliCiny,
muzeme otestovat dvojim zplUsobem:

a) nejsou shody v poradi: presné hodnoty v tabulkdch (napf. R az do n < 1290)

b) jsou shody v poradi nebo velka n: aproximace normalnim nebo t-rozdélenim
-2 |rglvn—1<N(0,1) - pro |rg|Vvn—1 = z(1 - %/,) zamitam H,,
> T= LS n—2-~ th—o

2
1—rS




Spearmanuv korelacni koeficient - poznamky

Vyhody Spearmanova korelacniho koeficientu
* Je citlivy na jakoukoli monotdénni zavislost, nejen na linearni

* Je méne citlivy k vyskytu odlehlych hodnot

Pfiklad EMISE
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Korelacni koeficient — vypocet v softwaru

STAT: Statistiky = Zakladni statistiky = Korelaéni matice

E Korelace a parcialni korelace: Galton v data_Kor...

[ 1 seznam promén. | [ 2 seznamy (obd. matice) | TR
Prvni seznam: otec syn '
Druhy seznam: matka E g
Detaini vysledky | Moznosti | Barev.matice |
Zakladni vysledky 98 Anal skup..
i ('lnuoinpouze _
Souhm: Korelace [ Grafy ctvuoovou::“ujlsi

Bl Mati bod. rafu zvolenjch poménich | | 557 1 | (@ v
Vazene
momenty
SV=

W-1 N-1

R:cor.test(x, y, method = ,s“) ChD vymechéna
@ Ceé pripacy

(O Pérové

metody: Pearson (default)

Spearman , Kendall
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Korelace — priklady:

data: GaltonSyn

Vysky obou rodicli a ndhodné vybraného
syna v palcich.
Je néjaka zavislost mezi vyskou otce a syna?

oo’o

vysSka syna (palce)

(zalozka MozZnosti: Formdt ... = prvni volba)

T

Korelace (Galton v data_KoreRegre)

Oznat. korelace jsou vyznamné na hlad. p < ,05000 vysSka otce (palce)
N=173 (Celé pripady vynechany u ChD)
Proménna | Priméry | Smodch. | otec
69.09075! 2542825 1,000000 (0,504980

69.26416 2, 522593 0504980 : § 0 vyberova Pear§9nuv
e korelacni koeficient

(zalozka Moznosti: Formdt ... = druha volba)

Korelace (Galton v data_KoreRegre)
Oznac. korelace jsou vyznamné na hlad. p < ,05000
N=173 (Celé pfipady vynechany u ChD) p-hodnota testu

Proménna otec | syn hvpotézv. e p= 0
otec 1.0000] 5050 ' yporezy, P = -

p= —C_p=.000] I— Hodnoty t-statistiky ve tFeti
' S volbé Formdtu zobrazeni
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Korelace — priklady:

data: GaltonSyn

X: otec

Bodovy graf: otec vs.syn  (Celé pfip. vynech. u ChD) N=173

Zde mohu posoudit syn  =34,652+ 50096 * otec Semmliastserdle

Sm.Odch. = 2,542824
. Korelace : r=,50498 Max. = 78,500000

normalitu obou - Min. = 62,000000

promeénnych. .

40 t | Primér = 69,264162

Také je zobrazena Sm.Odch. = 2,52259]

Max. = 76,500000

regresni primka a jeji ) x| I s L Min. = 63,000000
konfidencni interval. 80
V popisu grafu je 78 |
vypsana rovnice 76 |

Vé v/ 74 r
regresni primky. ol

70 t
68 |
66 -.._,._......,_ -
64 L—

62
60 |

58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 0 40 80

otec 0,95 Int.spol.
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Korelace — priklady:

data: GaltonSyn

cor.test(otec, syn)

Korelace
Linearni regrese

Populacni korelac¢ni koeficient
Vlastnosti

Vybérovy korelacni koeficient
Pearsontv korel. koeficient

Pearson's product-moment correlation

data: otec and syn

= 7.6506, df = 171, p-value =
alternative hypothesis: true correlation is

95 percent confidence interval:

0.3847696 0.6083457
sample estimates:

cor ——_
0.5049801

1.392e-12

not equal t

Poznamky

Fisherova z-transformace
Spearmantiv korelaéni koeficient
Vypocty v softwaru

o 0

oo’o

vysSka syna (palce)

L ..:...

vysSka otce (palce)

T
70
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Korelace — priklady: neparametricky

data: Potoky

Ze 33 Sumavskych potokl mame udaje o vodivosti a o obsahu vapennych iontu.
Ocekavame pozitivni zavislost, ptame se vsak, jak je silnd. (To nas opraviuje pouzit
jednostrannou alternativu pfi testovani.)

PFi kontrole histogram( vidime, Ze obsah vapennych iontl ma vyrazné Sikmé
rozdéleni. PouZijeme proto Spearman(yv korelacni koeficient:

Statistiky = Neparametrické statistiky => Korelace ¥ Neparameticia korelace: Potoky v data... 2 X
Proménné [l Speaman. R

Spearmanovy korelace (Potoky v data_KoreRegre)
ChD vynechany parové seanl: Vie Stomo
Oznac. korelace jsou vznamné na hl. p <,05000

Pocet | Spearman t(N-2) p-hodn. Wvoit:  |Civercova matice v

Dvojice proménnych plat. R e Detailn i report T
Ca & Conduct 33]__0.584106] 4.006724 0.000359 s £ @Dy

HiH Speamanuv koef. R @ Anal Sk.

E Moinosti +

Na proménnou Ca jsme také mohli pouzit
. . . v hiod
logaritmickou transformaci a pokracovat . Sramént.
o v s . . Matice bodovych grafu véech prom.
na Pearsonlv korelaéni koeficient. s[4
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Korelace — priklady:
data: Potoky

R:
>

cor.test(Conduct, Ca, method = "spearman")
Spearman's rank correlation rho
data: Conduct and Ca
= 2488.7, p-value = 0.0003585

alternative hypothesis: true rho is not equal to ©

sample estimates:
rho

0.5841063

vodivost

obsah vapennych kationtd




