Teorie grafi

(Neorientovany) graf je usporadana dvojice (V, E), kde V' je mnozina vrchold a F je mnozina
hran. Zapisujeme G = (V, F). Hrany jsou tvaru {u,v}, kde u,v € V.

. . L . : n .
Matice sousednosti grafu G o n vrcholech vi,vy,...,v, je ¢tvercova matice (a;)7,—;, jejiz
prvky jsou definovany predpisem

~_ J 1 pokud {v;,v;} € E
Y%= 0 jinak

Podgraf grafu G = (V| F) je graf H = (V',E’), kde V' C V a E' C E, tedy H je vytvoien
z G odebranim nékolika vrcholi a nékolika hran, pricemz pro kazdy odebrany vrchol musime
odebrat i v8echny hrany s nim incidentni. Pokud je graf H vytvoren pouze pomoci odebrani
nékolika vrcholi a vSech hran s nimi incidentnimi, hovofime o podgrafu indukovaném.

Uplny graf je takovy graf, kde jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou. Uplny graf o n vrcholech
se znadi K.

Bipartitni graf je graf G = (V, E), kde mnozinu V' lze rozdélit na dvé ¢asti, na mnoziny Vi, V5
takové, ze z vrcholi mnoziny V; mohou vést hrany pouze do vrcholii z mnoziny V5, a naopak.
O takovém grafu fekneme, Ze je iplny bipartitni, jestlize z kazdého vrcholu V; vede hrana do
kazdého vrcholu V4 a opa¢né. Pokud plati |[Vi| = m a |Va| = n, pro né&jakd m,n € N, znadi se
uplny bipartitni graf mezi V; a V5 jako Ky, .

Grafy G = (V,E) a H = (W, F) nazveme izomorfnimi, jestlize existuje bijektivni zobrazeni
f:V — W takové, ze pro viechna u,v € V plati {u,v} € E <= {f(u), f(v)} € F.

Stupen vrcholu v grafu G je pocet hran grafu, které tento vrchol obsahuji. Znaéi se Degg(v).

Tah v grafu je posloupnost vrchold a hran (vy,eq,vq,€9,...,€,-1,v,), kde pro i = 1,2,....n
jsou v; vrcholy grafu a proi =1,2,...,n— 1 jsou {v;, v;11} = €; navzajem riuzné hrany grafu.

Cesta v grafu je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy.

Graf je souvisly, jestlize pro kazdé jeho dva vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Komponentou
grafu nazyvame kazdy jeho maximalni souvisly podgraf. Hranu nazveme mostem, jestlize se po
jejim odstranéni zvysi pocet komponent grafu o 1.

Eulerovsky graf je takovy graf, ve kterém je kazdy vrchol sudého stupné.

Plati, ze graf lze nakreslit jednim uzavienym tahem pravé tehdy, kdyz je souvisly a eulerov-
sky. Graf lze nakreslit jednim (ne nutné uzavienym) tahem, neobsahuje-li Zadné vrcholy lichého

stupné nebo obsahuje-li pravé dva vrcholy lichého stupné.

Kruznici v grafu rozumime posloupnost (vy,eq,vq,€9,...,€,-1,v, = v1), ve které pro i =
1,2,...,n — 1 jsou v; po dvou ruzné vrcholy grafu a {v;,v;11} = e; jsou hrany grafu.



Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici.
Kostra grafu G = (V, E) je libovolny souvisly podgraf H = (V, F'), ktery neobsahuje kruznici.

Ohodnoceni grafu G = (V| E) je zobrazeni w: E — R. Ohodnoceny graf se pak znadi G =
(V. E,w),

Minimalni kostra ohodnoceného grafu je takové kostra, kterda ma mezi vSemi kostrami daného
grafu miniméalni souc¢et ohodnoceni hran. Minimalni kostra nemusi byt urc¢ené jednozna¢né.

(Vrcholové) obarveni grafu je pfifazeni jedné barvy kazdému vrcholu tak, aby zadné dva vr-
choly obarvené stejnou barvou nebyly spojeny hranou. Podobné lze definovat hranové obarvent,
kde pozadujeme, aby hrany obarvené stejnou barvou nemély spole¢ny vrchol.

Graf je rovinny, jestlize jde nakreslit do roviny tak, aby se zddné jeho hrany neprotinaly.

Orientovany graf je usporadana dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina vrcholi a F je mnoZina
hran tvaru (u,v) pro u,v € V. Orientovany graf je souvisly, jestlize pro kazdou dvojici vrchola
u,v € V existuje cesta z u do v nebo z v do w.

Priklady:
1. Urcete, které dva z téchto tif graft jsou navzajem izomorfni:

1 1

2. Kolik riiznych kruznic obsahuje tento graf?

3. Dejte priklad grafu, ktery spliiuje nasledujici (nebo zduvodnéte, pro¢ neexistuje):

a) ma 1 komponentu, 3 vrcholy a je nesouvisly,
sklada se ze 2 komponent a 3 vrcholi,

mé 5 vrcholi a obsahuje pravé 3 kruznice,
mé 4 vrcholy se stupni 3,2,2,2,

mé 4 vrcholy se stupni 2,2,2,2.



4. Naleznéte az na izomorfismus vSechny kostry tohoto grafu:

5. Naleznéte 3 navzajem neizomorfni souvislé Eulerovské grafy o Sesti vrcholech.
6. Najdéte az na izomorfismus vSechny grafy, které spliuji tyto podminky:

a) graf ma 3 vrcholy,

) graf obsahuje pravé 5 vrchola, 5 hran a 1 kruznici,
) graf mé 4 vrcholy, lze obarvit 4 barvami ale ne 3 barvami,

d) graf je souvisly, ma 4 vrcholy a nelze nakreslit jednim tahem,
)

graf ma 4 vrcholy a neni rovinny.



