MASARYKOVA UNIVERZITA

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Bakalarska prace

BRrRNO 2015 PAuLINA KERPNEROVA



ERS
$\\J 1]:7

S s, MASARYKOVA UNIVERZITA %"

> 2 PRIRODOVEDECKA FAKULTA sE

33&/ Q%LU USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY T@fos ™
Yana®® o

Konvergence
nekonecnych fad

Bakalé&rska prace

Paulina Kerpnerova

Vedouci prace: Mgr. Petr Hasil, Ph.D. Brno 2015



Bibliograficky zaznam

Autor: Paulina Kerpnerova
Ptirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita
Ustav matematiky a statistiky

Nazev prace: Konvergence nekonec¢nych fad
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Finané¢ni a pojistnd matematika
Vedouci prace: Mgr. Petr Hasil, Ph.D.
Akademicky rok:  2014/2015

Pocet stran: xi+ 56

Klicova slova: nekonecné fady; ¢iselné fady; funkéni fady; konvergence;
soucet fady; mocninné fady; Taylorova fada; aplikace fad



Bibliograficky zaznam

Autor:

Nazov prace:

Studijny program:

Studijny odbor:
Veddci prace:
Akademicky rok:
Pocet stran:

Kltcové slova:

Paulina Kerpnerové
Prirodovedeckd fakulta, Masarykova univerzita
Ustav matematiky a Statistiky

Konvergencia nekone¢nych radov
Matematika

Finan¢nd a poistnda matematika
Mgr. Petr Hasil, Ph.D.

2014/2015

xi + 56

nekonec¢né rady; ¢iselné rady; funkciondlne rady; konver-
gencia; sticet radu; mocninové rady; Taylorov rad; aplika-
cia radov



Bibliographic Entry

Author:

Title of Thesis:

Degree Programme:

Field of Study:
Supervisor:
Academic Year:
Number of Pages:

Keywords:

Paulina Kerpnerova
Faculty of Science, Masaryk University
Department of Mathematics and Statistics

Convergence of infinite series
Mathematics

Financial and insurance mathematics
Mgr. Petr Hasil, Ph.D.

2014/2015

xi+ 56

infinite series; series of numbers; series of functions; con-
vergence; sum of the series; power series; Taylor series;
aplication of series



Abstrakt

V této bakalarské praci se vénujeme teorii nekone¢nych fad s déirazem na jejich
konvergenci. Popisujeme a vysvétlujeme jednotlivé pojmy z této teorie, jako napfi-
klad ¢iselné fady, konvergenci fad nebo funkéni fady. Zavadime jednotliva kritéria
konvergence fad a ilustrujeme je na pfikladech. V zdvéru prace vyuzivame pred-

chézejici poznatky v aplikaénich ptikladech.

Abstrakt

V tejto bakalarskej préci sa venujeme tedrii nekone¢nych radov s dérazom na
ich konvergenciu. Popisujeme a vysvetlujeme jednotlivé pojmy z tejto tedrie, ako
napriklad ¢iselné rady, konvergenciu radov alebo funkciondlne rady. Zavddzame
jednotlivé kritérid konvergencie radov a ilustrujeme ich na prikladoch. V zavere
préace vyuzivame predchadzajtice poznatky v aplika¢nych prikladoch.

Abstract

In this thesis we study theory of infinite series, especially convergence of these
series. We describe and explain each concept of this theory, for example series of
numbers, convergence of series, or series of functions. We declare criterions for
convergence of series and we illustrate these criterions on examples. At the end of
this thesis, we use the described theory in aplications.
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Uvod

Otédzkami nekonecnych radov sa zaoberali matematici ale aj filozofovia uz v staro-
veku. Uvedme napriklad Zenona z Eley (490-430 p.n.l), ktory vdaka svojej tedrii
o Achillovi a korytnacke povazoval za nemozné, aby stcet nekonecne mnoho ¢isel
mohol byt kone¢ny. Matematik Archimedes (287-212 p.n.1) zase pouZil nekone¢ny
geometricky rad ku kvadrattre paraboly. Spometime aj Richarda Swinesheada (14.
storocie), ktory ako prvy s¢ital nekonecny rad, ktory nie je geometricky. Prvenstvo
v dokaze divergencie harmonického radu ma zas Nicole Oresme (1323-1382). Roz-
voj teérie nekone¢nych radov vsak nastal aZ v 17. storoci po zavedeni diferencidl-
neho a integralneho poctu. Spociatku sa matematici dopustali mnohych omylov,
najznamejsi je priklad Grandiho radu. Guido Grandi (1671-1742) uvaZzoval nekone-
¢nyrad 1 —1+1—1+.... Chybnym uzitim asociacného zakona zistil, Ze 0 = 1
a toto si vysvetlil ako stvorenie sveta Bohom z ni¢oho. Zacali sa upresiiovat pojmy
stuctu a konvergencie nekone¢nych radov. V tomto storo¢i odvodili a pouZzivali roz-
voj nekonec¢nych radov aj napriek mnohym nejasnostiam napriklad Isaac Newton
(1642-1727), Gotfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Brook Taylor (1685-1731) ¢i
Leonhard Euler (1707-1783).

Az zaciatkom 19.storocia zacali matematici budovat teériu nekonec¢nych ra-
dov s dérazom na ich konvergenciu. Podielali sa na tom napriklad Joseph Fou-
rier (1768-1830), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ale aj cesky matematik a filozof
Bernard Bolzano (1781-1848), ktory ako prvy formuloval obecné kritérium konver-
gencie radu. Najvacsi prinos do teérie nekone¢nych radov mal Augustin Cauchy
(1789-1857) so svojou pracou Cours d’analyse algébrique. Netreba zabtidat ani na
prinos nérskeho matematika Nielsa Abela (1802-1829), ktory prispel pracou o bi-
nomickych radoch. Vdaka ich vedeckému spracovaniu existuje tedria nekone¢nych
radov tak ako ju pozndme dnes.

V tejto préci sa zaoberdme prave touto tedriou. V prvej casti popisujeme neko-
nec¢né ¢iselné rady. V prvej kapitole st zavedené zakladné pojmy pre pracu s ¢isel-
nymi radmi, ich druhy ako st aritmeticky a geometricky rad spolu s operdciami s
tymito radmi. Uvedené je pre zaujimavost aj ekonomicka aplikacia radov. Dalej ro-
zoberdme pripady ciselnych radov, a to rady s nezdpornymi ¢lenmi a alternujtce
rady.

V dalSej ¢asti st uvedené nekonecné funkcionédlne rady a ich vlastnosti spolu
so $pecidlnym pripadom mocninovymi radmi. Opét st zavedené zdkladné pojmy
ako obor konvergencie radu a doéleZité vlastnosti pre prakticky vypocet. V nepo-
slednom rade je uvedeny aj rozvoj funkcii do Taylorovho radu, ktory vyuZzivame
v poslednej kapitole pri aplikacii tychto mocninovych radov.



Uvod xi

V celej préci sa kladie doraz na zistenie konvergencie ¢i divergencie radu a na
jeho stucet. Jej cielom je podat citatelovi prehlad o zdkladnej teérii nekone¢nych
radov. Jednotlivé tvrdenia su ilustrované na prikladoch. Pre nerieSené priklady
su vysledky uvedené na konci textu. Prdca predpoklada znalost diferencidlneho
a integralneho poctu.

Ako hlavné zdroje tejto prace mame [1], [6], [11], pre rozsirenie je mozné nah-
liadnut aj do [8] alebo [10].



Kapitola 1

Nekonecné ¢iselné rady

V tejto kapitole sa budeme venovat zakladnym pojmom z oblasti nekone¢nych
¢iselnych radov. Uvedieme aj operacie s tymito radmi a na zaver kapitoly aj jedno-
duchu ekonomicku aplikéciu. V tejto kapitole sme cerpali predovsetkym z [1], [2],
[3], [6] a [9]. Pre zopakovanie najskor zavedieme pojem postupnosti, ktord je pre
definiciu radu klacova.

1.1 Zdkladné pojmy

Definicia 1.1. Postupnost je zobrazenie a: IN — IR. Prvky tohto zobrazenia zvycajne
znacime a, a postupnost zapisujeme ako {a,}> ;, pripadne {a, }, kde hodnotu a,
nazyvame jej n-tym clenom.

Pozndmka 1. Ak st ¢lenmi postupnosti ¢isla, hovorime o Ciselnej postupnosti. V pri-
pade, kedy st ¢lenmi postupnosti funkcie, hovorime o funkciondlnej postupnosti.
V tejto kapitole si vystac¢ime s postupnostami ¢isel, v dalsich kapitolach vyuZzijeme
aj postupnosti funkcii.

Definicia 1.2. Nech {a,}%_; znadi ¢iselnti postupnost. Symbol

an:a1+a2+...+an+...

n=1

nazyvame nekonecny ¢iselnyj rad. Prvky postupnostiay, ay, ... nazyvame ¢lenmi radu,
kde ¢islo ay, je n-ty ¢len. Postupnost {s, }5 1, kde

S1=4ay,S2=4a1+4a,...,Sy=a1+a+---+ay,...

nazyvame postupnost ciastocnyjch siictov tohto radu a s, nazyvame n-ty c¢iastocny
sucet.

Scitat nekonecny pocet s¢itancov v beZnom slova zmysle nie je mozné. Pojem
stctu radu preto zavddzame ako limitu postupnosti ¢iasto¢nych stctov.
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Definicia 1.3. Povieme, Ze postupnost {an}f:1 ma limitu a € R, ak ku kazdému
e > 0 existuje ng € IN tak, ze pre kazdé n > ng plati, ze |a, — a| < . Povieme, ze
postupnost {a, }°°_; ma limitu oo, ak ku kazdému a € R existuje ng € IN tak, Ze pre
kazdé n > ng plati, Ze a, > a. Podobne definujeme aj limitu lim; e 2, = —00.

Pozndmka 2. Ak nie je uvedené inak, povaZujeme limitu funkcie premennej n vzdy
idtdcu do nekonec¢na a zna¢ime namiesto lim;,_,« jednoducho lim.

Definicia 1.4. Ak existuje vlastnd limita lim, .5, = s, povieme, ze rad ), 4,
konverguje a ma stcet s. Piseme

Ak existuje nevlastnd limita lim,,_,« s, = 00, povieme, ze rad ), a, diverguje
k £oc0. PiSeme

[e9)
Z a, = too.
n=0
Ak limita lim,,_, S, neexistuje, povieme, ze rad Y, a, osciluje.

Priklad 1.1. Ur¢te sti¢et nekone¢ného radu ), 4 m a rozhodnite o konvergen-
cii.

Riesenie. Postupujeme podla Definicie 1.4, teda uré¢ime s, a pozrieme sa na jeho
limitu. Najskor rozlozime ¢len radu 4, na parcidlne zlomky, teda

L e~ 5 o stem)

n=1 n=1
Potom
g 1 1t 1 1 1
"T3 12 6 15 3n  3(n+3)
1 1 1 1 1 1
=+ 4o -~ —~ :
3 6 9 3n+1) 3(n+2) 3(n+3)
Stcet radu teda je
1 1 1 1 1 1 11

= Hmse = lm s+ et g " 311y 3nt2) 3n+3) 18

a rad konverguje.

Pri rozhodovani o konvergencii ¢i divergencii nekone¢nych radov je velmi vy-
znamna nasledujtica veta, ktord udava nutnii podmienku konvergencie.

Veta 1.1. Ak rad Y, 1 a, konverguje, potom plati lim,, e an = 0.

Dokaz. Nechrad ), ;a, konverguje a md sucet s, teda lim, 5, = s € R. KedZze
Sy =ay+ay+---+a,_1+a,, potoma, =s, —s,_1. Odtial plynie, Ze limita

lim a, = lim (s, —s, 1) =s—s=0,
n—oo n—oo

¢im je veta dokdzana. O
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Je ddlezité si uvedomit vyznam tejto vety. Opacna implikécia totiz neplati. Ak je
lima, = 0, konvergencia radu z nej e$te neplynie. Takymto radom je napriklad tzv.
harmonicky rad Y50, - V tomto rade je kazdy ¢len harmonickym priemerom dvoch
susednych ¢lenov. Dokaz divergencie spravime lahko integralnym kritériom v dal-
Sej kapitole, napriek tomu, ze lim% =0.

Nasledujtica veta hovori, Ze pridanie alebo odobratie akéhokolvek kone¢ného
poctu ¢lenov z konvergentného (resp. divergentného) radu nema na konvergenciu
(resp.divergenciu) radu ziadny vplyv.

Veta 1.2. Nech k € IN. Plati

Zan_a1+ o ap+ Z an
n=k+1
arady Y "1 An, Yy i1 An Sticasne bud konvergujii alebo divergujil.

Dokaz. Veta bezprostredne plynie z Definicie 1.2. O

Priklad 1.2. M6Zu nasledujtice rady konvergovat?

> 1
a) Ze arcsin(n) ) Z mr
n=1
b) i_3n2+2n—4 d) i n
8245 3

Riesenie. VyuZzijeme predchadzajicu nutnti podmienku konvergencie.

a) Limita je lim, e "arcsin(n) = 0, teda rad moze konvergovat.

b) V tomto pripade limita je lim; 00 — %23—%’:;1 = —3 # 0 a uvedeny rad nemoze
konvergovat.
¢) Tentoraz mame limitu lim,,_, ln( n) 0, rad teda modze konvergovat.

H

Vl

d) V tomto pripade méme limitu lim,, .« 37 = 0 a rad mdZze konvergovat.

Teraz zavedieme konkrétne druhy éiseln}’fch radov, a to aritmeticky a geomet-
ricky rad.

Definicia 1.5. Ciselnt postupnost {a, }°_, nazyvame aritmetickou postupnostou, ak
plati
api1=ay+d, n=12,...,

kde ¢islo d nazyvame diferencia.

Veta 1.3. Sticet proych n clenov aritmetickej postupnosti je

n(ay + ay)
Sy = T
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Doékaz. Stcet prvych n ¢lenov postupnosti je
Sp=4aiy+ax+az—+---+ay.

Podla Definicie 1.5 dalej plati 4,11 = a, + d. Znamena to, Ze tento sticet mdzeme
prepisat do tvaru

sp=a1+ (a1 +d) + (ay +2d) +--- + [a1 + (n — 1)d],

sp=ay+ (an—d)+ (an—2d)+ -+ [a, — (n — 1)d].

Sé&itanim oboch rovnic dostaneme

2sy = (a1 +au) + (a1 +an) + -+ (a1 + an)
5 — n(ai + an)
n 2 7
¢im je veta dokdzana. O]
Pozndmka 3. Sacet nekone¢ne mnoho ¢lenov aritmetickej postupnosti sa nazyva

nekonecny aritmeticky rad. Ak sa nejdend o postupnost samych ndl, je tento sticet
Foo.

Definicia 1.6. Ciselnti postupnost {a, }*°_; nazyvame geometrickou postupnostou, ak
plati

ap =a1q", n=1,2,....
Definicia 1.7. Geometricky rad je sticet geometrickej postupnosti, teda rad v tvare

Y ag"=a+ag+ag*+---+ag"+---,
n=0

kdea #0,q # 0, a,9 € R. Cislo q sa nazyva kvocient geometrického radu.

Poznimka 4. Geometricky rad moZe byt ¢islovany aj od n = 1. V tomto pripade

oo oo

Z aqn — Z aqn—l.

n=0 n=1

Pri geometrickom rade sa samozrejme sticet urcuje tak ako v obecnom pripade.
Odvodenie jeho ¢iastocného stictu s, pre rozne hodnoty kvocientu g a urcenie jeho
limity ndm v8ak vyrazne ulah¢i pracu.

V pripade, ze g =1 je

s= lims, = li_r>na+aq+---+aq”:a+a+---+a: lim (n + 1)a = £o0.
n—oo

n—oo n—oo
V pripade, ze g # 1je

sp=a+aq+...+aq" /-q
gsn = aq + ag* + ... + ag"",
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kde po odc¢itani dostaneme

Sp—qspy=a+aqg+---+agq" —ag—...—ag"' =a —ag""!
1— n+1
Sn = — ; (1.1)
Odtial uré¢ime pomocou limity sticet
1—g"t! = al< 1,
s=lims,=lima——— = ( 4+ g > 1 (1.2)
n— 00 n—00 1 _ q s 7

neexistuje, g < —1.
Z toho plynie nasledujtca veta.

Veta 1.4. Geometricky rad Y, _qaq", a # 0, g # 0, konverguje prive vtedy, ked |q| < 1
a jeho sticet je

= a
aq" = :
ngo 1=q
Pre g > 1 diverguje a pre g < —1 osciluje.

Priklad 1.3. Urcte sticet nasledujticich nekone¢nych radov.

S eI L 9y
n=0 n=1

i 3" > n

b ) d -

) L ) L5

Riesenie. VyuZijeme predchadzajticu vetu s tym, Ze rad najskor upravime do po-
doby, v ktorej vieme urcit ¢islo a a kvocient g.

a) Kedze
o0 a1 1 B (] 1 n
feri=E () o
méme kvocient g = —% a ¢islo a = —1. Po uziti vzorca (1.2) dostdvame sticet
-1 4
s = = ——.
1+31 5

b) Upravujeme tak, aby rad zac¢inal od nuly, teda

Lo g-£(3) -3 (3)

n=0

p . 3 3
Dostavame sucet s = —5 . — —z .
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c) V tomto pripade po tprave

3" — 31’Z+1 3" .3
LEerey
vidime, Ze g4 > 1 a tym padom dany rad diverguje.

d) Pri tomto rade volime obecny postup urcenia ¢iastocného stictu a jeho limity.

PiSeme
_1+2+3+4+5+ +n—1+n
2 4 8 16 32 21 2n

CUE SR VR AR SOOI ok SO

2 4 8 16 32 2n 2.2

s, 1 1 1 1 1 1 n Sy
_n_z el — =2 .2
T R B TRy I TR oy Sl S

S —1+1+1+1+ +—1 -2

T2 4008 2n=1 on’

Vidime, Ze &iastoény stcet je geometricky rad s kvocientom g = 3 a &len — 4.
Celkovy stcet radu teda je

n 1 k—1 n 1
P = e =, kZ(z) I

1.2 Operdcie s ¢iselnymi radmi

Veta1.5. Nech ) ;> 1 an, Y 5 1 by sii konvergentné rady aplatiy > 1a,=s,) o 1by=t.
Potom rad Y, (a, + by,) taktieZ konverguje a plati

[ee]

Zan:tb Zanian—sit

n=1

Dékaz. Ozna¢me {s,}5> ; postupnost éiastoén}’fch suctov radu Y ;> qan , {ta}5q
postupnost ¢iastoénych stctov ) > ; b, a {wy, }5_; je postupnost ¢iastoénych stctov
radu );’ (a, £ by). Potom

wn:(alzlzbl)—l-(llzibz)—l—"'—|—(£ln:|:bn)
:(ﬂ1+ﬂ2+""i‘ﬂn)i(bl—i—bz—i-"'—i-bn)
=S, tt,.

KedZe lims;, = s alimt, = t, potom

,; (a, £by) —nlgxgown— llm(snitn)—sj:t— Zani an.

n=1 n=1
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Pozndmka 5. Opét je nutné uvedomit si vyznam vety, pretoZe z konvergencie radu
Yo 1(ay + by) neplynie konvergencia radov Y > ; an, Y 5.1 by. Tato skuto¢nost vi-
dime napriklad na radoch Y02 a, = Y00 (=1)" ta y® b, =Y ,(—1)". Oba
rady osciluja, pricom ich sticet

(o) = 3 [+ (1)) = T (-1 (-1+1)] =0
konverguje.

Veta 1.6. Nech rad ), a, konverguje. Potom pre lubovolné k € R aj rad Y, ka,, kon-
verguje a plati

i ka, =k i ay.
n=1 n=1

Ak konverguje rad 5,1 kan, k € R, k # 0, konverguje aj rad Y, 1 ay.

Dokaz. Nech Y ;7 ; a, konverguje a jeho stcet je s. Opat oznaéme {s, }7° ; postup-
nost ¢iastoénych sactov radu Y, 1 a,, {tx };—1 postupnost ¢iastoénych suctov radu
Y1 ka,. Samozrejme lims, = s. Pre lubovolné n € N plati, Ze limita

lim ¢, = lim ks, = ks,
n—o00 n—oo

tj. Y o1 kay, =ks,akedzes =Y a,, potom) >  ka, =k) ;a,, ¢im sme doka-
zali prvi cast tvrdenia.

Nech naopak konvergu]e rad ;> ; kay, k # 0. Podla prvej Casti vety potom kon-
verguje aj rad Yo 1 (kan) = Yo 1 dn. O

Priklad 1.4. Urcte sacet radov.
=, 4" —|— 3" | 2"
PN b) ¥ (i1 + 571
n—=
Rleseme. VyuZijeme predchadzajuce vlastnosti ¢iselnych radov.

a) Kedze

ESTRO0 50 26

11 1 2 1
+ - =>:3+5-2=3
2 1
1-2 -~ 2

L . 2
stcet radu pocitame ako s = 3

b) Podobne postupujeme v tomto pripade, teda
> (1 2" 2 (1 2l x (1 2
1;1 <3n1 + 3n+1) :r;) (3n 3n+2) g (5) ( ) ‘9

a uréime sacet s 1 + 3 + 2 3 13
urci u = — . — — —_ . = —.
1-1 2 9 6
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Priklad 1.5. Vyjadrite ako zlomok v zdkladnom tvare ¢islo 0,648.

Riesenie. Cislo prepiSeme do tvaru 0,648 = 0,64 + Y5> ;0,008 - (0,1)"~ 1 a riegime
ako sucet konstanty s geometrickym radom, teda
0,008 0,008 584 146

0,648 = 064+1_01—0,64+ 0.9 =500~ 205"

1.3 Ekonomicka aplikacia

Nekonecéné rady maja svoje vyuzitie napriklad v teérii pravdepodobnosti, presnej-
Sie pri diskrétnych ndhodnych premennych, ale aj v ekonémii, napriklad v tedrii
hromadnej obsluhy. Maju aj velmi jednoducht aplikaciu vo finan¢nej matematike.
Najskor si ukdzeme priklady vyuzitia kone¢nych radov, potom aj priklad vyuZziva-
juci nekone¢ny rad.

Priklad 1.6. Na vkladnej kniZke pribudne k hodnote 1500 € kaZzdy mesiac ¢iastka
0 500 € vacsia. Vypocitajte celkové tispory po 9 mesiacoch So.

Riesenie. Postupnost tychto vkladov je Y; = 1500 + 500¢, t € INg. Ako vidime, tato
postupnost je aritmetickd. Celkové tspory po 9 mesiacoch spocitame ako sucet
prvych 10 ¢lenov tejto postupnosti, teda

9
1
So =Y (1500 + 500¢) = 20 (1500 + 1500 -+ 500 - 9) = 37500.

t=0

Priklad 1.7. Pociato¢ny ro¢ny prijem ma hodnotu $3500 a vzrastie o 3 % rocne.
Vypocitajte celkovy prijem po 15 rokoch.

Riesenie. Postupnost tychto prijmov je Y; = 3500 (1 + 0,03)=1,t=1,...,15. Ako vi-
dime, tato postupnost je geometricka s kvocientom g = 1,03. Celkovy prijem po 15
rokoch spo¢itame podla vzorca (1.1) ako sticet prvych 15 ¢lenov tejto postupnosti,

teda

& i1 1—1,03°
Si5=Y_3500 (1+0,03)" " = 3500———— = 65096,1986.
1 t_zl (1+0,03) 1-1,03

Po zaokrthlenti je prijem $ 65096.

Priklad 1.8. Dlhopis sltZi na vyplacanie pevnej ¢iastky petiazi v pravidelnych in-
tervaloch. Mo6zZe trvat k urcitému datumu, alebo moze trvat neobmedzene, tzv. vec-
ny dlhopis (konzola). UvaZzujme prave takyto ve¢ny dlhopis. Nech vypléca ¢iastku
15€ za rok pri trokovej miere 3 %. Vypocitajte sucasnti hodnotu dlhopisu.

Riesenie. Sti¢asnd hodnota prijmu je

1\ ‘1+1050_3

PV = 1 1 1 — , — .

;1:5 +0,03)” 2;5(103) 1 =0
170,03
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Cvicenie 1

1.1 Rozhodnite, ¢i m6Zu konvergovat rady.

=/ —2 > /n
a) — b)

L () Yo
1.2 Urcte stiCet.

ad 1 * 2n
a) g(sn—z)@nﬂ) ) ,12_137

© 347 5"t

61/1

b) i(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ) d)

=0

1.3 Vyjadrite v tvare zlomku.

a) 0,87 b) —3,715



Kapitola 2
Ciselné rady s nezdpornymi ¢lenmi

Predtym, neZ za¢neme urcovat sticet radu, je dobré vediet, ¢i vobec dany rad kon-
verguje. V tejto kapitole sa zameriame na rady s nezapornymi ¢lenmi. Pre tieto
rady existuje niekolko kritérii na uréenie konvergencie. Tieto kritérid ndm udavaja
postacujicu podmienku pre konvergenciu (resp. divergenciu). M6Zeme medzi ne
zaradit aj nutnt podmienku konvergencie. Nie vzdy sa da rozhodnut o konver-
gencii radu ktorymkolvek kritériom, preto ich obc¢as musime vyskusat niekolko.
V tejto kapitole sme cerpali z [1], [3], [11], [12].

2.1 Kritéria konvergencie

Definicia 2.1. Rad )", ; a, sanazyva c¢iselny rad s nezapornymi clenmi, ak platia, >0
pre vsetky n € IN.

Postupnost ¢iastoénych suctov tohto radu {s, }5° ; je neklesajtica, pretoze

Sn+1 = Ap+1+Sn = Sn.
~

>0

Ak je naviac postupnost zhora ohranicena, rad ) ;> ; a, konverguje. Ak je postup-
nost neohranicend, )" ; a, urcite diverguje k oo, ¢o vyplyva z toho, Ze {s,}:"; je
neklesajtca. Preto rady s nezapornymi ¢lenmi nemdéZzu ani oscilovat, ani divergo-
vat k —oo.

Teraz uvedieme a dokaZeme spominané kritéria konvergencie. Poznamenajme
eSte, Ze rady vzdy stadi testovat od Iubovolného ¢lena, vid Veta 1.2. Pre jedno-
duchost tieto kritérid naformulujeme s testovanim vsetkych ¢lenov. Toto moZeme
interpretovat tak, Ze konecnt ¢ast radu, kde prislusné predpoklady nie sti splnené
vopred vynechdme.

Veta 2.1 (Porovnévacie kritérium). Majme rady Y o> 1a, a ) .- 1 by, ktoré majii nezi-
porné cleny. Nech a, < b, pre skoro vsetky n € IN. Potom plati

(i) ak konverguje rad Y ;> 1 by, konverguje aj rad > ; an,
(ii) ak divergquje rad Y ;> ay, diverguje aj rad Y ;> ; by.
—-10—-
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Pozndmka 6. Ak nejaky predpoklad plati pre skoro vsetky , tj. plati az od istého
indexu pocinajiic, znamena to, Ze nemusi platit pre kone¢ny pocet ¢lenov. Pozna-
menajme tiez, zerad ) ;- 1 a, z Vety 2.1 sanazyva minorantaarad ) ,. 1 b, sanazyva
majoranta.

Dokaz. Pretoze na konvergenciu radu nema vplyv vynechanie kone¢ného pocu
¢lenov, pri tomto dokaze budeme predpokladat, ze a, < b, pre vSetky n € IN.
Oznadime si postupnosti ¢iastoénych suctov {s,}5 | pre Y., 1a, a {t,};_, pre
Yo 1bn. Zrejme s, < t,,Vn € N.

Dokézeme najskor pripad (i). Ak konverguje rad Y_," ; b,, potom postupnost
{ta}2_; je konvergentnd, tzn. zhora ohranicend. Teda existuje k € R,t, < k pre
Vsetky n € N. Ale kedZ?e s, < t, musi aj s, < k pre v8etky n € N, teda aj {s,} je
ohrani¢end. Naviac je neklesajtica a tym pddom ma vlastnt limitu lims,, = s a rad
Y1 an konverguje.

Pripad (ii) dokdzeme jednoduchou tivahou sporom. Ak }"° ; a,, diverguje, po-
tom musi divergovat aj rad ), ; b, lebo keby konvergoval, musel by podla (i)
konvergovat aj rad ), ; a,. O

Pri pouZzivani tohto kritéria je najlepsie poznat niektoré rady, o ktorych s urci-
tostou vieme, Ze konvergu fu resp. dlvergu]u NajpraktickejSie na pouzitie st rady

Yo n, popripade } ;> 4 o5 a ), lq 2 , pricom ako dokadzeme v tejto kapitole v Pri-
klade 2.5, prvé dva diverguja a treti konvergu]e

Priklad 2.1. Rozhodnite o konvergencii nasledujticich radov.

ad 1 ad 1

) LG Dm D I L T
21 > n

b) n;_n d) nz_ln+1

Riesenie.  a) Predpokladajme, Ze rad konverguje a ozna¢ime ho ako } ;> ; a,,. Za
Y1 by zvolime jeden z radov, o ktorych vieme, Ze konverguje, napriklad
Yo ’11—2 Ak a, < b, pre vSetky n € N, potom podla definicie rad ), ; a,
konverguje. Potrebujeme teda vediet, ¢i plati nerovnost

1 <1
(n+1)(n+4) — n?

Inak dostaneme vyjadrenie
n? +5n+4 > n?,

ktoré ako vidime plati pre vietky n € IN a teda rad ), , (nﬂ)lw konver-
guje.

b) Tentoraz predpokladdme divergenciu radu, ozna¢ime ho teda ako ), ; by.
Za y? ; a, zvolime divergentny rad Yo" ; 1. V tomto pripade ak a,, < b, pre
vsetky n € IN, podla definicie rad ), b, diverguje. Bez vacsich tprav vi-

dime, Ze nerovnost % < \/Lﬁ plati pre vSetky n € IN a teda rad diverguje.
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c) Opit predpokladdme divergenciu radu a ozna¢ime ho ako )_;° ; b,. Zvolime
divergentny rad Y3 1 + = Yo ; a,,. Upravujeme nerovnost

1 1
— S [ —
n n(n+1)
z ktorej dostaneme vyraz
n? > n®+n.

1

v/ n(n+1)

Jediné, ¢o treba urobit, je modifikovat nami zvoleny rad na iny divergentny
rad, napriklad na ), 4 n%rl Teraz upravime nerovnost

Tento vyraz sice neplati, ale neznamena to, ze rad ) . ; konverguje.

1 < 1
n+1= Jnnt1)

na tvar
n2+2n—i—12n2+n.

Nerovnost plati pre vSetky n € IN a teda rad diverguje.

d) Aplikujeme rovnaky postup ako v predchadzajicom pripade. Hned zvolime

za diveregentny rad Y ° , -1 . Porovnavame teda
& y n=1 n+1

1 n
< .
n+1 " n+1

Hned vidime, Ze nerovnost plati pre vSetky n € IN a teda rad diverguje.

Veta 2.2 (Limitné porovnavacie kritérium). Nech sii Y > 1a,, Y 5. 1 by rady s nezi-
pornymi clenmi a nech existuje limita

pim o =L.

Potom plati
(i) ak L < oo arad ), b, konverguje, potom Y>> | a, konverguje,
(ii) ak L > 0arad Y, _, b, diverguje, potom Y ;" ; a, diverguje.

Dékaz. Pripad (i) dokdzeme nasledovne. Nech L < oo a rad ), ; b, konverguje.
Ku kazdému & > 0 existuje np € IN tak, ze pre n € IN,n > ng plati

Loe<™<Lte
bn
Odtial' a, < (L + €)by,. Kedze rad Y, (L + €)b, konverguje, tak ajrad Y, ; a, po-
dla Vety 2.1 konverguje.
Teraz dokdzeme pripad (ii). Nech L > 0arad ), b, diverguje. Pripad sa roz-
padne na dve moZznosti.
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Ak 0 < L < oo, existuje e > 0ang € N tak, ze
O<L—e<o0

pre vsetky n > ng. Odtial (L — €)b, < a,. KedZe Y}, (L — €)b, diverguje, podla
Vety 2.1 diverguje aj ) 1 5.
Ak L = o0, existuje k > 0 a np € N tak, ze
an

k
b,

pre vSetky n > ng. Odtial a, > kb,,. KedZe ), , kb, diverguje, aj )}, a, diverguje.
O]

Priklad 2.2. Rozhodnite o konvergencii radov.

a);(n+1)(n+4) b) Zln<1+a)

n=1

Riesenie. Tentoraz si rad, ktorého konvergenciu vySetrujeme, vzdy oznacime ako
rad Y, a,.

a) Predpokladame konvergenciu a zvolime ) ;> 1 b, =Y 7 4 % Vypocitame li-
mitu podielu

b Rl

n—o00

—
x
+
—_
3N|)—\ |~
N
+
W
N

KedZe L < o0 arad ), b, konverguje, tak aj } ;" a, konverguje. Vysledok
sa zhoduje s vysledkom z Prikladu 2.1.

b) Predpokladdme divergenciu, preto Yo" 1 b, = Yo" 1 1. Opit pocitame limitu
postupnosti. Tato limita sa bude chovat rovnako ako limita funkcie. Na jej
urcenie pouZijeme ,prisnejSie” kritérium, L'Hospitalovo pravidlo. Plati

. 11
In(1+1) ‘o' e 1

= lim il = lim =1
n—00 —-2 n—oo | -+ Y

L= lim 1
n—oo =
n

Vidime, Ze limita L > 0 a zaroven rad Y, ; b, diverguje, teda ajrad ) ;> ;a,
diverguje.

Veta 2.3 (Cauchyovo kritérium — odmocninové). Nech )’ a, je rad s nezdpornymi
clenmia g € R.

(i) Obecne rad y_;> ; a, konverguje, ak pre vsetky n € N plati nerovnost
Van <gq<1,
a diverguje, ak pre vsetky n € IN plati

Van > 1.
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(ii) Ak lim, e {/a, = q, kde q € R*, potom rad Y, a,, konverguje pre q < 1, a di-
verguje pre q > 1. Pre g = 1 nie sme schopni rozhodniit o konvergencii radu.

Dokaz. Najskor dokdzeme obecnt vetu (i). Nech {/a, < g <1 pre vSetky n. Odtial
a, < g". Kedze pre |q| <1 je rad ;4" konvergentny, podla porovnavacieho
kritéria aj rad ), ; a,, konverguje.

Ak Va, > 1, tak tieZ a, > 1, takZe lima, > 1 a nie je splnend nutnd podmienka
konvergencie.

Teraz si ukdzeme dokaz limitného tvaru tejto vety (ii). Najskor dokdzeme kon-
vergenciu. Nech lim {/a, = q < 1, zvolme ¢ > 0 tak, aby g + ¢ < 1. Potom existuje
np € N tak, ze pre n € IN,n > ny, je /a, < q+¢ < 1. Odtial a, < (q+¢)". Rad
Y o1(q+¢€)" konverguje, pretoze (g +¢) < 1 a podla porovnavacieho kritéria kon-
verguje aj rad Y ,° 1 a.

Teraz dokdzeme divergenciu. Nech lim {/a, = q > 1. Potom existuje nop € IN
tak, Ze pre n € IN,n > ny, tj. pre dostatocne velké n je /a, > 1. Tym sa dostavame
k analégii predchddzajtcej casti dokazu. O

Priklad 2.3. Rozhodnite o konvergencii radov.

®© on 0o 1
)L ? LT
o0 " 1 o . n

b) n;larctg (E) d) n;l(\/ﬁ—l)

Riesenie. Na vSetky priklady vyuZzijeme predchddzajice odmocninové kritérium.

a) V tomto pripade je lepSie vyuzit limitny tvar tohto kritéria, teda vypocitat li-
mitu odmocneného ¢lena a,,. Plati lim { 27” = lim %ﬁ =2, pricom g > 1 auve-
deny rad diverguje.

b) Opit pouZzijeme limitny tvar kritéria. Plati lim arctg% = arctg0 = 0. KedZe
g < 1uvedeny rad konverguje.

c) Tu pri uziti limitného tvaru kritéria dostaneme limitu lim m, ktora ne-

existuje. Znamena to, Ze pouZzijeme obecny tvar a preto piSeme

, hparne,

N[—= i [=

n J— 1 —
REEICT

Pre vietky 1 je {/a, < 1 <1, teda dany rad konverguje.

, nmneparne.

d) Terazje vyhodnejsie vyuzit opat limitny tvar a plati lim({/n — 1) = 0, pricom
g <1 a aj tento rad je konvergentny.
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Veta 2.4 (d’Alembertovo kritérium — podielové). Nech Y > | a, je rad s kladnymi
clenmia g € R.

(i) Obecne rad Y, 1 ay, konverquje, ak pre vsetky n € N plati nerovnost

an+1
an

<g<1,

a diverguje, ak pre vsetky n € IN plati

An+1
an

> 1.

(ii) Aklimy_e ™t = g, kde g € R*, potom rad Y5, ay, konverguje pre g < 1, a diver-

an
quje pre q > 1. Pre g = 1 nie sme schopni rozhodniit o konvergencii radu.

Dékaz. Dokazeme pre tvrdenie (ii), dokaz prvého tvrdenia je analogicky.
Nech lim”Z—:l =g <1, zvolime ¢ > 0 tak, aby g + € < 1. Potom existuje ngp € N

tak, ze pre n € IN,n > ng, je L < g+ ¢ < 1, odtial a,,, 1 < (g + €)ay. Indukciou pre

an
Iubovolné k € N platia,, ,x < (q+¢)*an,. Rad Yoo 1 (q +€)" je konvergentny a preto
podla porovnavacieho kritéria aj };°,, 14, konverguje a preto podla Vety 1.2 aj
Y o1 an konverguje.
Ak je limal';—:l = g > 1, potom existuje ngp € N tak, Ze pre n € IN,n > ng je

lima’;—:1 > 1, tj. postupnost {a,};>_; je pre n > ny neklesajica a nemdze byt spl-
nena nutnd podmienka konvergencie, teda rad diverguje. O

Priklad 2.4. Rozhodnite o konvergencii radov.

= 2" = 2n—4

a) Z — C) Z — =
n=1 " n=1 \/ﬁ(\/z)
>, 13 =2 (2n)!

b Y & 4 )
n=1 e” n=1 3"

Riesenie. Teraz vyuZijeme na rieSenie prikladov podielové kritérium.
a) Pocitame limitu lim% o = limnz—f1 = 2. VSimnime si, Ze tato limita je

rovna limite v predchddzajiicom priklade pomocou odmocninového krité-
ria. Rad diverguje, pretoze g > 1.

(n+1)3

b) V tomto pripade je limita lim ~ 5~ - Z—Z = 1, tym padom rad konverguje.

2041)-4 VA2 _ o (n-2)Va

L1 1
c) Teraz plati lim NS OV e T mmﬁ(zn_4) = 7 a rad konver-

guje.

2(n+1)]!

s Potom dostavame limitu

d) Tu je dolezité spravne urdit ¢len a,;1 =
lim Wsﬂ = oo, preto rad diverguje.
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Veta 2.5. Pre lubovolnii postupnost {a, }5_ kladnych Cisel plati

lim inf 2+ < lim inf Vay, < hm n sup Va, < lim sup Sntl

n—oo al’l n—oo n—oo
Ak existuje limita limy, oo ”Z—:l, potom existuje aj limita limy, o {/a, a sii si rovné.

Dokaz. Dokaz nebudeme uvadzat, je moZné ho ndjst napr. v [1, strana 18] alebo [3,
strana 45]. n

Tato veta hovori, Ze o kazdom rade, o ktorého konvergencii méZeme rozhod-
nut podielovym kritériom, méZeme rozhodnut aj odmocninovym kritériom (ale
nie naopak). Hovorime, Ze odmocninové kritérium je silnejSie ako podielové kri-
térium, avSak niekedy je jednoduchsie prave pouZitie podielového kritéria.

Veta 2.6 (Integrdlne kritérium). Nech f je spojitd, nezdpornd, integrovatelnd a neras-
tiica funkcia definovand na intervale [1,00). Nech f(n) = a,, pre vSetky n € IN. Potom rad
Yoo, an konverguje, resp. diverquje zdroveri s nevlastnym integrilom f1°° f(x)dx.

Dékaz. Integral [ f(x)dx moZzeme pisat v tvare

/12f(x)dx+ [ rwacs [ = 5 [ s

KedZe f je nerastica, z Obrazku 2.1 vidime, ze f(n +1) < fn”Hf(x) dx < f(n).

n n4+1

Obr. 2.1: Plocha pod krivkou

Nech fl x) dx konverguje. Znamend to, Ze aj y ;" ; [ el f (x) dx konverguije.
Prv4 cast nerovnost1 ukazuje, Ze

(ee]

Taa<) [T fe

Preto podla porovnavacieho kritéria rad )’ ;4,41 a tym padom aj rad ), 4,
konverguije.
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Nech teraz ), ; a, konverguje. Druhd ¢ast nerovnosti ukazuje, ze

00 n+1 00
Z/ fx)dx <) ay,
n=1"" n=1

preto podla porovnavacieho kritéria konverguje aj nevlastny integral |’ 100 f(x)dx
a tym je veta dokdzand. Poznamenajme, Ze samozrejme konverguje aj integral od
Iubovolného ¢isla 7. [

Priklad 2.5. Rozhodnite, pre ktoré hodnoty parametru a konverguje resp. diver-
gujerad Y 1 &, & € R.

Riesenie. VyuZijeme integralne kritérium. Nech teda f (1) = & pre x € [1,00). Této
funkcia spliiuje vSetky predpoklady Vety 2.6. Je zrejmé, Ze pre a > 0 je funkcia
klesajtica. Plati

/1 ladxz[lnx](l’o:limlnx—lnlzoo pre a=1,

X X—r00
o 1 xl—tx R

o 1 xl—lX o0 1
—dx = = 1.
/1 o dx [1_“}1 —q Pre a>

Vidime, Ze rad je konvergentny pre a« > 1. Znamena to, Ze rad 2;0:1% diverguje

arad ), 4 % konverguje. Poznamenajme, Ze divergenciaradu ) ;> ; nlﬁ

analogicky ako [;” XLH = [In(x 4+ 1)];" =limyseIn(x +1) — In2 = oo.

sa dokéaze

Cvicenie 2

2.1 Pomocou vhodného kritéria rozhodnite o konvergenci radov.

X n ad n
a) e) 7
n;lﬂ?’—i-l n=1 <2+%>n
0 en oo 1
b) nzlg f) Z mn
- n=1
(o] n?’l o0
c) Z P g) Z In (—)
n=1 n=1
(e} &) 211
d Y e by -
n=1 n=1



Kapitola 3

Aboslutne a neabsolutne
konvergentné rady

V tejto kapitole sa budeme zaoberat radmi, ktorych ¢lenmi st lubovolné redlne
Cisla, teda )"  an, kde a, € R. Zavedieme pojem alternujicich radov, ktoré strie-
daji znamienka a pozrieme sa na vyznam absoltdtnej konvergencie. Zdroje pouzi-
vané v tejto kapitole su [1], [3], [4], [7], [11] a [12].

3.1 Alternujuce rady

Definicia 3.1. Nekonecny rad typu Y=, (—1)" a,, pripadne Y= ; (—1)" " a,,, kde
plati
sgna, 1 =sgna, Vne€N,

sa nazyva alternujiici rad.

Co sa tyka konvergencie alternujtcich radov, aj pre ne samozrejme musi pla-
tit nutnd podmienka konvergencie. Avsak v tomto pripade je tato podmienka sil-
nejsia a hovori nam s urcitostou o konvergencii ¢i divergencii radu, teda stdva sa
podmienkou postacujtcou.

Veta 3.1 (Leibnizovo kritérium). Nech {a,};’ je takd postupnost kladnych Cisel, Ze
plati
ay >az>4az:---

Potom alternujiici rad Y5 (—1)" a, konverguje prive vtedy, ked je splnend nutnd pod-
mienka konvergecie, teda ked' limy, o0 a, = 0.

Dokaz. Z Vety 1.1 plynie nutnost podmienky, dokazeme teda jej dostato¢nost. Uva-
zujme nasledujtice postupnosti ¢iastoénych stctov. Pre n € IN Iubovolné je

Son = (a1 — ap) + (a3 — ag) +--- + (a2p—1 — a24)
—_—— —— ————

>0 >0 >0

—18—
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a plati sp <sy <--- <59, Analogicky

Son41 = A1 — (ﬂ_z— a3) + (ag — ﬂ5l+ o+ (agy — a2p41)

>0 >0 >0

a plati s; > s3 > -+ > s5,,11. Obe postupnosti st monoténne, postupnost {sy,} je
neklesajtica a postupnost {s,,1} nerastica. KedZze plati

ay — Az =53 < 8oy < Spp + @241 = S2n41 S 81 =41
pre Iubovolné n € IN, obe postupnosti sti ohranicené. Navyse
lim sp,, 11 — lim sy, = lim (sp,01 — S2,) =0,
n—oo n—00 11— 00 N e’
=A2n+1

teda obe majti aj rovnaku limitu. Ked limy 0052, = limy 00 82,41 = 5, potom aj
lim;, 008y = s, teda existuje vlastnd limita postupnosti ¢iastocnych stictov radu
Y (—1)""'a, a tym padom tento rad konverguije. O

Priklad 3.1. Rozhodnite o konvergencii radov.
(] [o°] 1
a) Y (=" b) Y (-1 =
n=1 n=1 \/ﬁ
Riesenie. VyuZijeme predchadzajtce Leibnizovo kritérium. V oboch pripadoch je spl-

nend podmienka jeho vyuZitia, tj. postupnost % aj postupnost - st nerasttice.

Un

S

a) Urc¢ime limitu postupnosti a, ako limitu lim% = 0. KedZe limita je nulova,
rad konverguje.

b) V tomto pripade je limita lim ,\l}ﬁ =1 # 0 a rad diverguje.

3.2 Absolatna konvergencia ¢iselnych radov

Definicia 3.2. Ak konverguje rad ), ; |a,|, povieme, Ze rad Y~ ;a, konverguje
absoliitne. Ak rad Y, ; |a,| diverguje a rad ) ;" ; a, konverguje, povieme, Zze rad
Y1 an konverguje neabsoliitne.

Pozndmka 7. Najznamejsi priklad neabsolttne konvergentného radu je Leibnizov rad
Yo (=)t 1. Dokaz jeho neabsolitnej konvergencie je uvedeny v Priklade 3.2.

Veta 3.2. Ak konverguje rad Y, 1 |an|, potom konverguje aj rad ;> | ay.
Dékaz. MoZeme pisat a, = (an + |au|) — |an| a teda aj

Zﬂn = 2(”?1 + [an|) — 2 |anl.
n=1 n=1

n=1
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Chceme dokézat konvergenciu radu ), ; a,, teda sta¢i dokdzat konvergenciu ra-
dov Y 57 1 (an + |an|) a Y1 |an|. Konvergencia radu }_,"_; |a,| plynie z predpokla-
du vety. Podla Vety 1.6 konverguije aj rad Y5°_; 2|a,|. Dalej podla porovnavacieho
kritéria porovname a, + |a,| < 2|a,|. Tato nerovnost plati a tym padom aj rad
Yo1(an + |ax|) konverguje. KedZe Y ;" ; a, je vlastne rozdiel dvoch konvergent-
nych radov, tiez konverguje a tym je tvrdenie dokéazané. O

Veta 3.3. Nech Y, a, je absoliitne konvergentnyj rad a Y"1 by, je rad tvoreny clenmi
radu Y_,° 1 a, v inom poradi. Potom rad ), 1 by, tieZ absoliitne konverguje a siicty oboch
radov sti rovnaké.

Dokaz. Dokaz je mozné ndjst v [3]. H

3.3 Kritérid konvergencie

Tak ako sme v predchddzajuicej kapitole hovorili o kritériach konvergencie ¢isel-
nych radov s nezapornymi ¢lenmi, spomenieme v tejto kapitole kritérid konver-
gencie pre rady s Iubovolnymi ¢lenmi. Pri tychto radoch obvykle najskor vyset-
rujeme konvergenciu radu ), ; |a,|. Ak tento rad konverguje, potom rad ), ; a,
konverguje absolutne. Ak tento rad diverguje, musime eSte vySetrit konvergenciu
radu ) ,° ; a,, pricom ak tento rad konverguje, potom ) > ; a,, konverguje neabso-
latne, inak rad diverguje.

Veta 3.4 (Porovndavacie kritérium). Majme rad Y, ; by, ktory ma neziporné cleny
arad Y ;> 14y, s lubovolngmi clenmi. Rad Y, an konverguje absoliitne, ak pre vsetky
n € N plati |a,| < by.

Doékaz. Plynie z Vety 2.1. O
Veta 3.5 (Odmocninové kritérium). Nech ), ; a,, je rad s lubovolnymiclenmia q € R.

(i) Obecne rad Y, a, konverguje absoliitne, ak pre vsetky n € IN plati nerovnost

W§q<1,

a diverguje, ak pre nekonecne vela n € IN plati

\/|an| > 1.

(i) Ak limy 00 A/ |an| = g, kde g € R*, potom rad Y, a,, konverguje absoliitne pre
q < 1 a diverquje pre q > 1. Pre q = 1 nie sme schopni rozhodniit o konvergencii
radu.

Dékaz. Prvé Cast tvrdenia (i) a tvrdenie (ii) plynie z Vety 2.3. Zostdva dokazat
druhu cast tvrdenia (i). Ak {/|a,| > 1 plati pre nekonecne vela n € IN, plati aj
nerovnost |a,| > 1. Rad Y, a,, teda diverguje, pretoZe nie je splnend nutnd pod-
mienka konvergencie lim;, e a1, = 0. O
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Veta 3.6 (Podielové kritérium). Nech ) ;> ; a, je rad s lubovolnymi nenulovymi clenmi
aqeR.

(i) Obecne rad Y, a, konverguje absoliitne, ak pre vSetky n € IN plati nerovnost

an+1
an

<g<1,

a diverguje, ak pre vSetky n € IN plati

an+1
an

> 1.

(ii) Ak limy, s
q < 1 a diverquje pre q > 1. Pre q = 1 nie sme schopni rozhodniit o konvergencii
radu.

= q, kde g € R*, potom rad Y_,> ; a, konverguje absoliitne pre

An41
an

Dokaz. Opat prva Cast tvrdenia (i) a tvrdenie (ii) plynie z Vety 2.4. Zostdva doka-
zat druhu cast tvrdenia (7). Ak “12—:1‘ > 1 plati pre vSetky n € IN, plati aj nerov-
nost |a,41| > |a,|. Rad Y, ; a, diverguje, pretoZe postupnost {|a,|} je neklesajica
a teda nie je splnena nutnd podmienka konvergencie lim,, .o, = 0. O

Priklad 3.2. Rozhodnite o absolttnej a neabsolitnej konvergencii nasledujtcich
radov.

) L (1" b) L 9 Y (-
n=1 n=1 ' n=1

o y - L iy
RieSenie. a) Oznaéme Y ;o (—1)" 5 = Yo7 ap. Pomocou odmocninového krité-
ria vySetrime konvergenciu radu Y 4 |a,| =Y 4 2,1 Plati lim 4 ” 1 . KedZe

konverguje suma absolttnych hodnoét, rad ), ; a, konverguje absolutne.

b) Opit vySetrime najskor konvergenciu radu absoltatnych hodnot. Aj ked tak na
prvy pohlad tento rad nevyzer4, je alternujuci. Staci si uvedomit, ze

—1, n nepéarne,
cos7tn = .
1, n parne.

Uzitim podielového kritéria dostdvame lim —"%<— (s = 0. KedZe g < 1 rad kon-

+1)
verguje absolttne.

c) Pri tomto rade uz podla Prikladu 2.5 vieme, Ze jeho suma absolatnych hodnot
Yo T L diverguje. Teraz sa sta&i pozriet na samotny rad. PretoZe plati, e limita
lim 1 - =0, podla Leibnizovho kritéria tento rad konverguje. Celkovo teda kon-

verguje neabsolttne.
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3.4 ZvySok radu

Definicia 3.3. Nech je dany rad ) ;a,. Ak v iom vynechdme prvych n ¢lenov,
dostaneme rad

(o]
X:an+k::an+1%_an+2%"“/
k=1

ktory nazyvame zoysok radu ), _; a, a znaéime R,,.
Stcet radu mozZeme zapisat ako s = s, + R, pricom plati

lim R, = lim (s —s,) =s —s =0.
n—oo n—o0
Znamend to, Ze so zvacsujucim sa n tento zvySok klesd, teda limitne je nulovy.
Cislo R, udéva velkost chyby, ktorej sa dopustime nahradenim skuto¢nej hodnoty
stctu radu jeho ¢iastoénym stuctom. Uvedieme dve vety, ktoré odhaduju tato vel-
kost zvysku |R,|. Ich dokazy je mozné najst v [1, strana 37].

Veta 3.7. Nech Y51 (—1)""1a, je alternujiici rad, pricom {a, }$°_, je nerastiica postup-
nost kladnijch ¢isel, a rad spliiuje podmienky Liebnizovho kritéria, teda plati lim, oo a, =
0. Potom pre zvysok radu R,, tohto radu plati

|R1’l| < An+1,

pricom sgn R, = (—1)". Znamend to, Ze zvySok R, md to isté znamienko ako prvy z vy-
nechanych ¢lenov, ¢len a, 1.

Veta 3.8. Nech pre Ciselny rad ), plati

an+1
an

<g<l,

pre vsetky n € IN. Potom pre zvySok tohto radu plati

Rl < Jaal

Tieto vety budeme vyuzivat hlavne v Kapitole 6 pri aproximdcii funkénych
hodnoét pomocou nekonecénych radov.

Cvicenie 3

3.1 Liebnizovym kritériom rozhodnite o konvergencii radov.

> w1 N i . 25
a) Y (1" e b) n;<—1> 7

n=1
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(o] n

- I’ll n
) LV d) Y ()

n=1

3.2 Rozhodnite o absolitnej a neabsoldtnej konvergencii radov.

n=1 % n=1 3\/E
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Kapitola 4

Funkcionalne rady

Dalgiu délezitd tlohu v matematike hraja funkcionalne nekoneéné rady, teda rady,
ktorych ¢leny predstavuji funkcie premennej x. V pripade tychto radov je ich stic-
tom nejaka funkcia f(x). Rovnako ako pri ¢islenych radoch definujeme nekone¢né
rady funkcii pomocou postupnosti funkcii. Pozrieme sa aj na dva doleZité pojmy
a to bodovil konvergenciu a rovnomernii konvergenciu. V tejto kapitole sme cerpali z [1],
[4], [6] a [12].

4.1 Bodova konvergencia

Definicia 4.1. Nech {f,(x)}%_; zna¢i postupnost funkcii, ktoré st definované na
intervale I. Symbol

ilfn(x) = f1(x) + fa(x) + -+ + fu(x) + -+

nazyvame nekonecny funkciondlny rad. Postupnost {s,(x)}%_;, kde

s1= filx), 2= fi(x) + fo(x), ooy 80 = f1(2) + f2(x) oo+ fu(2), -
nazyvame postupnost ¢iastocnych siictov tohto radu.

Ako aj pri ¢iselnych radoch, aj tu nds bude zaujimat ich stacet a s nim spojené
vySetrovanie konvergencie radu. Za¢neme zavedenim pojmu bodovej konvergen-
cie pre postupnost funkcif.

Definicia 4.2. Nech je {f,(x)};> ; postupnost funkcii na intervale I. Majme xq €
I Iubovolné. Povieme, Ze postupnost {f,(x)}>° ; je konvergentnd v bode xo, ak je
konvergentna ¢iselna postupnost { f,(xo) }5 ;-

Definicia 4.3. Ak postupnost funkcii konverguje v kazdom bode x € I, povieme, Ze
tato postupnost bodovo konverguje na intervale I k funkcii f(x). Inymi slovami, ku
kazdému x € I a lubovolnému & > 0 existuje kladné celé ¢islo np € IN tak, ze plati
|fu(x) — f(x)| <e, priom n > ng pre vietky n € IN. Zna¢ime limy, o0 fn(x) = f(x)
alebo f;, — f naintervale I.

—24—



Kapitola 4. Funkciondlne rady 25

KedZe ¢islo np € IN zavisi jednak na volbe bodu x € I, tak aj na volbe ¢isla ¢,
prislusné ny moze byt ro6zne pre rovnaké ¢ a rézne x € I.

Priklad 4.1. Znazornite niekolko ¢lenov postupnosti funkcii { f,,(x) } 7 ; a urcte jej
limitu.

a) fu(x)=mnsin(x), x¢€[—m, ] b) fu(x) =arctgnx, xeR

Riesenie. Najskor sa pozrieme na grafy postupnosti tychto funkcii, ktoré stt na Ob-
razku 4.1.

N \\\\J/ //

Obr. 4.1: Niekolko ¢lenov postupnosti funkcii nsin(x) a arctg(nx).

Teraz uréime limity tychto dvoch postupnosti, teda funkcie, ku ktorym postup-
nosti bodovo konverguju. Plati

oo, x€(0,m), 7, x>0,
nh_r)r(}onsm(x) = 0, x={%£m0}, nh_r&arctg(nx) = 0, x=0,
—oo, x € (—m,0), -5, x<0.

Bodov konvergenciu radov funkcii definujeme ako bodov konvergenciu pos-
tupnosti ¢iasto¢nych stctov urcitého radu.

Definicia 4.4. Povieme, Ze rad Y, ; fu(x) bodovo konverguje na intervale I, ak pos-
tupnost jeho ¢iastoénych stctov {s,(x)}?> ; konverguje pre vsetky x € I. Siictom
radu Y ;> 1 fn(x) nazyvame funkciu s(x) = limy 0 Sn ().

Je dobré pripomentt, Ze v pripade funkciondlnych radov st ¢iasto¢né sucty
arovnako aj samotny stcet funkciami premennej x. Ak rad konverguje, dosadenim
urcitého disla xgp € D dostaneme ¢iselny rad so suctom sy = s(xg) = Yo" 4 fu(x0)-
MnozZina D je najvac¢sia mnozina, na ktorej funkciondlny rad konverguje a nazy-
vame ju obor konvergencie funkcionalneho radu ) ;> ; fi(x).
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Priklad 4.2. Urcte obor konvergencie nasledujtcich radov.

a) ) (n), xeR b) Y In"x, x>0
n=1 n=1

Riesenie. Pri urc¢ovani oboru konvergencie funkciondlneho radu povazujeme x za
parameter. Budeme postupovat tak, ze vyrieSime konvergenciu ¢iselného radu pre
rézne hodnoty tohto parametru.

a) Konvergenciu radu vySetrime napriklad limitnym podielovym kritériom. Plati

oo, x>0

HN\"* ’ ’

lim <M> =lim(n+1)"=<1, x=0,
n—00 n! n—00

0, x<0.

KedZe rad podla tohto kritéria konverguje pre hodnotu limity mensiu ako 1, vi-
dime, Ze konverguje pre x < 0, diverguje pre x > 0 a pre x = 0 nemdZeme o kon-
vergencii rozhodnut. Tato moZnost vySetrime jednoducho dosadenim bodu
x = 0 do skimaného radu. Dostaneme rad Y5> ;(n!)? = Y% ; 1 = co. Oborom
konvergencie tohoto radu je teda interval D = (—00,0).

b) Pri tomto rade je lepSie vyuZit limitné odmocninové kritérium. Je tieZ dobré si
uvedomit, Ze sa jednd o rad s lubovolnymi ¢lenmi. MdZeme pisat

lim {/|(Inx)"| = lim |Inx| = |Inx]|.
n—o00 n—o00

Aj v tomto pripade rad konverguje pre hodnotu limity mensiu ako 1, teda pre
|Inx| < 1. Tato nerovnost plati pre x € (%,e) . Opit o konvergencii nemozeme

rozhodnut pomocou tohto kritéria prave pre krajné body nasho intervalu. Vy-
Setrujeme ich teda zvlast.
Pre bod x = e dostdvame rad ) ;> ;In"e =} ;" ; 1" = oo, ktory diverguje. Ak je

x=1 dostdvamerad Y ;In" 1 = Y% , (—1)", ktory osciluje. Obor konvergen-

cie je teda otvoreny interval D = (%,e) .

Pozndmka 8. Pri alternujicich funkciondlnych radoch tiez vyuZivame Leibnizovo
kritérium, tak ako aj pri radoch ¢iselnych. Pomocou neho ur¢ime hodnoty, ktoré by
mal nadobtidat parameter x, aby rad konvergoval.

4.2 Rovnomerna konvergencia

Dostavame sa k velmi dolezitému pojmu v oblasti postupnosti a radov funkcii.
Hlavnou otazkou je, nakolko sa prenasaju vlastnosti jednotlivych funkcii na li-
mitna funkciu, teda na sticet nekone¢ne mnoho tychto funkcii. Zrejmé je prenese-
nie vlastnosti akou je nezdpornost — sticet nezdpornych funkcif je opat nezaporna
funkcia. Obdobné tvrdenie plati aj pre neklesajtice funkcie. Nasledujuci priklad
ilustruje motivéciu zavedenia , silnejsieho” typu konvergencie ako je bodova kon-
vergencia, a to rovnomernii konvergenciu.
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Priklad 4.3. Majme dany nekoneé¢ny funkciondlny rad ) ;> ; f(x), kde je postup-
nost funkcif £, (x) = x" — x" !, pricom x € [0,1]. Kazda funkcia je spojitd pre vietky
x zintervalu [0,1]. Pre n-ty Ciasto¢ny stcet platis, (x) =x —1+x% —x+ -+ x" —
x"~1 = x" — 1 ajeho limita a teda stcet radu je

0, x=1
ST ET n_ _ ’ 7
5(x) = lim s, (x) = lim (x" —1) {—1, x€[0,1).

Tato skutoénost ilustruje aj Obrazok 4.2.

saz) =-1

Obr. 4.2: Graf ¢iasto¢nych stctov radu spolu so stctom radu

Vidime, Ze aj ked funkcie s; = x' — 1 prei = 1,...,1 st spojité na intervale [0,1],
ich sti¢et s(x) uz na tomto intervale spojitou funkciou nie je. Tento problém sme si
mohli vS§imnut uz v Priklade 4.3. Pre zachovanie tejto d6leZitej vlastnosti teda defi-
nujeme rovhomernu konvergenciu radu funkcif, ktora je na to postacujtca. Najskor
zavedieme pojem rovnomernej konvergencie postupnosti funkcii.

Definicia 4.5. Povieme, Ze postupnost funkcii {f,;(x)}5> ; rovnomerne konverguje
k funkcii f(x) na intervale I, ak pre Iubovolné ¢ > 0 existuje celé kladné &islo 1y €
IN, ktoré je nezdvislé na x tak, ze pre vSetky n € N plati |f,(x) — f(x)| < ¢, pre
akékolvek x € I pricom n > ng. PiSeme f, = f na intervale I.

Rozdiel medzi bodovou a rovhomernou konvergenciou postupnosti funkcii je
dobre viditelny pri zapise pomocou kvantifikatorov. Definicia bodovej konvergen-
cie je

(VxeI)(VeeR,e>0)(Ing € N)(Vn e IN,n>ng)(|fu(x) — f(x)| <e).
Definicia rovnomernej konvergencie je
(VeeR,e>0)(Ing e N)(Vx € I)(Vn € N,n > no)(|fu(x) — f(x)]| <e).

Vidime, Ze v definicii rovnomernej konvergencie je ¢islo ng € IN zavislé len na volbe
¢isla e > 0, nie na bode x € I ako je to v pripade bodovej konvergencie. Znamena
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to, Ze z rovnomernej konvergencie postupnosti funkcii { f,(x)} k funkcii f(x) na
intervale I plynie aj bodova konvergencia tejto postupnosti k f(x) na I, ale nie
naopak.

Pozndmka 9. V tedrii metrickych priestorov sme sa stretli s metrickym priestorom
(Cla,b],pc) funkcii spojitych na intervale [a,]], kde

pc(f,8) = max |f(x) — g(x)|

nazyvame metrikou rovnomernej konvergencie a C[a,b] je mnoZzina spojitych redlnych
funkcii na intervale [a,b]. D4 sa ukéazat, ze definicia metriky rovnomernej konver-
gencie je ekvivalentnd s Definiciou 4.5, vid [1, strana 43]. Tato skuto¢nost vyuZzi-
jeme pri rozhodovani o rovhomernej konvergencii postupnosti funkcii.

Priklad 4.4. Néjdite limitu a rozhodnite, ¢i rovnomerne konverguje postupnost

funkcif
{fn()}imy = {x" = 2"},
na intervale I = [0,1].

Riesenie. Plati

. 13 n+1 ny _ 13 n —
ng;ofn(x)—r}l_r&(x —x)—nh_rgc}ox (x—1)=0, Vxe][0,1].

Postupnost funkcii teda bodovo konverguje k funkcii f(x) = 0. Teraz prejdeme
k vySetreniu rovnomernej konvergencie. VyuZijeme skutocnost, Ze v metrickom
priestore (Cla,b],pc) postupnost funkcii f,(x) konverguje k funkcii f(x) na in-
tervale I, ak pc(fn(x),f(x)) konverguje k nule pri n — oo na intervale I. Podla
Pozndmky 9 je tato konvergencia ekvivalentnd rovnomernej konvergencii postup-
nosti funkcif f, (x) k funkcii f(x) na intervale I. KedZe plati

pe(fu(x), f(x)) = max |fu(x) = f(x)| = max [« —x"],

x€[a,b] x€[0,1] ~—~—"
¢(x)

musime najskor néjst maximum tejto funkcie na danom intervale. PouZivame ty-
picky postup pre hladanie absoltatneho extrému, teda funkciu zderivujeme a po-
loZime rovnu nule. Plati

¢'(x)=(n+1)x" —nx""1=0

pre x =0 a pre x = ;7, pri€om bod x = 0 je zdroveti krajnym bodom intervalu I.
Ked dosadime tieto body do funkcie ¢(x), prebod x =0 aj pre bod x = 1 dostdvame

hodnotu ¢(x) = 0. Pre bod x = ;17 plati

q)(nil) - (nil)n_ (nj—l)nﬂz (nil)%nil)'
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Je teda zrejmé, Ze maximum nastdva v bode x = nLH Nesmieme zabudat, Ze hla-
dame maximum absolutnej hodnoty funkcie ¢(x), v tomto pripade viak méme
vSetky tri hodnoty nezaporné. Na zéver sa stac¢i pozriet na konvergenciu metriky

, L no\ L n \"( 1 \_1
nlgr.}opc(fn(x),f(x))—rllgr.}ogo(n_i_l)—nlgrolo(n_i_l) (n+1>_e 0=0.

Metrika rovnomernej konvergencie konverguje k nule a mézeme tvrdit, Ze dana
postupnost je rovnomerne konvergentna na intervale I = [0,1].

Rovnakym sp6sobom, akym bola definovana bodova konvergencia radu funk-
cii, definujeme aj rovnomernt konvergenciu funkcionalneho radu, a to ako rovno-
mernt konvergenciu postupnosti jeho ¢iasto¢nych stctov.

Definicia 4.6. Povieme, ze rad Y, ; fu(x) rovnomerne konverguje na intervale I ku
svojmu suctu s(x), ak postupnost jeho ¢iastoénych suctov {s,(x)}°> ; konverguje
rovnomerne k funkcii s(x) na intervale I.

Geometricky vyznam rovnomernej konvergencie plynie z jej definicie. Nutna
a zaroven postacujica podmienka rovnomernej konvergencie radu na intervale
I = [a,b] je, Ze pre lubovolné € > 0 existuje celé kladné ¢&islo ng € IN, ktoré nezavisi
na x tak, Ze plati

lsn(x) —s(x)| <e

pre vSetky n € IN,n > ng. Tento vyraz je mozné pisat ako
s(x) —e <sp(x) <s(x)+e

Znamend to, Ze od urcitého dostatocne velkého indexu ng vSetky dalSie funkcie
su(x) v intervale I musia ,lezat v epsilonovom okoli” limitnej funkcie s(x), t.
v pase medzi funkciami s(x) —ea s(x) +&.

4.2.1 Kritérid rovnomernej konvergencie

Na zistenie rovnomernej konvergencie postupnosti funkcii a funkcionalnych ra-
dov pouzivame isté kritérid. Uvedieme si pdt zdkladnych kritérii, pricom prvé dve
maja teoreticky vyznam v dalSich dokazoch a nie st prili§ vhodné pre praktické
pouzitie.

Lemma 4.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pre postupnost funkcif). Povieme,
Ze postupnost funkcif f,,(x) rovnomerne konverguje na intervale I prive vtedy, ked'k lubo-

volnému e € R, e > 0 existuje také kladné celé cislo ny € IN nezdvislé na x, Ze pre vsetky
m,n € N, m > ngy, n > ng plati | fu(x) — fu(x)| < € pre vSetky x z intervalu 1.

Dokaz. Dokaz je mozné ndjst v [1, strana 45]. O

Lemma 4.2 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pre funkciondlne rady). Funkci-
ondlny rad Y ;1 fn(x) so svojim n-tym ciastocnym siictom s, (x) rovnomerne konverguje
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na intervale I prive vtedy, ked k lubovolnému e > 0 existuje taky index ny € IN nezdvisly
na x, zZe pre vsetky n € IN, n > ng a lubovolny index m € IN plati

n—+m

Y. filx)

i=n+1

|Sntm(x) —su(x)| <e teda = fus1(x) + - + furm(x)] <e,

pre akékolvek x z intervalu I.

Doékaz. Plynie z predchddzajicej lemmy. Pripomerime, Ze podla Definicie 4.6 funk-
cionalny rad Y ;" ; fu(x) konverguje rovnomerne na I k svojmu suctu s(x) prave
vtedy, ked jeho postupnost iastoénych sactov s,(x) k tomuto suctu konverguje
rovnomerne. Vieme, Ze toto je vdaka predchddzajticej lemme splnené, prave vtedy;,
ked k Iubovolném ¢ € IR, &€ > 0 existuje kladné celé ¢islo ny € IN, Ze pre vSetky m >
o, 1> 10, 11,1 € N PIat 1 (%) = $(2)| = o1 (x) + fsa (%) -+ + frmn ()| <
g, €o je aj tvrdenie tejto lemmy. O

Nasledujtce kritérium sa tyka len absolttne konvergentnych radov. V praxi je
vyuzivané najcastejsie.

Veta 4.3 (Weierstrassovo kritérium). Nech { f,(x)} je postupnost funkcii na intervale
I. Ak pre vsetky x z intervalu I a n € IN plati

|fu(x)] < an,

kde {a,} je postupnost nezdapornijch cisel arad y,;_; a, konverguje, potom rad y 5> 1 fn(x)
konverguje rovnomerne na intervale I.

Dbékaz. KedZe rad },’ ;a, konverguje, k lubovolnému danému ¢ vieme néjst ng €
N tak, Ze pre n > ng a lubovolné kladné celé ¢islo m € IN plati

Eln_|_1 + an+2 + s +an—|—m < E.

Pre v8etky hodnoty n > ngam € IN a pre x € I plati

n+m n+m n+m
Y. filo)| < Y Ifilo)]< ) ai<e
i=n+1 i=n+1 i=n+1
Tvrdenie teraz plynie z Lemmy 4.2. O]

Priklad 4.5. Pomocou Weierstrassovho kritéria rozhodnite o rovnomernej konver-
gencii radu ), 4 i—z na intervale [ = [—1,1].

Riesenie. Skuto¢nost, Ze x € I mdzeme zapisat aj ako |x| < 1. Pre v8etky x z I plati

_ 1
- n2 SW'

Ako sme dokazali predtym, rad ), 4 % konverguje. Preto podla Weierstrassovho

. pd . hn . .
kritéria rad ), ; i—z rovnomerne konverguje na intervale [ = [—1,1].
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Nevyhoda Weierstrasovho kritéria spociva v tom, ze udédva len postacujticu, nie
vSak nutnt podmienku rovnomernej konvergencie. Pred uvedenim dalsSich dvoch
kritérii zavedieme nasledujtce pojmy.

Definicia 4.7. Povieme, Ze postupnost funkcii { f,,(x) } je nerastiica (neklesajiica) na
intervale I, ak je pre vietky x( € I ¢iselnd postupnost { f,,(xp) } nerasttca (neklesa-
juca). Ak je funkcia neklesajtica alebo nerasttica na intervale I, nazyvame ju mono-
tonna funkcia na I.

Definicia 4.8. Povieme, Ze postupnost funkcii { f,,(x)} je rovnomerne ohranicend na
intervale I, ak existuje k € R, k > 0 tak, ze plati | f,(x)| < k pre v8etky x € I a vSetky
n € N.

Doékazy nasledujtcich kritérii si nebudeme uvéadzat, je moZzné ich néjst v [5, strana
136].

Veta 4.4 (Abelovo kritérium). Nech {f,(x)} a {gn(x)} sii postupnosti funkcii na in-
tervale I, pricom {gn(x)} je monoténna na I. Ak je postupnost {g,(x)} rovnomerne ohra-
nicend na I a rad Y, fu(x) rovnomerne konverguje na I, potom rad Y ;> 1 fn(x)gn(x)
rovnomerne konverguje na I.

Veta 4.5 (Dirichletovo kritérium). Nech {f,(x)} a {gu(x)} sit postupnosti funkcii na
intervale I, pricom {gn(x)} je monoténna na 1. Ak sii Ciastocné siicty radu Y 5> 1 fu(x)
rovnomerne ohranicené na interval I a postupnost funkcii { g, (x)} rovnomerne konverguje
k nule na I, potom rad Y 5 1 fu(x)gn(x) rovnomerne konverguje na I.

Spomenieme aj nasledujtce kritérium, ktoré je najjednoduchsie pouzitelné kri-
térium pre rovhomernu konvergenciu postupnosti.

Veta 4.6. Nech { f,(x)} je postupnost funkcii na intervale 1. Nech plati
an = sup{|fu(x) = f(x)[; x € I},

Postupnost funkcii { f,(x)} rovnomerne konverguje k funkcii f(x) na intervale I, prive
vtedy, ked limita limy, oo a, = 0.

Doékaz. Tvrdenie priamo plynie z definicie rovhomernej konvergencie postupnosti
funkcii. O

Priklad 4.6. Rozhodnite o rovhomernej konvergencii postupnosti

a) fu(x)=x"—x"t1, x€[0,1] b) fu(x) =arctgnx, x€R

Riesenie. Najskor sa pozrieme ako vyzera postupnost {a,} a potom ur¢ime jej li-
mitu.

a) Na urcenie postupnosti {a,} je potrebné najskor urcit limitna funkciu postup-
nosti f(x). Podla Prikladu 4.4 vieme, Ze limx"* — x"*! = 0 pre v8etky x € [0,1].
KedZze a, = sup{|x" — x"*1|;x € [0,1]} = 0, podla Vety 4.6 je postupnost fun-
kcif {a, } rovnomerne konvergentna na intervale [0,1] a vysledok sa zhoduje s
vysledkom z Prikladu 4.4.
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b) Aj tato limitnt funkciu sme uz urcovali v Priklade 4.1. Vieme teda, Ze limita
limarctgnx = 7 sgnx,x € R. KedZe plati

;xEIR}:z

an:sup{‘arctgnx— gsgnx X

dana postupnost nie je rovnomerne konvergentna na IR.

4.3 Vlastnosti rovhomerne konvergentnych funkcio-
nalnych postupnosti

Ako bolo spomenuté vyssie, zavedenie rovnomernej konvergencie funkcionalych
postupnosti a radov bolo motivované prave potrebou prenésat ich vlastnosti na
limitna funkciu. Rovnomernd konvergencia je preto v tejto oblasti velmi doleZita.
Uvedieme si najdoleZitejSie vlastnosti, ktoré postupnosti a rady funkcii majt vdaka
rovnomernej konvergencii. Za¢neme vlastnostami postupnosti funkcii.

Veta 4.7. Nech {fn(x)} je postupnost funkcii, ktord rovnomerne konverguje k funkcii
f(x) na intervale I. Ak sii vSetky funkcie f,(x) na tomto intervale spojité, potom aj f(x)
je spojita na 1.

Dékaz. Nech xq € I Iubovolny a & > 0 ITubovoIné. K &islu £ > 0 existuje g € IN,
pricom pre vSetky x € [ apren € N, n > ng plati

fale) = F(2)] < 5.

Teda urcite plati aj nerovnost |, (x) — f(x)| < £. KedZe je funkcia f,, spojitd na I,
je spojité aj v bode x¢. To znamend, Ze k &islu § existuje okolie O(xp) bodu xg tak, Ze
pre vetky x € O(xo) NI plati | f,,(x) — fu,(x0)| < 5. Pre vietky x € O(xg) N I plati
f(x) = f(x0)| = [£(x) + fug (%) = fug (%) + fng(x0) = fug(x0) = f(x0)| < [f(x) —
g ()] 41 fing (%) = fng (0) | 4 [ fng (¥0) = f(x0)| < 5+ § + 5, teda plati

|f(x) = flx0)| <e

Tymto je dokdzand spojitost funkcie f v lubovolnom bode x( € I, teda aj jej spojitost
na celom intervale I. O

Priklad 4.7. Pozrieme sa na postupnosti funkcii z Prikladu 4.6, teda
a) fu(x)=x"—x"t1, x€0,1] b) fu(x) =arctgnx, xR

V prvom pripade sme uz ukézali, Ze postupnost rovhomerne konverguje. Funk-
cie x" — x"*1 st spojité a aj ich limitna funkcia je spojitd na intervale [0,1], teda
vidime, Ze sa vdaka rovnomernej konvergencii tato vlastnost preniesla.

Co sa tyka druhého pripadu, funkcie arctgnx st opét vietky spojité, tentoraz
vSak ich limita spojitd nie je. Z toho vyplyva, ze tato postupnost nemoze byt rov-
nomerne konvergentna na IR.
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Veta 4.8 (Diniho veta). Nech {f,(x)} je monoténna postupnost spojitych funkcii na I,
ktord bodovo konverguje k spojitej funkcii f na I. Potom postupnost { f,(x)} rovnomerne
konverguje k funkcii f na I.

Doékaz. Dokaz nebudeme uvéadzat, je moZzné ho najst v [5]. O

K tymto vetdm je nutné povedat, Ze Veta 4.7 udava postacujucu podmienku
pre prenesenie vlastnosti akou je spojitost na limitnda funkciu. Veta 4.8 hovori,
ze v pripade monoténnych postupnosti je predpoklad rovnomernej konvergencie
nutny. Nasledujtice dve vety si uvedieme bez dokazov, je mozné ich néjst v [1,
strana 50].

Veta 4.9. Majme postupnost funkcii { f,,(x)}, ktord rovnomerne konverguje k funkcii f
na intervale [a,b]. Funkcia f(x) je intergovatelnd na [a,b], ak sii vSetky funkcie f,,(x)
integrovatelné na tomto intervale. Naviac plati

[ fdx= [ (Jim fu(e)) dx = tim [ fu(o)a

Veta 4.10. Majme postupnost funkcii { f,,(x)}, ktord konverguje na intervale I. Nech fun-
kcie fn(x) maji deriviciu na otvorenom intervale I a postupnost {f,(x)} rovnomerne
konverguje na I. Potom funkcia f(x) = limy—seo fu(x) md deriviciu na intervale I. Na-
viac plati

£ = (lim fux)) = lim £ (0).

n—oo n—oo

4.4 Vlastnosti rovhomerne konvergentnych funkcio-
nalnych radov

Prejdeme k vetdm o vlastnostiach rovnomerne konvergentnych radov. Tieto vety
najdu svoje pouzitia v dalSej kapitole pri mocninovych radoch. Ako uvidime nes-
kor, maja velky prakticky vyznam.

Veta 4.11. Majme rad funkcii Y ;" 1 fu(x), ktory rovnomerne konverquje na intervale I.
Jeho sticet s(x) je spojitd funkcia na I, ak sii vSetky funkcie f,,(x) spojité na intervale I.

Dékaz. Oznacme {s,(x)} postupnost ¢iasto¢nych suctov radu Y, ; fu(x). Pred-
poklad hovori, ze postupnost funkcii s, (x) rovhomerne konverguje k funkcii s(x).
Podla Vety 4.7 je funkcia s(x) spojitd, ak sa spojité vetky funkcie s, (x). KedZze
kazda funkcia s, (x) je spojitd na intervale I, pretoze ide o sti¢et kone¢ného poctu
spojitych funkcii na I, tento predpoklad je splneny. Tym je veta dokazana. O
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Veta 4.12. Majme rad funkciiy_,> 1 fn(x), ktory rovnomerne konverguje na intervale [a, b]
k svojmu siictu s(x). Funkcia s(x) je integrovatelnd na intervale [a, b], ak sii vSetky funkcie
fn(x) integrovatelné na tomto intervale. Naviac plati

/ubs(X)dx = /ab <n§:1fn(x)) dx = T;/ubfn(x)dx.

Dékaz. Oznacme {s,(x)} postupnost ¢iastoénych sac¢tov radu ), fu(x). Pred-
poklad hovori, Ze postupnost funkcii s, (x) rovnomerne konverguje k funkcii s(x)
na intervale [a,b]. Podla Vety 4.9 je funkcia s(x) integrovatelna na [a,b], ak su in-
tegrovatelné vietky funkcie s, (x). KedZze sti¢et kone¢ne mnoho integrovatelnych
funkcii, je opét integrovatelnd funkcia, predpoklad je splneny. Naviac podla tejto
vety je

b b
/ s(x)dx= lim [ s,(x)dx

—tim [ [0) + falx) o+ ful)]dx

n—oo a

= lim [/abfl(x)dx+...+/abfn(x)dx]

© b
:,;/a fu(x)dx.

Tym je veta dokdzana. O

Veta 4.13. Majme rad funkciiy_, ; fu(x), ktorij konverguje na intervale I, pricom postup-
nost funkcit { f(x)} md deriviciu na otvorenom intervale I. Nech dalej rad Y 5 4 fi(x)
rovnomerne konverguje na tomto intervale. Potom siicet radu s(x) =Y ;> 1 fu(x) mad de-
rivdciu na intervale I. Naviac plati

4m=<inm>=iﬂm.

Dékaz. Oznacme {s,(x)} postupnost ¢iasto¢nych suctov radu Y, ; fu(x). Pred-
poklad hovori, Ze postupnost funkcii s, (x) konverguje na I a postupnost funkcif
s, (x) rovnomerne konverguje na tomto intervale. Podla Vety 4.10 ma na zaklade
tychto predpokladov funkcia s(x) = Y, fu(x) derivaciu na intervale I. Naviac
plati s'(x) = limy, 05}, () = limy—eo (f] (x) + -+ + f1 (X)) = ey fr(x). Tymto je
tvdenie dokazané. O
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Cvicenie 4

4.1 Znézornite niekolko ¢lenov postupnosti funkcii { f,(x)} a ur¢te ich limitu.

a) fu(x)=arcsinnx, xe¢€[-1,1] Q) fulx) = ; 1+ o xe R
nx
1
b) fu(x) =nlnx, xe€ {gre} d) fu(x) = cos%, x € [—m, 7]

4.2 Urcte obor konvergencie nasledujtcich funkciondlnych radov.

= x = 1
a) Zx”tgz—n o Y (-1)" Tz >0
n=1 n=1
o0 1 n [o0] 1A
b) an, >0 d) Zsmzx
=1 " n=1 "
Rada: v pripade a) pouZite vzorec tg2x = %.

4.3 Ur¢te limitu postupnosti funkcif { f,(x)} a rozhodnite, ¢i rovnomerne kon-
verguji na intervale I.

a) fu(x)=arctgnx, I=R Q) fu(x) = #, I=1,3]

b) fuld) = as 1=109)  d) f(x)=e T, =R

4.4 Weierstrassovym kritériom dokaZte rovnomernu konvergenciu radov.

oo [e)

sinnx cosnx
a) DR I=R c) Z e =R
n=1 n=1
o oy X cosnx
b) ——, [I=R d) , I=R



Kapitola 5

Mocninové rady

Tato kapitolu venujeme mocninovym radom, jednym z najdoéleZzitejsich pripadov
funkcionalnych radov. Mocninové rady st vlastne rady, ktorych postupnost funkcii
tvoria mocninové funkcie f,,(x) = a,x". Tieto rady sltzia na aproximdaciu funkcie
v okoli bodu x = 0. V tejto kapitole ukdZeme niektoré doleZzité funkcie vyjadrené
prave pomocou mocninovych radov. Ich prakticky vyznam si ilustrujeme na prik-
ladoch. Zdrojmi pre ttato kapitolu sa [1], [2], [3], [4], [7] a [11] .

5.1 Obor konvergencie

Doélezitym pojmom, ktory budeme vyuZivat je obor konergencie mocninovych ra-
dov. Este predtym si ale tieto rady zadefinujeme.

Definicia 5.1. Funkciondlny rad tvaru

Y an(x — x0)" =g+ a1(x — x0) + az(x — x0)* + -+ + ap(x — x0)" + -+,
n=0

kde {a,}$, je postupnost redlnych ¢&isel a xg je lubovolné reédlne ¢islo, nazyvame
mocninovy rad so stredom v bode xy.

Pozndmka 10. Mocninovy rad so stredom v bode xy = 0 je rad tvaru
(o]
n__ 2 n
Y anx" =ag+ ax 4 apx” 4 apx" 4
n=0

Budeme uvaZovat prave takéto rady, kedZe substitticiou y = x — x¢ sa da mocni-
novy rad so stredom x previest na mocninovy rad so stredom v pociatku.

Veta 5.1. Ak plati

a = limsup \/|a,|,

potom mocninovy rad Yoo anx" konverguje pre |x| < 1 a diverguje pre |x| > 1.

—-36—
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Tato veta hovori, Ze ku kazdému mocninovému radu ) ;. ; a,x" je mozné vy-
pocitat ¢islo ¥ = %, také, Ze tento rad absolutne konverguje pre x € (—r,r), inak
diverguje. Konvergenciu radu v krajnych bodoch tohoto intervalu je treba vysetrit
pre kazdy mocninovy rad zvlast.

Definicia 5.2. Cislor = % sa nazyva polomer konvergencie mocninového radu a inter-
val (—r,r) sa nazyva konvergencny interval. Konvergenény interval spolu s pripad-
nymi krajnymi bodmi r a —r, v ktorych rad konverguje nazyvame obor konvergencie
mocninového radu.

Pozndmka 11. Vzorec pre uréenie polomeru konvergencie, teda vzorec r = 1, kde
a = limsup {/|a,| sa nazyva Cauchyov—Hadamardov vzorec.

Pri uréovani konvergen¢ného oboru méZu nastat dva épeciélne pripady, a to
a=0aa=o0. V prvom pripade hovorime, Zze rad ). ;a,x" vzdy konverguje.
Jeho polomer konvergencie definujeme ako r = o a jeho konvergenény interval je
(—00,00), teda celé R.

V pripade, ked a = oo, hovorime, Ze rad ), a,x" vzdy diverguje. Jeho po-
lomer konvergencie definujeme ako r = 0, teda konvergencny interval neexistuje.
Treba poznamenat, Ze kazdy rad ) .- ; a,x" je konvergentny v bode x = 0.

Dokaz. Najskor dokdZzeme tvrdenie Vety 5.1, nédsledne aj Specidlne pripady spo-
menuté vyssie. Dokaz urobime za predpokladu, Ze existuje lim {/|a,|. Tento pred-
poklad je silnejsi a zaroveri je vdaka nemu dokaz lepSie zrozumitelny. Majme lu-
bovolné pevné ¢islo x # 0. Z predchddzajiaceho vieme, ze rad ) ,>_; a,x" absolatne
konverguje podla odmocninového kritéria pre vsetky x, pre ktoré plati

lim {/|a,x"| = lim {/|a,||x|" = |x| im {/|a,| = |x]a < 1.
n—o0 n—oo n—o0

To znamen4, Ze rad Y5, a,x" absoltitne konverguje pre |x| < 1, teda |x| < r. Pre
nas prvy Specialny pripad a = 0 mdme |x|a =0, rad ), ; a,x" preto konverguje
absolttne v Iubovolnom bode x. Pre hodnotu a = oo je |x|a = oo pre vetky x # 0,
preto rad diverguje pre kazdé x # 0. O

1

Pozndmka 12. Polomer konvergencie sa d4 urcit nielen ako r = — | |
m an

ale aj ako

4

’an+1

potom ex1stu]e aj limita lim {/|a, |, pri¢om tieto hmlty sa rovnaju.

Priklad 5.1. Urcte polomer konvergencie a nasledne aj obor konvergencie nasle-
dujtcich mocninovych radov.

x" 2 2
a) Z s b) Y a"x", a€[0,00).
n=0
Riesenie. a) V tomto pripade mame a, = (—1)"Jr1 % Polomer konvergencie teda je
a n+1
r=Tim || = im 20 =1,
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Konvergenény interval je preto interval (—1,1). Ako bolo spomenuté vyssie,
treba krajné body vysetrit zvlast. Pre bod x = —1 dostdvamerad ), ; —% o kto-

rom z Prikladu 2.5 vieme, Ze diverguje. Dosadenim bodu x = 1 dostavame rad
Yo (=)t 1 ktory podla Leibnizovho kritéria konverguje. Obor konvergen-
cie tohto mocninového radu je teda interval (—1,1].

. 2 "
b) Tentoraz mame a, =« . Kedze

oo, a>1,
a=lim {/|[a”|=lima" =1, a=1,
n—oo n—oo
0, a€c]0,1).

Priklad sa ndm teda rozpadol na tri pripady.

Akje & > 1, polomer konvergencie je r = 1 = 1 = 0. Nastdva teda pripad, kedy
obor konvergencie neexistuje.

Akjea =1, polomer konvergencieje r = % = 1. Konvergen¢ny intervalje (—1,1)
a opat treba vysetrit krajné body. Pre bod x =1anasua =1 mamerad ), ;1=
o0, ktory diverguje. Pre bod x = —1 dostdvame opét divergentny rad Y5> , (—1)".
Obor konvergencie je teda rovnaky ako konergenény interval (—1,1).

Akje a € [0,1) polomer konvergencie je r = 1 = 7 = co. Nastdva dalsi pecidlny
pripad, kedy je obor konvergencie (—oo,0).

5.2 Vlastnosti mocninovych radov a ich sticet

V tomto odstavci uvedieme zakladné a dodlezité vlastnosti mocninovych radov,
ktoré maju velké praktické vyuZitie.

Veta 5.2. Nech mocninovy rad Y _,,_,a,x" mad polomer konvergencie r > 0. Rad potom
konverguje rovnomerne na kazdom intervale [—p, p|, ktory lezi v intervale (—r,r).

Dékaz. Nech x € [—p,p] tak, Ze 0 < p < r. Pretoze |x| < p, plati

|anx"| = |an||x[" < |an|o".
Podla Weierstrassovho kritéria mocninovy rad ) ;. ,a4,x" rovhomerne konverguje
na intervale [—p, p], ak konverguje rad } ;- |a,|p". Konvergencia tohto radu plynie

z Vety 5.1 a veta je dokédzana. O

Veta 5.3. Nech mocninovyj rad ) ;. a,x" ma polomer konvergencie r > 0. Jeho sticet s(x)
predstavuje na intervale (—r,r) spojitii funkciu.

Dékaz. Spojitost suctu s(x) plynie z predchddzajuicej vlastnosti, teda ze pre lubo-
volny bod x( z intervalu (—7,r) existuje 0 < p < r abod xg € [—p,p], a z Vety 4.11.
KedZe funkcie a,x" st vSetky spojité na IR, aj sticet s(x) je spojitd funkcia na inter-
vale [—p, p]. KedZe je spojitd na tomto intervale, je spojitd aj v lubovolnom xj a teda
aj na intervale (—r,7). O
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Veta 5.4. Nech mocninovy rad Y, ; a,x" md polomer konvergencie r > 0.

(i) Prevsetky x € (—r,r) plati, Ze derivdcia siictu radu je rovnd stictu derivicif jednot-
livyjch clenov radu, teda

(éam”) = i (anx™).

(ii) Prevsetky x € (—r,r) plati, Ze integril siictu radu je rovny stictu integrilov jednot-
livyjch clenov radu, teda

X 00 0 x
/ <Zant”> dt = Z/ ant" dt.
0 n=0 n=0"0

Rady vzniknuté integrovanim a derivovanim majii rovnaky polomer konvergencie ako po-
vodné rady.

Poznimka 13. Tieto tvrdenia ndm umoZziiujua integrovat a derivovat mocninovy rad
,Clen po ¢lene”, teda je mozné pre funkcie f,(x) = a,x™ zobecnit vzorce pre integ-
raciu, resp. derivéciu stctu funkcii na nekonecny sticet.

Dokaz. Najskor dokdZeme tvrdenie (i). UkdaZeme, Ze rad vzniknuty derivovanim
mé rovnaky polomer konvergencie ako rad povodny. Derivovanim dostaneme rad
Yo onayx™ 1. Uréime jeho polomer konvergencie 71 na zaklade Vety 5.1 ale opit
pri silnejSom predpoklade existencie limity lim {/ |an|. Pretoze

ap = lim "{/n|a,| = lim "v/n-lim "/ |a,| = a,
\H/—/
=1

dostdvame aj r; = r, oba rady teda maja rovnaky polomer konvergencie. Dokaz
celého tvrdenia teraz vyplyva z Vety 5.2 a Vety 4.13.

o ‘s . n+1
Tvrdenie (ii) dokdzeme obdobne. Integrovanim dostaneme rad ), aniﬁ.

Urc¢ime jeho polomer konveregencie 1 na zéklade tej istej vety, ako v pripade de-
rivovania. Pretoze

.ot |an| s M\l/ ’an| .
lim — =lim =0,
1 H-‘rl/n + 1
dostavame aj 1 = r. Tvrdenie teraz plynie z Vety 5.2 a Vety 4.12. O

(]
Priklad 5.2. Uréte polomer konvergencie a sti¢et mocninového radu y_ n?x"~1.
n=1
n2
3n—1°

[ee]
Pomocou neho vypocitajte sticet ¢iselného radu ),
n=1
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= 1. Teda mocni-

Riesenie. Polomer konvergencie mame r = lim | _*

n+1

(n+1)2 +1)
novy rad bude konvergovat pre kazdé x z intervalu (—1, 1). Teraz pocitajme

Y 2 = Zn <I§1nx”_1x)l:

()} -5

V nagom pripade je x = 1 a st¢tom &iselného radu je teda

1 ~»
n=1 3"
© n
Priklad 5.3. Uréte polomer konvergencie a si¢et mocninovéhoradu Y. (—1)" 12,
n=1
(e ]
Pomocou neho vypotitajte stcet &iselného radu Y (—1)" 11

n=1

2+l — 1. Mocninovy rad

Riesenie. Polomer konvergencie mdme

opét konverguje pre kazdé x z intervalu (—1, 1). Tentokrat Vyuzijeme vetu a integ-
rovani radu ¢len po ¢lene. Pocitajme

oo oo

Y~ [artax = Y (-1t [Tt =
n=1

n=1 0

:/Oxé( dt_/ —dt In(1 + x).

n

V tomto pripade je x = %, teda

5.3 Taylorov rad

V tomto odstavci si ukdzeme, ako rozvinit dant funkciu do mocninového radu,
tzv. Taylorovho radu. Jedna sa o opacny pripad ako v predchddzajicom texte, kde
sme k danému mocninovému radu hladali sticet. Rozvoj funkcii mé velky vyznam,
ktory ilustrujeme na prikladoch v dalSej kapitole.

Najskor pripomenieme Taylorovu vetu z diferencidlneho poctu. Predpokladaj-
me, Ze funkcia f ma na uzavretom intervale I, ktorého krajné body st x a x, deri-
vacie vSetkych rddov. Potom podla tejto vety plati

"(x () (x
£ = | ) + L0 gy o L0 ) Ry )

n.
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kde R, (x) je Taylorov zvysok pre ktory plati

Rn(x):m(x

(n+1)! )n+1.

Cislo ¢ je vhodné &islo leZiace medzi x a xo. Teraz prejdeme k definicii Taylorovho
radu.

Definicia 5.3. Nech funkcia f(x) mé v bode x( derivacie vSetkych radov. Mocni-
novy rad tvaru

i f(n)(xo) (x B XO)n

|
n=0 n.

nazyvame Taylorov rad funkcie f v bode xy. Taylorov rad v bode xy = 0 nazyvame
Maclaurinov rad a je tvaru

n

o f£(n)
Z f |(O) X"
n=0 :
NemoZeme obecne povedat, ze stcet Taylorovho radu funkcie je tejto funkcii
1
rovny. Ako priklad moze sluzit funkcia f(x) =e 2. Tato funkcia mé v bode xo =0
vietky derivécie rovné nule, teda f(") (0) = 0 pre vietky n € N, vid [11]. Jej Taylorov
1

rad m4 preto sucet s = 0. Tento stiCet sa zrejme nerovna funkcii f(x) =e 2.

Veta 5.5. Nech md funkcia f(x) v bode x derivicie vSetkijch ridov. Je mozné ju rozviniit
do Taylorovho radu, teda plati

©  £(n) X
)= 2 L o

n

na intervale I prave vtedy, ked pre vsetky x € I je lim, 0 Ry (x) = 0.

Dékaz. Ozna¢me sacet v lomenych zétvorkach zo vztahu ako s, (x). Veta plati pra-
ve vtedy, ked lims,(x) = f(x). KedZe s,(x) = f(x) — Ry(x), toto nastane prave
vtedy, ked lim f(x) — R, (x) = f(x) —limR,(x) = f(x), teda limR,(x) = 0 na in-
tervale I. O]

Veta 5.6 (Jednoznacnost rozvoja do mocninového radu). Ak je mozné rozviniit fun-
kciu f(x) na intervale I, ktoryj obsahuje bod xo do mocninového radu tvaru

f(x) =ap+ar(x —xo) +ax(x —x0)* +...,
potom je takijto rozvoj jediny a siicasne je Taylorovym rozvojom danej funkcie f(x).
Dokaz. Dokaz je moZzné ndjst v [12, strana 50]. O

Teraz si uvedieme niekolko najdoleZitejsich Maclaurinovych rozvojov elemen-
tarnych funkcii. Pre vSetky tieto rozvoje, presnejsie pre ich prislusné zvysky plati
limy 00 Ry (x) = 0, vid [1, strana 68] alebo [12, strana 51], teda je splnena pod-
mienka Vety 5.5. Vzorce st zhrnuté v nasledujtcej Tabulke 5.1 .
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Funkcia Maclaurinov rozvoj Obor konvergencie
3 45 7 oo 2n+1
x° X7 x X
i -t —=+... 1)t R
s ST R TR P DAy e o1 €
2 A o6 oo X2
cos x =S+t nz_o(—l) 2n)] x €R
2 3 x .1
e’ T+ 4+ 42 4. Al xR
2t 3! =n!
2 3y oo M
In(1 — -+ —1)r= ~1,1
n(l+x)| x >t3 -7+ n;l( ) - x € ( ]
A0t (14 (et (D2s | T ()", aerR|  xe(-11)
1 5 )Y ,

Tabulka 5.1: Maclaurinov rozvoj vybranych funkcit

Pozndmka 14. Cislo

<a> :a(a—l)(a—Z)...(a—n—i-l)

n n!
pri rozvoji funkcie (1 4 x)* nazyvame binomicky koeficient.
Priklad 5.4. Rozviite do Maclaurinovho radu nasledujtice funkcie f(x).

a) f(x)= xe %, b) f(x) = x?cos2x, ¢) f(x) = arcsinx.

Riesenie. a) PomoZeme sirozvojom funkcie e*. V naSom pripade poloZme t = —x2.

Maclaurinov rozvoj je teda Y5> o £ = Z;":O(—l)”%. Celkovo teda rozvoj nasej
funkcie je
x2n+1

n!

2 > x2" >
xe U =x) (—1)”W = ;)(—1)”

n=0

b) V tomto pripade volime ako substitiiciu t = 2x a pouZijeme rozvoj funkcie cos x.
Plati

0 2n ) 142142
2 2 n (2%) n4"x
x°cos2x = x (-1) = (—1) :
n;) (2n)! n;() (2n)!
¢) Vyuzijeme skutotnost, ze arcsinx = [ \/11_7dx. Opiit polozme t = —x?, teda

arcsinx = [(1+ t)_% dt. Urobime najskér Maclaurinov rozvoj tejto funkcie.
Ur¢ime binomicky koeficient

<_%> ) ED () qydsee o)

n!
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Teraz m6zeme pocitat

arcsinx:/(1+t)%dt:/i(_l)n3-5.....(2n—1)

t"dt,
= 2"n!
dosadenim za t dostaneme
_ o0 3.5....-(2n—1)
arcsinx = Z:O/(—l)” T (—x?)"dx
n=
© 3.5.....02n—1
=) - (' n )/xzndx
= 2"n!
> (2n — 1)1 x2nHl
- L 2"l 2n+1
Dal$ia moZznost, ako mdzeme tato funkciu zapisat je
) _1 2n+1 1 3 3 50 5 x/
inx = —1)" 2). X — S T A E A
arcsin x nZO( ) ( n) 1 X+ 3 t1 5 +16 7T
Poznamenajme, Ze vyraz (2n — 1)!! = (2n — 1)(2n — 3) - - - 3 - 1 nazyvame dvojity
faktoridl.

Priklad 5.5. Rozvirte podla definicie do Taylorovho radu so stredom v bode x¢ = 2
funkciu f(x) = %

Riesenie. Najskor urétime n-tt derivaciu funkcie f(x) = & v bode xo = 2. Plati

flx) = —2x7?
£ (x) = 6x~!
f’”(x) — _24x—5

£ ) = (-1t 2!

xh+2 7

teda n-ta derivécia funkcie f(x) v bode xg = 2 je
(n+1)!
(1"

(n)
Pripomenime, Ze Taylorov rad je rad tvaru ) ;> ! (x )
radu dostaneme

(x — x0)". Dosadenim do

i (1) (x 2)”'

n+2
n=0 2
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Cvicenie 5

5.1 Urcte polomer a obor konvergencie mocninovych radov.

© (nx)" o ,3n-2
) ,;1 n! 9 n;l 3n—2
b) ) nlx" d) Y n*(x+3)".
n=1 n=1
5.2 Ur¢te polomer a sti¢et mocninovych radov.
o0 " o yAn—1
1
) nzl(”Jr )x ) Y41
= n=1
b)Y (—1)% QY EE
- —1
);;1( ) n2n )1;1( ) n(n+1)
5.3 Na zaklade predchadzajuicich vysledkov urcte stcet nasledujacich ¢iselnych
radov.
< n+1 = 1
2 El 2 © ,;124"—1(4;1 —1)
b d - -
) Lop ) L (1)

5.4 Rozvirite do Maclaurinovho radu nasledujace funkcie f(x).

2 1
a) f(x):hl(ii_iz) C) f(X): (1-|-X)2
b) f(x) =sin4x? d) f(x) =tgx

5.5 Rozvifite nasledujtice funkcie f(x) podla definicie do Taylorovho radu so
stredom v bode xy.

1
+2’

a) f(x)=e*, x=-3 b) f(x) =~ xo = —1.



Kapitola 6

Aplikacia mocninovych radov

V tejto kapitole sa pozrieme na niektoré z najdoélezitejsich aplikacii mocninovych
radov. MoZeme pomocou nich vypocitat priblizna hodnotu funkcii, ulah¢ia ndm
aj vypocet integréalov, limit a diferencidlnych funkcif.

6.1 Priblizny vypocet hodnot funkcii

Priklad 6.1. Ur¢te pribliznt funkéna hodnotu nasledujacich funkcii f(x) s pomo-
cou prvych n nenulovych ¢lenov.

a) f(x)=(143)>7, n=4 b) f(x)=v86, n=3

Riesenie. V obidvoch pripadoch budeme vyuzivat Maclaurinov rozvoj funkcii z Ta-
bulky 5.1.

a) Tentoraz vyuzijeme Maclaurinov rad pre funkciu (1+ x)% kdea =27 a x =
0,43. Plati

2,7 2,7 2,7
(1,43)%" =1+ ( 1 )0,43+ ( 2 )0,4:52 + ( 3 )0,433

2,7-1,7 2,7-1,7-0,7
2

.0433
3.3 0,43

—1+2,7-043 + .0,43% +

= 2,6279.

b) Na tato funkciu je opat vhodny Maclaurinov rozvoj funkcie (1 + x)?. Ale kedze
mame nase x = 85, vidime, Ze nepatri do intervalu konvergencie tohto radu. Je
potrebné funkciu upravit, aby nase x bolo z intervalu (—1,1). Upravujeme

34 81

1
1
V8l=+34+5= 34<1+£) =3(1+3>

—45—
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[ =

5

Vidime, Ze a = jax=gra dosadime, teda

o]
=)

woosie (D)2 () (2

S PO ORI 0G0 <_)]

=

4 81 2 81

= 30452

V pripade urcovania pribliZnych hodnoét funkcii je ¢asto pozadovana velkost

chyby, ktorej sa m6Zme dopustit.

Priklad 6.2. Urcte priblizné hodnoty funkcii f(x) s chybou mensou ako e.

a) arctg0,45, €= 10~4 b) arcsin0,5, &= 10~°

Riesenie. Vyuzijeme vety o odhade velkosti zvysku Ry, tj. Vetu 3.7 a Vetu 3.8.

a)

b)

Najskor musime odvodit Maclaurinov rad funkcie arctgx. VyuZijeme fakt, Ze
arctgx = [ 1 +1x2 dx. Polozime t = x? a a = (—1). Rozvoj funkcie teda je

1 (o]
—— =1-x+xt— =) (-1
1+ x2 =

K tomuto vyjadreniu sme sa mohli dostat aj inak. Staci si uvedomit, ze vyraz

HLxZ je sucet geometrickej rady s kvocientom —x2. Funkciu arctg x teda moZeme
pisat ako
oo 2n+1 3 5 7
x X’ ox? X
arctgx = )1 At = -1)" =X—=+—=—-—=++..
& / EO( Vi 375 77

Vidime, Ze tento rad je alternujuci, pricom lim, a4, =0, kedZe x € (—1,1).Je
tieZ zrejmé, Ze postupnost {a, };_, je nerastiica a moézme vyuzit Vetu 3.7, takZe
plati |R,| < a,41. Znamena to, Ze ak vezmeme z rozvoja prvych n ¢lenov, bude
9
chyba mensia ako (1 + 1)-vy ¢len. KedZe ¢len a5 = %~ < 1074, vezmeme prvé
Styri ¢leny. Vysledna hodnota je
045°  045° 045

45 = 0,45 — - = (0,42278.
arctg(0,45 = 0,45 3 + 5 7 0, 8

Rozvoj funkcie arcsinx sme odvodili uz v Priklade 5.4. Vieme, Ze tentoraz rad
nie je alternujici, o znamend, Ze pre urcenie Velkosti chyby musime pouzit
Vetu 3.8. Pre zbytok radu teda plati |R,| < |a,| {1 7+ Najskor urcime g zo vztahu



Kapitola 6. Aplikdcia mocninovijch radov 47

Ani1
an

< g < 1.Plati

Apn+1
an

_ (2n+1)(2n— 1)1 0,523 . 2"l (2n + 1)
20 (n+ 1)n!(2n + 3)(2n — 1)110,521+1
_ (2n+1)%0,5

~ (2n+2)(2n+3)

1 4n?+4n+1

T4 424+ 10n+6

Pretoze vyraz

1 4P 44n+1 1

4 4n?2+10n+6 4
D ——— =4

<1

An+1
an

<1,

mozeme zvolit g = 1. Teraz vyuZijeme q pri vypocte R,,. Ma platit | R, | < || %,

teda
(2n —1)110,52+1

— 2'n!(2n+1)-3
Toto je splnené pre n = 4, ¢ize ¢len as (n ¢islujeme od nuly). Vysledna hodnota
tedaje

<1075,

[Rn| <

1 05° 3 05 3.5 05 3-5-7 05 .
arcsin(0,5 = 05+2 3 —|—222!~ 5 —1—233!- 7 + i 9 =(0,52358.

Na urcovanie pribliznej hodnoty logaritmov sme odvodili Maclaurinov rad
ln(l —|— x) = Yoo 4(—1)"*12" Aviak pri vypoéte hodnoty napriklad In2 =1 — 1 +
371 T+ ., by sme k dos1ahnut1u presnosti na 4 desatinné miesta potrebovah asi
105 clenov Je teda praktické néjst iny rad ktor)’f konverguje rychlejsie. Takymto

2n+1

radom je rozvoj funkcie In 1% =2 ( + 5 SONEPPN e ) , vid [11]. Tento rad

je potrebné pouZit aj Vtedy, ak je x mimo sv0]ho intervalu konvergencie (—1,1).

Priklad 6.3. Ur¢te priblizni hodnotu funkcie f(x) = 4 In3, pomocou prvych 5 ne-
nulovych ¢lenov a odhadnite chybu.

1+x

Riesenie. Pouz1]eme rozvoj funkcie In 7. Najskor uréime x. KedZe ma platit ;7 1”

3, dostdavame x = 3. Dosadenfm do spommaneho rozvoja funkcie dostdvame

1 1 1 1 1 1

a3 = - = 0,5492.

P I <R R CRC R S A Y
Urc¢ime velkost chyby podla Vety 3.8. KedZe plati

il 95 01944 < g < 1,
an 614
mozeme zvolit g = 0,2. Velkost chyby teda je
2 71
Ral < lagl o = 222 — 27910

1-02 7 4
Velkost chyby mald a mdzeme povedat, ze funkénd hodnota je dobre aproximo-
vana.
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6.2 Priblizny vypocet integralov

V integrdlnom pocte sa modzeme stretnut aj s integralmi funkcif, ktoré nevieme vy-
pocitat Ziadnou znamou integracnou metédou. St to funkcie, ktorych primitivnu
funkciu nie je moZné vyjadrit pomocou elementédrnej funkcie, tzv transcendentné
funkcie. Prave pri takychto funkcidch moézeme vyuZit vyjadrenie pomocou mocni-
novych radov.

Priklad 6.4. Vyjadrite nasledujtice neurcité integraly pomocou momceninovych ra-
dov.

X X o
a) / te~* dt b) / st g
0 o t

Riesenie. Obe funkcie st vyssie transcendentné funkcie.

X

a) Rozvojfunkciee™ * sme uréili v Priklade 5.4. Ked sumu rozpiSeme ¢len po ¢lene

dostaneme
5 7

-2 _ 3, X X
xe =X x+2 6+

Integréciou ¢len po ¢lene dostdvame
6 8

X x2 xr x® o« & X
PSR VS SRS S (R —
/0 © > " a s’ L "7

b) PouZijeme rozvoj funksie sin x. Plati

sine _ 1/ 0 2 N 0 a0
x X 3z 5 7 ) 357
Opit integrovanim radu ¢len po ¢lene dostaneme
* sint x3 x> x7 a x2nt1
/0 ! *“3aitsE 7T EO( S e D 1

Priklad 6.5. Pomocou prvych 4 nenulovych ¢lenov uréte hodnotu nasledujticich
urcitych integralov funkcii.

a) f01,3 V1 + x2dx b) 00’5 ln(lx_xz) dx
Riesenie. a) Najskor ur¢ime rozvoj funkcie. Plati
2 4 46
mz1+%—%+%—....
Integraciou dostaneme
1 BB 7t
/0/3 VIt@des x4 7= g5+ | = 084615
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b) Rozvoj funkcie je

1
Sln(l—w) = —x—T X X
xn( x%) X

(Overte sami.) Integrujeme c¢len po ¢lene a dostaneme

051n(1 —x%) | . 2ot a8
/0 s | oy oy 0133802

6.3 Vypocet limit

Pri vypocte limit je niekedy velmi vyhodné vyuzitie rozvoja funkcii do mocnino-
vych radov.

Priklad 6.6. Vypocitajte hodnoty danych limit.

. arctgx 3 5 _ 2
a) lim & b) hm\/l—l-x V1+x

Riesenie. a) Rozvoj funkcie arctgx sme uz vypocitali v Priklade 6.2. Pre zadant
funkciu teda dostdvame

. _arctgx .. 1 X i
lim =lm—|x——+———=+...
x—0 X x—0X 3 5 7
2 4 6
x- Xt x
= li l—-——=4+—=———= =1
xli%( 5375 7" )

b) VyuZijeme rozvoj funkcii v/1 + x5 a v/1 + x2. Plati

1 5_ /1 2 1 5 10 2 4
i PV L D ) - (e - S )]

Xm0 22 39 2
1 1 >
—lim— [ — =324+ x4
xli’%xZ( ¥ Tt g )
1 1 1
—lim —> + -« S
xli’%< et T ) 2

Pri vypocte oboch limit v zavere¢nom kroku dostdvame limitu typu 0 - oo, ¢o je
neurcity vyraz. Nas rozvinuty rad vSak mo6Zme aproximovat kone¢nym Tayloro-
vym radom a jeho zvySkom Ry (x).

6.4 Vypocet diferencidlnych rovnic

Pri rieSeni diferencidlnych rovnic pomocou mocninovych radov uvaZzujeme, Ze rie-
Senie je v tvare y =) - o a,(x — xp)". Bez jmy na obecnosti mozeme uvazovat, ze
Xp = 0.

Priklad 6.7. S vyuzitim mocninovych radov rieste nasledujtice diferencidlne rov-
nice.
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a) y'+y=0 b) y" +xy'=0
Riesenie. Pri oboch rovniciach musime vyuZzit derivacie druhého radu. Pre obecné
y
rieSenie a jeho derivécie plati
o0
y =ag+mx+ax®+ o tax" o= Zanx”,
n=0
o0
Y =ay 4+ 2ax +3a3x> + - F a4 = 2 na,x" 1,

y' =242 3a3x+ -+ (n—Dnapx 2+ =Y (n—D)na,x" 2
n=2

a) Najskor tieto vyrazy dosadime do diferencidlnej rovnice a dostavame
2ay +2-3a3x + -+ (n—Dnax 2+ +agtagx+- - +ay x4 =0.
S¢itanim koeficientov pri rovnakych ¢lenoch dostaneme
(2a5 +ag) + x(2-3az +a1) + - +x"2[(n — V)nay, + a,_o] +---=0.

Odtial vyplyva, ze n(n — 1)a, + a,_», teda

. Ap—2
Ay = —m (6].)

Z tohoto vyrazu vidime, Ze urcenie koeficientov a,, zavisi na volbe ag a a4;. Uva-
Zujeme teda dva pripady.

Nech ap = 0 a a; € R je Iubovolné. Zo vztahu (6.1) plynie, Ze ap, = 0 pre kazdé
n a rad obsahuje len neparne ¢leny. Pre tieto plati

Gy g = —_2n=1
2T T on2n+ 1)

Clenmi tejto postupnosti st

1 1 1

ai, d3= —gal, s = ——0a3 = gal,...

RieSenim rovnice teda je
x> x0 X
nlx—=+=—-—=-+...].

Naopak nech a; = 0 a ap € R je lubovolné. Tentoraz zo vztahu (6.1) plynie, Ze
a2,+1 = 0 pre vSetky n a rad obsahuje len parne cleny. Pre tieto plati

Qo — —_2n=2
T T om(2n—1)
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Clenmi tejto postupnosti st

1 1 1
aop, a2:—§ﬂ01 04Z—E02=Eﬂ0,---

RieSenie v tomto pripade je

x2 x4 .x6
y:ao(l—g—i-z—g—f-...).

Celkovo je rieSenie rovnice

x2  xt x® x3 x° )
y:ao(l—gqtz—a—k...)—|—a1(x—§—|—€+...>:aocosx+a1smx.

b) Postupujeme obdobne. Dosadime vyrazy do diferencidlnej rovnice

205 +2-3azx +...(n — Dnax™ 2 4 -
+x<a1+2a2x+3a3x2+-~~+nanx”*1+-~~> =0,

upravime a dostaneme

20y +2-3azx +...(n — Dnax™ 2 4 -
+ayx +2a0x% 4+ )(n = 2)a,_px" 24 = 0.

S¢itanim koeficientov pri rovnakych ¢lenoch dostaneme

20 + x(2-3a3+a1) + -+ 2" 2[n(n —Da, + (n —2)a,_r+...] =0.
Odtial vyplyva, ze
ay=—(n— 2)%;2.
n(n—1)

Vidime, Ze uréenie koeficientov opat zavisi na volbe a¢ a a;.
Nech je ag = 0 a a1 € R je Iubovolné. Opit plati, Ze a, = 0 a rad obsahuje len
nepdrne Cleny. Pre tieto plati
(2n — 1)1y Hl
(2n+1)!

A2pn—1
A1 = —(2n — 1)m == (=1)"

RieSenie rovnice teda je

_ x> 3x°
y—al x—§+?+ .

Naopak nech je a1 = 0 a a9 € R je IubovoIné. Tentoraz vidime, ze ap,,1 =0 a
rad obsahuje len parne ¢leny. Pre tieto plati

axpn—2

apy = —(2n — 2)m
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Clenmi tejto postupnosti st

ag, a»=0, a4=0....

Znamena to, Ze pre lubovolné ap € Rje a, = a4 = - -- = 0. RieSenim rovnice teda
je
x> 3x°
y:al <x—§—|—ﬁ+) +a().

Cvicenie 6
6.1 Urcte pribliznti hodnotu funkcii f(x) pomocou n nenulovych ¢lenov alebo
chybou mensou ako e.

a) f(x):@, n=38 e) f(x)=In1,17, n=5
b) f(x):el—z, e—10°3 f f(x)=In4, e=10"2
o) f(x) =arctg25°, ¢=107" g) f(x)=V70, n=3

d) f(x)=tgz, n=3 b F) 099, n—3

6.2 Urcte pribliznti hodnotu nasledujticich vyrazov pomocou prvych n nenulo-
vych ¢lenov.

09 X 03 1
a) / —dx, n=5 ) / S—dx, n=3
05 X -01vx24+1
1,5 cin 2 06 1 1 2
b [T dr, n=4 d) —21n< x )dx, n=4
12 X 04 X 1—x

6.3 Urcte nasledujtice limity.

1—x2—J1+a2 o oxtelx —x°

a) lim\/ ad 2\/ X ) hm—g =
x—0 X x—0 X

14+ x3 — V1425 sinZx + x4

by lim Y22~ VIt d) lim o * 5%
x—0 x3 x—0 x2

6.4 Urcte rieSenie diferencialnych rovnic pomocou mocninovych radov.

a) y//+Xy/—|—y:O b) y//:%y



Vysledky cviceni

Kapitola 1

1.1 a) nemoZe konvergovat
12 a) 3 b) 1—+2

1.3 a) %

Kapitola 2

2.1 a)
b)
c)
d)

porovnavacie] konverguje,
lim. odmocninové] diverguje,

lim. podielové] diverguje,

p— p— p— p—

lim. odmocninové] konverguje,

Kapitola 3

3.1 a) nekonverguje
b) konverguje
3.2 a) konverguje neabsolttne

b) konverguje neabsolttne

Kapitola 4

b) modZe konvergovat

d) —21

~
NI

C

613
b) —1

e) [lim. podielové] konverguje,
f) [porovnavacie] diverguje,
g) [lim. porovndvacie] diverguje,

h) [lim. podielové] konverguje.

c) konverguje
d) nekonverguje
c) konverguje neabsolttne

d) diverguje

4.1 a) coprex € (0,1], 0prex =0, —coprex € [—1,0).

b) coprex € (0,e], Oprex =1, —coprex € [%,0) )

) prex=0, 0prex € R\{0}

d) 1.
42 a) x € (-2,2) b) x € [%,e> ) x € (1,00) d) xeR
43 a) f(x) = -5 prex <0, 0prex =0, T pre x > 0, nekonverguje rovhomerne
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Vysledky cviceni

b) f(x) =0, nekonverguje rovhomerne
¢) f(x) =0, rovhomerne konverguje

d) f(x) =ocoprex <0,0prex >0, 1prex =0, nekonverguje rovhomerne

4.4 a) majoranta el,, b) majoranta% c) majoranta # d) majoranta%
n
Kapitola 5
51 a) r=1,0K=|-L1) ¢) r=1,0K=[-1,1)
b) r= O, OK neexistuje d) r=1,0K= (—4,-2)
52 a) r=1,s(x) = (
b) r=2,s(x)=In Lx
c) r=1,5(x) = 1InH=* — Tarctgx
d)r=1s(x)=(x+1)In(x+1) —x
53 a) 3 C) 1ln3 2arctg2
b) In3 d) fInf—3
5.4 a) f(x):2< NRE SRR >
b) f(x)=4x>— %xé + 11258x10
Q) f(x)=1—2x+3x>+4x3+ ...
d) f(x)=x+ 3>+ &>+ ...
5.5 a) Y., 2:56 (x —3)" b) Yoo(—=1)"(x+1)"
Kapitola 6

6.1 a) 1,49364 ¢
b) 0,1351 d

0411433  e) 0,15700 g) 2,03002
0,422698 f) 1,383102  h) 0,90955

6.2 a) 1,1675 b) 0,118826  ¢) 0,39699 d) 0,73805

~— = = ~—

63 a) —3 b) 3 o) 3 d) 1
6.4 a)]/—a()(l ‘l’ +...>+g1(x_%x3+11_5x5_%05x7>

b)y—a0<1—1x2+96x >+a1(x—%x3+ﬁx5—...>



Zaver

Cielom tejto bakaldrskej prace bolo prehladne spracovat teériu o nekoneénych ra-
doch. V prvej casti sme uviedli zdkladné pojmy z oblasti nekoneénych ¢iselnych
radov, zdkladné operacie s tymito radmi a ich pripady, a to ¢iselné rady s neza-
pornymi ¢lenmi a alternujice rady. V dalSej ¢asti sme zase rozobrali funkcionédlne
rady, najméd pojmy ako bodova a rovhomerna konvergencia. Uviedli sme aj vlast-
nosti rovnomerne konvergentnych radov, ktoré sme konkretizovali aj na pripad
mocninovych radov. Pomocou Taylorovho radu sme na zaver rozvinuli funkcie do
mocninovych radov a toto sme vyuZili v zdverecnej kapitole pri aplikacidch.
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