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Kapitola 1

Prolog

Nejprve se pokusime sestavit jednoduch matematicky model néjakého procesu, tj. déje, ktery
se odehrava v pribéhu ¢asu. O modelovaném procesu budeme predpokladat, Ze ho lze kvanti-
fikovat, Ze jeho stav v konkrétnim case lze vyjadrit ¢islem. Pritom si budeme predstavovat, Ze
tento proces pozorujeme nebo popisujeme v oddélenych casovych okamzicich. Béh c¢asu si tedy
budeme predstavovat jako diskrétni, jako plynouci v néjakych krocich nebo taktech, jejichz
trvani budeme povazovat za jednotkové. Tato predstava rovnomeérné diskrétné plynouciho
¢asu bude v celém textu podstatna.

Konkrétné ptjde o model ristu néjaké populace, jeji ,stav® bude vyjadren jako jeji veli-
kost.

Zakladnim objektem vystupujicim v modelu bude posloupnost. Pravé ¢leny posloupnosti
budou vyjadfovat stav procesu v jednotlivych okamzicich. U posloupnosti si budeme vSimat
jeji monotonnosti, ohranicenosti, existence nebo neexistence limity, pripadné jiné charakteris-
tiky chovani posloupnosti. To ukazuje, ze je uzitecné pripomenout nékteré zakladni poznatky
o posloupnostech, pripadné je uvést v novych souvislostech. Zejména si ukdzeme, Ze pro po-
sloupnosti mtuzeme vytvorit kalkulus, ktery je analogii diferencialniho a integralniho poctu
pro funkce.

Jednoduchy model rastu populace

Predstavme si populaci slozenou z néjakych organismii; mohou to byt obratlovci, rostliny,
mikrobi — na zvolené tirovni abstrakce na jejich povaze nezalezi. VSechny jedince budeme
povazovat za stejné, jeden od druhého se nijak nelisi, v prtibéhu svého zivota se nijak ne-
méni. Do na$i iivahy zahrneme jediné dva déje — vznik a zanik jedinct tvoricich populaci;
jedinci vznikaji (rodi se, lihnou, kli¢i, puéi, ...) a zanikaji (umiraji, hynou, déli se, ...).
Jako jedinou kvantitativni charakteristiku populace budeme uvazovat jeji velikost; ta mize
byt vyjadiena pocétem jedinci, populac¢ni hustotou, celkovou biomasou a podobné. Déle si
budeme piedstavovat, ze velikost populace zjistujeme v pravidelnych ¢asovych intervalech,
jinak Feceno, ze mame néjakou ,prirozenou® jednotku Casu, takze mizeme Casové okamziky
ocCislovat pfirozenymi ¢isly 0,1,2,.... Je celkem jasné, ze

(velikost populace v ¢ase t + 1) = (velikost populace v ¢ase t) +
+ (mnozstvi jedincti vzniklych v éasovém intervalu od ¢ do ¢ + 1) —
— (mnozstvi jedinci uhynulych v ¢asovém intervalu od ¢ do ¢ + 1).

7Z tohoto pojmového modelu vytvorime model matematicky tak, ze zavedeme veli¢inu x zavislou
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na case, tedy x = x(t), kterou budeme interpretovat jako (pozorovanou) velikost populace

v ¢asovém okamziku ¢. Dale oznac¢ime B(t) mnozstvi jedincti vzniklych v ¢asovém intervalu

od t do t 4+ 1 a D(t) mnozstvi jedincii uhynulych v tomto obdobi. Symboly jsou voleny tak,

7e x oznacuje veli¢inu, kterou chceme znat, B je zkratkou slova ,birth“ a D slova ,death“.
Uvedené slovné vyjadfené rovnici nyni muzeme dat tvar

z(t+1) = x(t) + B(t) — D(t). (1.1)

Abychom z této rovnice mohli spocitat velikost populace v jednotlivych ¢asovych okamzicich,
potiebujeme jesté specifikovat veli¢iny B(t) a D(t). Vzhledem k pfedpokladu, ze vSichni je-
dinci jsou stejni, muzeme ocekavat, ze kazdy z nich ,vyprodukuje* béhem c¢asového intervalu
jednotkové délky urcité stejné mnozstvi zivych potomku; oznacme toto mnozstvi b. Alterna-
tivné bychom mohli fici, ze b je stfedni hodnota poc¢tu potomk jedince za jednotkovy casovy
interval. Hodnota b tedy nemusi byt celé ¢islo. Celkové mnozstvi jedinct vzniklych v ¢asovém
intervalu od ¢ do t + 1 tedy bude

B(t) = bx(t). (1.2)

7 téhoz predpokladu také mizeme odvodit, ze kazdy jedinec mé v libovolném intervalu jed-
notkové délky stejnou pravdépodobnost, Ze uhyne; ozna¢me tuto pravdépodobnost d. Klasicky
spocitame pravdépodobnost, ze jedinec béhem jednotkového intervalu uhyne jako podil mnoz-
stvi uhynulych jedincti a mnozstvi vSech jedinct, tj. d = D(t)/z(t), neboli

D(t) = dx(t). (1.3)

Pii odvozeni vztahu (1.2) jsme vSak uvazovali, jako by se neménilo mnozstvi jedincti, kteti
zili v ¢asovém okamziku t a ,,produkovali“ potomky v pribéhu intervalu do okamziku ¢ + 1.
Mlcky jsme tak prijali dalsi zjednodusujici pfedpoklad: k rozeni dochazi , kratce po zacatku“
uvazovaného casového intervalu, k thyntim az po dokonceni procesu reprodukce. Moznost,
ze néjaky jedinec vznikne i zanikne v témze jednotkovém cCasovém intervalu, nema na vztahy
(1.2), (1.3) vliv. Takovi jedinci by totiz nemohli byt zahrnuti mezi Zivé potomky, kterych je
b, a tim padem by v odvozenych rovnostech viibec nefigurovali.

Vyjadieni (1.2) a (1.3) dosadime do rovnice (1.1). Dostaneme

x(t+1) =x(t) + bx(t) — dx(t),
nebo po trividlni apravé
z(t+1)=(14b—d)x(t). (1.4)

Parametr b v této rovnici nazyvame porodnost (birth rate); tento parametr je kladny, nebot
v nevyhynulé populaci musi novi jedinci vznikat. Parametr d nazyvame dmrtnost (death rate);
ponévadz vyjadiuje pravdépodobnost, nabyva hodnot mezi 0 a 1 — Gmrti je mozné, ale neni
nutné. Tedy

b>0, 0<d<l. (1.5)

Oznacime-li
r=1+b-d, (1.6)

miuzeme rovnici (1.4) zapsat v krat$im tvaru

x(t+1) = ra(t); (1.7)



parametr r nazveme koeficient ristu (rustovy koeficient, growth rate). Vyjadfuje relativni
prirtstek populace za jednotku ¢asu. Podle podminek (1.5) plati

r > 0. (1.8)

Rovnost (1.7) mizeme chépat jako rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost

{z(0),2(1),2(3),... }

s kvocientem r, dobfe zndmou ze stfedni skoly. Pokud tedy na pocatku, tj. v ¢ase t = 0, je
velikost populace rovna

2(0) = &o, (1.9)

kde &) je né€jaké kladné ¢islo, pak velikost populace v libovolném ¢asovém okamziku ¢ je rovna
z(t) = &r' (1.10)

Dostévame tak prvni zavér: velikost populace roste jako geometricka posloupnost (,,populace
roste geometrickou fadou®). Tento zévér — ovSem odpozorovany na rustu obyvatelstva seve-
roamerickych osad, nikoliv odvozeny uvedenym postupem — zpopularizoval Thomas Malthus
ve svém slavném Pojednéni o principech populace z roku 1798. Proto rovnici (1.7) s poc¢atecéni
podminkou (1.9) budeme nazyvat malthusovsky model ristu populace.

Zavér bychom ale méli formulovat opatrnéji: pokud se populace vyviji podle modelu (av
18. stoleti byval matematicky model povazovan za vyjadieni pfirodniho zdkona) daného rov-
nosti (1.7) a na po¢atku ma velikost rovnu &, pak jeji velikost v ¢asovém okamziku ¢ je dana
vyrazem na pravé strané rovnosti (1.10). Je-li pfitom r > 1, tj. porodnost je vétsi nez Gmrt-
nost, pak velikost populace roste nade vsechny meze, tlg& x(t) = oo; je-li r < 1, tj. tmrtnost

je vétsi nez porodnost, pak populace vymira, tlirn z(t) = 0. Pokud by r = 1, tj. porodnost
— 00

by se vyrovnala s tumrtnosti, velikost populace by se neménila, x(t) = & v kazdém ¢asovém
okamziku ¢.

Geometricky rust populace skute¢né muze byt pozorovan v pripadech, kdy populace je
mala a prostredi, ve kterém se vyviji, je prakticky neomezené; jako napt v dobé pocatecniho
osidleni Ameriky imigranty z Evropy a zapadni Afriky, nebo rust kolonie bakterii na zivném
substratu. Malthusovsky model (1.7) tedy za jistych podminek popisuje rust realné populace.
Ovsem zadna populace nemuze riust nade vsechny meze, prinejmensim proto, ze povrch Zemé
je konecny.

Nyni jsme tedy v situaci, Ze pro popis rustu (nebo presnéji pro popis vyvoje velikosti) po-
pulace mame matematicky model (1.4), ktery adekvatné popisuje skute¢nost za jistych, dosti
omezujicich predpokladi. Chtéli bychom vsak mit model, ktery zachovava ,,dobré vlastnosti“
modelu (1.4), tj. spravné popisuje jednak vymirani populace, v niz a imrtnost vétsi nez po-
rodnost, a také pocatecni faze rustu malé Zivotaschopné populace, ale nema jeho ,vlastnost
Spatnou”, tj. nepredpovidé nerealisticky neomezeny rist.

V omezeném prostiedi velka populace spotiebovava velké mnozstvi omezenych zdroji, na
jedince pripadne jejich mensi podil a proto se mu nebude dostévat energie k reprodukci. Je-li
tedy v prostfedi s omezenymi zdroji velkd populace, je jeji porodnost (pocet potomki na
jedince) mensi, nez by byla v pfipadé, ze by populace byla mala.
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Velké populace znecistuje prostiedi produkty svého metabolismu; zddny organismus ale
nemuze zit v prostiedi tvoreném odpady jeho ¢innosti nebo zivota. Je-li tedy populace v ome-
zeném prostiedi velka, na jedince pfipadne vétsi mnozstvi produkovanych odpadnich latek,
které byvaji toxické a proto se tmrtnost v populaci zvétsi.

Témito tvahami mtzeme dojit k zavéru, ze u velké populace je mala porodnost nebo velka
umrtnost. Tyto jevy se vzajemné zesiluji podle (1.6), rist populace ptsobi pokles riistového
koeficientu. Pfi ,vylepSovani* modelu (1.4) tedy konstantni koeficient ristu r nahradime
néjakym vyrazem zavislym na velikosti populace, néjakou funkci proménné z. Model ristu
populace tedy muze mit obecny tvar

z(t+1) = g(z(t))z(t). (1.11)

Pritom funkce g je definovana pro nezaporné hodnoty argumentu x a je klesajici. Chceme, aby
model (1.7) byl specidlnim pfipadem modelu (1.11) pro ,malé“ velikosti populace. Pfesnéji
tento pozadavek vyjadiime ve tvaru

g(0) =r>1. (1.12)

V tomto piipadé se r nazyva vnitini koeficient ristu (intrinsic growth rate). Vyjadiuje ma-
ximalni mozny relativni prirtstek velikosti populace za jednotku casu, tj. takovy prirtustek,
ktery by populace méla v prostfedi s neomezenymi zdroji.

Existujici populace ziji v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, jejich velikost se dlou-
hodobé neméni, prestoze jedinci se rodi a umiraji. Toto pozorovani vede k predpokladu, ze
pro kazdou populaci existuje néjaka ,rovnovazna velikost“. Pokud by populace byla vétsi,
spotfebovavala by vice zdroju nebo produkovala vice odpadu a jeji rustovy koeficient by byl
mensi nez 1. Naopak, kdyby populace byla mensi nez ,rovnovazna“, méla by nadbytek zdrojiu
na jedince a ,prebytecna® energie by se mohla vyuzit pro reprodukci. Rustovy koeficient ta-
kové populace by byl vétsi nez 1. Tyto uvahy nyni vyjadiime tak, ze pro klesajici funkci g
existuje konstanta K takova, ze g(K) = 1,

(3K > 0) g(K) = 1. (1.13)

Hodnota K vyjadiuje kapacitu (iZivnost) prostredi.

Funkce g vystupujici v modelu (1.11) je tedy klesajici a splituje podminky (1.12), (1.13).
Tuto funkci potiebujeme déle néjak specifikovat.

Nejjednodussi volbou je linearni funkce,

r—1

g(l’) =T = Txa

tato funkce je na obr. 1.1 zndzornéna modrou pfimkou. Model (1.11) tedy ziska tvar

2t +1) = 2(t) <r - 1:c(t)> . (1.14)

Tato rovnice se nazyva logistickd. Jako model riistu populace ji patrné poprvé pouzil John
Maynard Smith ve slavné knize Mathematical Ideas in Biology'.

Rovnici (1.14) 1ze opét chapat jako rekurentni formuli pro néjakou posloupnost. Pro obecny
¢len takové posloupnosti vsak neznédme vzorecek. Aspon ale muzeme vypocitat prvnich nékolik

!Cambridge Univ. Press, 1968



Obrazek 1.1: Riuzné moznosti volby funkce g na pravé strané obecného modelu (1.11) ristu
populace v prostfedi s omezenymi zdroji.

¢lenu této posloupnosti pro rizné hodnoty parametri. Tyto simulace provedeme pro hodnoty
K =1axz(0) =& = 0,01; to lze interpretovat jako rtist populace v neobsazeném prostiedi,
do néhoz invadovalo nékolik jedincti, rovnovéznou velikost populace pritom povazujeme za
jednotkovou. Vysledek simulaci je na obr. 1.2.

Vidime, Ze pro malé hodnoty koeficientu r, presnéji pro r < 2, populace roste. Pro malé
hodnoty ¢, rist pfipomind geometrickou posloupnost, poté se stane skoro linedarnim (pfi-
pomind aritmetickou posloupnost s kladnou diferenci), pak se zpomali az dosdhne hodnoty
kapacity prostfedi a rtist ustane. Jinak feceno, posloupnost zadané rekurentné rovnosti (1.14)
je rostouci omezenou posloupnosti, pro niz plati

tli>I?O z(t) = K. (1.15)

Pokud je hodnota ristového koeficientu r vétsi, presnéji pokud je 2 < r < 3, posloupnost
prekroc¢i hodnotu kapacity prostiedi, ale s tlumenymi oscilacemi se na této hodnoté postupné
ustéli. Stale tedy plati (1.15), ale posloupnost jiz neni monotonni.

Pri jesté vétsi hodnoté r se hodnoty posloupnosti neustali na kapacité prostiedi, ale kolisaji
kolem ni. Pro mensi r pravidelné, pro velka r jiz z obrazku zadnou pravidelnost vypozorovat
nemiizeme.

Z téchto pozorovani mtzeme uzaviit, ze model (1.14) muze popisovat jak populaci, jejiz
velikost je v dynamické rovnovaze se svym prostfedim (takové jsou napi. populace velkych
savcl, nazyvame je K-stratégové — ustdli se na hodnoté K), tak populaci, jejiz velikost kolisa
(to je typické napt. pro drobné hlodavce, nazyvame je r-stratégové — maji velkou hodnotu
r). Jeden model popisuje rizné ekologické jevy. To je jeho velkd prednost a proto je model
(1.14) dobrym adeptem na ,objeveny pfirodni zakon“.

Velka nevyhoda modelu (1.14) vSak spoéiva v tom, Ze pro velkou poc¢ateéni hodnotu &
jsou jeji dalsi hodnoty zdporné, konkrétné pro &y > Kr/(r — 1) je (1) < 0. Redlna populace
nemiize mit zdpornou velikost. Pritom velkd pocateéni hodnota mutize vyjadfovat napt. to, ze
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Obrézek 1.2: ReSeni logistické rovnice z(t + 1) = x(t)(r — (r — 1)z(t)) s pocateéni hodnotou
x(0) = 0,01 pro rtizné hodnoty parametru r.
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Obrézek 1.3: Reseni Bevertonovy-Holtovy rovnice z(t + 1) = z(t) 4

Satent
—1 T (T‘ — 1)x(t) S pocatecni

hodnotou x(0) = 0,01 pro rtzné hodnoty parametru r.
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se v dusledku néjaké ekologické disturbance skokem zmensila tzivnost prostiedi. Model (1.14)
tedy neni dostatecné obecny.

Naznac¢eny problém modelu (1.14) spo¢iva v tom, ze funkéni hodnoty funkce g jsou pro
velké hodnoty argumentu zaporné. Potfebujeme tedy klesajici funkci, kterd ma vlastnosti
(1.12), (1.13) a navic je pro vSechny hodnoty argumentu kladna. Takovou funkci muze byt
funkce lomena,

rK

T) = "7+
9(x) K+ (r—1az’
ktera je na obr. 1.1 znazornéna zelenou kiivkou. Pislusny model ma tvar

rK
K+ (r—1)z(t)

z(t+1) = z(t) (1.16)

Tento model zavedli Raymond Beverton a Sidney Holt?, nezavisle na nich a jinym zpiisobem
ho odvodila Evelyn Pielou®. Casto bjva nazyvan Bevertonova-Holtova logistickd rovnice nebo
logisticka rovnice Pielou.

Opét muzeme vypocitat nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu prostiedi K = 1,
s pocatecni hodnotou zg = & a s riznymi hodnotami koeficientu r, viz obr. 1.3. V tomto
pripadé vidime, Ze vysledna posloupnost vzdycky roste a dosdhne kapacity prostredi, tedy
pro libovolnou hodnotu r plati vztah (1.15). Model (1.16) je tedy vhodny pouze pro popis
populace K-stratégu.

Cenou za odstranéni nedostatku v modelu (1.14) jeho nahrazenim modelem (1.16) je ztrata
universality. Oba modely (1.14) i (1.16) maji néjaké ,dobré vlastnosti“, ale také ,nedostatky*.
Zkusime v modelu (1.11) pouzit funkci g, ktera je ,néco mezi“ funkei linedrni a lomenou.

Elementérni klesajici kladna funkce, kterd mé vlastnosti (1.12) a (1.13) a jejiz hodnoty
jsou mezi hodnotami funkce linearni a lomené, je funkce exponencialni

g(x) = Pl K — Ii/g: exp [(1 — %) lnr] ,

viz na obr. 1.1 ¢ervenou kiivku mezi modrou piimkou a zelenou krivkou. Prislusny model je
tvaru
x(t)

2(t+1) = z(t) exp [(1 - 7) lnr] (1.17)

a zavedl ho William Ricker?. Byv4 nazyvan Rickerova (logistickd) rovnice. Vypocitame-li
z ného nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu K = 1 a s poc¢ateéni hodnotou x(0) =
& = 0,01 pro rtizné hodnoty rustového koeficientu r, vidime na obr. 1.4, Ze model (1.17) je
universalni jako model (1.14) a nem4 jeho vadu.

Jesté si mizeme povsimnout skutecnosti, ze malthusovsky model (1.7) je meznim pfipadem
vSech logistickych modeli (1.14), (1.16) a (1.17) také pro K — oo. Malthusovsky model proto
lze povazovat za popis riistu populace v prostfedi s neomezenymi zdroji, tj. s nekonec¢nou
uzivnosti.

2R. J. H. Beverton and S. J. Holt, On the dynamic of exploited fish populations. Fisheries Investigations
Series 2(19). Ministry of Agriculture, Fisheries, and Food, London, UK, 1957

3E. C. Pielou, Mathematical Ecology. Wiley Interscience, 1977

W. E. Ricker, Stock and recruitment. J.Fish.Res. Board Can., 11:559-623, 1954
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Obrazek 1.4: Reseni Rickerovy rovnice z(t41) = z(t)r!=*®) s podateéni hodnotou z(0) = 0,01
pro rtzné hodnoty parametru r.

1.1 Posloupnosti
Pro celé ¢islo tg € Z oznacime
Zty ={to+n:neN}={to,to+1,t0 +2,...}

mnozinu vSech celych ¢isel vétsich nebo rovnych ¢islu tg. Pro sjednoceni symboliky budeme
nékdy mnozinu celych ¢isel oznacovat Z_ ..

Definice 1. Redlnd posloupnost je zobrazeni a z mnoziny celych ¢isel Z do mnoziny realnych
cisel R takové, ze jeho defini¢ni obor Doma je celd mnozina Z nebo néktera z mnozin Zy,.

Piivlastek ,redlnad“ budeme vétsinou vynechavat. Hodnotu posloupnosti a(t) budeme na-
zyvat clen posloupnosti nebo podrobnéji t-ty clen posloupnosti. Hodnotu nezavisle proménné
t budeme nékdy nazyvat index posloupnosti. Pokud ty > —oo a Doma = Zy,, fekneme, ze g
je pocatecni index posloupnosti.

Posloupnost a mtzeme také zapisovat pomoci jejich ¢lent jako {a(t)}{2,, nebo strucné
{a(t)}.

Mnozinu posloupnosti definovanych na Zi,, resp. na Z, oznacime symbolem P, resp.
P_so; mnozinu vsech posloupnosti oznacime symbolem P, tj.

P, ={a:Zyy - R}, Pxx={a:Z—-R}, P= U Py UP—_oo.
to€Z
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Tvrzeni 1. Bud 7 € Z U {—o0}. Mnozina posloupnosti P, je vektorovym prostorem nad
polem realnych c¢isel R. Sc¢itani posloupnosti je definovano vztahem

(a +b)(t) = a(t) + b(t) pro vSechny posloupnosti a,b € P a kazdé t € Z,,,
nulovym prvkem je posloupnost o € P, takova, ze Imo = {0}, tj.
o(t) =0 pro vSechna t € Dom o,
nasobeni skalarem je definovano vztahem
(ava)(t) = aa(t) pro vSechny posloupnosti a € P; a vSechna ¢isla o € R.

Véta 1. Necht 7 € ZU{—o0}, aj,ag,...,a, € Pr. Oznacme

al (t) ag(t) - an(t)
O() = Ctsag,a. ...a,) = aq(t :—|— 1) ag(t:—|— 1) an(t:—|— 1)
a(t+n—1) a(t+n—-1) ... ap(t+n-—1)

Pokud existuje t € Z, takovy index, ze C(t) # 0, pak jsou posloupnosti ay,as,...,ay
linedrné nezdvislé.
Jsou-li posloupnosti ay,as, . .., ay linedrné zavislé, pak C'(t) = 0 pro vSechny indexyt € Z,.

Drikaz: Necht pro konstanty aq, s, ..., a, plati
a1a1 + gag + - + Qply = 0
a necht t € Z, je takovy index, ze C(t) # 0. Z ptfedchozi rovnosti nyni plyne
aqaq (t) + agas(t) + -+ apan(t) =0
ajar(t+1) + oa(t+1) + - 4+ apay(t+1) =0
0‘1@1(754.'” - 1)+042a2(“.'n— D+ +oznan(t%.—n— 1) = 0

To je homogenni soustava n linearnich rovnic pro n nezndmych o, as,...a, a C(t) je jeji
determinant. Odtud plyne, ze tato soustava ma jen trivialni feSeni, tj.

ap =g =--=qa, =0.

To ovSsem znamenad, ze posloupnosti ai,aq,...,a, jsou linedrné nezavislé a prvni tvrzeni je
dokazano.
Druhé tvrzeni je bezprostiednim disledkem prvniho. O

Pozndmka 1. Determinant C'(t; aq, ag, . .., a,) zavedeny v predchozi vété se nazyva Casoratidan
posloupnosti ay,as, . .., an v indexu ty. Tvrzeni 1 Ize tedy preformulovat: Jsou-li posloupnosti
ai,ag,...,a, € Pr linedrné zavislé, pak jejich Casoratian je nulovy v kazdém indexu ze
spole¢ného defini¢niho oboru téchto posloupnosti.

Definice 2. Posloupnost a € P se nazyva
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ohranicend zdola, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni mensi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) > h;

ohranicend shora, pokud existuje n¢jaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni vétsi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) < h;

ohranicend, pokud je ohrani¢end zdola i shora, tj. (3h € R)(Vt € Doma) |a(t)| < h.
Definice 3. Posloupnost a € P se nazyva

rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t+ 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

ryze rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma) a(t) < a(t + 1);

klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) > a(t + 1);

ryze klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt € Doma) a(t) > a(t + 1);

monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici;
ryze monotonni, pokud je ryze rostouci nebo ryze klesajici;

staciondrni, pokud je soucasné rostouci a klesajici.

Terminologickd pozndmka. Uvedena terminologie monotonnich posloupnosti je méné obvykla
— posloupnost splnujici podminku

(th S Zto)(vtg S Zto) t1 < tg = a(tl) < a(tg)
je Castéji nazyvana ,neklesajici“ a posloupnost spliujici podminku
(th € Zto)(\v/tz S Zto) t1 < tg = a(tl) < a(tg)

yrostouci“, podobné pro posloupnosti klesajici. V této tradi¢néjsi terminologii vSak posloup-
nost, kterd neni ,klesajici“ jesté nemusi byt ,neklesajici“ (napi. posloupnost dana rovnosti
a(t) = sint).

V terminologii zavedené v Definici 2 je ryze rostouci posloupnost také posloupnosti ros-
touci; pojem oznacujici zvlastni pripad néjakého obecnéjsiho pojmu se od tohoto obecnéjsiho
pojmu lisi pfivlastkem (v pojeti aristotelské logiky nebo biologické klasifikace 1ze slovo ,ros-
touci® povazovat za rodové jméno, slovo ,ryze“ za druhové jméno).”

Poznamka 2. 7 tranzitivity relaci <, <, >, > plyne, zZe posloupnost a € P je
— rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)ty < ta = a(t1) < a(ta);

— ryze rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)t; < to = a(t1) < a(t2);

5Analogické terminologie byla navrzena v knize L. KoSMAK. Zdklady matematickej analyzy. Bratislava-
Praha, Alfa-SNTL, 1984, str. 16. Misto slova ,ryze“ je tam pouzivano slovo ,ostro“.
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— klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,to € Doma)t; < to = a(t1) > a(t2);
— ryze klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)t; < toa = a(t1) > a(tz).

Pozndmka 3. Obor hodnot stacionarni posloupnosti je jednoprvkovy, tj. existuje a € R takové,
ze Ima = {a} a (Vt € Doma) a(t) = a.

Je-li a € P stacionarni posloupnost a Ima = {a}, budeme psit a = «. S pouzitim této
symboliky miuiZeme nulovou posloupnost zapsat jako o = 0.

Pozndmka 4. VSechny pojmy zavedené v Definici 3 lze relativizovat na interval nezavisle
proménné. Napf. posloupnost a € P se nazyva klesajici na intervalu [n, m], jestlize pro kazdy
index posloupnosti ¢ takovy, ze {t,t + 1} C [n,m] N Doma plati a(t) > a(t + 1), tj

(Vt € Doma) {t,t +1} C [n,m]NDoma = a(t) < a(t+1).
Definice 4. Bud a € P a t € Dom a. Rekneme, Ze index ¢ je
uzel posloupnosti a, pokud a(t) = 0 nebo a(t)a(t + 1) < 0;
argument lokdlniho maxima, pokud a(t) > a(t+1) at—1 € Doma = a(t) > a(t — 1);

argument lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1)at—1¢€ Doma = a(t) < a(t —

t) > a(t—1);

argument ostrého lokdlniho mazima, pokud a(t) > a(t+1)at—1 € Doma = af(
argument ostrého lokdlntho minima, pokud a(t) < a(t+1) at—1 € Doma = a(t) < a(t—1);

argument lokdlniho extrému, pokud je argumentem lokalniho maxima nebo minima;

argument ostrého lokdlniho extrému, pokud je argumentem ostrého lokalnitho maxima nebo
minima.

Je-li t argumentem lokalniho extrému, fekneme Ze hodnota a(t) je lokalnim extrémem posloup-
nosti a. Analogickou terminologii pouzivame pro ostré lokalni extrémy, maxima a minima.

Definice 5. Limita posloupnosti lim je zobrazeni z mnoziny posloupnosti P do rozsirené
mnoziny redlnych ¢isel R* = R U {—o00,00}. Obraz posloupnosti a pfi zobrazeni lim znac¢ime
tlg& a(t). Rekneme, Ze limita posloupnosti a je rovna hodnoté a € R*, pokud ke kazdému
okoll « existuje takovy index posloupnosti 7, Ze vsechny ¢leny posloupnosti a s indexy alespon
T jsou v tomto okoli, tj.

lima = lim a(t) = « pokud (VO(«)) (37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) € O(w).
t—00
Limita se nazyva vlastni, pokud a € R, tj.

lima = lim a(t) = o € R pokud (Ve > 0)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = |a(t) — a] < €.

t—o00

Limita se nazyva nevlastni, pokud «a € {—00, 00}, tj.

lima = lim a(t) = co pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) > h,

t—o00

lima = lim a(t) = —oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) < h.

t—o00

Posloupnost a € P se nazyva konvergentni, pokud existuje « € R, « = lim a(t). Posloupnost
t—o00

a € P se nazyva divergentni, pokud lim a(t) = oo nebo lim a(t) = —oc.
t—ro0 t—»00
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Terminologickd pozndmka. Nevlastni limita posloupnosti obvykle v ucebnich textech o po-
sloupnostech nebyva povazovana za limitu; ,nevlastni limita neni limita analogicky jako ne-
vlastni matka neni matka“. Terminologie zavedena v Definici 5 je vSak stejné jako terminologie
pouzivand v textech o funkcich.

Véta 2. Monotonni posloupnost ma limitu. Podrobnéji:

e je-li a rostouci neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = oo;
—00
e je-li rostouct posloupnost a ohranicend shora, pak tlim a(t) =sup{a(t) : t € Doma};
— 00

o je-li klesagici posloupnost a ohranicend zdola, pak tlim a(t) =inf {a(t) : t € Doma};
—00

e je-li a klesajici neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = —oo.
—00
Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.5., str. 127. ]

Dusledek: Necht k € Py je ryze rostouci posloupnost takova, ze Im k C Z. Pak tlgglo k(t) = oc.
Diikaz: Ponévadz k je ryze rostouci a k(t) € Z pro kazdé t € N, je
k(t+1) > k(t)+1 prokazdét e N.
Necht h € R je libovolné ¢islo. K nému existuje ¢ € N, ze ¢t > h — k(0). Pro tento index ¢ plati
E(t) > k(t—1)4+1>k(t—2)+2>--->Ek(0)+t>k(0)+h—Kk(0) = h.
To znamena, ze posloupnost k& neni ohranicena shora a dokazované tvrzeni plyne z Véty 2.0J

Tvrzeni 2. Necht 7 € Z U {—o00}. Ozna¢me Py mnozinu konvergentnich posloupnosti z vek-
torového prostoru P, tj.

P = {a €Pr: (Ja G]R)oz:tlim a(t)}.

—00

Pak P? je vektorovy podprostor prostoru P, a zobrazeni lim : P? — R je linearni.

Dikaz: lim(ca + b)) = tlim (aa + BO)(t) = oztlim a(t) + ﬁtlim b(t) = alima + flimb e R
—00 — 00 — 00
O

Definice 6. Necht a € P, je libovolna posloupnost a k € Py je ryze rostouci posloupnost
celych ¢isel takova, ze k(0) > 7, tj. Imk C Doma. Pak slozené zobrazeni a o k se nazyva
posloupnost vybrand z posloupnosti a.

Vzhledem k dusledku Véty 2 je slozené zobrazeni a o k z piedchozi definice skutecné
posloupnost, ¢-ty ¢len vybrané posloupnosti je a(k(t)).

Tvrzeni 3. Necht a € P je konvergentni nebo divergentni posloupnost. Pak a € R* je jeji

limitou, tj. lima = lgn a(s) = a, pravé tehdy, kdyz « je limitou kazdé posloupnosti vybrané
S o

z posloupnosti a;

lima = lim a(s) =a <
S§—00

((Vk € Po) Imk C Dom a,tlim k(t) = 0o = limaok = lim a(k(t)) = a) .
—00

t—o00
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Dikaz: ,=“: Bud O(«a) libovolné okoli limity « a a o k libovolna posloupnost vybrané z po-
sloupnosti a. K okoli O(«) existuje s; € Z takové, ze pro vSechna s € Doma, s > s1 je
a(s) € O(a). Mnozina {t € N : k(t) > s1} je podmnozinou dobfe uspofadané mnozZiny pfiro-
zenych ¢isel, a tato mnozina je neprazdné, nebot tlg& k(t) = oo. Existuje tedy

ti =min{t e N: k(t) > s1}.
Pro libovolné ¢ > t1 je k(t) > k(t1) > s1, a tedy
aok(t) = a(k(t)) € O(a).

»<=“: Necht sy € Dom a. Definujme k € Py vztahem k(t) = so+t. Pak aok je posloupnost
vybrana z posloupnosti a. Je tedy

Jim a(s) = fim aleo +8) = Jim a(k(t) = -

O

Definice 7. Rekneme, 7e oo € R* je hromadny bod posloupnosti a, pokud ke kazdému okoli
a a kazdému celému ¢islu 7 existuje takovy index ¢ posloupnosti a, ktery neni mensi nez 7 a
¢len a(t) posloupnosti lezi v tomto okoli, tj.

a € R* je hromadny bod posloupnosti a pokud
(VO(«)) (VT € Z) (3t € Doma) t > 7,a(t) € O(a).

Tvrzeni 4. Hodnota o € R* je hromadnym bodem posloupnosti a préavé tehdy, kdyz existuje
posloupnost a o k vybrand z posloupnosti a takova, ze lima o k = a, tj. tlim a(k(t)) = a.
— 00

Diikaz: ,=“: Necht @ € R* je hromadnym bodem posloupnosti a. Zkonstruujeme ryze rostouci
posloupnost k& € Py takovou, ze Doma C Z a lima o k = a.

Bud O(«) libovolné okoli bodu « a s9 € Dom a libovolny prvek.

Polozime k(0) = so. K s¢ existuje s; € Doma, Ze s1 > sp a a(s1) € O(a).

Polozime k(1) = s;. K s1 existuje sy € Doma, 7Ze s > s1 + 1 a a(s2) € O(«).

Polozime k(2) = s9 atd.

Vysledkem této induktivni konstrukee je ryze rostouci posloupnost k € Py; pritom k(t) =
st a 8¢ € O(a) pro kazdy index ¢t > 0 a tedy a o k(t) = a(st) € O(«). Pro vSechny indexy
t>0jeaock(t) € O(a), coz znamend, ze lima o k = .

»<“: Necht existuje vybrana posloupnost a o k takova, ze limaok = a € R*. Necht O(«)
je libovolné okoli o a 7 € Z je libovolné ¢islo. Podle Definice 5 existuje ¢islo 71 € Z takové, ze
pro kazdé t > 71 je ao k(t) € O(a). Vezmeme t; € Dom k takové, ze t; > 71, k(t1) € Doma
a k(t1) > 7; takové ¢islo 1 existuje, nebot posloupnost k je rostouci a lim k& = oo. Polozime
s1 = k(t1). Pak s1 > 7 a a(s1) = a(k(t1)) = aok(t;) € O(a), tedy o je hromadnym bodem
posloupnosti a. O

Tvrzeni 5. Necht existuje limita posloupnosti a. Pak lim a je hromadnym bodem posloup-
nosti a.

Diikaz plyne bezprostifedné z Tvrzeni 3 a 4. U

Priklady. Uvazujme posloupnosti z mnoziny Py.
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a) a(t) = (—%)t, obr. 1.5 a).
Jediny hromadny bod je 0.

b) b(t) = (—1), obr. 1.5 b).
Hromadné body jsou 1 a —1.

) elt) = (1) + (=)' = (-1

c= {2,—%, %,—%—?, %,—%, . }, obr. 1.5 ¢). Hromadné body jsou 1 a —1.

d) Definujme posloupnost m € Py predpisem m(t) = [ (/T +8t —1)], kde [2] oznacuje
celou ¢ast z redlného cisla x.
Polozme d(t) =t — % (m(t) + 1)m(t).
d=1{0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0,1,... }, obr. 1.5 d).
Kazdé prirozené cislo se v této posloupnosti vyskytuje nekoneéné mnohokrat, je tedy
jejim hromadnym bodem. Vybrana posloupnost
{0,1,2,3,4,... } = {a(0),a(2),a(5),a(9),a(14), ... ,a(3t(t + 3)),... }

diverguje do oo, je tedy také oo hromadnym bodem posloupnosti d.

e) Uvazujme posloupnosti m a d zavedené v predchozim piikladu a polozme

1, t=0,
e(t) =

d(t)

@y L2 1,

e(t)={1,0,1,0,%,1,0,4,2,1,0,%,2,2,1,0,1,2,2 2 1,0,... }, obr. 1.5 ¢).
Kazdé raciondlni ¢islo z intervalu [0, 1] se mezi ¢leny této posloupnosti vyskytuje neko-
neéné mnohokrat. V kazdém okoli libovolného realného ¢isla z intervalu [0, 1] existuje
néjaké racionalni ¢islo ¢ € [0,1]. To znamend, ze kazdé realné ¢islo z intervalu [0, 1] je
hromadnym bodem posloupnosti e, mnozina vsech hromadnych boda vyplni kompaktni
interval [0, 1].

Priklady ukazuji, Ze posloupnost mtze mit jeden hromadny bod (a), kone¢né mnoho hro-
madnych bodu (b, c), spocetné (d) nebo nespoéetné (e) mnoho hromadnych bod; hromadny
body mohou byt koneéné (a, b, ¢, e) nebo nekoneéné (d); koneény hromadny bod mize byt
¢lenem posloupnosti (b, d, e) ale nemusi (a, c, e). [ |

Tvrzeni 6. Mnozina hromadnych bodi libovolné posloupnosti a € P méa nejmensi a nejveétsi
prvek.

Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.7., str. 131. U

Definice 8. Nejmensi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes inferior a oznacuje
litm inf a(t); nejvétsi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes superior a oznacuje
— 00

lim sup a(t).

t—o00

7 definice bezprostfedné plyne

litm inf a(t) < limsup a(t).

—00 t—00
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Obrazek 1.5: Piiklady posloupnosti s rtiznymi mnozinami hromadnjch bodi.

Posloupnost a € P je ohranicena zdola pravé tehdy, kdyz

—o0 < liminf a(t);
t—o0

je ohranicend shora pravé tehdy, kdyz

limsup a(t) < oo;

t—o00

je konvergentni praveé tehdy kdyz

—oo < liminf a(t) = limsup a(t) < oo;
t—o0 t—o0

nemd (vlastni ani nevlastni) limitu pravé tehdy, kdyz

liminf a(t) < limsup a(t).

t—0o0 t—o00

Definice 9. Necht a € P, m € Doma, n € Z takové, ze n + 1 € Doma. Soucet clent
posloupnosti a od m do n definujeme vztahem

n a(m)+a(m+1)+---+a(n), n>m,
Za(t): 0, n=m-—1,
t=m —(a(n+1)+an+2)+ - +alm—1)), n<m-—1

Soucin c¢lent posloupnosti a od m do n definujeme pro n > m — 1 vztahem

1, n=m—1;

ﬁ alt) {a(m)a(m +1)---a(n), n>m,

pokud n <m+1aa(t)#0prot € [n+1,m—1]NZ, klademe

n

1
Ha(t)— a(n+Da(n+2)---a(m—1)

t=m
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Tvrzeni 7. Necht a € P. Pak plati

n—1 m—1

M
|
4
X
i

=m t=n t=m t=1+1 t=m
n—m
. tg() a(n —t) n>m, nel _—
alt) =9 | > alr) = (n—ta(t)
t=m Z ( _ t) n<m-—1 t=m 1T=m t=m

t=m-—n
pro vsechna m,n, [ takova, Ze uvedené soucty jsou definovany.
Pokud navic a(t) # 0 pro ¢t € Dom a, pak

n—1 m—1 -1 [ n n
Ham:(Ha(t)) Lo T o) = a0

t=n

n i_?a(n B t)’ n = m, n—1 t n—1
IT et = ‘0 IT I e = ] (n = t)a(t)
t=m 71—[ a(m _ t), n S m — 17 t=m 1T=m t=m

pro vSechna m,n, [ takova, Ze uvedené souciny jsou definovany.

Diikaz: Necht m < n. Pak také m —1 <n —1 a tedy

>_|

m—

n—1
Za (m)+a(m+1)+---+a(n—1)) Za
t=m

t=n

coz je ekvivalentni s prvni rovnosti. Jeji platnost budeme v dalsich ¢astech dikazu vyuzivat.
Platnost druhé rovnosti ovéfime pro m < n. Je-li m <[ < n, pak

l n n
D at)+ Y alt) = (a(m)+a(m+1)+---+a)) + (a(l+1)+a(l+2)+---+a(n)) = Y _ a(t);
t=m t=I+1 t=m

l n n
jelim<n=Ipak > a(t)+ > a(t)= > a(t)+0;
t=m t=1+1 t=m
l

)
—

o~
SN—

l n l
jeellim <n <, pak > a(t)+ > a(t) — > alt)
t=m t=I+1 t=m t=n-+1 t

I
I|
1=
Q
S

l n m—1 n n n
jeelil+1=m<n,pak > a(t)+ > a(t)= > alt)+ > alt) =0+ > a(t) = > a(t);
t=m t=Il+1 t=m t=m t=m t=m
l n m—1 n n
jeelil+1<m<n,pak Y a(t)+ > a(t)=— > a(t)+ > a(t)= > a(t).
t=m t=Il+1 t=I1+1 t=Il+1 t=m

V pripadech m > n a m = n ukazeme platnost druhé rovnosti analogicky.
P1i ovérovani tfeti rovnosti rozlisime ctyti pripady:

je—lianpaktzn: a(t) =a(m) +a(m+1)+---+a(n—1)+a(n) =
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n—m

=a(n—0)+an—1)+---+aln—(n—m)) = t;) a(n —t);
je—lin:m—lpakzn:z:a()zOztéa(n—t),
jeli n = m — 2 pak ’:Lz;a(t) _ —tm%:_lla(t) — a(m—1) = —til a(m —t) :tzoj a(m —t);
jeli n < m — 2 pak é a(t) = —t:n_;a(t) - —mé_Qa(m 1=

Ctvrtou rovnost dokézeme tiplnou indukei:

m—1 t m—1
pro n = m plati t:zm <sza(7')> =0= t;ﬂ(m —t)a(t);

n t

o)+ Y Y alr) =

t=m 1T=m T=m t=m 1T=m

n t
indukéni krok ,vpred“: > > a(r) =

_ tf;na(t) + jgi(n ~ta(t) = a(n) + :z;(n 4 Da(t) =
— (n+1—n)a(n)+ :z;(n +1—talt) = tf;n(n +1—t)a(t);
indukéni krok ,vzad¢: g :im a(r) = EL :im a(r) + g :im a(r) =
_ g (n — t)a(t) — t:ﬂf 1 Tfma ) = g (n — t)a(t) — "j; a(r) =
_ :;(n —t—1)a(t) = :;i(n — = 1)a(t).
Rovnosti pro soudin ovéfime stejns. 0

1.2 Operatory na prostoru posloupnosti

1.2.1 Operator posunu

Definice 10. Operdtor posunu (shift operator) -° : P — P ptitadi posloupnosti a posloupnost
a? definovanou vztahem
a’(t) =a(t+1).

Obrazem posloupnosti a € Py, pii zobrazeni -? je tedy posloupnost a® € Py, 11, obrazem
posloupnosti a € P_., je posloupnost a? € P_..

o

Véta 3. Operdtor posunu - je bijekce. ZuzZeni -° na mnoZinu Pr, kde 7 € Z U {—o0} je
linedrnz.
Diikaz: Necht b € P je libovolna posloupnost. Definujme posloupnost a € P tak, ze pro kazdé
t € Dom b polozime a(t) = b(t —1). Pak je a”(t) = a(t+1) =b(t+1—1) = b(t), tedy b = a°.
Zobrazeni -7 je tedy surjektivni.

Necht posloupnosti a,b € P jsou rizné. Pokud Dom a = Dom b, existuje néjaka hodnota
t1 € Doma takova, ze a(t1) # b(t1); odtud plyne, Ze a?(t; — 1) = a(ty) # b(t1) = b7 (t1 — 1),
tedy a’ # b?. Pokud Dom a # Dom b, pak podle Definice 10 je také Dom a” # Dom b” a opét
a’ # b°. Zobrazeni -7 je tedy injektivni (prosté).
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Pro vsechny posloupnosti a,b € P takové, ze Doma = Dom b, pro vSechna realna cisla
a,  a kazdé celé ¢islo t € Dom a plati

(a + Bb)7(t) = (a4 Bb)(t + 1) = cwa(t + 1) + Bb(t + 1) = @a® (t) + BV (¢),

takZe zobrazeni -7 je linearni. O

1.2.2 Diference

Definice 11. Operdtor (pruni) diference (vpred) A : P — P ptifadi posloupnosti a € P
posloupnost Aa € P definovanou vztahem

Aa(t) =a(t+1) —a(t).
Je-li a € Pr, pak také Aa € P; pro libovolné 7 € Z U {—oc}.
7 definice operatoru diference a posunu plyne, Ze
Aa = a’ —a, a’ = a+ Aa, (1.18)

nebo struc¢néji A = -2 —idp, -7 = A +idp.
Operatory posunu a diference komutuji na prostoru posloupnosti, tj. pro kazdou posloup-
nost a € P plati
(Aa)’ = A(a%).

Pro libovolny index ¢ € Dom a totiz plati
(Aa)?(t) = (Aa)(t+1)=a(t+2)—a(t+1)=a’(t+1) —a’(t) = A(a”) (2).

Véta 4. Operdtor diference A je surjektivni zobrazent, které neni prosté. ZizZeni A na mno-
Zinu Pr, kde 7 € ZU{—00}, je linedrni a jeho jadrem je mnoZina staciondrnich posloupnosti.

Diikaz: Bud a € P libovolné posloupnost, tg € Dom a. Pro kazdé ¢ € Dom a polozime

t—1

Pak podle Tvrzeni 7 plati

i=tg i=tg

coz znamend, ze posloupnost a je obrazem posloupnosti s pfi zobrazeni A.
Necht ¢ € R, ¢ # 0, a € P je libovolné posloupnost. Pro kazdé ¢ € Doma polozme
b(t) = a(t) + c. Pak b € P a b # a. AvSak pro libovolné ¢t € Dom a = Dom b plati

Ab{t) = bt + 1) = b{t) = (alt +1) +¢) = (alt) + ¢) = a(t + 1) — a(t) = Aa(?),

tedy Aa = Ab.
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Necht a,b € P, a, 5 € R. Pak
Aaa + Bb)(t) = (ca + Bb)(t + 1) — (aa + Bb)(t) =
= a(a(t+1) —a(t)) + B(b(t + 1) — b(t)) = ala(t) + BAb(t).

Necht a € P;, a = a. Pak Aa(t) =a —a =0, tedy a € ker A|p_.
Necht b € ker Alp, , tedy Ab = 0. Pak pro kazdé ¢t € Dom b plati 0 = Ab(t) = b(t+1)—b(t),
tedy pro vSechna t € Domb je b(t) = b(t + 1), takze posloupnost b je stacionarni. O

Poznamka 5. 7 dtikazu prvni ¢asti Véty 4 plyne

t—1
A ali) = a(t) (1.19)

i=to

pro libovolnou posloupnost a € P a indexy t,ty € Doma.
Druhou ¢ast véty 4 lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se stejnym defini¢nim
oborem a pro kazdé realné cislo a plati

A(aa) = ala, A(a+0b) = Aa+ Ab, (1.20)
Aa = o pravé tehdy, kdyz posloupnost a je stacionérni.
Z rovnosti (1.20) bezprostiedné plyne
A(a —b) = Aa — Ab.
Mame tedy formule pro diferenci souctu a rozdilu posloupnosti.

Véta 5 (Diference sou¢inu a podilu posloupnosti). Bud' 7 € ZU{—oc0} a a,b € P;. Pak plati

b bO' o

Aab = bAa + a® Ab = ¥ Aa + alb = +2 Aa+ “*2“ Ab. (1.21)
Pokud b(t) # 0 pro kazdy index t € Domb, pak plati
1 Ab

A-=—— 1.22

b bbo’ ( )

a a’b—ab” bAa—aAb b"Aa—a’Ab (b+b7)Aa— (a+a%)Ab
A_ = fry g = . 1.2
b bbe bb bbe 20b° (1.23)

Dikaz: Prvni rovnost v (1.21) plyne z vypoctu

(Aab)(t) = a(t +1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
= a(t+1)b(t + 1) — a(t + 1)b(t) + a(t + 1)b(t) — a(t)b(t) =
= a(t+1)(b(t + 1) — b(t)) + b(t) (alt + 1) — a(t)),

druhd z vypoctu

(Aab)(t) = alt + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
—a(t+ Dbt + 1) — a(O)b(t + 1) + a(t)b(t + 1) — a(t)b(t)
t

= (a(t+1) —a(t))b(t+1) + a(t)(b(t + 1) — b(t))
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a treti je dtsledkem prvnich dvou.
Necht vSechny ¢leny posloupnosti b jsou nenulové. Pak

a Ca(t+1)  a(t)  a(t+1)b(t) —a(t)b(t +1)
<AE> ()= b(t+1)  b(t) b(t + 1)b(t) ’

coz je prvni rovnost (1.23). Z ni plyne rovnost (1.22); z té a z rovnosti (1.21) plynou zbyvajici
rovnosti (1.23). O

Pozndmka 6. Pro zjednoduseni zapisu muzeme zavést (nestandardni) operator primérovani
TP — P vztahem

a"(t) = 3 (a+a%) (t) = 3(a(t) + alt + 1)).

Pii tomto oznaceni muZzeme zapsat formule pro diferenci souéinu a rozdilu posloupnosti ve
tvaru

Aab = (Aa) b +aw (Ab), A% _ (Aa)b b;ga (Ab)

1.2.3 Sumace

Definice 12. Bud 7 € ZU {—o0} a tg € Z, ty > 7 libovolny index. Operdtor sumace od t
Zto : P, — P, pritadi posloupnosti a € P, posloupnost Zto a definovanou vztahem

> a(t) = Z ali).

to

Véta 6. Bud't € ZU{—o00} aty € Z, tg > 7 libovolny index. Operdtor sumace ), : Pr — P
je linearnt prosté zobrazensi, které nent surjektivni.

Drikaz: Budte a,b € P; libovolné posloupnosti a a, 8 € R libovolna ¢isla. Pak

Zto(aamb)(t):i( a(i) + Bb(i) —az +BZb —aztoa(t)—l—ﬁztob(t)

pro libovolny index ¢ € Dom a. To znamena, ze zobrazeni Zto je linearni.
Pripustme, Ze zobrazeni Zto neni prosté, tj. existuji rizné posloupnosti a, b € P, takové, ze
a(t) = b(t) pro vSechna t € Z,. Ponévadz a # b, existuje index t; € Doma = Dom b
to to ]
takovy, ze a(t1) # b(t1). To znamena, ze

t1 t1—1
ozzt a(ti+1) Z b(t1+1) = Z a(i)— Y b(i) =Y a(i)+a(tr) Zb
i=tg i=tg i=to i=to

= Z tl “+a tl Z b tl — b(tl) = a(tl) — b(tl) 75 0,

COZ je spor.
to—1
Pro libovolnou posloupnost a € P; plati »_, a(to) = »_ a(i) = 0, takZe posloupnost
i=tg
b € Pr takovd, ze b(tg) # 0 neni obrazem zadné posloupnosti a € P- pfi zobrazeni ), . [
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Bud 7 € ZU{—o0} a ty € Z, ty > 7 libovolny index. Pak plati

i Aa(i) = i: (a(i+1) —a(i)) = Z a(i) — i: a(i) = a(t) — a(ty),
i=to i=to i=to+1 i=to

strucneé

t—1
> Aali) = a(t) — alto), (1.24)

i=to

Rovnosti (1.19) a (1.24) mizeme bezprostfedné pfepsat na tvar

A Zto a(t) = a(t), Aa(t) = [a]},. (1.25)

to

Abychom jesté zestru¢nili zapis, zavedeme operétor |4, : Pr — P, predpisem

alty (t) = a(t) — a(to)-

Operator |4, lze interpretovat jako odecéteni tp-tého ¢lenu posloupnosti. Pokud posloupnost
a € P; je takova, ze a(tyg) # 0, pak

alt (to) = a(to) — a(to) = 0 # a(to) = idp, a(to),

coz znamena, ze idp_ # |;,. Porovnanim rovnosti (1.19) a (1.24) nyni vidime, ze

Azto =idp, # |1, = Zto A.

To zejména znamend, ze operatory diference a sumace nejsou vzajemné inversni na mnoziné

P-.

Pozndmka 7 (antidiference). Na mnoziné posloupnosti P, definujme relaci =a vztahem
a =a b pravé tehdy, kdyz Aa = Ab.

Bezprostiredné vidime, Ze tato relace je ekvivalenci na mnoziné P,. MuZeme tedy uvazovat
faktorovou mnozinu P, /=, . Zobrazeni ¥ : P — P /=, definované vztahem

Ya={zeP;: Ax:a}:{zt a:tOEDoma}
0

nazveme antidiference posloupnosti a. Obvykle (ale méné presné) za antidiferenci povazujeme
néjaky prvek z této tiidy rozkladu.
Antidiference ¥ je bijekci mnoziny P, na mnozinu P;/=,.

Operéatory posunu a sumace od ty na prostoru posloupnosti obecné nekomutuji, tj. existuje

posloupnost a € P takova, ze
g ag
(Zto a) 7& Zto a-

Jedné se napi. o geometrickou posloupnost a(t) = k' s kvocientem k # 1; pro ni totiz plati

t—1 1 t

<Zla)o(t) = Z/{i = /@11__7;, <Zla‘7) (t) = Z/@Hl = I{211—_/€; = /il;__'z

i=1 i=1
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Operatory >, a -7 vSak komutuji na podprostoru {a € P: a(tg) = 0}. Pro kazdy index

t € Dom a totiz plati
¢

(Zto “)J (=D, alt+1)=>al),

t—1 t—1 t
D a7 => a7 =) ali+1)= > a(i).
i=to i=to i=to+1

Tvrzeni o linearité operatoru sumace lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se
stejnym definiénim oborem a pro kazdé realné ¢islo « plati

Zto aa =« Zto a, Zto (a+0b) = Zto a+ Zto b.

7 téchto rovnosti bezprostfedné plyne

Z (a —b) Z a—

Méame tedy formule pro sumaci souctu a rozdilu posloupnosti. Jisté vyjadfeni sumace souéinu
posloupnosti vyjadiuje nasledujici véta.

Véta 7 (Sumace ,per partes“). Bud 7 € ZU{—0}, a,b € P; atg € Doma. Pak plati
Zto alAb = ably, — Zto b Aa, (1.26)
Zto a’ Ab = ably, — Zto bAa. (1.27)

Dikaz: Podle (1.24) plati

a podle druhé z rovnosti (1.21) a Véty 6 plati

i A(ab)(i) = i (b(i + 1)Aa(i) + a(i)Ab(i)) = i b(i + 1)Aa(i) + i a(i)Ab(7)

Odtud jiz plyne rovnost (1.26). Rovnost (1.27) odvodime analogicky s vyuzitim prvni z rov-
nosti (1.21). O

1.2.4 Diference a posun vyssiho radu

Operatory -2, A a Zto jakozto zobrazeni z mnoziny P do sebe miizeme skladat. Slozeny
operator A2 = A o A, tj. operétor, ktery posloupnosti a pfifadi posloupnost definovanou
vztahem

A?%a(t) = A(Aa(t)) = Aa(t +1) — Aa(t) = (a(t +2) —a(t + 1)) — (a(t + 1) —a(t)) =
=a(t+2)—2a(t+ 1)+ a(t)
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nazyvame druhd diference (vped). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe A" = Ao A" ! a
tento operator nazyvame n-td diference (vpred). Pro n = 0 miizeme psat Aa(t) = a(t), tj.
A% = idp.

Slozeny operator SR prifadi posloupnosti a posloupnost definovanou vztahem
a” (t) = a(t 4 2). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe -°" = 90 7" tedy a”" () = a(t +n),
aa (t)=a(t+0)=a(t), tj. - =idp.

Tvrzeni 8. Bud a € P libovolné posloupnost, n € N. Pak

n n

A"a(t) =Y (~1)! (ZL) a(t+n—i)=Y (-1) (ZL) a" "' (b),

=0 i=0

Drikaz: Uplnou indukei.

Ala(t) = Aa(t) = a(t+1) —a(t) = (

|
[—
N~—
=]
N\
O =
~_
)
—
~
+
[u—
|
(e)
~—
+
T
[—
N~—
~
Y
—_ =
~_
S
—
~
+
[a—
|
[—
\‘_/

Indukéni krok pro prvni formuli:

Indukéni krok pro druhou formuli:
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alt+n)=Aat+n—1)+alt+n—1)= Ail(” > t)+§<“f1>wa(t):
n—1 _ n " —
:A;< Z.1> +;< ) a(t) + a(t) =
n—1 B . n—2 " — .
:A%( Z,1>Aa +ZO< )A“ () + alt) =

~a (xS (771 <g+1)>N ORXCE

= A"a(t) +:LZ:§ (Z J’: 1> A a(t) + a(t) Z ( > ) + a(t).
O

Pozndmka 8. Tvrzeni Véty 8 mizeme zapsat v operatorovém tvaru
= n i " /n
A" — (.7 _j n _ 1) ot ot : n _ i
(7 —idn) = 31 (1) @ity =3 (1)
=0 i=0
Pozndmka 9. Ponévadz slozeni linedrnich zobrazeni dava linearni zobrazeni, je n-ta diference
linedrni zobrazeni mnoziny posloupnosti P, na sebe pro libovolné 7 € Z U {—oc}.
1.3 Diferenc¢ni a sumacni pocet
Nasledujici tii véty plynou primo z Definic 3, 4 a 11.

Véta 8. Necht a € P je posloupnost a necht celd ¢isla m, n spliuji podminky m € Dom a,
n > m. Pak plati

e a je rostouci na intervalu [m,n| prdvé tehdy, kdyz pro kazdy index t € [m,n) plati
nerovnost Aa(t) > 0, tj.
(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;

e a je ryze rostouci na intervalu [m,n| pravé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;

e a je klesajici na intervalu [m.n| pravé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0

e a je ryze klesajici na intervalu [m,n] pravé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0
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e a je monotonni na intervalu [m,n| pravé tehdy, kdyz posloupnost Aa na intervalu [m,n)
neméni znaménko, tj.

(Vt)t € jm,n —1) = Aa(t)Aa(t +1) > 0;

e a je ryze monotonni na intervalu [m,n] prdvé tehdy, kdyz mezi indexy t € [m,n) neni
uzel posloupnosti Aa, tj.

(Vt)t € jm,n—1) = Aa(t)Aa(t+1) > 0.

Véta 9. Necht a € P je posloupnost a t € Doma. Pak plati

e | je argumentem ostrého lokalniho mazima pravé tehdy, kdyz Aa(t) < 0 a pokud t neni
podédtecni index, pak Aa(t —1) >0, tj.

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

e | je argumentem lokdlniho maxima prdvé tehdy, kdyz

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

e t je argumentem ostrého lokdlniho minima prave tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)<0).

e | je argumentem lokdlniho minima prdvé tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1) <0).

Véta 10. Necht a € P je posloupnost, index t € Doma neni pocdtecni a t — 1 je uzlem
posloupnosti Aa. Pak index t je argumentem lokdlniho extrému. V pripadé A2a(t —1) < 0
se jednd se o mazimum, v pripadé A%a(t — 1) > 0 se jednd se o minimum. Pokud je pitom
Aa(t — 1) # 0, pak je tento extrém ostry.

Véta 11 (Rolleova). Necht a € P je posloupnost a t1,ta € Doma jsou takové indexy, Ze
t1 <ty aa(ty) = a(te). Pak ezistuje index s € [t1,ta — 1|, ktery je uzlem posloupnosti Aa.

Dikaz: Kdyby zadny index z intervalu [t1, t2 — 1] nebyl uzlem, posloupnost a by podle Véty 8
byla ryze monotonni na intervalu [¢1,t2 4+ 1] a proto by nemohlo platit a(t1) = a(ts). O

Véta 12 (Lagrangeova o stfedni hodnoté). Necht a € P je posloupnost a t1,ts € Doma jsou
takové indexy, Ze t1 < to — 1. Pak existuje index s € [t1 + 1,to — 1] takovy, Ze plati aspon
jedna z dvojic nerovnosti

Aa(s) < alts) — alts) < Aa(s—1), Aa(s—1) < o

to — 11 - to — 11 -
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Drikaz: Polozme . .
b(t) = a(t) — alts) — alty) i) — o 1)(t — 7).

2— 1l
Pak b(t1) = a(t1), b(ta) = a(tz) — (a(t2) — a(t1)) = a(t1), coz znamené. Ze posloupnost b
spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Existuje tedy ¢ € [t1,t2 — 1] takovy index, ze Ab(c) =0
nebo Ab(c)Ab(c+ 1) < 0. Polozme s = ¢+ 1. Pak je s € [t; + 1,t; — 1] a plati

Ab(s—1) =0 mnebo Ab(s—1)Ab(s) <0.

Dale podle Véty 4 je
ta) —alt
Ab(t) = Aa(t) — alte) — a(t1)
ty — 1
pro kazdy index t € Dom a, takze

a(tz2) —a(t1)

Aa(s—1) = Ab(s—1) = P
2 — 11

= Aa(s) — Ab(s).
Pokud Ab(s — 1) = 0, pak

a(t2) —alt1) a(tz2) —a(t1)

Aa(s—1) = < Aa(s) nebo Aa(s) < = Aa(s —1).
lo — 11 ta —t
Pokud Ab(s — 1)Ab(s) < 0, pak v pfipadé Ab(s — 1) > 0, Ab(s) <0 je
ta) —al(t
Aa(s) < alte) — a(ty) < Aa(s —1),
to — 11
a v pripadé Ab(s —1) <0, Ab(s) > 0 je
a(tg) — a(tl)
AG(S — 1) < ﬁ < Aa(s). ]

Véta 13 (de 'Hopitalovo pravidlo, Stolzova-Cesarova véta). Budte a,b € P posloupnosti a
necht je posloupnost b od jistého indexu ryze monotonni, tj.

(37 € Domb)(Vt € Domb) t > 17 = sgn Ab(t) = sgn Ab(1) # 0.

Jestlize tli)m b(t)‘ = 00 a existuje limita lim A—Z, pak existuje take limita lim% a plati
. a(t) . Aa(t)
lim —= =1 . 1.2
Jm gy = lm (1.28)
Jestlize tlggo a(t)=0= tlg& b(t) pak plati
lim inf Aaft < lim inf @ < lim sup @ < lim sup Aa(t). (1.29)

t—00 Ab(t) t—00 b(t) t—00 b(t) t—00 Ab(t)

a a
Zejména pokud existuje limita lim —-, pak existuje take limita lim — a opét plati rovnost

Ab’ b
(1.28).



28 KAPITOLA 1. PROLOG

Diikaz: Necht pro uréitost Ab(t) < 0 prot¢ > 7. V piipadé ryze rostouci posloupnosti b bychom

postupovali analogicky.
Necht ‘tlim b(t)‘ = oo. Ponévadz posloupnost b je klesajici, musi byt tlim b(t) = —oo podle
— 00 — 00
Véty 2 a tedy od jistého indexu g jsou vSechny ¢leny posloupnosti b zdporné

b(t) < 0 pro kazdy index t > o.

Aa(t
Necht lim a(t) = ¢ € R. Pak pro libovolné ¢ > 0 existuje index o takovy, ze
t—o0 Ab(t)
c—e< Aa—(t) <c+e
Ab(t)

pro vSechny indexy ¢t > 0. Pro t > max{o, 7} tedy plati
(c —e)Ab(t) > Aa(t) > (c+e)Ab(t).

Vezmeme libovolné indexy t; > max{r, o, o}, to > t; a seéteme predchozi rovnosti od ¢; do
ts — 1. Podle (1.24) dostaneme

(c— o) (b(t) — b(t1)) > altz) — altr) > (e + &) (blt2) — b(t1)).

Tyto nerovnosti upravime na tvar
b(t1)) | alty) _ a(tz) b(t1) | alt1)
= (1= 55) + 56 < e <+ (1 aam) * iy

Limitnim pfechodem to — co nyni dostaneme nerovnosti

a(t) a(t)

< timing A alt) _
c e_htrgloglf 0 _hlrtriigp 0 <c+e.

Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati

a(t)

c< liminf@ <limsup —= < ¢
=R o) S P by = ©

a(t)

coz znamena, ze ve vSech nerovnostech nastane rovnost a tedy lim —= = c.
t—o0 b(t)
. Aa(t) : . L .
Pokud lim = —o00, pak pro libovolné h € R existuje index o takovy, ze
t—o00 Ab(t)
Aa(t
al) _,
AD(t)

pro vSechny indexy t > o. Nyni miizeme zopakovat pfedchozi iivahy s tim, ze budeme pouzivat
pouze ,pravou Cast“ nerovnosti, v nichz misto ¢ + ¢ budeme psat h. Dostaneme

a(t) a(t)

liminf —= <limsup —= < h

B By = el () =
a(t)

coz vzhledem k tomu, ze ¢islo A bylo libovolné, znamena, ze lim —= = —o0.
t—00 b(t)
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t
Pokud tlgélo AZEt; = o0, provedeme ditkaz analogicky.

Necht nyni tlim a(t) =0= tlim b(t). Ponévadz pro t > 7 plati Ab(t) < 0, podle Véty 8 je
— 00 — 00
posloupnost b na intervalu [r, 00) klesajici a ponévadz tlim b(t) = 0, plati b(t) > 0 pro kazdy
— 00

index t > 7.

Aalt
Prostiedni nerovnost v (1.29) je trivialni. Pokud litm inf alt) = —o00, je trividlni i prvni

—oo  Ab(t)
nerovnost. Necht tedy

. Aa(t)
htrggolf Ab() =ceR,

tj. existuje index o takovy, ze pro libovolné kladné ¢islo € a pro vSechny indexy ¢ > o plati

B>

a(t
Ab(t)

~—

>c—e¢.

Pro vSechny indexy ¢ > max{7, o} tedy méame nerovnost
Aa(t) < (c—e)Ab(t).

Necht ¢, to jsou libovolné indexy takové, ze to > t; > max{7,0}. Seftenim predchozich
nerovnosti od ¢ do ty dostaneme podle (1.24) nerovnost

a(ts) —a(t1) < (c—e)(b(t2) — b(t1))
ze které limitnim pfechodem to — oo plyne
a(ty) > (¢ —e)b(ty).
Ponévadz index t; > max{7, o} byl libovolny, pro kazdy index index ¢ > max{7, o} plati

a(t
(t)

~—

ZC—&,

S

; oo a(t)
coz znamena, ze liminf ——

t—o0 b(t)
nerovnost v (1.29).

> ¢ + €. Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati prvni

Posledni nerovnost v (1.29) dokazeme analogicky. O

Poznamka 10. Piedpoklad o ryzi monotonnosti posloupnosti b je podstatny. Uvazujme na-
priklad posloupnosti a, b definované na Z; vztahy

2t2, t sudé,
2t, t liché.

0=t W= ) 0 )|
Pak je tlir&b(t) =00, Aa(t)=(t+1)—t=1a

Ab(t) = (1+ (D" ¢+ 12+ (1 - (=)™ ) ¢+ 1) - 1+ (-1 > - (1 - (-1 t=
=2((-1)" P+t +1),
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takze

g

lim 240 _ ! 0
11m = [1m g
t=oo Ab(t)  tmoo 2((=1)H12 +t41)

~—

avSak

1
a(t) 1 _ o t sudé,
b(t)  (I+(D)t+1-(=1)" |1 ¢liche,
COZ znamena, ze
a1 )
1 f——=0<==1 —
R T VT2 TP

a limita podilu posloupnosti a, b neexistuje.
Pro ptipad limity typu % uvazujme posloupnosti a, b definované na Z; vztahy

1 (-1)°
t) = — b(t) =
ay=1. ="
Pak 1 1 t—(t+1 1
Aaft)= L _1_t-@F) -1
t+1 t  t(t+1)  t(t+1)
Ab(t) = (_1)t+1i _ (_1)151 — (_1)t+1w — (_1)t+1ﬂ’
t+1 t tt+1) tt+1)
. o1 . . (=1 . Aa(t) . (=1
tligloa(t) = t 0. lm b(t) = o t 0, lm Ab(t) e 2t +1 0
avSak limita podilu posloupnosti a, b neexistuje, nebot % = (-1).

Véta 14 (o stfedni hodnoté sumaéniho poctu). Budte a,b posloupnosti a necht existuji celd
¢isla m,n takova, Ze m < n, m € Doma N Domb a pro kazdy index t € [m,n| je b(t) > 0.
Pak ke kazdé dvojici indexi to,t1 € [m,n] existuje ¢éislo ¢ takové, Ze

min{a(t): m<t<n}<c<max{a(t): m<t<n} a Za(z’)b(z’):ch(i).

Diikaz: Ozna¢me o = min{a(t) : m <t <n}, A=max{a(t): m <t <n}.
Je-li t1 > tg, pak

t1 t1 t1
a) b(i) < a()bi) < A b(i),
i=to i=to i=to
je-li t1 <tg— 1, pak
t1 to—1 to—1 to—1 t1
a) b)) =—a > b)) =— Y a(bi)=-A > bi) =AY bli),
i=to i=t1+1 i=t1+1 i=t1+1 i=to
je-li t1 =ty — 1, pak
t1 t1
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t1 t1
Odtud plyne, Ze v kazdém pfipadé, kdy > b(i) = 0, je také >~ a(i)b(i) = 0 a za éislo ¢ lze
i=tg i=tg
vzit libovolné éislo z intervalu [, AJ.
t1
Je-li Y a(i)b(i) # 0, pak v pripadé t; > o je

i=to
1 . 1 . . 1 .
a b)) S alb) A S b()
o= 1=t < 1=to < i=tg _ A,

t1 ] - t1 ] - t1 )

> b() > b() > b(j)

J=to j=to j=to

a v pripadé t; < tg— 1 je také
t1 ) t1 ) to—1 ] to—1 ] ] t1 ] ]
A b6) aYbia S b0 S a@b@) 3 a@b)
o= 1=tg _ 1=tg i=t1+1 S i=t1+1 _ 1=tg S A
t1 ) t1 ) to—1 ] to—1 ] t1 )
200 X)X () > b(j) > b(5)
Jj=to Jj=to Jj=t1+1 j=t1+1 Jj=to
Staci tedy polozit
t1
a(i)b(i
R ICT R
c=—p—— = a(i) o . .
> 0() =t 3 b())
J=to J=to

1.3.1 Prehled vzorcua pro diferenci a sumaci
Tvrzeni Vét 4, 6, 5, 7 a relace (1.19), (1.24) muzeme shrnout:
e Aa=0 & (FyeR)a=~
e Ala+b) =Aa+ Ad

e Alaa) = ala

e A(ab) = bAa+ a” Ab=b7Aa + alAb
1 Ab

* AT T
a bAa—alAb

e

i Zto(a—{—b) = Zt0a+2t0b

° >y laa)=a}’, a

e A, a=a

o >, Aa=aly

® >, aAb=ably, — >, b7Aa, ), a’Ab=ably,, — >, bAa

Uvedené vzorce plati pro posloupnosti a,b € P, se stejnym defini¢nim oborem, jejich index
to € Doma = Domb a ¢islo o € R.
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1.3.2 Diference a sumy nékterych posloupnosti

1. Geometricka posloupnost a(t) = k'

Kto (mt_to — 1)

At = (k=D& Yo, k' = — pro k # 1;

zejména A2 =2t S 2t =20 — 1.

Diikaz: Axt = k1 — k! = k! (k — 1),

> K= (k — 1)K = k= - i 1/£t]t0 = ﬂj;__ﬁlto. O

2. Aritmetickd posloupnost a(t) = t:
At =1, Y, t=3(t—1+t)(t—to);
zejména Y t=1+2+3+ -+ (t—1)=3t(t - 1).
Dikaz: At = (t+1) —t=1.
Dale plati A (5t(t —1)) = 3((t + 1)t — t(t — 1)) = ¢, takie podle (1.24) plati
St =2 A5t — 1)) = 5t(t —1) — Sto(to — 1) = 5 (> —t — 3 + to) =
=3 ((t—to)(t +to) — (t —t0)) = 3(t —to)(t +to—1). O

3. Aritmetickd posloupnost k-tého stupné a(t) = t*, k € N:

Ak b k k—i
=35 ()8

i=1

St = g |- D it~ 1) - i(H)

=1

]
E()me]

zejména pro tg = 1 je Y, tF = [tk t—1)

||M\

E+1

Dikaz:

Atk:(t+1)k—tk:§:<lz>t’f—i— tk+z<>tkz_
1=0

V nasledujicim vypoctu vyuzijeme sumaci ,,per partes“, jiz odvozenou formuli pro di-
ferenci aritmetické posloupnosti k-tého stupné a rovnost (1.24).
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k_ kAp — k1 k_
Zto th = Zto t*AE =t Zto (t+1)At
— ot gkt Z tALh — Zto Atk =

tk—f—l tk+1 Zto Z ( ) tk i+1 (tk - tlg) _
k
=tF(t—1) —t(to —1) = Y (f) Zto ph—itl

i=1
T B k gh—it1 _
1)~ thto - 1) kY, ¢ z;()z
(2

krr 1y _ B k k—i
= 1)~ it~ 1)~ kY, ¢ Z;(H_l)Zt |

(2

z této rovnosti jiz plyne druhé dokazovana formule. O

Tento vysledek mtzeme diky linearité diference a sumace preformulovat: Je-1i ¢len po-
sloupnosti déan polynomem k-tého stupné v indexu posloupnosti (tj. v proménné t), pak
jeho diference je ddna polynomem stupné k — 1 a jeho sumace polynomem stupné k + 1.

4. Faktoridlova posloupnost je definovana pro libovolné celé ¢islo r a nezaporny index ¢

vztahem .
=T i
i=t—r+1
pro t < 0 klademe ¢t = 0. Prot > 0ar <t je
t!

) _ .
O T

timto vyjadfenim je motivovan nézev posloupnosti.

Pro diferenci a sumaci faktoridlové posloupnosti plati:

t(r+1) t(?"-i—l)

(T‘) g (Tﬁl) — _
At Tt ) Zto Tl 7q+1,pokudr7ré 1.
Dikaz:
t+1 t
AL = (¢ + 1)) — ) = < 11 z) - ( 11 1> —
i=t—r+42 i=t—r+1
t t
:(t+1_(t_r+1))< H i>zr H i| =t
i=t—r+2 i=t—(r—1)+1
\T (7 r r+1
>t i = > to <r+ 1AZ( +1)> = T—Jlrl (t( +1) —t(() )> 0
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5. Goniometrické posloupnosti cos(at + ), sin(at + f):
Acos(at + ) = —2sin %a sin (at +B8+ %a) ,

1 . .
Zto cos(at + ) = @ [sm (at + 8- %a) — sin (ato + 8- %a)] ,

pokud « # 2km, k € Z.
Asin(at + 8) = 2sin facos (at + B+ 3a) ,
sin(at + ) = —————— [cos (ot + B — @) — cos (atg +  — 2a ,
3, ot 4 6) = L feos (ot + 5~ Ja) — os ot - Jo)
pokud « # 2km, k € Z.
Dikaz: Plati
Ael@t+8) _ gi(at+)+8) _ ji(at+p) _ Ji(at+5) (62— 1) =
= eiot+h) giga <ei%°‘ — e*ij%a) = ei(0t+8) iz ag; gin %a = 2isin %aei(at+5+%a) =
= 2isin %a(icos (at + B8+ %a) — sin (at + 6+ %oz) )

Formule pro diferenci posloupnosti cos(at + ) je realna ¢ast této rovnosti, formule pro
diferenci posloupnosti sin(at + 3) je jeji imaginarni ¢ést.
Formule pro sumaci posloupnosti cos(at + ) nyni plyne z rovnosti (1.24) a vztahu

cos(at + ) = Asin (at + 8 —1a),

2sin %a
ktery plati pro libovolné «, které neni celym nasobkem 27. Formuli pro sumaci posloup-
nosti sin(at + ) odvodime analogicky. O
Priklady.
2

1. Vypocitame sumu » o

Hledanou sumu upravime na tvar ., > (%)2 a oznacime a(t) = t2 a Ab(t) = (%)t Pak
1 ((1)“1 _ 1)
,_2\e) -y

—1- ()

N[
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Posledni sumu opét upravime ,,per partes®:

t t—1 t
St@ =t -3 (1-3)) =
Dosazenim do predchozi rovnosti dostaneme vysledek

t2
215: 2t1+z (D) +2-2t (1) +2Z (1) =

t(t+2) 1yt—1 tt+2)+3
=3~ ot—1 +3<1_(§) >:6_ ot—1 :

t—1 k
2. '
Vypocitame soucet Z 1 (E+1)(kE+2)(k+3)

Pii vypoctu vyuzijeme rozklad na parcidlni zlomky a vzorce pro sumaci faktoridlové

posloupnosti.
S -§< )
— (k+1)(k+2)(k +3) (k:+1(k:+2) (k+1)(k+2)(k+3)
k=1 =1
t—1 t—1
_ ( B '> k( 2) 3k<*3>) -
— (k+2)! k +3 k:l
B =D (=1 5 (=2 1(=2) B #! N 1! +§ #! 1y
-1 -1 T\ =2 =2 )+ 2 2 \@e+2 3
1 13 1 31 t(t —1)

12 200t 26 DL

0
3. Vypocitame soucet Y (—1)%1“(]“71) pron € N.
k=—n

Nejprve si povSimneme, Ze (—1)%]“(]“_1) = v/2sin W = v/2sin (g’r %) Pak s vyu-
zitim vzorce pro sumaci goniometrickych funkci dostaneme

ZO:( 1)%/%(19—1)_ V2 (7T+7T 7T> =T T T o™
T sz [P\ Ty ) T T Ty )| T

k=—n 4

1.4 Cvicdeni

1. Rozhodnéte, zda je ohranicend posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je tvaru

a) 1 — <cos %)t, b) r c) i

t! ’ =1

bklh
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2. Rozhodnéte, zda je na mnoziné Z; monotonni posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je

tvaru
t2+1 2!
- b) = c) t —logt.
R ) ) £~ log
3. Dokazte, ze nasledujici posloupnosti jsou konvergentni:
(t)? | to1
b ) C -.
2) 200 ) X ) 25
4. Vypocitejte limity posloupnosti
202 —t+3 th+t—1 2 —2t+3
a) o b) F—— ©) 3
3t2+t—5 tB34+t—1 t3—4t+5
k A
> bt
d) E— e A0 £by,  €) V3L, NHVI+1 -t
z Citi
i=0
/P2 LY A )
g) Fr 1 ; g 31 4 (—2)t+1
t! ¢ al
1) | _
) k) VI, D
1 2 3 (—1)t1¢ 1 1 1 1
m gty Tt ) Wistastaat Tk
1 3 5 2t —1 1 1 1 1
— — — e e —|— _|_ _|_ . e + =
d3tits ot P) it et s Vat
. (t)? J A
q) tq ) |q| < 1’ I') @7 S) tp+1 ;Z y P S N,
1t . t 10 11 12 t+9
t)_ Zp_—7p€N7 u)___L
= p+1 1 3 5 21

5. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti

a) (—1)t+! <2 + %) b) 1+

Lo 3 (a4 (D)
ot \! 1\? Ctm 1t L
d) (COS T) ) e) <—1 - ;) + sin R f) ;Z;(—l) L5,

6. Najdéte extrémni hodnotu posloupnosti na intervalu [1, co)
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t2 2 b i49
a) a(t) = o b) a(t) = t* — 9t — 10, c) a(t) = i];ll 5 1"
n n n n
7. Na zékladé vysledki 1.3.2(2. a 3.) odvodte vzorce pro >4, > i%, > 43, Y it
i=1 =1 =1 i=1
Vysledky:
1. a) ano, 0 < a(t) < 2, b) ne, a(2t) > 2!, c) ne, a(2') > 1+ 1.
2. a) ryze rostouci, b) klesajici, c) ryze rostouci,
3. klesajici, zdola ohrani¢end nulou, b) klesajici, zdola ohrani¢ené nulou, c) rostouci, shora ohra-
nicend napft. 1+ %.
0, k<m
4 a) 2,b) 0o, ¢) 0 d) { OR/Om K= e)9,£)0,g) 0,h) 1,i) L,7)0,k) oo, 1) 0
. 3 0, ) ) ) y 1) 5, ) 0, )
3 0, k> m, cp,br >0, & 27
—00, k>m, cpby <0,
m) 3,1n) 1,0) 3,p) 00, q) 0, 1) 0,8) 737, t) 5, u) 0.
5.a) —2,2,b)0,1,2,¢) a,b,d) 0,1, e) —e — 2/2, —e+ L/2,e — 1,e,e+1,f) -1, 1.
6. a) dmax = a(3) = 2, b) amin = a(4) = a(5) = —30, ¢) amax = a(0) = a(10) = 512.
7.3 i=3n(n+1), Y i?=itnn+1)2n+1), Y i* = In?(n+1)?%
i=1 i=1 i=1
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Kapitola 2

Diferenc¢ni rovnice

V tvodu predchozi kapitoly jsme modelovali rtist populace v omezeném prostiedi. Dospéli
jsme ke tfem rtznym modelim (1.14), (1.16) a (1.17). Hodnoty z(t) vyjadfuji velikost po-
pulace v ¢ase t. VSechny tii rovnice (1.14), (1.16), (1.17) modeluji, adekvatné do jisté miry,
stejny proces. Ovsem jejich tvar je na prvni pohled dosti odlisny. Pokusime se tuto ,,vadu na
krase“ odstranit.

Pravou stranu rovnice (1.14) pfepiSeme ve tvaru

ra(t) — TI_(lx(t)z — (= Dat) <1 - %) +a(t)

a Clen z(t) pfevedeme na levou stranu. Dostaneme

x(t+1)—x(t) = (r — 1)x(t) < - %) .

Na levé strané je diference posloupnosti x, rovnici proto mizeme prepsat ve tvaru

Az(t) = (r—1)z(t) <1 - %) ,
nebo strucné
= (r—1) <1—%>. (2.1)
Rovnici (1.16) postupné upravime.
Kx(t—l—l)—i—(r—l)()( 1) =
)

Kx(t + 1) Kz(t) =rKz(t) — Kz(t ) (r—1zt)z(t+1),
K(z(t+1 )) =(r—-1Kx(t)— (r — 1)x(t):6(t +1),
(r = 1Da(

o(t) (1- 1>>.

S pomoci operatoru posunu mizeme tuto rovnici zapsat ve stru¢néjsim tvaru

AT (1-%). (2.2)

x

39
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Rovnice (2.1) a (2.2) jsou ,téméf stejné“, lisi se pouze posunem posloupnosti na pravé
strané; na levé strané maji relativni zménu velikosti populace.

Rovnici (1.17) také upravime:
WZEED () s0Y,
x(t) K

x(t
Inz(t+1) —Inz(t) = <1 — ﬁ) Inr,
K
takZe pomoci operatoru diference dostaneme rovnici ve stru¢ném tvaru

Alnz = (Inr) <1 - %) . (2.3)

Vyrazy na pravych stranach rovnic (2.1) a (2.3) se lisi pouze ve faktorech r —1 a Inr. OvSem
pro ,neprilis velka* r je podle Taylorovy véty

Inr = i(—l)"“—(r _nl)n =r—14 i(—l)"*lL _nl)n,

takze hodnota r—1 je prvni aproximaci hodnoty In r. Pravé strany rovnic (2.1) a (2.3) jsou opét
,témeér stejné*. Na levé strané rovnice (2.3) je absolutni zména velikosti populace vyjadiena
na logaritmické stupnici.

Levou stranu rovnice (2.3) také aproximujeme Taylorovym polynomem prvniho stupné.
Dostaneme

z(t+1) - z(t+1) 1 x(t+1) —x(t) _ Ax(t)
a(t) a(t) a(t) x(t)

Vidime, Ze také levou stranu rovnice (2.1) lze povazovat za prvni aproximaci levé strany
rovnice (2.3).

Poznamenejme jesté, ze dvojice rovnic (1.14) a (2.1), (1.16) a (2.2), (1.17) a (2.3) nejsou
ekvivalentni. Ty ptuvodni (1.14), (1.16) a (1.17) pfipoustéji jako své feseni nulovou posloup-
nost, tvar upravenych rovnic (2.1), (2.2) a (2.3) nulové feSeni nepfipousti.

Provedené manipulace s rovnicemi (1.14), (1.16) a (1.17) ukazuji hlubsi souvislost téchto
rovnic — modelti ristu populace s vnitrodruhovou konkurenci. Rovnice (1.14) je meznim piipa-
dem rovnice (1.17), rovnice (1.16) ve tvaru (2.2) je drobnou modifikaci rovnice (1.14) zapsané
ve tvaru (2.1).

Parametr K interpretujeme jako tzivnost prostfedi, tj. jako velikost populace, ktera je se
svym zivotnim prostfedim v dynamické rovnovaze. Pomér x /K lze chépat jako miru poruseni
této rovnovazné velikosti, rozdil 1 — /K jako vzdalenost od rovnovahy. VSechny tfi rovnice
(2.1), (2.2) a (2.3) lze nyni precist jednotnym zptisobem: Zména velikosti populace je tmérna
jeji vzdalenosti od rovnovazného stavu.

Jesté si vSimnéme jedné zajimavosti. Model (2.2), ktery mé na pravé strané posunutou
hledanou posloupnost, lze interpretovat tak, ze soucasnd zmeéna stavu je zpusobena stavem
budoucim, tj. Ze populace anticipuje budoucnost. OvSem ekvivalence rovnic (2.2) a (1.16)
ukazuje, Ze ani prijeti rovnice (2.2) za spravny model ristu populace nas jesté nenuti opustit
Laplacetiv determinismus.

Inz(t+1) —lnz(t) =In

Ukazali jsme, ze jeden model néjakého procesu lze zapisovat riznymi zpisoby. Tyto roz-
manité moznosti zapisu jednoho modelu mohou nabizet jeho riizné intepretace. Vhodny zapis
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riznych modeld mtize naopak ukazat néjakou obecnou nebo spoleénou vlastnost modelované
reality.

Jedna spolecné vlastnost t¥i uvedenych modelt riistu populace byla vsak vidét jiz z jejich
vyjadfeni (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se ¢as ¢ vy-
skytuje pouze jako index hledané posloupnosti z. To znamend, ze model rtistu populace je v
kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skutecnost lze interpretovat tak, ze zmény okolniho
svéta nemaji zadny vliv na modelovany rust populace v omezeném prostiredi; jinak Feceno,
populaci s jejim prostiedim si predstavujeme jako izolovanou od okolniho svéta. Populaci a jeji
prostiedi povazujeme za uzavieny systém, ktery se vyviji podle svych vlastnich (ATYTOY)
zékoni (NOMOI). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17) a také (2.1), (2.2), (2.3) nazyvame
autonomni.

Obsahem této kapitoly budou nejprve ruzné zpusoby zapisu rovnic, v nichz vystupuje ne-
znama posloupnost, jeji diference a/nebo posun. Tato diference nebo posun nemusi byt nutné
prvniho fadu, jako v dosud uvedenych ptikladech. To umozni, mimo jiné, zformulovat alter-
nativni model rustu populace, v némz je specifikovan charakter vnitrodruhové konkurence.

Ve druhé sekci se nejprve podivame na model ristu populace z jiného hlediska. Nebudeme
se na populaci a jeji prostfedi divat jako na jeden uzavieny systém, ale populaci budeme
chapat jako otevieny systém, na ktery pusobi okolni prostiedi. Pokud i prostfedi budeme
povazovat za systém, dojdeme k soustavé dvou rovnic. Dojdeme tak k soustavam (systémiim?)
vice rovnic a ukazeme, ze takové systémy miizeme chapat jako rovnice pro posloupnosti, jejiz
¢leny jsou tvoreny vice slozkami, tj. jejichz ¢leny nejsou cisla ale vektory.

V posledni sekci této kapitoly uvedeme mozné zobecnéni zavadénych rovnic a budeme ho
ilustrovat na dalsi moznosti, jak modelovat riist populace s vnitrodruhovou konkurenci.

2.1 Diferenc¢ni rovnice a pocatec¢ni ulohy

Definice 13. Necht @ je funkce 2k+2 proménnych, kterd je nekonstantni v k-+2-hé proménné
nebo ve druhé a v 2k + 2-hé proménné®. Diferencni rovnice k-tého fddu je rovnice tvaru

O (t,x(t), Ax(t), A%x(t), ..., AFz(t),z(t + 1), 2(t +2),...,z(t + k)) = 0.

Pokud je funkce ® konstantni v prvni proménné, nazyva se rovnice autonomni.

Speciélni pripady diferen¢nich rovnic:

Diferencni rovnice k-tého tadu prvniho typu nerozresend vzhledem k nejvyssi diferenci
(implicitni diferencni rovnice k-tého 7ddu) je rovnice tvaru

F (t,x, Az, A2z, ... ,A%) —0, (2.4)

kde F' je realna funkce k 4+ 2 proménnych, kterd neni konstantni v posledni proménné.

!Slovo ,,systém* obecné oznaluje néjaky vysek reality, ktery je tvoren né&jakymi prvky, mezi kterymi existuji
néjaké vazby. Proto muzeme i nékolik provazanych rovnic nazyvat stejnym slovem. Nebo jinak: slovo ,,soustava“
je ekvivalentem feckého X TXTHMA.

2Pokud je funkce ® = ®(t,z, Az, A%x,.. .,Akx,x07x“274447x0k) diferencovatelna, muzeme predpoklad
o nezavislosti na prislusnych proménnych zapsat ve tvaru
0P 0P 09
0 b - 0.
oAz 70 mebo G Gt 7



42 KAPITOLA 2. DIFERENCNI ROVNICE

Diferencni rovnice k-tého tddu proniho typu rozresend vzhledem k nejuyssi diferenci (ex-
plicitni diferencni rovnice k-tého tddu) je rovnice tvaru

Arg = f (t,ﬂc, Az, A%z, ... ,A'Hx) ; (2:5)

kde f je realna funkce k + 1 proménnych.
Diferencni rovnice k-tého rddu druhého typu je rovnice tvaru

G(t,z(t),z(t +1),...,2(t + k) =0, (2.6)
kde G je redlna funkce k + 2 proménnych, kterd neni konstantni ve druhé a v posledni pro-

ménné.
Rekurentni formule k-tého Tddu je rovnice tvaru

z(t+k)=g(t,zt),z(t+1),...,z(t+k—1)), (2.7)
kde g je realna funkce k + 1 proménnych, ktera neni konstantni ve druhé proménné.

Poznamka 11. S pomoci operatoru posunu muzeme diferenéni rovnici k-tého fadu, resp, di-
ferencéni rovnici k-tého rfadu druhého typu ekvivalentné zapsat ve tvaru

P <t,x,Am,A2x,...,Akx,:ca,...,:cak> =0, resp. G (t,x,x”,...,x”k> =0.

Kazdou diferenc¢ni rovnici lze prevést na diferencni rovnici prvniho nebo druhého typu.

Kazdou implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na diferen¢ni rovnici druhého
typu stejného fadu a naopak.

Kazdou explicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na rekurentni formuli stej-
ného radu a naopak.

Vzhledem k Tvrzeni 8 v Kapitole 1 totiz mtizeme polozit

F(tx(t), Az(t), ..., AFa(t)) =

G(t,z(t),z(t+1),...,z(t+ k) =

. k
S (t,x(t),x(t+1) —a(t),...,» (-1) <> :c(t+k:—z'),a:(t+1),...,m(t+k:)> .

7
=0

G(t,z(t),z(t+1),...,2(t+k)) =

: k
=F <t,x(t),x(t +1) —z(t), z(t + 2) — 2x2(t + 1) + x(¢), ..., Z(—l)i <z> z(t+k — z)) ,

1=0

F <t, x, Az, A%z, ... ,Akaz) =G <t, x(t), Ax(t) + x(t),..., i <I;> A’fc(t)) .
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g(t,x(t),x(t+1),...,x(t+ k1)) =

k—1
:f(a() z(t+1) ﬂﬂ ( ) @+k—z+)>

f (t,x,Am,A%,...,Ak*lx) -

k—1
=g <t’x(t),Ax(7f) +x(t), ... ’Z (k ; 1>

5 (1)) -3 () ao

Definice 14. Necht ¢ty € Z a &y, &1, ...,&x_1 € R jsou takova éisla, ze

(to,&0,&1,---,8k—1) € Dom g.

Rovnosti

.%'(to) = &, .%'(to + 1) =&, .%'(to + 2) =&, .., x(to + k- 1) =& 1 (2.8)

nazveme pocatecni podminky pro rekurentni formuli (2.7).
Pokud ekvivalentné predpokladame, ze

(k-1
<f0,$0,$1 — &0,y (1) < ; >§k—1> € Dom f,

=0

nazyvame rovnosti (2.8) pocdtecni podminky pro diferencéni rovnici (2.5). Rovnici (2.5) s po-
¢ateénimi podminkami (2.8) nazyvame poddatecéni dloha (problém) pro diferenéni rovnici (2.5).

Definice 15. Libovolna posloupnost x € P takova, ze pro kazdy index ¢ € Dom x splnuje
nékterou z rovnosti (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) se nazyva partikuldrni feseni prislusné diferencni
rovnice.
Mnozina v8ech posloupnosti, které jsou partikularnim feSenim nékteré diferen¢ni rovnice
(2.4), (2.5), (2.6) nebo (2.7), se nazyva obecné Fesent prislusné diferencéni rovnice.
Partikularni feSeni, které spliiuje poc¢ateéni podminku (2.8) se nazyva reseni pocdtecni
ulohy.

Pokud lze obecné feseni zapsat ve tvaru {z(t) = u(t,c) : ¢ € A CR™}, budeme také o po-
sloupnosti u(-,c¢) zavislé na (vektorovém) parametru ¢ (na m-tici konstant) mluvit jako
0 obecném feSeni prislusné rovnice.

Priklad. Uvazujme rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost s kvocientem 2, tj.
x(t+ 1) = 2x(t)

s poc¢ateéni podminkou x(ty) = &. Tuto formuli muzeme ekvivalentné zapsat jako explicitni
nebo implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu

Az =z, nebo x — Az =0,
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nebo jako diferencni rovnici druhého typu
xz(t+1) —2x(t) = 0.

Libovolna posloupnost definovana vztahem x(t) = a2', kde a je n&jaké realné ¢islo, je
partikularnim fesenim rovnice.

Mnozina {:U eP:x(t)=a2la € R} je obecnym resenim rovnice. Obecné feSeni lze také
zapsat struéné (a méné piesné) jako x(t) = a2'.

Posloupnost definované vztahem z(t) = £,27% je feSenim pocatecni tlohy. |

Priklad. Logisticka rovnice se zpoZdénim

Logistickou rovnici (1.14) vyvoje velikosti populace jsme odvodili z pFedpokladu, Ze popu-
lace svou velikosti, tj. silou vnitrodruhové konkurence, bezprostfedné zmensuje sviij rastovy
koeficient, zmensuje porodnost nebo zvétsuje timrtnost. Vliv velikosti populace na jeji rist
vSak nemusi byt bezprostiedni, mtze k nému dochézet s jistym zpozdénim.

Uvazujme napt. populaci, v niz v jednom obdobi dospéli jedinci produkuji néjaka nedo-
spéla stadia (napf. plazi kladou vejce) a spotifebovavaji zdroje prostiedi. Uzivnost prostiedi
nema na nedospélé jedince (nakladend vejce) zadny vliv. Teprve az nedospélci dospéji (z vajec
se vylihnou novi jedinci), zavisi jejich pfezivani a/nebo plodnost na mnoZstvi potravy, které
jejich prostiedi poskytuje. To znamend, Ze rtstovy koeficient zavisi na velikosti populace
v predchozi generaci. Tyto tvahy vedou k tomu, ze vyraz

r—1
(1)

r —

r
z rovnice (1.14) nahradime vyrazem r — z(t — 1) a dostaneme rovnici

2t +1) = 2(t) <r— TI_(lx(t—l)> .

Budeme-li misto indexu ¢ psat ¢ + 1, dostaneme diferencéni rovnici druhého radu ve tvaru

z(t+2) =zt +1) <7" - TI_(lm(t)> : (2.9)

Abychom mohli z této rekurentni formule poé¢itat hodnoty posloupnosti z (velikost populace
v jednotlivych ¢asovych okamZicich), musime znét jeji hodnoty ve dvou po sobé nasledujicich
indexech. Potiebujeme tedy pocatecni podminky

z(0) = &o, z(1) = &1. (2.10)

7 pocatecnich podminek muzeme vypocitat hodnoty velikosti populace v libovolném case
t > 0. Takové simulace mtizeme udélat pro rtizné hodnoty parametrt r» a K. Pak uvidime,
ze pro malou hodnotu r se velikost populace ustali na hodnoté kapacity prostiedi. Pozdéji
budeme umét ukazat, ze posloupnost x konverguje k hodnoté K monotonné pro 1 < r < %,
s tlumenymi oscilacemi pro % <r< % Pro vétsi hodnoty ristového koeficientu budou hodnoty
x(t) kolisat kolem hodnoty K. Rovnice (2.9) tedy podobné jako rovnice (1.14) muze modelovat
rist populace K-stratégii i r-stratégi.
Pokud by vSak pocateéni hodnoty &y a & byly takové, ze

K
o Kr
61 r—1
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o _
o\ r=1.20
v _|
-
= 9 |
X
v _|
o
o ]
o

S

Obréazek 2.1: Reseni logistické rovnice se zpozdénim z(t + 2) = z(t + 1)(r — (r — 1)z(t))
s poéateénimi podminkami z(0) = 0, (1) = 0,01 pro rizné hodnoty parametru r.

pak by z(2) < 0; model (2.9) rustu populace ma stejny nedostatek, jako logistickd rovnice
(1.14). V pfipadé rovnice se zpozdénim je situace jesté horsi — v disledku kolisani velikosti
pro velké hodnoty rustového koeficientu r mtze dojit k tomu, ze

xz(t—1) Kr
x(t) Z o1

a simulovand velikost populace klesne do zapornych hodnot.

Na obr. 2.1 jsou zobrazeny vysledky simulaci pro K = 1, hodnoty r v rozpéti od 1,2 do
1,32 a poéateéni hodnoty x(0) = 0, z(1) = 0,01. [

2.2 Systémy diferenc¢nich rovnic

Definice 16. Necht f1, fo,..., ft a g1,92,..., gk jsou funkce k + 1 proménnych se stejnym
definiénim oborem. Systém k explicitnich diferencnich rovnic prvniho Tddu je systém rovnic
tvaru

Awlzfl(t,xl,xg,...,xk),

A.IQZfQ(t,.Il,.IQ,...,IEk;), (2 11)

Awk:fk(t,xl,xg,. .o ,.%'k),
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systém k rekurentnich formuli pruntho Tddu je systém rovnic tvaru

xl(t + 1) =0 (tyxl(t)’x (t)? s ’xk(t))’

a(t+1) =92 (£, 21(2), z2(t) (2.12)

okt + 1) = g (t,21(8),22(0), .. 2 (8)).

Pozndmka 12. Systém explicitnich diferen¢nich rovnic prvniho fadu lze pfevést na systém
rekurentnich formuli prvniho fadu a naopak. Staci totiz polozit

gi(t,z1(t), 2(t), ..., 2k (1)) = fit,z1(t), 22(t), ..., 2k (t)) + 2i(t), i=1,2,... k.

Vektorovou posloupnost x a jeji hodnotu v indexu ¢ definujeme vztahy

I ml(t)
T = 33:2 , x(t) = 72(f)
Tk z(t)

jako vektor (k-tici) posloupnosti. Ozna¢ime déle

Si(t,wa (), za(t), ..., zx(t)) fi(t,x(t))
t,x1(t), x2(t), ..., x(t t,x(t
F2) = £l @m0, apfp)) = | 2RO m @) ()

Fe(t,21(8), 22(0), .., 2 (0)) fi (b, 2(0))

a podobné
9 Et’ $(t)g
92(t, CC(t)
g(t,z(t)) = :
Ik (t, :c(t))
Diferenci a posun vektorové posloupnosti v indexu ¢ definujeme vztahy
Az (t) ] (t)
Aca(1) 25 ()
Ax(t)=x(t+1) —x(t) = ) a x’(t)=x(t+1) =
Az () g (t)

Pri tomto oznaceni muZzeme systém explicitnich diferen¢nich rovnic zapsat jako rovnici

vektorovou
Axz(t) = f(t,2(t)) nebo struéngji Az = f(t, ),

a systém rekurentnich formuli jako formuli vektorovou
z(t+1) =g(t,x(t)) nebo x7(t) = g(t =(t)).
Pocéateéni podminky pro systém (2.11) nebo (2.12) jsou tvaru

z1(to) = &1, xa(to) =&y -.., zk(to) =& nebo vektorové x(tg) = & (2.13)
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Rovnice (2.11), resp. (2.12) s pocateéni podminkou (2.13) se nazyva pocdatecni uloha pro
systém (2.11), resp. (2.12).
Necht posloupnost z je FeSenim pocateéni ulohy (2.7), (2.8). Polozme
ri(t)=x(t+i—1), i=1,2,... k.
Pak z;(t +1) =a(t+1+i—1)=x(t+1i), proi =1,2,...,k, tedy

xi(t+1)=$i+1(t), 1=1,2,...,k—1,

2t +1) = 2t + k) = g(t, (), 2t + 1), 2t +k — 1)) = g(t,21(), 22(8), .., 2 (0)).
Dale
.%'Z'(t()) :m(to—i—i— 1) =&, 1=1,2,... k. (2.14)
Posloupnost = je tedy prvni slozkou feSeni systému
xl(t + 1) :,172(75)
.%'Q(t + 1) = xg(t)
: (2.15)

xk_l(t —+ 1) . xk(t)
et +1)= g(t,z1(t), z2(t), ..., zk(t))

s pocatecni podminkou (2.14). Naopak, je-li posloupnost z; prvni slozkou feSeni pocateéni
ulohy (2.15), (2.14), pak je také fesenim tulohy (2.7), (2.8), nebot

xl(t—i— 1):m2(t),
T1(t +2) =x2(t + 1) = a3(1),
xl(t + 3) :mg(t + 2) = 1‘3(15 + 1) = .%'4(t),

wu(t+ k= 1) =2 (t),
z1(t+k)=zp(t + 1) = g(t, 21(t), 22(t), ..., 2p—1(t)) =
=g(t,z1(t), z1(t+1),...,51(t + k- 1)).

Systém rekurentnich formuli (2.15) muZzeme piepsat ve tvaru ekvivalentniho systému expli-
citnich diferenc¢nich rovnic prvniho fadu

Ary = —x1+x9

ACEQ = —Z9 +I3

Ary_1= —Tp_1+T)
Az, = g(t,z1,29,...,05) —Tf

Odvodili jsme tak

Tvrzeni 9. Rekurentni formule, resp. explicitni diferen¢éni rovnice, k-tého fadu je ekvivalentni
s néjakym systémem k rekurentnich formuli, resp. k explicitnich rovnic, prvniho fadu.
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2.3 Operatorové-diferencéni rovnice

Povsimnéme si jesté jednou explicitni diferen¢ni rovnice prvniho fadu, resp. rekurentni formule
prvniho tadu, ve tvaru

Ax(t) = f(t,x), resp. x°(t)=g(t,x). (2.16)

V obou pripadech je na pravé strané realna funkce dvou redlnych proménnych. Dalekosahlé
zobecnéni téchto rovnic mtzeme ziskat pouhou zménou interpretace téchto pravych stran.
Symbol f, resp. g, nebudeme chapat jako funkci, tj. zobrazeni R x R — R, ale jako operator,
tj. zobrazeni R x P — P, které redlnému cislu ¢ a posloupnosti x ptiradi posloupnost.

Zakladni rozdil operéatorové-diferencénich rovnic oproti diferenénim rovnicim (2.16) je ten,
ze pro vypocet hodnoty z(t+ 1) nesta¢i znat jen ,bezprostfedné predchézejici hodnotu x(t),
ale je nutné ,néjak znat celou posloupnost® .

Priklad. Rust populace produkujici toxické odpady
Vyraz
r—1
K
vyskytujici se na pravé strané rovnice (1.14), kterd modeluje vyvoj populace, interpretujeme
jako rustovy koeficient, ktery je zmenSovan ptisobenim populace o velikosti . Budeme mo-
delovat jednu z moznosti, jak k tomuto zmensovani dochéazi.

Predpokladejme, Ze zvétseni imrtnosti, a tedy zmenseni rustového koeficientu, je zpiso-
beno tim, ze populace produkuje néjaké skodlivé odpady. Tyto odpady zamoiuji prostiedi,
ale postupné se v ném rozklddaji. Oznacme b mnozstvi odpadi, které vyprodukuje jedi-
nec (nebo presnéji populace jednotkové velikosti) za ¢asovou jednotku. V ¢asovém intervalu
[t,t+1), stru¢éné fekneme v Case t, se tedy do prostiedi dostanou odpady v mnozstvi bz(t). Déle
oznacme symbolem p podil odpadu, ktery se rozlozi za jednotku casu; parametr p samoziejmé
spliiuje nerovnosti

r— T

0<p<l1.
7 odpadu vyprodukovaného v ¢ase t tedy v prostredi zustane v ¢ase t + 1 mnozstvi
(1 —p)ba(t)
odpadu. Nebo jinak, v ¢ase t bude v prostiedi zustavat mnozstvi
(I —p)bx(t —1)

z odpadu vyprodukovaného v ¢ase t — 1. Populace kontaminovala prostiedi po celou dobu své
existence, proto celkové mnozstvi B(t) odpadu v ¢ase ¢ je rovno

B(t) =ba(t) + (1 —p)bx(t — 1) + (1 — p)((1 = p)ba(t —2)) +--- =b> (1 —p)a(t - j).
7=0

Je prirozené predpokladat, ze s rostoucim mnozstvim odpadu v prostfedi se zmensuje
rustovy koeficient populace; ¢im vice je prostiedi kontaminovano, tim vétsi je imrtnost. Pro
prvni model tohoto typu zvolime nejjednodussi moznost — linedrni zavislost. Rustovy koefi-
cient populace zavisly na celkovém mnozstvi B toxického odpadu vyjadiime jako

r—abB,
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kde a je vhodné kladna konstanta; o vyjadifuje citlivost populace na znecisténi.
Provedenymi tivahami jsme dospéli k modelu vyvoje populace ve tvaru

z(t+1)=at) [r—abd _(1—p)a(t—j) (2.17)
7=0

Abychom podle tohoto modelu vypocitali velikost populace v nésledujicim ¢asovém okamziku
t+1, potfebujeme znat velikost populace ve vSech predchozich ¢asech t,t—1,t—2, . ... Mnozina
pocatecnich podminek

1‘(0) = fo, .%'(—1) = §_1, 1‘(—2) = 6_2, oo (2.18)

pro operéatorové-diferenéni rovnici (2.17) je tedy nekoneéna.

Mizeme se ptat, zda i populace, jejiz velikost se vyviji podle modelu (2.17) muze byt
v dynamické rovnovaze se svym prostiedim. Ptame se tedy, zda existuje velikost populace,
kterou ozna¢ime z* tak, aby x(t) = z* pro kazdou hodnotu ¢, tj. zda existuje kladné Feseni
algebraické rovnice

o
zf=a" | r— abZ(l —p)ya*
=0

Ponévadz |p| < 1, mizeme geometrickou fadu na pravé strané této rovnice secist. Po snadné
upravé dostaneme

Toto dcislo je kladné, pokud r > 1. Jiz vime, Ze populace s ristovym koeficientem r > 1,
jejiz rast by nebyl omezovan znecistovanym prostiedim, roste nade vSechny meze. Produkce
odpadu tedy muze stabilizovat velikost populace.

Opét miizeme rovnovaznou velikost z* oznacit symbolem K. Pak bude

p(r—1)
b= ——
“ K
a rovnici (2.17) mizZzeme pfepsat ve tvaru
b+ 1) = o) |- 2021 f:u — Yzt —j) |- (2.19)
K 4
7=0
Rist populace je nyni charakterizovan tfemi parametry — vnitinim koeficientem rtstu r,

kapacitou prostfedi K a rychlosti rozkladu odpadnich produktd p. PovSimnéme si, ze v li-
mitnim pripadé p — 1, tj. v pripadé, ze vSechny odpadni produkty se rozlozi hned béhem
jednotkového ¢asu, rovnice (2.19) piejde v rovnici (1.14).

Reseni tlohy (2.19), (2.18) nemtizeme bezprostiedné simulovat na pocitaci, nezname a ne-
miizeme zadat nekone¢nou mnozinu pocatec¢nich hodnot. Budeme proto uvazovat jednodussi
ulohu. Predstavme si, ze v ¢ase t = 0 do neobsazeného prostiredi pronikla populace o velikosti
&o. Pak se poc¢atecni podminky (2.18) redukuji na

xz(0) =&, x(t)=0prot<D0.
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V tomto pripadé je také
t

@ —pyat—j) = _(1-pJat—j) =

Jj=0 j=0
=x(t) + (L=p)z(t = 1)+ (1 =p)’z(t —2) + -+ (L —p) (1) + (1 —p)'z(0) =

Rovnici (2.19) proto mtizeme pfepsat ve tvaru
p(r—1) ‘
o(t+1) = z(t) e Z z(5) | - (2.20)
7=0
Jesté poznamenejme, ze operatorové-diferencéni rovnice tohoto tvaru se nazyva diferencni
rovnice s distribuovanym zpozZdénim nebo diferencni rovnice konvolucniho typu. |
2.4 Cviceni

V tlohéch 1-5 prevedte obecnou diferen¢ni rovnici na explicitni rovnici prvniho typu a na
rekurentni formuli.

p_\

3(x(t+1) — 2z(t)) + z(t)x(t +1) =0
2. z(t+ Da(t) +z(t +1) — 22(t) = 2
3. Ax(t) = (2 —z(t)z(t +1)
= (1 —2xz(t))x(t+1)
5. A%(t) —3Az(t) =

6. Rekurentni formuli (2.9) prepiSte ve tvaru explicitni diferen¢ni rovnice druhého fadu.

7. Odvodte model vyvoje velikosti populace za nasledujicich piedpokladii: Casova jed-
notka je zvolena tak, ze v laboratornich podminkéch (v naprosto ¢istém prostiedi) se
velikost populace za tuto jednotku zdvojnasobi. V pfirozeném a omezeném prostredi
tato populace vytvari néjaké produkty svého metabolismu. Tyto latky jsou tak toxické,
Ze v prostiedi jimi nasyceném je populace za ¢asovou jednotku zdecimovana (jeji veli-
kost se zmensi na desetinu ptivodni). Odpadni produkty metabolismu se vSak rozkladaji
tak rychle, ze za zvolenou ¢asovou jednotku z nich zbyde polovina.

Urcete kapacitu prostfedi (velikost populace, ktera je s prostfedim v dynamické rovno-

vaze).
Vysledky:
1. Aux(t) = g;iga@(t) ot +1) = 3?%)
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2t a(t) + x(t)? 10
- Ael) = —— e o Tt = e
x2 1

Ar=1—ax,2(t+1)=1
CA2z(t) =3Az(t) +t, x(t+2) =bx(t + 1) — dx(t) + ¢

9 B 77"—1 - 77’71
.Az<r 2 K:E)A:c+<r 1 K:L'>SC

ca(t+ 1) =2z(t)f (Z (%)] x(t j)), kde f je libovolna klesajici funkce takova, ze f(0) = 1,
§=0

li B) = 4.
Bl~r>noo f( ) 20
Se svym prostiedim je v dynamické rovnovaze populace, jejiz velikost je x* = %y, kde y je jediné
kladné feseni rovnice yf(y) =1
19

Konkrétni mozn4 volba: f(y) = % + 19020
Yy

, pak

1 380
x(t+1)=—zx@)| 1+ ) " = 2,046

10 20+19 > (1) x(t - j)
=0
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Kapitola 3

Linearni rovnice

V tvodu ke kapitole 1 jsme odvodili nejjednodussi mozny model vyvoje populace ve tvaru re-
kurentni formule prvniho fadu (1.7). Je-li rustovy koeficient r > 1, pak jejim FeSenim je ryze
rostouci neohranic¢end geometrickd posloupnost, coz nemé rozumnou ekologickou interpra-
taci v delsim ¢asovém obdobi. Abychom tento nedostatek odstranili, zahrnuli jsme do ivahy
skutec¢nost, ze populace se vyviji v néjakém omezeném prostiedi, které svym pisobenim na
velkou populaci zmensuje jeji rastovy koeficient. Timto zptisobem jsme ziskali nékolik variant
logistické rovnice (1.14), (1.16), (1.17), nebo po tpravach v jednotnéjsich tvarech (2.1), (2.2),
(2.3). Rust populace byl regulovin omezenou uzivnosti prostfedi, kterou jsme v uvedenych
ptipadech povazovali za konstantni, v ¢ase se neménici charakteristiku.

Nerealisticky neomezeny rist populace pfedpovidany modelem (1.7) v8ak muze byt redu-
kovan i jinym zptsobem. Nemusi jit o samoregulaci populace, ale o cilené zasahy do jejiho
rustu. Predstavme si napriklad hospodaisky les, ve kterém majitel chce mit srnce. Nemuze
jich tam ale mit zdaleka tolik, kolik by odpovidalo Uzivnosti lesa; takova populace by les
nic¢ila. Proto pfi , pfemnozeni“ srncu provadi jejich odsttel. ,Menezment odstielu” mutze mit
nepieberné mnozstvi podob. Ukdzeme dvé moznosti, které pracovné nazveme prvniho a dru-
hého radu; tato terminologie odrazi fakt, ze prvni moznost povede k popisu regulovaného
rustu populace diferenc¢ni rovnici prvniho radu, druhé k rovnici druhého radu.

Model prvniho fadu

Uvazme nejprve moznost, ze majitel planuje odstfel srncii na kazdou sezonu jinak; miize se
rozhodovat podle pocétu lovuchtivych pratel, podle aktualni ceny srn¢itho masa a podobné.
Tuto skute¢nost mizeme vyjadrit tak, ze imrtnost populace d mize byt v kazdé sezéné jina,
jeji hodnota zavisi na ¢ase, d = d(t). Rustovy koeficient » = 1 + b — d (kde b oznacuje
porodnost) tedy také zavisi na case, r = r(t). Touto tvahou dostavdme modifikaci modelu
(1.7) rastu populace ve tvaru

z(t+1) =r(t)z(t). (3.1)

Opét se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Zname-li ristovy koeficient r v kazdém case
t=0,1,2,... a pocateéni velikost populace z(0) = &, mizeme postupné vypocitat velikost

93
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populace z(t) v libovolném nésledujicim ¢asovém okamziku:

7(0)&o,
(Dz(1) = r(1)r(0)&,
r(2)r(1)r(0)&o,

atd. Obecné dostaneme velikost populace v ¢ase t vyjadfenu vztahem
t—1
ty=&[[r0)
5=0

O vlastnostech posloupnosti dané timto obecnym pfedpisem vsak nemtizeme bezprostredné
mnoho Fici.

Regulaci populace (stfileni srnct) si mizeme predstavit i jinak. Majitel lesa ma né&jakou
kyzenou velikost populace 7 a ,pFespocetné” srnce vystfili, tj. v ¢ase t (v t-té sezéné) zlikvi-
duje populaci o velikosti z(t) — n. Pokud odstfel provadi na zavér sezény a pocet ulovenych
zvirat stanovi na zédkladé velikosti populace zjisténé na zacatku sezény, bude velikost populace
v néasledujici sezéné dana rovnosti

x(t+1)=rx(t) — (:U(t) - 77),
nebo po snadné tpravé
z(t+1)=(r—1)x(t) +n. (3.2)

Znovu se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Ze znalosti pocatecéni velikosti populace
x(0) = & muZeme nyni postupné vypocitat

2(1) = (r = 1)z(0
():( = Dz(1) +n=(r=1((r = Dz(0) +n) +n=(r—1)*& + ((r = 1) + 1),
-1 )

)
M )
Ve 4=t = D(0 =120+ ((r= 1)+ 1)n) + 1 =
— 1%+ (P =12+ (= 1) + o,

+n,

/\

atd. Obecné dostaneme o
w(t) = (r=1)'&+nYy_ (r—1)
5=0
Na pravé strané této rovnosti se objevuje soucet prvnich ¢ ¢leni geometrické posloupnosti
s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem r — 1. Pokud tedy r # 2, plati

i(r—l)jzl_(r_l)t: (r—1)f—1

J=0

a FeSeni diferen¢ni rovnice (3.2) s poc¢ate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno

o) = (=10 + 2 = -1t (84 5 ) -
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pokud r = 2, plati

t—1 A t—1
dr—1y =) 1=t
=0 =0

a FeSeni diferen¢ni rovnice (3.2) s poc¢ate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno

z(t) = (r — 1)'& +nt = & + nt.

Vidime tedy, ze v pripadé r > 2 je posloupnost x ryze rostouci a neohraniend, v pfipadé
1 < r < 2 je posloupnost x monotonni a plati

. N
tliglox(t) 27
Metoda ,odstrelu prespocetnych srnct“ tedy nevede k Zadoucimu cili; bud neni schopna
populaci zregulovat (pfi velkém ristovém koeficientu) nebo ji zreguluje na hodnotu vétsi, nez
byla hodnota stanovena. Ovsem v pfipadé rustového koeficientu r € (1,2) lze metodu snadno
modifikovat; za velikost ,,populace k odstfelu“ v ¢-té sezéné lze stanovit hodnotu z(t)—(2—r)n
a celkova velikost populace se pfi této volbé bude vyvijet k potfebné hodnoté n; vyvoj velikosti
populace je popsan rovnici

x(t+1)=(r—1Dax(t)+ (2—r)n.

Majitel lesa (honitby) muze stanovit presny pocet ulovenych srnci. Ve skutecnosti se ne
kazdy stielec vzdycky trefi nebo naopak v lovecké euforii posttili srnci vice, nez mél pridéleno.
V kazdé sezéné tedy bude odstielen jiny pocet srncii. Clen (2 — 7)1 na pravé strané predchozi
rovnice tedy nahradime néjakym vyrazem zavislym na cCase, feknéme b(¢). Navic v kazdé
sezoné jinak prsi a sviti slunce, takze je jiné mnozstvi potravy pro srnce, v riznych sezénach
maji srnci riznou kondici. To znamena, Ze i rustovy koeficient je v kazdé sezéné jiny, zavisi
na ¢ase, r = r(t). Tato ivaha vede k tomu, ze pfedchozi rovnici nahradime ponékud obecnéjsi
rovnici

z(t+1) = (r(t) — 1)x(t) + b(t). (3.3)

Predchozi modely (3.1) a (3.2) lze povazovat za specialni pfipady modelu (3.3). Rekurentni
formuli (3.3) 1ze pfepsat jako diferen¢ni rovnici

Az = (r(t) — 2))z + b(t). (3.4)

V diferenéni rovnici (3.4) i rekurentni formuli (3.3) je podstatné, Ze na jejich pravych strandch
jsou hodnoty hledané posloupnosti v prvni mocniné, tj. funkce na pravé strané rovnic (3.3)
a (3.4) je linearni funkci proménné z(t). Z tohoto duvodu se diferen¢ni rovnice tvari (3.3),
(3.4) nebo tvart s nimi ekvivalentnich nazyvaji linearni.

Model druhého radu

Vratme se k predstavé majitele lesa, ktery reguluje velikost populace srncti jejich odstfelem.
Predstavme si, ze kvétu ulovenych zvirat v jedné sezéné stanovi podle prirtstku populace
od sezény predchozi, konkrétné jako pfimo tmeérnou tomuto prirtistku. V ¢-té sezoné se tedy
lovem zlikviduje populace srncii o velikosti

a(w(t) —z(t — 1)),
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kde a je néjaké kladné ¢islo. V nésledujici, tj. ¢ + 1-ni sezéné bude mit populace velikost
z(t+1) =rz(t) — a(z(t) — z(t — 1));

parametr r stale oznacuje pfirozeny rustovy koeficient populace. Uvedend rovnost méa platit
pro libovolnou hodnotu ¢, miizeme v ni tedy psat ¢ + 1 misto ¢. Po snadné tpravé dostaneme

z(t+2)—(r—a)zt+1) —ax(t) =0. (3.5)
To je diferen¢ni rovnice druhého typu, kterou muzeme prepsat ve tvaru rovnice prvniho typu
A%z +(2—7r+a)Az— (r— 1)z =0. (3.6)

Hodnoty posloupnosti z jsou v rovnici (3.5) v prvni mocniné, diference této posloupnosti
v rovnici (3.6) jsou také v prvni mocniné. Nebo jinak feceno, na levé strané rovnice (3.5) je
linedrni kombinace t¥i po sobé jdoucich ¢leni posloupnosti x, na levé strané rovnice (3.6) je
linearni kombinace hodnoty posloupnosti x a jeji prvni a druhé diference. Toto pozorovani
nas opraviiuje k tomu, abychom diferen¢ni rovnice (3.5) a (3.6) opét nazvali linedrni.

V ¢asti 2.2 jsme ukazali souvislost rovnic vyssiho fadu a systému rovnic, konkrétné ekviva-
lenci rovnice (2.7) a systému (2.15). Odvozené rovnice (3.5), resp. (3.6), mizeme také piepsat
ve tvaru soustavy rovnic

z1(t+1)= xa(t), (3.7)
xo(t+ 1) =ax1(t)+(r — a)xa(t),
resp.
22 z (r—1ai+(r—a-— 2)2’ (38)
Zavedeme-li oznaceni
2(t) = <2§2>’ R= <2¢ TE(X)’ A= (rgl r—;—2>’
muzeme soustavu (3.7) pfepsat ve vektorovém tvaru
x(t+ 1) = Rx(t),
tedy ve tvaru formalné shodném s (3.1), a soustavu (3.8) ve tvaru
Az = Ax.
3.1 Linearni rovnice prvniho radu
Linedrni diferencni rovnice je rovnice tvaru
Az = a(t)x + b(t). (3.9)

Tato rovnice se nazyva homogenni, pokud b = 0, a nehomogenni v opacném pripadé. Linearni
homogenni rovnice

Az = a(t)x (3.10)
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se nazyva pridruZend homogenni rovnice k linedrni rovnici (3.9).
Rovnici prvniho typu (3.9) miZeme pfepsat jako rekurentni formuli ve tvaru

z(t+1) = (1+a(t))z(t) + b(t). (3.11)

Zavedeme-li posloupnost g vztahem ¢(¢) = 1+ a(t), dostaneme rekurentni formuli v nepatrné
kratsim tvaru

2(t+1) = q(t)z(t) + b(t). (3.12)

3.1.1 Princip superpozice

Nulové posloupnost z = 0 je evidentné FeSenim rovnice (3.10). Pokud jsou posloupnosti z1, x2
feSenim rovnice (3.10) a 71, 2 jsou libovolné konstanty, pak linedrni kombinace posloupnosti
Y121 + Y22 je také feSenim homogenni rovnice, nebot

Ay +72a2) (t) = AT () + 72 A72(t) = y1a(t)z1(t) + v2a(t)z2(t) =
= a(t) (na1(t) + yawa(t)).

Jinak feceno, mnozina feseni linedrni homogenni rovnice tvoii vektorovy prostor.
Jsou-li posloupnosti 1, 2 feSenim nehomogenni rovnice (3.9), pak jejich rozdil je fesenim
pfridruzené homogenni rovnice (3.10), nebot

Az — @) (t) = Azy(t) — Awa(t) = a(t)zi () +b(t) — (a(t)z2(t) + b(t)) =
= a(t) (z1(t) — 22(t)) = a(t) (v1 — z2) (1)

Jinak fefeno, mnozina Feseni nehomogenni rovnice (3.9) tvoii afinni prostor, jehoZ zamé-
Fenim je prostor feSeni pridruzené homogenni rovnice. To také znamend, Ze obecné FeSeni
nehomogenni rovnice (3.9) je sou¢tem obecného feseni pfidruzené homogenni rovnice (3.10)
a néjakého partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice (3.9).

Jsou-li by, by posloupnosti se stejnym definiénim oborem jako posloupnost a, v1, 72 jsou
konstanty a 1, resp. xs, je FeSenim rovnice

Az =a(t)x + bi(t), resp. Az =a(t)x + be(t),
pak posloupnost x = y1x1 + Y222 je feSenim rovnice
Az = a(t)x + 101 (t) + y2ba(t),

nebot

Ay +72a2) (t) = AT () + Ayara(t) =
= yi(a(t)z1(t) + b1 (1)) + e (a(t)z2(t) + ba(t)) =
= a(t) (1 (t) + yawa(t) + 11bi(t) + y2ba(t).
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3.1.2 Homogenni rovnice a exponencialni posloupnost

Zname-li hodnotu feSeni rovnice (3.9) v indexu ¢, tj. hodnotu z(t), mizeme z rekurentni
formule (3.11) vzdy vypocitat hodnotu nasledujiciho ¢lenu feseni z(¢ 4+ 1). Naopak, zndme-li
z(t + 1) a pfitom je a(t) + 1 # 0, mizeme z (3.11) vypocitat hodnotu predchoziho ¢lenu
x(t). Vidime, Ze hodnoty feseni rovnice (3.11), a ekvivalentné rovnice (3.9), mizeme pocitat
,dozadu“ pouze tehdy, pokud a(t) # —1. Toto pozorovéani inspiruje zavedeni néasledujiciho
pojmu.

Definice 17. Rekneme, Ze posloupnost p € P je regresivni, pokud p(t) # —1 pro vsechny
indexy t € Dom p. Mnozinu regresivnich posloupnosti oznac¢ime R,

R ={peP: (Vt € Domp) 1+ p(t) #0}.

Podobné jako v pripadé obecnych posloupnosti mizeme zduraznit defini¢ni obor posloupnosti
dolnim indexem, t;j.

Riy = RN Py, pro tg € Z, R =RNP_w.

Na mnoziné regresivnich posloupnosti definujeme binarni operaci @ a unarni operaci © vztahy

p@qt) =pt)+qt)+pt)gt),  opt) = %}%_

Snadno ovéfime, Ze mnozina regresivnich posloupnosti s operaci @ tvori komutativni
grupu, nulova posloupnost o = 0 je neutralnim prvkem této grupy a ©p je opaénym prv-
kem k prvku p.

Tvrzeni 10. Necht p € R je regresivni posloupnost. Pak pro kazdou hodnotu 2y € R existuje
jedind posloupnost x € P takova, ze Dom x = Dom p, z(ty) = zo a Ax(t) = p(t)x(t).

Diikaz: Ponévadz x(t+1) = (1+p(t))z(t), je posloupnost = definovéna pro kazdé ¢ > to. Dale
pro kazdy index ¢ takovy, ze t — 1 € Domp plati (t) = (1 + p(t — 1))z(t — 1) a tedy

x(t)

R TS

coz znamena, ze posloupnost x je definovana také pro t < ty takové, ze t € Dom p. O

Definice 18. Necht p € R je regresivni posloupnost. Ezponencialni posloupnost prislusnou
k posloupnosti p s pocdtkem tg € Dom p definujeme jako jediné feSeni diferenc¢ni rovnice

Az = p(t)x (3.13)
s pocatecni podminkou z(tg) = 1. Jeji t-ty ¢len znacime e, (¢, o).

Véta 15 (Vlastnosti exponencidlni posloupnosti). Necht p,q € R takové, Ze Domp = Dom g,
to,t,s € Domp. Pak plati
t—1

1. ep(t,to) = T[] (1+p(@)) #0,

i=to
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2. et to) =1, e1(t, tg) =271,
3. ep(t,to)eq(t,to) = epaq(t,to),
4. (ep(t,t0) ™ = ecplt, to),

5. ep(t,s) = eqp(s,t),

6. ep(t,s)ep(s,to) = ep(t,to),

7. Je-li p(t) > —1 pro vSechny indexy t € Domp, pak e,(-,to) = e2oto MIHP) 5

to—1

Dikaz: Podle Tvrzeni 7 plati H (1+p(i)=1a
AT (14 p) = I (1+96) — [T (14 00) = (1 +00) 1) TT (1 +00) =
=p(t) 1:[ (1+p(3)).

Z jednoznacnosti Feseni rovnice (3.13) nyni plyne platnost rovnosti v prvni ¢asti véty, nerov-
nost plyne z vyjadieni exponencialni posloupnosti pomoci souc¢inu a z regresivnosti posloup-
nosti p. Z dokazaného prvniho tvrzeni véty nyni plyne

t—1 t—1
eot,to) = [T(1+0) =1, et to) = [ (1 +1) = 207Dt = oi~f0,
i=tg i=to

coz je druhé tvrzeni véty. TTeti tvrzeni plyne z nasledujiciho vypoctu

ep(t,to)eq(t, to) = ]:[ (1+p(3)) 1:[ (144q(1) = 1:[ (1+p(@) + q(i) + p(i)q(i) =

= eprqipqg(t,to) = epaq(t, to)-

Diky jiz dokazané platnosti tfetiho a druhého tvrzeni muzeme psat

ep(t7t0)69p(t7t0) - ep+9p(t7t0) = eo(t,to) =1,

coz je ¢tvrté tvrzeni dokazované véty. Z ného s vyuzitim Tvrzeni 7 dale plyne

t—1 s—1 -1
ep(t’ 5) = H (1 +p(i)) = <H (1 +P(l))> = e@p(s,t),

1=s8 i=t
coz je paté tvrzeni.

Podle Tvrzeni 7 déle plati

t—1 s—1 t—1

ep(t, s)ep(s,to) = [ [ (1+p@) [T (1 +p() = [T (1 +p6))

i=s i=to 1=t
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a to je Sesté tvrzeni dokazované véty. Rovnost v poslednim tvrzeni je ekvivalentni s rovnostmi

t—1
Iney(t,to) lnH ):Zln(l—{—p(i)). 0

i=to i=tg

Necht p € R je regresivni posloupnost. Reseni po¢ateéni tlohy pro homogenni linearni
rovnici
Az =p(t)r,  alto) = 70
je dano rovnosti
t—1
2(t) = moep(t,t0) = zo [ [ (1 +p(i)), (3.14)
i=to
nebot
z(to) = woep(to, to) = zol = zo

a podle Vét 4 a 15 plati
Axz(t) = zoAep(t, to) = zop(t)ep(t, to) = p(t) (zoep(t, to))-

3.1.3 Nehomogenni rovnice a Duhameliv princip

Nechf p € R je regresivni posloupnost a b € P posloupnost se stejnym definiénim oborem.
Uvazujme pocatecni tlohu pro linedrni nehomogenni rovnici ve tvaru

Az = p(t)x + b(t), z(to) = xo. (3.15)
Nejprve se zamétfime na ponékud jednodussi ilohu
Az = p(t)x + b(t), z(tp) =0 (3.16)

s nulovou pocatecni podminkou. MiZzeme si predstavit, ze tato illoha modeluje néjaky proces,
jehoz chovani ,samo o sobé“, bez ,vnéjsich vlivi“, je popsano homogenni rovnici pridruze-
nou k rovnici v tloze (3.16). Nehomogenita b pak predstavuje néjaké ,Fizeni“ bebo ,zasahy
zvnéjsku®. Systém pritom byl na pocatku v klidu, v nulovém stavu, a vnéjsi vlivy prichazejici
v prubéhu ¢asu ho z tohoto stavu vychyluji. Stav systému v Case t > ¢y je tedy vysledkem
— souctem — vlivli v pfedchozich ¢asovych okamzicich. Trochu presnéji feceno: feseni tulohy

(3.16) budeme hledat ve tvaru
t—1

2(t) =Y w(t,i), (3.17)
i=to
kde w je néjaka, zatim neznamé, funkce dvou celociselnych proménnych. Tato myslenka je
znama jako Duhameluv princip; lze ji aplikovat i v mnoha jinych situacich pii feseni ¢asové
zavislych nehomogennich (tj. afinnich) systéma.
Diference hledané posloupnosti z je pfi volbé (3.17) rovna

t t—1

Az(t) =D w(t+1,i) = > w(ti) = t+1t+z (t+1,1) — w(t,i)).

i=tlg i=to i=to
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Po dosazeni posledniho vyrazu za levou stranu stranu rovnice v tloze (3.16), dosazeni (3.17)
do jeji pravé strany a po jednoduché tipravé dostaneme

t—1

D (w(t+1,0) —w(t,i) — p(w(t,i)) = b(t) — w(t + 1,1).

i=tg

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz obé jeji strany budou nulové. A to, specielné,
nastane tehdy, kdyz vsechny sc¢itance v sumé na levé strané budou nulové. Tedy kdyz

w(t+1,7) —w(t,i) = p)w(t,i), w(i+1,i) =b(i), =t to+1,...,t—1,t.
Tyto rovnosti niizeme chapat jako systém t—tg+1 pocatecnich tiloh pro neznamé posloupnosti
w(-,1) s parametrem 1, tj za tlohy
To je ovsem pocatecni tloha pro linearni homogenni rovnici s regresivnim koeficientem p. Jeji
feseni je podle vysledki oddilu 3.1.2 dano vyrazem

w(t,i) = b(i)ey(t, i+ 1).

Dosazenim tohoto vyjadfeni do rovnosti (3.17) dostaneme feSeni tlohy (3.16) ve tvaru

x(t) = i b(i)ep(t, i+ 1).

i=to

7 predchoziho oddilu 3.1.1 jiz vime, Ze obecné feseni nehomogenni rovnice je souctem
obecného feseni pridruzené homogenni rovnice a néjakého partikularniho reseni rovnice ne-
homogenni. Pouzijeme feseni nalezené pomoci Duhamelova principu a obecné feseni rovnice
z ulohy (3.15) vyjadiime formuli

t—1
2(t) = cep(t,to) + > b(D)ep(t,i + 1)

i=tg
se zatim neurcenou konstantou c. Po dosazeni poc¢ateéni podminky z tlohy (3.15) dostaneme
rovnost xg = cep(to,to) = ¢, takze FeSeni pocatecni ulohy (3.15) je

t—1
2(t) = woep(t, to) + > bli)ey(t i+ 1).

i=to

S vyuzitim formuli z Véty 15 tento vysledek jesté upravime:

t—1 -1
z(t) = <x0 + > b(i)esy(i + 1,t)69p(t,t0)> ep(t,to) = <x0 + > b(i)esy(i + 1,t0)> ep(t,to).

i=to i=to

Exponencidlni posloupnost prepiseme jako soucin podle Véty 15.1. ReSeni pocatecéni tlohy
pro nehomogenni linearni rovnici s regresivni posloupnosti v linearnim ¢lenu, tj. feseni ulohy
(3.15), tedy dostavame ve tvaru

t—1 % t—1

t—1 t—1 -1
w(t) =z [ +p(@)+> b6 J[ (1+pG)) = {20+ > b6) [] %p(j) H (1+p(i)).

i=to i=to j=i+1 i=to j=to
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Piimym vypoctem se presvédcime, Ze FeSeni pocatecni tlohy pro obecnou linearni dife-
ren¢ni rovnici (3.9) s pocateéni podminkou z(ty) = x¢ je stejného tvaru. Jediny rozdil je
v tom, Ze defini¢ni obor feSeni miize byt mensi nez defini¢ni obor posloupnosti a.

Véta 16. Necht Doma = Domb, tg € Doma a xg € R. Polozme
7 =sup{t € Doma: t <tg,a(t) =—1}.
Resend pocdtecni ilohy pro linedrni diferencni rovnici,
Az = a(t)z + b(t), x(to) = zo, (3.18)

je posloupnost x € P, definovand vztahem

t—1
—on 1+a(: +Zb H (1+a(h) =
i=to i=tg Jj=i+1
t—1
- x0+2b H1+1a() H(1+a(i)).

Jesté explicitné vypiSeme tvar FeSeni linedrni rovnice (3.9) v nékterych specidlnich piipa-
dech.

Dusledek 1. Reseni rovnice (3.9) v pripadech, kdy nékterd z posloupnosti a, b je staciondrni:
o Ax = ax+b(t), z(tg) = zo.
Reseni: x(t) = zo(1 + o)t~ + Z (14 a) = 1b(4).

e Az =qa(t)xr+f, :Ut(_t?) = 1.
Reseni: x(t) = zo [] (1+a())+ﬂz H (1+a(y).

i=to i=tg j=i+1
e Az =ax+ S, z(ty) = zo.

Resend: z(t) = zo(1 + )t + ﬁw — (330 + é) (1+a)t—to — é
a a a

3.1.4 Kbvalitativni vlastnosti feSeni linearni rovnice ve zvlastnich pripadech
Rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme pocatecni tlohu
Azr =az+ 3, z(0)=x (3.19)

s parametrem « € R. ReSeni uvazujeme v prostoru posloupnosti Py.
Je-li —1 # «a # 0, pak ma tato tloha feSeni tvaru

x(t) = <360 + g) (1+a) - g

které je definovano pro kazdé t € Z. Jedna se tedy o geometrickou posloupnost s kvocientem
1+ a, od niz je odeétena konstanta (/a.
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10

-10

S

Obrazek 3.1: ReSeni pocatecni tlohy pro linearni rovnici (3.19) s po¢ateéni hodnotou zg =
0, parametrem S = 1 a parametrem « v rozpéti od —2,5 do 0,5. Teckovanou pfimkou je
znézornéna hodnota — /.

Je-li @ = 0, pak mé tloha (3.19) FeSeni tvaru
(t) = xo + Bt

jedné se tedy o aritmetickou posloupnost s diferenci (.
Pocatecni tloha (3.19) s dosud neuvazovanym parametrem o = —1 se redukuje na tvar

z(t+1)=08, x(0)==xg,

takze xz(t) = 8 pro kazdé t > 0, FeSeni je od ¢t = 1 konstantni.

Pokud pocateéni hodnota xy vyhovuje relaci axg # —f, pak je feseni tlohy (3.19) nekon-
stantni, v opa¢ném pripadé je reseni konstantni.

Z uvedenych vyjadieni feSeni je vidét, ze monotonnost, ohranicenost a konvergence po-
sloupnosti x zavisi na hodnoté parametru «. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v tabulce 3.1. Na
obrazku 3.1 jsou zobrazeny grafy feSeni tlohy (3.19) pro hodnoty 5 = 1, g = 0 a rizné
hodnoty parametru a.

Rovnice s periodickymi koeficienty
Reseni linedrni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem

Ax = ax



64 KAPITOLA 3. LINEARNI ROVNICE

0<a ryze monotonni, neohranicend | lim |z(t)| = oo
t—00
-1<a<0 ryze monotonni, konvergentni
o= —1 | monotonni, konvergentni lim z(t) = —
t—r00 (0}

—2 <a< —1 | konvergentni

25
% +1) = —xg — =
a= —2 | ohranicena #(2k+1) 0Ty
x(2k) =x9, k€L
a < —2 | neohrani¢end liminf z(t) = —o0, limsupz(t) = oo

t—o0 t—00

Tabulka 3.1: Vlastnosti feSeni z pocatecni tlohy (3.19) pro linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty v zavislosti na hodnotach parametru «; pro pocateéni hodnotu plati axg # —f.

je geometricka posloupnost s kvocientem 1+, tj. 2(t) = zo(1+ ). Pokud koeficient rovnice
neni konstantni, ale néjak pravidelné kolisa kolem néjaké pevné hodnoty, lze ocekavat, ze
feSeni bude pravidelné kolisat kolem néjaké geometrické posloupnosti. Tuto myslenku nyni
vyjadiime presnéji.

Necht w je kladné celé ¢islo a a € R_. je w-periodickd regresivni posloupnost, tj. pro
kazdé t € Z plati a(t + w) = a(t) # —1. Uvazujme homogenni rovnici (3.10) a oznac¢me

w—1 1/w
a= (H (1+ a(i))) ~1, (3.20)
=0

tzn. Ze Cislo 14 a je geometrickym primeérem hodnot posloupnosti 1+ a na intervalu délky pe-
riody. Podle vysledkii uvedenych v 3.1.2 miizeme Feseni rovnice (3.10) s po¢ateéni podminkou
x(0) = xo pséat ve tvaru

x(t) = moeq(t,0) = zoez(t,0)esa(t,0)eq(t,0) = zoez(t,0)eqsa(t, 0).
Oznacme nyni

t—1

. a aa(i)
t) = eqealt,0) = 1 — — -
A0 = cacall,0) 11( Tl =133 1+a>
t711—|—a—|—a ) + aa(i) —a — aa(i) 1
T a =7 _tH(1+a(i)).
i=0 (1+a) i
Posloupnost ¢ je jednozna¢nym fesenim pocatecni tlohy
Ap=(a0a)p, ¢(0)=1,
neboli
a(t) —a
ap(t) = W0y, o) =1. (3.21)
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Ponévadz posloupnost a je w-periodicka, plati

1 t+w—1 '
¢@+wyzaiagzll(1+am::
= . | te-l .
= (m g (1+ a(z))) (m g (1+ a(z))) =
1 w—1 .
= @(f)m g (1+a(i)) = o(t),

takze posloupnost ¢ je také w-periodickd. Mizeme ji tedy také vyjadiit jako w-periodickou
posloupnost, pro jejiz pocatecni hodnoty plati

|
—

e() =] @ +a@@), j=01,...,w-1

i

I
=)

7 provedenych vypoctu plyne vysledek:

Véta 17. Necht a je regresivni w-periodickd posloupnost. Pak veseni linedrni homogenni
rovnice (3.10) je tvaru

z(t) = 2o (L +a)" (1),
kde xo = x(0), hodnota @ je ddana vyrazem (3.20) a ¢ je w-periodickd posloupnost, kterd je
resenim pocdtecni ulohy (3.21).
Reseni homogenni linedrni rovnice s periodickym koeficientem je tedy soucinem geomet-
rické posloupnosti a w-periodické posloupnosti. Toto vyjadieni lze povazovat za rozklad reSeni

na trend a sezénni slozku v multiplikativnim tvaru.
Ponévadz w-periodicka posloupnost je ohrani¢end, dostavame

Dusledek 2. Reseni x homogenni linedrni rovnice (3.10) s periodickym koeficientem a je

ohraniéend prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0.
— 00

Rovnici (3.20) mtzeme piepsat do tvaru rekurentni formule (3.11). P¥i oznadeni ¢ = 1+a
miizeme pro tuto rekurentni formuli napsat poc¢atecni tlohu

z(t+1) =q(t)z(t), x(0)=xo. (3.22)
Pfepsanim véty 17 a jejiho prvniho dusledku dostaneme

Dusledek 3. Necht q je w-periodickd posloupnost takovd, Ze q(t) # 0 pro véechna t € Z. Pak
resent ulohy (3.22) je tvaru

z(t) = x0(q)" ? = zo(9)"7 1:[ q(i),
i=0 1=0
kde
q(i), T:t—w[ﬂv

tj. q je geometricky prumeér hodnot posloupnosti q na intervalu délky periody a T je zbytek po
délent cisla t cislem w.
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Dusledek 4. Posloupnost x dand rekurentni formuli v dloze (3.22) s periodickou posloupnosti
q je ohranicend pravé tehdy, kdyz —1 < g < 1; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —1 < g < 1.
— 00

3.2 Systémy linearnich rovnic prvniho fadu

Necht vSechny posloupnosti a;j, b;, i,j = 1,2,...,k maji stejny defini¢ni obor. System k
linedrnich diferencénich rovnic (k-rozmérny linedrni systém) pruniho fddu je soustava rovnic
tvaru
Az =ay1(t)z1 + ar(t)xe + - - + a1 (t)xg + b1 (),
Azy=agx1(t) + agwa(t) + - - + ag(t)xy + ba(t),
) (3.23)
Az = akl(t)xl + akg(t)xg + -+ akk(t)xk + bk(t)
Pokud jsou vSechny posloupnosti b;, ¢ = 1,2,... k nulové, systém se nazyva homogenn,
v opacném pripadé nehomogenni.
Zavedeme vektorové posloupnosti @, b a maticovou posloupnost A,

xl(t) b1 (t) au(t) a2 (t) N alk(t)
ot bo(t ao1(t) aoga(t) ... agr(t
T e BT R B
wk(t) bk(t) akl(t) akQ(t) N akk(t)
Systém rovnice (3.23) mtizeme nyni struéné zapsat jako jednu vektorovou rovnici ve tvaru
Az = A(t)x + b(t). (3.24)

Tuto explicitni diferenéni rovnici (systém explicitnich diferenénich rovnic) prvniho typu mi-
zeme zapsat ve tvaru vektorové rekurentni formule (systému rekurentnich formuli)

z(t+1) = (1+A(t))z(t) + b(t). (3.25)

Oznac¢ime-li Q(¢) = | + A(t), muzeme systém rekurentnich formuli (3.25) pfepsat v kratsim
tvaru

x(t+1) = Q(t)x(t) + b(t). (3.26)

Vektorova rovnice (3.24) je k-rozmérnou analogii linearni diferenéni rovnice prvniho fadu
(3.9), vektorova rekurentni formule (3.25), resp. (3.26), je k-rozmérnou analogii rekurentni
formule (3.11), resp. (3.12). Toto pozorovani ukazuje, Ze teorie systému linearnich diferen¢nich
rovnic je zobecnénim teorie linedrnich diferen¢nich rovnic; nebo naopak, teorie linearnich
rovnic je specialnim pfipadem teorie linearnich systému pro k£ = 1.

Teorii linedrnich systémii (vektorové rovnice) lze dokonce povazovat za svym zpisobem
jednodussi, nez je teorie (skalarni) rovnice. Nehomogenni linedrni vektorovou rovnici (3.24)
totiz muzeme prepsat do (blokového) tvaru

Odtud je vidét, ze feSeni nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.23) miuzeme prevadét na FeSeni
homogenni (k + 1)-rozmérné rovnice

Aww:<§?lfvyw. 327
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Presnéji: je-li vektorova posloupnost x fesenim nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.23), pak

()

feSenim rovnice (3.27); je-li vektorovd posloupnost y FeSenim homogenni (k + 1)-rozmérné
rovnice (3.27) a mé posledni slozku identicky rovnu 1, pak je jejich k prvnich slozek fesenim
nehomogenni rovnice (3.24). Analogicky nahlédneme, Ze feSeni k-rozmérné nehomogenni li-
nearni rekurentni formule (3.26) lze prevadét na feseni (k + 1)-rozmérné homogenni linearni

rekurentni formule q )
t t
y(t+1) = <0(T) (1)> y(t). (3.28)

je posloupnost

Teoreticky tedy neni nutné se zabyvat rovnicemi nehomogennimi. Ovsem nékdy je jednodussi
vySetfovat rovnici nehomogenni nez rovnici homogenni vyssiho radu.
Stejné jako v jednorozmérném piipadé, rovnice

Az = A(t)x (3.29)

se nazyva pridruZend homogenni rovnice k rovnici (3.24).

3.2.1 Princip superpozice a fundamentalni matice

Formalné stejné jako v oddilu 3.1.1 ukazeme, ze vektorova posloupnost, jejiz vsechny slozky
jsou nulové je Fesenim homogenni rovnice (3.29) a Ze linedrni kombinace FeSeni této rovnice
je jejim feSenim. Tedy Ze mnoZina feSeni rovnice (3.29) tvoii vektorovy prostor. Uréime jeho
dimenzi.
Necht ¢ je libovolny index z definiéniho oboru maticové posloupnosti A. Rovnice (3.29)
s pocatecni podminkou
2(to) = & (3.30)

mé pro kazdy vektor & € RF feSeni definované (pfinejmensim) pro t € {to,to + 1,0 +2,...}
a toto feseni je jednoznacéné dano soucinem

t—1
z(t) = (1+A(t—1)(1+A(E—2))--- (I1+A(ty))€ = <H (1+ A(z’))) &

to nahlédneme stejnym vypoctem jako v tivodu této kapitoly na str. H4.
Vektorovy prostor RF mé bézi tvofenou linearné nezavislymi vektory ey, ea, ..., e. Necht
kazda z posloupnosti z;, i = 1,2, ..., k, je FeSenim rovnice (3.29) s poc¢ate¢ni podminkou

x(to) = e;. (3.31)

Kdyby vektorové posloupnosti z1, zs, ..., 2 byly linearné zavislé, existovaly by konstanty
a1,Q9,...,qL, ne vsechny rovny 0, takové, ze

121 + gz + - + a2 = 0.
Pak by zejména platilo

o= alzl(to) + OézZz(t()) + -+ Oékzk(t()) = 1€y + ages + - - + e,
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coz by byl spor s linearni nezavislosti vektort ey, eq, ..., ex. Existuje tedy alespon k linedrné
nezavislych feSeni rovnice (3.29) a dimenze prostoru jejich feSeni je alespon k.

Necht nyni « je libovolné feseni rovnice (3.29). Ponévadz vektory e, ez, ..., e tvoil bazi
prostoru R¥, existuji konstanty ci,ca, ..., takové, ze

x(tg) = cre1 + caea + -+ + cpeg.

Linearni kombinace feSeni 121 4+ caz2 + - - - + ¢, 2k je podle principu superpozice také fesenim
rovnice (3.29). Toto feSeni spliiuje poc¢ateéni podminku

(6121 + cozg + -0 + Ckzk)(to) = x(lo).

Reseni poéateéni tlohy pro rovnici (3.29) je vSak jednoznaéné déno pocéateéni podminkou
t—1

x(to) a soucinem matic [] (14 A(¢)). To ovSem znamen4, Ze Feseni x je linearni kombinaci
i=tg
feSeni z1, 22, ..., 2k. Dimenze prostoru feSeni rovnice (3.29) nemuze byt vétsi nez k.

Dostavame tak zaveér:

Véta 18. Mnozina vsech feseni linedrniho homogenniho k-rozmérného systému (3.29) tvord
vektorovy prostor dimenze k.

Skute¢nost, Ze prostor feseni rovnice (3.29) je konefnédimenziondlni, umoziiuje zavést
nasledujici pojem.

Definice 19. Béaze prostoru feseni linedrniho homogenniho systému (3.29) se nazyva funda-
mentdlni systém resent.

Jiz jsme ukazali, ze vektorové posloupnosti z;, i = 1,2,... k, které jsou feSenim rovnice
(3.29) s pocatecni podminkou (3.31) jsou linedrné nezavislé. Tvoii tedy fundamentalni sys-
tém Feseni rovnice (3.29). Vektorové posloupnosti 21, za, . . ., 2k tvorici fundamentélni systém

FeSeni muZeme usporadat do maticové posloupnosti definované vztahem

Z(t) = (z1(t), z2(t), ..., zk(t));

sloupce matice Z(t) jsou vektory z1(t),z2(t),..., zk(t). Ponévadz kazdé z vektorovych po-
sloupnosti z;, 1 = 1,2,...,k, spliuje pocatecni ulohu

Az; = A(t)z,;, Zi(to) = e;,

spliiuje maticova posloupnost Z maticovou diferen¢ni rovnici

AZ =A(t)Z. (3.32)
Ponévadz navic pocateéni hodnota Z(ty) spliiuje rovnost Z(tg) = (61,62, . ,ek) a bazové
vektory e, es, ..., eg jsou linearné nezavislé, plati

det Z(tg) # 0, (3.33)

tj. pocateéni matice Z(ty) je regularni. Zejména byva vyhodné volit pocateéni hodnotu jako
jednotkovou matici, Z(tp) = I.
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Definice 20. Reseni Z pocatecni tlohy (3.32), (3.33) se nazyva fundamentdlni matice systému
(3.29).

Opét snadno nahlédneme (odvodime netplnou indukei a dokadzeme tplnou indukci), Ze
fundamentalni matice systému je dana rovnosti

Z(t) = (1:[ (I +A(i))> Z(tg). (3.34)

Priklad. Najdeme fundamentalni matici systému

V tomto pripadé je

(). mo-(3 1)

Maticova posloupnost A je definovana pro ¢ > 1. Fundamentalni matici systému budeme proto
hledat jako feseni pocatecni tlohy pro maticovou diferenéni rovnici

AX =A(®)X, X(1)=1.

Oznacme
0 1
J=1+A(1)= (_1 0>.
Pak | + A(t) = 1J a fundamentalni matice daného systému je
t—1
1 1
zit)=1]-1= Jt
0-TTh= 5
Ponévadz
J2_01 0 1y_ (-1 0\ _
- \-1 0/\-1 0 0 -1 ’
muzeme dale pocitat
B=J-)==), =)=, P=0=1J, I5=11=—1, JT=J(-1) = —Jatd.

7 tohoto vypoctu uhodneme, Ze

D (0 e - c0)0) = E s i)

2
(3.35)

=

J=(-1

a tento vysledek ovérime tplnou indukci. Indukéni krok je

JF = g = (FD;J (I+J+ (-1 - J))) =
O g coy—an) = S G e -

2
_ (—I)ZZ(Z—H) (I . (_1)i+1(| _ J))
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Matice J? je tedy skutecné dana vyrazem (3.35) a fundamentalni matice daného systému je

(_1)%(t—1)(t—2)

24 = 2(t — 1)!

(I+J—=(-1)"(1=-1)).
u

Kazdé feseni rovnice (3.29) je linedrni kombinaci posloupnosti tvoticich fundamentalni
systém Teseni této rovnice, tj. sloupct fundamentalni matice Z. Jinak feceno, obecné feseni
rovnice (3.29) je tvaru

x(t) =Z(t)c. (3.36)

kde ¢ je konstantni vektor.

Nakonec jesté najdeme partikularni feseni této rovnice, které splnuje pocatecni podminku
(3.30). Z regularity matice Z(tg) plyne existence inversni matice Z(to)~!. Proto méa (algeb-
raickd) rovnice

E == $(7f0) = Z(to)c
pro nezndmy vektor ¢ jednoznaéné uréené feseni ¢ = Z(to) '&. Dostévame tak vysledek:
Resen{ pocatecni tlohy (3.29), (3.30) je dano rovnosti

(t) = Z(t)Z(to) '€, (3.37)
kde Z je fundamentalni matice systému (3.29). Toto feSeni je definovano (pfinejmensim) pro
t e {to,to—l—l,...}.

Diferené¢ni rovnici (3.32) lze prepsat jako rekurentni formuli
Z(t+1) = (1+A(t))Z(¢). (3.38)

Pokud je matice |4+A(t) v kazdém indexu ¢ € Dom A invertibilni, 1ze z po¢ateéni hodnoty Z(to)
jednoznaé¢né vypocitat hodnotu Z(t) feseni rovnice (3.38) pro libovolnou hodnotu ¢t € Dom A.
Tato skutecnost motivuje zavedeni nasledujicich pojmii.

Definice 21. Rekneme, Ze maticova posloupnost P je regresivni, pokud det (I + P(t)) #£ 0
pro vsechny indexy t € Dom P.

Podobné jako v 3.1.2 zavedeme na mnoziné regresivnich maticovych posloupnosti operace
¢ a © vztahy

-1

P®Q(t) =P(t) + Qt) + P(t)Q(t), ©P(t) = —P(t)(1+ P(t))

Mnozina regresivnich posloupnosti s témito operacemi opét tvofi grupu, ktera vsSak jiz neni
komutativni.

Definice 22. Necht maticova posloupnost P je regresivni. Maticovou exponencidlni posloup-
nost prislusnou k posloupnosti P s pocdatkem ty € Dom P definujeme jako jediné reSeni poca-
te¢ni tlohy pro maticovou linearni rovnici (systém)

AX =P()X, X(to) =I. (3.39)

Jeji t-ty ¢len oznacime ep(t, o).
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Pro maticovou exponencidlni posloupnost plati:

Véta 19 (Vlastnosti maticové exponencialni posloupnosti). Necht maticové posloupnosti P, Q
jsou takové, Ze Dom P = Dom Q, tg,t,s € DomP. Pak plati:

1. ep(t,itg) = (I1+P(t—1))(14+P(t—2) - (I+P(to)) = tlzf (1+P(i)) je reguldrni,
i=to
2. eo(t,to) =1, ep(t,t) =1, et tg) = 21 70l,
3. ep(t,to)eq(t,to) = epaq(t,to),
4. (ep(t.t0)) ™" = ecp(t.to),
5. ep(t,s) = ecp(s,t),
6. ep(t,s)ep(s,to) = ep(t,to).
Diikaz je formélné stejny jako dikaz Véty 15. Pii vypoctech je potfebné davat pozor na

potradi nasobeni matic. O

3.2.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Uvazujme nyni nehomogenni vektorovou rovnici (systém) (3.24). Nehomogenitu b mtzeme
interpretovat jako jakési ,poruseni“ (perturbaci) homogenni rovnice (3.29). ReSeni nehomo-
genni rovnice by tedy mohlo byt néjak ,,podobné“ feseni pridruzené homogenni rovnice, tedy
tvaru podobnému vyjadieni (3.36). Tuto ,,podobnost“ budeme chéapat tak, Ze perturbace se
projevuje jako neustala ,deformace® vektoru c. Trochu presnéji, vektor ¢ nebude konstantni,
ale bude zaviset na indexu ¢. Tato myslenka se nazyvéa (Eulerova-Lagrangeova) metoda variace
konstant.
Reseni rovnice (3.24) tedy hledejme ve tvaru

x(t) = Z(t)c(t), (3.40)

kde Z je fundamentalni matice systému (3.29), tj. feSeni poc¢atecni ulohy (3.32), (3.33). Pak
plati

Ax(t) = (AZ(t))e(t) + Z(t + 1) (Ac(t)) = (A(D)Z(t))e(t) + Z(t + 1) (Ac(t)).
Soucasné, aby posloupnost & byla feSenim rovnice (3.24), musi platit
Ax(t) = A(t)Z(t)c(t) + b(t).
Porovnanim téchto vyjadreni vidime, Ze
Z(t+ 1)Ac(t) = b(t).
Za predpokladu, ze matice Z(t + 1) je regularni, z posledni rovnosti vyjadiime

Ac(t) = Z(t+1)"'b(t)
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a sumaci obou stran této rovnosti v mezich od ty do t — 1 dostaneme

c(to) +ZZJ+ ~1b(j).

Jj=to

Konstantni vektor ¢(tp) pro struénost ozna¢ime n a vypocitanou posloupnost ¢ dosadime do
predpokladaného tvaru (3.40)feseni rovnice (3.24):

t—1
(1) =2() (n+ > Z(G+ 1)) t)n + Z Z(HZ(j + 1) "b(j).

Prvni sé¢itanec posledniho vyrazu je vlastné obecnym resenim piidruzené homogenni rovnice
(3.29). Soucasné vidime, ze x(tg) = Z(to)n, tj. n = Z(to) ‘x(tp). Fundamentalni matici Z
vyjadiime pomoci souc¢inu (3.34) a feSeni rovnice (3.24) zapiSeme ve tvaru

t—1 -1
z(t) = ] (1+A@)=(to) + Z 11 (+A®) | b0). (3.41)
i=tp Jj=to \1=j+1

Posledni vyraz je jiz definovan pro kazdy index t > tg ze spole¢ného defini¢niho oboru maticové
posloupnosti A a vektorové posloupnosti b; pracovni predpoklad o regularité matice Z tedy
nebyl podstatny. Pfimym dosazenim se nyni lze presvédcit, ze se skuteéné jednad o FeSeni
rovnice (3.24).

Odvodili jsme:

Véta 20. Obecné tesent rovnice (3.24) je souctem obecného teseni pridruiené homogenni
rovnice (3.29) a partikuldrniho tesend rovnice (3.24). Toto TeSend lze vyjadiit ve tvaru

a:(t):ﬁ(|+A z(to) +Z ]:[ (I+A(@) | b(),
i=to J=to \i=j+1

kde ty je néjaky index ze spolecného definicniho oboru maticové posloupnosti A a vektorové
posloupnosti b.

Pokud pro kazdy indext € Dom ANDomb, t < to je det (I+A(t)) # 0, je fesent definovdno
na celém Dom A N Dom b; v opacném pripadé je definovdno na mnoziné {r,7+1,...}, kde

T:to—min{iEN: det(|+A O—Z)—O}

Pokud je maticovéa posloupnost A regresivni, 1ze rovnost (3.41), tj. vyjadieni feSeni rovnice
3.24), prepsat pomoci maticové exponencialni funkce
, PTe€p b p )

t—1
x(t) = eal(t,to)x(to) + Z ea(t,j +1)b(j) =
- t—1
=ea(t,to) | @(to) + > _ ealto,j + 1)b(j) | =
Jj=to

t—1
=ea(t,to) | z(to) + Y _ ecali + 1,t0)b(j)

Jj=to
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3.2.3 Systém s konstantni matici

Necht A je étvercova matice fadu k. Uvazujme linedrni homogenni systém (vektorovou rovnici)
Az = Ax. (3.42)

Muzeme ho také prepsat jako systém rekurentnich formuli
x(t+1) = Qz(t), (3.43)

kde Q = | + A. Je-li tato matice regularni, pak ma rovnice (3.42) pro libovolnou pocéate¢ni
hodnotu x(tg) podle Véty 20 jediné feseni definované na celé mnoziné Z. Toto feSeni je tvaru

z(t) = (1 + AP (ty) = Qtx(to). (3.44)

Poznamenejme, Ze v piipadé t < to oznacuje symbol Q'~% matici (Q*I)toft. Fundamentalni
matice systému (3.42) a ekvivalentniho systému (3.43), kterd spliiuje pocatecni podminku
Z(tp) =1, je dano formuli

Z(t) = (I1+ A)7 = Qi o,

Abychom ziskali néjaky pouzitelnéjsi tvar FeSeni systému (3.42), potiebujeme vyjadrit
mocniny matice | + A = Q. Z linearni algebry vime, ze tuto matici mizeme zapsat ve tvaru

Q="PJP !,

kde P je regularni ¢tvercova matice dimenze k a J je Jordantv kanonicky tvar matice, tj. J je
blokové diagonalni matice

Ji O )

o I 0]
J= . )

O O ... Jn

blok J; je ¢tvercova matice dimenze k;; pritom ki + ko + - - - + ky, = k. Jednotlivé bloky jsou
tvaru

A0 0 . 0 Al 0

0O X0 ... 0 0O A1 ... 0
=100 XA ... 0 nebo Ji=[0 0 A ... 0}

00 0 ... A 00 0 ... A

kde A je vlastni ¢islo matice Q. Poznamenejme, Ze z predpokladané regularity matice Q plyne,
Ze vSechna jeji vlastni ¢isla jsou nenulova. Je-li blok J; diagonéalni, tj. je prvniho z uvedenych
tvart, fekneme, ze vlastni ¢islo A je jednoduchého typu.

Pro libovolné prirozené ¢islo n plati

JW* o0 ... O
o J" ... O
=1 . . . :

O O ... Ju"
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Je-li blok J; diagonalni, pak

Y00 0
0 A" 0 0

Jn—]0 0 0.
0 0 0 Y

ma-li blok J; v horni vedlejsi diagonéle jednicky, pak

n n—1 1 n—2 n(klil) n—k;+1
A" nA sn(n —1)A = 1)!)\ i
(ki—2)
n
0 A" )\n—l )\n—ki—I—Q
" (ki — 2)]
no__ ki*3
J' - 0 0 AT n( ) )\nfki+3 )
(ki = 3)!
0 0 0 AT
piitom ™), v =k; —1,k; — 2,...,1 oznacuje faktoridlovou posloupnost, viz 1.3.2.4. Platnost
téchto formuli lze ovérit uplnou indukci.
Priklad. Uvazujme systém rovnic (vektorovou rovnici)
2 1 1 3 1 1
z=|-1 -1 0 |=, tji. xz(t+1)=[—-1 0 0]=x(t)
-2 -1 -1 -2 -1 0
s pocateénim indexem ty = 0. V tomto pfipadé je
3 1 1 110 1t 3t(t—1) -1 -1 -1
Q=|-1 0 0], J=]l01 1|,Jt=(01 t ., P=[1 o0 1
-2 -1 0 0 01 00 1 1 0
Dany systém ma tedy FeSeni
-1 -1 -1\ /1 t t(t—1) 1 1 1
zxt)=|1 0 1 01 t -1 -1 0 |=(0)=
1 1 0 0 0 1 -1 0 -1
344 142 1 1,2
14 3t+ 32 ¢ e it
—st—312 1-t -2 =20 =
3p_ 142 1 1,2
S T - P T

z1 + 3 (3z1 + 222 + x3)t + 5 (21 + 23)t2
= xg—%(x1+2x2—x3)t—%(3&1+x3)t2 ;

€r3 — %(31‘1 + 229 + .%'3)t — %(.%'1 + 1‘3)t2
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pfitom x1, z3 a x3 oznacuji soufadnice pocateéniho vektoru x(0). |

Reseni rovnice (3.42) s matici A takovou, ze matice Q = |+ A je regularni a ma Jordaniiv
kanonicky tvar PJP~!, je tvaru

x(t) = PJITOP (1)), (3.45)

Slozky vektoru feseni jsou linedrni kombinace vlastnich ¢isel matice Q v nejvyse (t — tg)-té
mocniné, pfipadné vynasobend néjakym polynomem v proménné ¢. Odtud mtizeme (mimo
jiné) odvodit zaveér:

Tvrzeni 11. Maji-li vSechna vlastni ¢isla reguldrni matice Q modul (absolutni hodnotu)

mensi nez 1, pak pro kazdé feseni @ systému (3.43) plati

tlgglo x(t) = o.

Nehomogenni linearni systém s konstantni matici A
Ax = Az + b(t) (3.46)

mé podle Véty 20 jediné feSeni dané formuli

t—1
2(t) = 1+ A) " a(to) + 3 (1+A) ().

i=to
Zejména, pokud je nehomogenita b konstantni a matice A je regularni, pak systém
Az =Ax+b (3.47)

ma feSeni tvaru
t—1—to

x(t) = (I1+ A" x(t) + ( Z (I+ A)i> b=(+A)"""x)+A! [(I FA)T - '} b.

=0

Pokud vsechna vlastni ¢isla matice | + A maji modul mensi nez 1, pak tlim (I + A)t =0, coz
—00

znamend, ze pro feSeni systému (3.47) v takovém piipadé plati

. “1.

tlggo x(t) = —A b, (3.48)
chovéni feseni systému (3.47) pro ¢t — oo (po uplynuti dlouhého ¢asu) nezavisi na poc¢ateénich
podminkach, vliv poc¢atecniho stavu postupné vymizi, systém ,zapomene* sviij vychozi stav.
Systém s touto vlastnosti se nazyva ergodicky.

Pokud je matice A reguldrni, pak linedrni systém (3.47) s konstantni nehomogenitou b
mé jediné konstantni feseni & = x*. Toto fesSeni je soucasné FeSenim soustavy algebraickych
rovinic o = Ax* + b, tedy

xz* = —A"'b.

Porovnanim s rovnosti (3.48) vidime, Ze FeSeni ergodického systému (3.47) s regularni matici
A konverguji pro t — oo k jedinému konstantnimu feseni tohoto systému.
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Kapitola 4

Autonomni rovnice

Jedna spoleéné vlastnost ti1 modeli ristu populace sestavenych v Kapitole 1 je bezprostiedné
vidét z tvart rovnic (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se
cas t vyskytuje pouze jako index hledané posloupnosti z. To znamend, Ze ,,ptrirodni zakon“
urcujici rist populace je v kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skutec¢nost lze interpreto-
vat tak, ze zmény okolniho svéta nemaji zadny vliv na rist populace. Jinak feceno, populaci
(charakterizovanou vnitfnim koeficientem ristu 7) s jejim prostiedim (charakterizovanou ka-
pacitou K) si pfedstavujeme jako izolovanou od ,zbytku“ svéta. Populaci a jeji prostfedi tak
chapeme jako uzavieny systém a tento systém se vyviji podle svych vlastnich (avTos) zédkoni
(vopor). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17) a obecné diferenéni rovnice nebo jejich soustavy,
v jejichz zapisu se ¢as t objevuje jen jako index hledanych posloupnosti, nazyvame autonomni.

Néjaky systém (slovo ,systém“ nyni chdpeme jako ,néjak vymezena ¢ast reality, nikoliv
ve smyslu ,systém rovnic*), na ktery nepiisobi vnéjsi vlivy, se nemusi nijak chovat; jeho zména
nebo vyvoj mohou byt vyvolavany teprve zasahy z jeho okoli. O takovém systému fekneme,
ze je v dynamické rovnovaze. Pokud je v takovém pripadé stav systému popisovan néjakou
Casové zavislou veli¢inou (tj. posloupnosti) z = x(t), posloupnost = je v takovém pfipadé
konstantni a dynamickou rovnovahu piedstavuje néjakd hodnota x*, pro niz plati x = x*. Je-
li navic systém modelovan autonomni diferen¢ni rovnici z(t + 1) = f (:U(t)), pak musi platit
xz* = f(2*); dynamicky rovnovazny stav z* je dan feSenim této (algebraické) rovnice.

Dynamicka rovnovaha samoziejmé neznamend, ze ,,se nic nedéje”. Povazujeme-li za systém
napiiklad populaci, kterou charakterizujeme jeji velikosti x, mize byt tato velikost konstantni
a pritom miize dochéazet k thynu a rozeni jedinci, pocet uhynulych vSak musi byt stejny jako
pocet nové narozenych.

Z hlediska modelované reality byva zajimavou (nebo dokonce dilezitou) otazkou, jak se
systém chova, pokud v dynamické rovnovaze neni. Nebo z jiného hlediska: co se stane, kdyz
systém z rovnovahy vychylime? Budeme to nyni opét ilustrovat na prikladu populace. Za
adekvatni model vyvoje jeji velikosti budeme povazovat logistickou rovnici (1.14).

Rovnovazny stav velikosti populace je dan fesenim kvadratické rovnice

-1
x*zx*(r—rK x*)

Jednim kofenem této rovnice je z* = 0; to je nezajimavy trividlni pfipad — Zadné populace
neni a proto se nijak nevyviji. Zajimavejsi je druhy kofen z* = K, tedy situace, kdy velikost
populace je ustalena piesné na hodnoté izivnosti prostiedi.

7
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7 pocitacovych simulaci, predstavenych v Kapitole 1 na obr. 1.2, jiz vime, ze modelovana
velikost populace se nemusi ustalit na hodnoté kapacity prostfedi. Chovani feseni rovnice
(1.14), a tedy chovani modelované populace, podstatné zavisi na parametru r, na velikosti
vnitiniho koeficientu rastu populace. UkdZzeme si mozné chovani feseni rovnice (1.14) p#i dvou,
svym zpusobem extrémnich, hodnotach koeficientu r, konkrétné pro r = 2 a pro r = 4.

Pro r = 2 méame rovnici

2(t+1) = 2(t) (2 - %x(t))

a snadno se pfimym vypoctem presvédcime, ze feSeni této rovnice je tvaru

= (1-(1-£)").

kde ¢ je né&jaké redlné ¢islo; £ vyjadfuje pocateéni hodnotu z(0). Pokud plati 0 < § < 2K,

pak
52
0<({1—= 1
<(1-%) <

a proto tlim x(t) = K, tj. velikost populace se ustéli na hodnoté kapacity prostiedi, pokud
—00
jeji pocatecni velikost je nenulova a mensi nez dvojnasobek kapacity prostredi.
V piipadé r = 4 je situace naprosto jina. Rovnice (1.14) nyni je

2t +1) = 2(t) <4 - %x(t)) . (4.1)

Opét se pfimym vypooctem muzeme piesvédcit, ze posloupnosti dané formulemi

AK (2t \? AK [ 27tip\? AK [ 2tr\?
xl(t):T sing—= ) xg(t):T sing—— xg(t):T sin —

jsou FeSenimi této rovnice pro libovolné ptirozené ¢islo n. Pritom plati
x3(t) >0 prot <mn, z3(t)=0prot>n,
0<zi(t) < Kprot<n, z(t)=K prot>n,

AK (. 22nHp\? 4K 20t \\? 4K [ 2ntir?
xo(t+mn) = — | sin =—|sin (7 — = — | sin = z(t).
3 2" +1 3 2" +1 3 2" +1

Vidime tedy, Ze rovnice (4.1) méa jednak feSeni, které v konecném case vymizi, dale feSeni,
které se v konec¢ném case ustali na hodnoté kapacity prostredi, a také feseni periodické. Pfitom

plati

AK [ 1 \2 AK (. 2hr P AK [ w2
x1(0) = 5 <sm3 : 2n> < x9(0) = = (sm T 1) < z3(0) = - (sm—)

a limita vyrazu na pravé strané pro n — oo je rovna 0. To znamen4, Ze pfi dostatecné velkém
n jsou pocatecni hodnoty jednotlivych uvedenych feseni ,velice blizko nula®“ a proto jsou
»prakticky nerozlisitelné“. Jinak feceno, pti malé pocatecni velikosti populace nelze predikovat
vyvoj jeji velikosti. Situace pro n = 5 je zndzornéna na obrazku 4.1.
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x(t)

—_

Obrézek 4.1: Reseni logistické rovnice (1.14)

s rametry r =4, K = 1, tj. rovnice (4.1),
se tfemi riznymi poc¢ateénimi hodnotami: z:(0)

= % (sin g ) = 0,00143 (zelena — feSeni po
péti krocich nabude hodnoty 2K = 1), z(0) = % (sm gg )2 = 0,01205 (Cervena — FeSeni ma
periodu 5), z(0) = % (sin 3%%) = 0,01281 (modra — feSeni po péti krocich skon¢i na hodnoté
0). Poc¢ateéni hodnoty jsou prakticky nerozlisitelné, lisi se od sebe o méné nez 1,2% z hodnoty

K, ptitom priibéhy feseni jsou kvalitativné odlisné.

7 tohoto prikladu vidime, Ze chovani systému muze skutecné byt charakterizovano rov-
novahou — stav systému se ustali v tomto dynamicky rovnovazném stavu. Ale nemusi tomu
tak byt, i systém popsany témér stejnou rovnici, tj. lisici se jen v hodnoté jednoho parame-
tru, se muze chovat aplné jinak, jeho chovani nelze jednoduse charakterizovat rovnovahou,
jeho chovani mutze byt velice komplikované. Jesté zavaznéjsi je zjisténi, ze dokonce ani ade-
kvatni matematicky model nemusi byt pouzitelny k predikci vyvoje autonomné se chovajiciho
systému.

Také je dobré si uvédomit, Zze autonomnost revnice nebo soustavy rovnic vyjadruji jen jisty
thel pohledu na modelovanou realitu, nikoliv realitu samu. Tato vlastnost je totiz vymezena
pouze tvarem zapisu. Ilustrujme si tuto skutecnost opét na modelu ristu populace.

To, ze chapeme populaci spolu s jejim prostiedim jako jeden izolovany systém, neni vy-
nuceno né&jakymi objektivnimi zadkonitostmi. Jedné se jen o jednu z moznosti popisu, o jeden
mozny thel pohledu. Stejné dobfe bychom si mohli predstavovat, ze samotna populace pred-
stavuje systém, na ktery ptisobi jeho okoli. Nebo Ze populace a jeji prostiedi jsou dva systémy,
které se vzajemné ovliviiuji. Tyto moznosti ukdZzeme na prikladu Bevertonovy-Holtovy rovnice
(1.16).

Resen{ rovnice (1.16) s poc¢ateéni podminkou (1.9) je ddno formuli

K¢

Q1K -Gt 2

x(t) =
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jak se muzeme presvédcit primym vypocem. Odtud plyne, ze

z(t+1) Lo+ (K —&)r ! r

z(t) &+ (K — &)1 (r— D&
Eo+ (K —&)rt

1+

Oznacime-li tedy
§o 1

= = 4.3
u(t) o+ (K =&~ + (5 - 1) ot 3
€o
miizeme psat
e(t+1) = — " a(b). (4.4)

1+ (r =1y
Vyvoj velikosti populace je tedy také zapsan linedrni homogenni rovnici. Tato rovnice neni
autonomni, proménné ¢ se neobjevuje jen jako index hledané posloupnosti =, ale také ve
vyrazu y(t); pfitom posloupnost y povazujeme za znamou. Vyraz

1+ (r—1)y(t)

1ze interpretovat jako ristovy koeficient populace, ktery se v ¢ase méni; je-li (r—1)y(t) > 0, je
tento rustovy koeficient mensi nez vnitini koeficient ristu populace, je-li (r — 1)y(t) < 0, pak
je vétsi. Veli¢inu y(¢) mizeme tedy interpretovat jako vliv prostfedi na rust populace v ¢ase
t, jako jakousi charakteristiku proménlivého prostiedi. Z rovnosti (4.2) a (4.3) vidime, ze

Bezrozmérna veli¢ina y tedy vyjadiuje pomér velikosti populace k UZivnosti prostiredi, coz
lze také chapat jako relativni (vy)cerpani zdroji prostiedi, nebo z jiného pohledu jako jejich
vzacnost.

Z rovnosti (4.3) plyne

a tedy

y(t+1) = 1 _ 1 _ ry(t)

1+ (g—1>r_t_1 14 (ﬁq) g1 1= Dy

Posloupnost y je tedy fesenim nelinearni diferencéni rovnice

ry(t)
1+ (r—1)y(t)

Model ristu populace mame nyni vyjadfeny dvéma autonomnimi rovnicemi (4.4) a (4.5).
Rovnice pro posloupnost y (charakterizujici prostiedi) nezavisi na posloupnosti x, proto ne-
mluvime o systému ale o dvojici rovnic. Tuto dvojici mizeme interpretovat jako model auto-
nomné se vyvijejictho prostiedi, které ovliviiuje velikost populace. V rovnicich (4.4), (4.5) se
nevyskytuje parametr K; Gzivnost prostfedi by se objevila jako pocateéni podminka

y(0) = %

y(t+1) = (4.5)
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Z relaci (4.4) a (1.16) mtzeme také odvodit

14+ (r—1)y(t) = rx(f(j_)l) _ KT (TI; 1)x(t)7

takze ( ()
r— 1z
—1Dy(t) = ——=.
(r = Dy(t) %
Dosadime-li tento vyraz do (4.5), dostaneme

B rK
K+ (r—1)z(t)

y(t+1) y(t). (4.6)
Nyni nebudeme posloupnost y povazovat za zndmou. Systém rovnic (4.4), (4.6) je autonomni,
proménna t se na pravych stranach objevuje pouze jako index hledanych posloupnosti. Systém
(4.4), (4.6) muzeme tedy chapat jako model vyvoje populace (charakterizované jeji velikosti
x) a a jejiho zivotniho prostfedi (charakterizované relativni vzacnosti zdroji y); pfitom se
populace a prostfedi vzajemné ovliviiuji, ale nejsou ovliviiovany nicim jinym.

Oznacime-li

T rK
e(n) = T Y(§) = K+ (r—D¢
miZzeme systém rovnic (4.4), (4.6) zapsat v ,symetrickém* tvaru
a(t+1) = p(yt)z(),

yt+1) = d(z(t)y(t).

Tvar rovnic naznacuje, ze veli¢inu ¢(y) mtzeme interpretovat jako rustovy koeficient populace
o velikosti z, a analogicky, veli¢inu ¢(x) miZzeme interpretovat jako rustovy koeficient néjaké
populace o velikosti .

Trividlni Gprava modelu rastu populace v omezeném prostiedi ukazala, ze populaci a jeji
prostiedi mtzeme chapat dynamicky jako vztah dvou vyvijejicich se populaci; pfitom rdstovy
koeficient jedné z nich zavisi na té druhé.

Pokud je populace zivotaschopna, tj. jeji vnitini koeficient ristu r je vétsi nez 1, pak

r(r—1) rK(r—1)
2 2
(1+(r=1)n) (K + (r — 1)€)
Zvétseni ,,populace y* zmensuje rychlost rustu ,,populace z* a zvétseni ,populace z“ zmensuje

rychlost rtistu ,,populace y“. To v ekologické terminologii znamené, ze uvazované interagujici
populace jsou ve vztahu konkurence (kompetice).

SD,(U) - - 0, 7//(5) - -

V této kapitole se budeme zabjvat autonomnimi rovnicemi a jejich systémy. Nejprve
ukézeme jednoduché vlastnosti autonomnich rovnic prvniho fadu. Z nich nejdilezitéjsi je
yinvariance v ¢ase“, ktera, zhruba feceno, ukazuje, Ze nezalezi na tom, kdy se systém popsany
autonomni rovnici zacal vyvijet, ale na tom, z jaké hodnoty tento vyvoj zacinal. Pak se budeme
vénovat rovnovaznym staviim a zejména jejich stabilité, tj. schopnosti systému se po (malém)
vychyleni z rovnovahy do rovnovazného stavu vratit. V pfipadé autonomnich rovnic k tomuto
zkouméani mame efektivni vypocetni i grafické metody.

Vysledky ziskané pro autonomni rovnice prvniho fadu pak zobecnime na systémy rovnic
a rovnice vyssich rfadu; pro né vsak jiz grafické metody nejsou k dispozici.
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Kapitola 5

Transformace Z a jeji uziti

Pri dosavadnich pokusech matematicky modelovat rtist populace jsme se dopoustéli hrubé-
ho zjednoduseni — vSechny jedince jsme povazovali za stejné. Tento nedostatek se pokusime
napravit, budeme si v§imat pohlavi a véku jedinct.

Z hlediska reprodukce jsou samci naprosto bezvyznamni. Staci, aby v populaci néjaky byl
a oplodnoval samice. Proto budeme v populaci uvazovat pouze samice. U téch je dtlezity vék.
P1ilis mladé samice jesté ,neprodukuji potomky“ (nekladou vejce, nerodi a podobné). Staré
jsou jiz vycCerpané a unavené, proto rodi malo, pokud vibec. Samice tedy roztfidime podle
véku. Vék budeme udavat v néjakych ,,pfirozenych“ jednotkich — u drobnych hlodavci by slo
o tydny nebo mésice, u velkych savci o desetileti. Za vékovou tfidu budeme povazovat skupinu
samic, které dosahly jistého véku, ale nemaji vék vyssi. Plynouci ¢as budeme vyjadifovat ve
stejnych jednotkach jako vek.

Ozna¢me n;(t) pocet samic i-té vékové tfidy v Case ¢, tj. pocet samic, které maji vek
z intervalu [i,7 + 1), i = 0,1,2,...; ¢ = 0 oznacuje tfidu novorozenych samicek, nemame
néjakou apriorni horni mez véku. Umirani je nedilnou soucasti zivota, umfit lze v libovolném
véku. Je to ale jev ndhodny, nevime, kdy dana samice uhyne. P¥ijemnéjsi je mluvit o prezivani,
ne o umirdni. Proto zavedeme pravdépodobnosti preziti (survival probabilities). Symbol s;
bude oznacovat pravdépodobnost, ze samice z i-té vékové tfidy bude zit i v nésledujicim
obdobi a tedy ,,postoupi® do vyssi vékové tFidy; odvozenou hodnotu 1 — s; 1ze nazvat vékove
specifickd umrtnost. Veli¢iny s; a n; tedy splnuji relace

ni+1(t + 1) = smi(t), 1=20,1,2,.... (5.1)

Samice ,davaji vzniknout* dcerdm (porodi je, vysedi je a podobné). Mnozstvi ,,vyproduko-
vanych“ dcer se méni s vékem. Ozna¢me proto f; oekdvané mnozstvi dcer samice z vékové
t¥idy 7 za jednotkovy ¢as; f; lze nazvat specifickd plodnost ve véku i (fertility). Cislo f; samo-
ziejmé nemusi byt celé, Ize ho interpretovat jako priimérny pocet dcer samic z vékové tiidy 1,
neboli jako stfedni (o¢ekavanou) hodnotu ndhodné veli¢iny ,,pocet dcer samice véku i“. Pocet
novorozenych samic spliuje relaci

no(t + 1) = Z fml(t) (5.2)
=0

PovSimnéme si, ze apriori nevylucujeme, Ze by novorozené samicky nemohly byt plodné;
hodnota fy nemusi byt nulova (i kdyz v ,rozumnych* aplikacich asi bude). Pocet novorozenych
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samicek je formélné dan nekoneénou fadou, ve skutecnosti ptijde o koneény soucet, nebot od
jistého véku jiz budou vSechny fertility nulové.

Model riistu vékové strukturované populace samic je dan rovnostmi (5.2) a (5.1). Z rovnice
(5.1) vyjaddiime mnozstvi samic vékové t¥idy i v ¢ase t jako

nz(t) = si_lni_l(t — 1) = Si_lsi_zni_g(t — 2) = =8;_18;—92""" si_tni_t(O)
poi>ta
nl(t) = 8;-1S;i—2 """ So(t — Z)
pro ¢ < t. Tato vyjadfeni inspiruji k zavedeni novych parametr

i—1

li:Hsj, i=1,2,3,....

=0
Tato veli¢ina predstavuje pravdépodobnost, ze se narozend samicka dozije véku alespon 1.
V tomto vyjadreni je obsazen i predpoklad, ze preziti v jednotlivych vékovych tridach jsou
nezavislé jevy. S pomoci veli¢in [; vyjadiime
l; .

—ni—t(0)7 1> t7
ni(t) = { li-t (5.3)

lmo(t — i), 7 <t.

Strukturu populace tedy znédme, pokud zname jeji pocatecni strukturu, tj. veli¢iny

no(O),nl(O),nQ(O),ng(O), ey

a pokud zname pocet novorozenych samicek v libovolném case, tj. veliiny

ng(l),no(2)7n0(3), e

Veli¢iny no(0),n1(0), n2(0),n3(0),... mizeme povazovat za pocateéni podminky k rovnicim
(5.1), (5.2). Veli¢iny ng(1),n0(2),n0(3), ... vyjadiuji jakési krajni hodnoty populace, velikosti
nejmladsich vékovych tiid v jednotlivych ¢asech. Proto je budeme nazyvat okrajové podminky.

Problémem naseho modelu je skute¢nost, ze okrajové podminky nezname. Oznac¢me proto
z(t) = no(t). Vyjadiime je z rovnice (5.2) a vyuzijeme vztahy (5.3):

00 t
):Zfln’l(t) :Zfznz Z fznz Zlex t_Z Z fz ngj— t )
=0 =0

i=t+1 i=t+1 Zﬁ

Pro zjednodusSeni zapisu jesté oznacime

b(i) = fili;, g(t Z fz n;—¢(0).

i=t+1 27

Veli¢ina b(i) vyjadfuje ocekavany pocet dcer, které ve véku i ,vyprodukuje* novorozena sa-
micka; [;ng je totiz ocekdvané mnozstvi samicek, které se doziji véku 7, poté kazda z nich
svyprodukuje®“ f; dcer. Veli¢ina b(7) je tedy jakési vékové specifickd porodnost ,diskontovand®
pravdépodobnosti doziti tohoto véku. Veli¢ina ¢(t) zavisi pouze na pocate¢nich podminkach,
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veli¢ina b(i) je vyjadfend pomoci parametr modelu. Parametry i po¢ateéni podminky pova-
Zujeme za znamé.
Se zavedenym oznacenim miizeme rovnici pro okrajové podminky prepsat ve tvaru

t

w(t+1) =) b(i)z(t — i)+ g(t),

=0
a ponévadz plati
> b(i)w(t — i) = b(0)x(t) + b(L)x(t — 1) + -+ + b(t — D)a(1) + b(H)(0) = Y _ bt — i)a(i),
i=0 =0

dostaneme rovnici .
o(t+1) =Y bt —i)a(i) + g(t). (5.4)
=0

To je slavna Eulerova-Lotkova rovnice obnovy. Jesté si mizeme v§imnout, ze pro dostatecné
velké ¢, urcitéji feceno: pro ¢as vétsi nez je plodny vék samic, je g(t) = 0. Pro velkd t tedy
dostaneme homogenni rovnici obnovy

t

p(t+1) =Y bt —i)x(i). (5.5)

=0

Rovnice (5.4) a (5.5) jsou jakymisi rekurentnimi formulemi. Ze znalosti 2(0) mizeme vypocitat
x(1), ze znalosti x(0) a z(1) mizeme vypocitat x(2), ze znalosti z(0), z(1) a z(2) vypoc¢itame
x(3) atd. Nejedna se ovSem o rekurentni formule, jak byly zavedeny v 2.1, ale o operatorové-
diferen¢ni rovnice, které byly zminény v 2.3. K vypoctu z(t+1) je totiz potiebna znalost vech
ptredchozich ¢lent posloupnosti z(t),z(t — 1), z(t — 2),...,x(0), nesta¢i znalost jen nékolika
procesu od pocatku po pritomny okamzik ¢, nepotfebujeme néjaké informace z budoucnosti.
K feseni rovnic typu (5.4), které jsme v 2.3 nazvali diferen¢ni rovnice konvoluéniho typu,
potfebujeme vybudovat dalsi teorii, nevystacime jiz s diferenénim a sumac¢nim poctem.

5.1 Transformace 7

Nejprve pripomeneme nékteré pojmy a tvrzeni tykajici se mocninnych fad. Mocninnd 7ada je
fada funkci obecné komplexni proménné ¢ tvaru

> an(", (5.6)
n=0

kde {an},, je néjakd komplexni posloupnost. Polomér konvergence r fady (5.6) je definovan

vztahem 1
— = limsup {/|ay|;
r n—00
pritom klademe r = 0, pokud limsup {/|a,| = oo, a r = 0o, pokud limsup {/|a,| = 0. Pro
n—o0 n—o0

mocninné fady plati
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Véta 21 (Cauchy-Hadamard). Mocninnd rada (5.6) konverguje absolutné a stejnomérné na
mnoziné {¢ € C: |{| <r}. Na mnoziné {{ € C: |¢| > r} rada (5.6) diverguje.

Polomér konvergence r mocninné fady (5.6) 1ze také vypocitat pomoci nékterého ze vztahu

1
— = lim V/|an], r= lim
r

n—o0 n—o0

an

)

Gn+41

pokud neéktera z téchto limit existuje.

Nyni jiz budeme smétfovat k zavedeni transformace jisté tfidy realnych posloupnosti.
Ozna¢me F mnozinu komplexnich funkei komplexni proménné, tj.

F={f:f:C—=C}
a K mnoZinu posloupnosti
K={x€eP_x: x(t)=0prot<0}.
Posloupnosti z mnoziny K nazjvame kauzdlni posloupnosti.®

Definice 23. Transformace Z je zobrazeni Z : K — F, které kauzalni posloupnosti = pritadi
komplexni funkci Z(z) = Z definovanou mocninnou fadou

i(z) = Zx(j)ﬂ = Z @

Jj=0 Jj=0

Vzhledem k tomu, ze definicnim oborem transformace Z jsou kauzalni posloupnosti, mu-
zeme defini¢ni vztah psat ve tvaru

Oznacme nyni

1
R = — = limsup +v/|z(t)].

r t—00

Z Cauchyovy-Hadamardovy véty plyne, ze fada definujici obraz kauzalni posloupnosti z
konverguje absolutné a stejnomérné na mnoziné {z € C: |z| > R} a diverguje na mnoziné
{z € C: |z| < R}. Zejména pokud je R = 0, pak fada Z konverguje vSude s vyjimkou bodu
z = 0; pokud R = oo, pak fada & diverguje vSude. Hodnotu R lze také vyjadiit jako

z(t+1)

i 20

lim v/[z(t)[, nebo R= lim

t—o00 t—o00 ’

pokud nékterd z uvedenych limit existuje.

1 , s « PO " “ “ TR “
Termin ,kauzalni posloupnost® patrné vyjadiuje predstavu, Ze posloupnost pfed pocatecnim casem 0

neexistovala a v ¢ase 0 z néjaké pfi¢iny (latinsky causa) vznikla. Posloupnost, ktera existuje ,od vécnosti¢,

zédnou pri¢inu nemé. Slabinou tohoto zduvodnéni je fakt, Ze nulovost neni totéz co neexistence, nula neni

M1
,nict.
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Transformace Z je prosta. Pokud totiz dvé posloupnosti z, y € K maji stejny obraz, & =

pak pro vSechna |z| > R plati

0=2(x) —i(z) = >_a()z =Yyl = (2(j) — y(j))=".
A A -

Jj=0 Jj=0 J

87

Ys

Z véty o jednoznacnosti Laurentovy fady nyni plyne, Ze 2(j) = y(j) pro vSechna j = 0,1,2,. ..

atedy z =y.

Vlastnosti transformace Z, které budeme potiebovat, shrneme do nasledujiciho
Tvrzeni 12.

1. Transformace Z je linearni zobrazeni na mnoziné kauzalnich posloupnosti, tj.

Z(ax + py) = aZ(z) + Z(y), axr + By = ai + By

pro libovolna ¢isla «, 8 a libovolné kauzalni posloupnosti x, .

2. Transformace Z prevadi operator posunu na aritmetické operace nasobeni a séitani:

Z (x7) (2) = 2Z(z) (2) — zx(0), x%(z) = 2&(z) — zx(0),

obecné

2(s7) () = #2(@) ) - el () = a(e) - Y alh)

pro libovolnou kauzélni posloupnost = a prirozené ¢islo k.

3. Limita obrazu kauzalni posloupnosti z v nevlastnim bodé je rovna pocateéni hodnoté

posloupnosti x,
lim Z(z) = x(0).

|z]—o00

4. Limitu kauzalni posloupnosti = lze vyjadiit pomoci limity jejiho obrazu ve vlastnim

bodé 1,
lim z(t) = lim(z — 1)Z(z2),

t—00 z—1

pokud je R = limsup v/|z(t)| < 1.
t—»00

5. Necht a # 0 a z je kauzélni posloupnost. Je-li kauzalni posloupnost y definovand vzta-

hem y(t) = a'xz(t), pak

i) = (2).

a

6. Necht x je kauzédlni posloupnost a posloupnost y je definovana vztahem y(t) = tx(t).

Pak
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Obecné: necht k € N a posloupnost y je definovand vztahem y(t) = t*z(t). Pak
d k
7 = (~+3; ) 2G>

y d\* e d
pritom | —z— | oznacuje k-krat iterovany diferencidlni operator —z—.

dz dz
Dikaz:
L Z(aa+By)(=) = 3 (aw() + By()= = a 3 ()= + 83 y(i)e =
Jj=0 j=0 j=0

3. lim Z(z) = lim <§ x(j)zj> = 2(0) + lim <§ x(j)zj> =

|z]—o0 |z]—00

4. Plati
Z(Az)(z) = > Ax(j)z 7 = (a(j+1) —x(j))z
j=0 J=0

a soucasné podle 2. je

Z(Az)(z) = Z (27 —x) (2) = 2°9(2) —Z(2) = 22(2) — 22(0) — Z(2) = (2 — 1)Z(z) — zx(0).
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Odtud dostaneme

lim (z — 1)#(z) = lim [ zz(0) + Z (z(i+1) —z()))z7 | =

z—1 z—1

=2(0) 4+ lim | lim (z(j+1) - m(j))z_j =

z—1 | t—o0

y —Ooajx z_Jzoo:U Ei]::ﬁz
5 9() = 2 a7 = 3a) () =2 (3)
6. Je-li y(t) = tz(t) pak
§2) =3 ()7 = 2 3 a(i) ()= = = D) =
j=0 j=0 J=0
= —z% jzox(j)z] = —z%j(z)

Pro kauzalni posloupnost zavedenou vztahem y(t) = t*z(t) tvrzeni dokdzeme tplnou
indukci vzhledem k exponentu k. Oznaéime y(t) = t*+1x(t), n(t) = t*z(t) a provedeme
indukéni krok:

gty =3 () = =2 3 R ()2 = —sz’“x(j)d%z‘j =
=0 j=0 j=0

_ —z% iojkx(j)z—j _ —z%ﬁ(z) _ —zd% (—z%)ki“(z) - <—z%> #(z).

=

Transformace Z nékterych posloupnosti lze spocitat explicitné. Nékolik vysledkt je uve-
deno v nasledujicim

Tvrzeni 13 (Obrazy nékterych posloupnosti).

1. Necht kauzalni posloupnost x mé nulty élen jednotkovy a od prvniho élenu déle je
geometricka s kvocientem a # 0, tj. z(t) = a’ pro t > 0. Pak

z

T = R: .
H)=—— s R=la
0, t<0 z
Zejména pro a = 1, tj. pro posloupnost z(t) = { " plati Z(z) = ,R=1.
] p j- pro posloup (t) {1’ 150 P (2) = —
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2. Pro posloupnost x definovanou vztahem

1
kde ¢ # 0 plati z = a R=|q|
Z—4q

3. Posloupnost ,,Kroneckerovo 6“ s indexem k je definovana vztahem

1, t—k
or(t) =
0, t+k

Tato posloupnost byva také nékdy nazyvana jednotkovy impuls v case k. Jeji obraz je
Sx(2) = 27% s R = 0. Zejména plati dy(z) = 1 pro z > 0.

Dukaz:

1. Podle znamého vzorce pro soucet geometrické fady plati pro |z| > |a]

> . saNd 1 z
T = j_j: —_ = g .
CEWELNORTEEre
N z

j=0

2. Plati

takze podle predchoziho vysledku je

~ z
x9(z) = —

Podle ¢asti 2. v Tvrzeni 12 je soudasné x°(z) = zi(z) — zx(0) = zi(z). Porovnanim
vyrazi na pravych stranach téchto rovnosti dostaneme vysledek.

3. 6u(2) = 0 dw(j)z T = 2,

5.1.1 Konvoluce

Pro posloupnost a € P_,, klademe
> al) =Y al) + > a(—),

j=—00 j=0 j=1

pokud obé fady na pravé strané defini¢ni rovnosti konverguji.
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Definice 24. Konwvoluce * je parcidlni operace na mnoziné posloupnosti P_.., tj. * je zobra-
zeni z kartézského soucinu P_,, X P_,, do mnoziny P_.., definované vztahem

o0

wry(t)= > alt—Hyli), teZ

j=—o0

pro posloupnosti z,y € P_ takové, ze obé rady

[e.9]

o
x(t — 7) a Y a(t+j)y(—j)
7j=1

j=0
konverguji absolutné.

Jsou-li z,y € P_,, takové posloupnosti, ze existuje jejich konvoluce x * y, pak existuje
také konvoluce y * x a obé konvoluce se rovnaji. Pro ¢t > 0 totiz plati

[e.9]

wry(t)= > alt—5yli) =

j=—o0

analogicky ukazeme platnost vztahu pro ¢ < 0.
Jsou-li = a y kauzalni posloupnosti, pak plati

[e.9]

S oalt—yG) =D x(t—5yl).

jzfoo j=0
Na pravé strané rovnosti je konecny soucet, coz znamend, ze konvoluce kauzalnich posloup-

nosti je vzdy definovana. Je-li ¢t < 1, pak podle Tvrzeni 7 plati

0o —1

ST alt—iyl) =zt -y =— Y x(t—jyj) =0.
J=0 ’

j=—o0

Odtud plyne, Ze konvoluce kauzalnich posloupnosti je kauzalni posloupnost. Stru¢né, pro
libovolné posloupnosti x,y € K existuje posloupnost = * y € I, pro jejiz ¢leny plati

t t [e%¢)

xxy(t Zx = Z z(t—37)y th_J Z z(t — 7)y(4);
7=0

J=0 j=—o0 j=—o0
pfi konkrétnich vypoctech pouzivame to vyjadieni konvoluce, které je v dané situaci nejvhod-
n&j.
Jesté si muzeme povSimnout, Ze na pravych strandch rovnic (5.4) a (5.5) je konvoluce

posloupnosti b a z; tim je zdiivodnén nazev ,rovnice konvolu¢niho typu“.

Dtlezitou vlastnosti transformace Z je ta, ze prevadi konvoluci na soudin.
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Tvrzeni 14. Necht x,y € K. Pak plati

Z(wxy) = 2@)20), . TFUE) = 3(2)i(2).

Strucné: obraz konvoluce kauzalnich posloupnosti z a y pfi transformaci Z je sou¢inem obrazt
jednotlivych posloupnosti.

Dikaz: Nekonecéné rady, kterymi jsou definovany obrazy kauzalnich posloupnosti pfi trans-
formaci Z, konverguji uvnitf svého oboru konvergence absolutné. Nekonecné rady, jimiz je
definovana konvoluce kauzalnich posloupnosti jsou vlastné koneénymi soucty. Proto je nasle-
dujici vypocet korektni.

Zx*y iix]—z zj—iixj—l =
7j=01=—00 i=—00 j=0
Z Z x 27k = Z y(i)z" Z z(k)z7F = Zy(i)z_i Zx(k)z_k =
1=—00 k=—1 1=—00 k=—1i i=0 k=0

- <Zx<k)zk> <Zy(i)zi> = #(2)i ()
k=0 i=0

5.1.2 Uziti transformace Z pro reSeni specialni linearni diferen¢ni rovnice

O

Uvazujme pocatecni tilohu pro linearni diferen¢ni rovnici s konstantnim koeficientem
xz(t 4+ 1) = qx(t) + b(t), x(0) = xp. (5.7)
Jeji feseni budeme hledat ve t¥idé kauzalnich posloupnosti. Rovnici pfepiseme na tvar
T=qx+b

a obé jeji strany pretransformujeme. S vyuzitim linearity transformace Z dostaneme

2 = qT + b.
Levou stranu upravime podle Tvrzeni 12.2,

28(2) — z2(0) = qE(z) + b(2).

Z této rovnice vyjadfime obraz feseni ulohy (5.7),

o b(z) 4 zz(0) . 0
i) = 2O 2 L

Podle Tvrzeni 13.1 a 2 nyni miizeme psat

i(2) = zoa(2) + b(2)é(z),

kde posloupnosti a, b jsou dany predpisem

0, t<0, 0, t<0,
a(t) = { c(t) = { i

¢, t>0, ¢t t>0.
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Jesté vyuzijeme vztah konvoluce a transformace Z podle Tvrzeni 14. Pro obraz hledané
posloupnosti x tak dostaneme

#(2) = mo(2) + b c(2),
nebo struéné Z(z) = Z(zoa + b * ¢). Reseni pocatecni tlohy je tedy ddno vyrazem
x(t) = xoa(t) + b * c(t),
nebot transformace Z je prosté zobrazeni. Tento vysledek jesté mtuZeme rozepsat do tvaru

t

x(t) = zoq" + Z b(t — j)e(j) = zoq" + Z bt — j)g =

j=0 J=1
t—1 -1
S N e ( 0y b<z‘>q“) qt,
=0 =0

coz je stejny vysledek jako v Dtsledku 1 Véty 16.

5.2 Volterrova diferenc¢ni rovnice konvoluc¢niho typu

Volterrova diferencni rovnice konvolucniho typu je diferenc¢ni rovnice tvaru

t

(t+1) = az(t) + Y b(t —f)a(j) + g(), (5.8)
j=0

kde « € R a b, g € K. Neznamou posloupnost = hledame ve t¥idé kauzalnich posloupnosti /.
Pokud je posloupnost g nulové, nazyvame rovnici homogenni, v opacném pripadé nehomo-
genni.

Eulerova-Lotkova rovnice obnovy (5.4) nebo (5.5) je pravé rovnici tvaru (5.8) s paramet-
rem o = 0.

Homogenni Volterrovu diferen¢ni rovnici konvolu¢niho typu

w(t+1) = az(t) + Y_b(t = j)z(j) (5.9)
j=0

N4

27 =ax+bxx nebo Azr=(a—1)z+bx*z.

Pfimym vypoétem se snadno presvédéime, ze rovnice (5.9) splituje princip superpozice, tj.
linedarni kombinace jejich feSeni je také jejim fesenim. Nulova posloupnost x = 0 je také
fesenim rovnice (5.9). To znamend, Ze mnozina Feseni rovnice (5.9) tvori vektorovy prostor.

Na obé strany rovnice (5.9) aplikujeme transformaci Z. Ta je podle Tvrzeni 12 linedrni a
podle Tvrzeni 14 prevadi konvoluci na souc¢in. Transformovana rovnice je tedy

% = ax + b.
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S vyuzitim Tvrzeni 12.2 dostaneme
28(2) — 22(0) = aZ(2) 4 b(2)Z(2).
Z této rovnosti vyjadiime obraz feseni rovnice (5.9)

Z(z) = z(0) (5.10)

z
z—a—b(z)
Vidime, ze feSeni Volterrovy rovnice (5.9) zavisi vedle parametru a a posloupnosti b, pouze
na pocatecni hodnoté x(0). To znamend, ze Feseni konkrétni homogenni Volterrovy diferen¢ni
rovnice konvoluc¢niho typu tvoii jednorozmérny podprostor v prostoru kauzélnich posloup-
nosti.

Priklad.
Najdeme FeSeni rovnice
t )
2(7)
z(t+1) = 2z(t) +2t27. (5.11)
=0
V tomto ptipadé je a = 2 a b(t) = 2'. Podle Tvrzeni 13.1 je
- z
b(z) = —.
(2) = 5
Po dosazeni do obecného vyjadfeni (5.10) dostaneme obraz feseni dané rovnice (5.11)
z 22 — 2z 3z —4
() = 2(0) ———— = 20) 72 = 20) (14 )

1 1 8
=z(0) |1+
o )< T3 <Z—1+z—4>>’
takze s vyuzitim vysledki v Tvrzeni 13 mutizeme psat

#(2) = 2(0) (do(2) + 3 () + 8d(2)) )

c(t):{o, <0, d(t):{o, <0,

kde

1, t>0, =1 >0,
Pro t > 1 tak dostavame feSeni rovnice (5.11) ve tvaru
z(t) = 32(0) (1 +8-471) = 12(0) (1 +2%+1).
Snadno nahlédneme, Ze touto rovnosti je dano feseni rovnice (5.11) i pro t = 0. |
Nehomogenni rovnici (5.8) mizeme opét zapsat struéné
2’ =ar+b*xx+g.

Jeji transformaci dostaneme rovnost

2%(2z) — z2(0) = az(z) + b(2)T(z) + §(2)
a z ni vyjadiime obraz feSeni rovnice (5.8)
z 1
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