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Abstrakt

Cilem préace bylo strucné popsat, jak se zacaly objevovat statistické postupy, které
bychom dnes oznacili pfizviskem robustni. PfedevSim §lo o to popsat, pro¢ viibec vyvstala
potieba pouzivat nové postupy v situacich, kdy klasické statistické metody selhavaly. Nejprve
jsou kratce popsany pocatky samotné teorie pravdépodobnosti, kombinatoriky, demografie a
pojistné matematiky. Samostatna kapitola je vénovana metod¢ nejmensich ¢tvercl. Metoda
nejmensich ¢tvercti nebyla jedinou moznosti, jak kombinovat nekonzistentni rovnice, nicméné
Tobias Mayer, matematik Leonard Euler nebo Pierre Simon Laplace. Ponékud méné znamou
osobnosti je jezuitsky knéz Roger Joseph Boscovich, ktery dal slovni a geometricky popis
metody, ktera miiZze byt povazovana za alternativu k metod¢ nejmensich ¢tvercli. Samotnou
metodu nejmensich Ctverct pak uveiejiiuje roku 1805 Adrie Marie Legendre. Nicméné jiz
o Ctyfi roky pozdéji si objev této metody ptisvojuje Carl Friedrich Gauss. Gauss je spojen i se
zavedenim normalniho rozdéleni. Dlouhou dobu se ptedpokladalo, ze vétSina ndhodnych
veli¢in se fidi pravé timto rozdélenim a jiz se neovéfovalo, jestli se skute¢né zkoumana
veli¢ina fidi normalnim rozdélenim. Pokud se nejedna o normadlni rozdéleni, jsou napf.
pritomny odlehlé hodnoty, klasické statistické procedury (véetné metody nejmensich ctverci)
mohou selhat. Mezi jedny z prvnich, kteti si tohoto faktu vSimli, patfi americky astronom
Simon Newcomb, matematik Percy John Daniell nebo nizozemsky astronom Hendrik van de
Hulst. Moderni robustni metody se objevuji az v druhé poloving dvacatého stoleti. Zasadnim
byl z tohoto pohledu clanek Petera Hubera z roku 1964 Robust Estimation of a Location
Parameter. Huber zde mj. zavadi M-odhady. V letech 1970-1971 se v Princetonu konal
seminaf o robustnich odhadech. Poznatky byly shrnuty v knize Robust Estimates of Location:
Survey and Advances. Autoti zde prezentuji nové robustni odhady a  tyto odhady pak
porovnavaji mezi sebou pomoci influenéni funkce a bodu selhani, které navrhl Frank Hampel.
Pfirozen¢ bylo zadouci u robustnich odhadii zjistit alespon pfiblizné rozdéleni
pravdépodobnosti. Touto problematikou se zabyval napft. britsky statistik Henry Ellis Daniels,
Svycarsky statistik Frank Hampel a Kanad’an Christopher Field. Ricardo Antonio Maronna
(Argentina) pfiSel jiz vroce 1976 srobustnimi metodami v mnohorozmérnych modelech,
které jsou trendem i v soucasnosti. Prace je zakoncena pohledem na problémy a sméry

soucasné robustni statistiky.



Abstract

The intention of this work is to give a brief description of the beginning of robust
methods. My primary goal was to describe the situations, where the classical statistical
procedures did not work, what was a reason for finding new methods. The first part of the
Thesis briefly describes the foundation of probability theory, combinatorics, insurance
mathematics and demography. The next chapter deals with the least squares method, which
was the most succesful among the early methods of combining inconsistent equations. The
problem of combining inconsistent equations was studied by cartographer Tobias Mayer and
by mathematicians Leonard Euler and Pierre Simon Laplace. The Jesuit Roger Joseph
Boscovich gave a geometric description of the method that was a predecessor of the least
squares. The first publication on the least squares method was that by Adrien Marie Legendre
in 1805. However, Carl Friedrich Gauss denoted himself as the author of the least squares in
his book, published four years later. The name of Gauss is also connected with the
introduction of the normal distribution. The normal distribution was for a long time
considered as the probability distribution of most random variables. However, it turns out that
the classical statistical methods (including the least squares) can fail if the random variable
doesn’t come from the normal distribution, as was observed by American astronomer Simon
Newcomb, English mathematician Percy John Daniell or Dutch astronomer Hendrik van de
Hulst. Modern robust methods appeared in the second half of the twentieth century. In 1964
Peter Huber published the significant article Robust Estimation of a Location Parameter,
introducing the M-estimators. In 1970-1971, John Wilder Tukey organized seminars on
robust estimators in Princeton. Their results and conclusions the Princeton group published in
the book Robust Estimates of Location: Survey and Advances. The authors studied new
robust estimators and compared them by means of the influence function and the breakdown
point, the concepts introduced by Frank Hampel. An important problem was to derive the
probability distribution of robust estimators, at least approximatively. This problem have
been solved by British statistician Henry Ellis Daniels, Swiss statistician Frank Hampel and
Canadian Christopher Field. The first extension of the robust methods to multivariate models
was made by Ricardo Antonia Maronna (Argentina) in 1976. The robust methods in
multivariate models are the main problem of interest up to now. The final part of the Thesis

briefly describes the recent trends in robust statistics.
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Uvod

Diserta¢ni prace se vénuje vzniku teorie pravdépodobnosti, metod¢ nejmensich
¢tvercu a predevsim pocatklim robustnich matematicko-statistickych metod. Vyraz ,,robustni*
se ve statistice pouziva pom&rné kratkou dobu. Statisticky vyznam tomuto slovu dal az G. E.
P. Box v poloviné¢ dvacatého stoleti. V dnesni dob¢ existuji rizné definice, vice ¢i méné
matematicky pfesné, ale obecné robustni znamend necitlivy na malé odchylky
z idealizovanych predpokladi, pro které je odhad optimalizovan. Mne ale nezajimaly pouze
moderni robustni metody, jak je zndme dnes a jak se vyuc€uji na vysokych Skolach. Zajimala
jsem se spise o to, jak robustni postupy vznikly, co robustnim metodam ptedchézelo, v jakych

souvislostech se objevila potfeba pouzivat jin€, jak klasické statistické metody.

Aby bylo mozné dostat se ke vzniku robustnich metod, podivala jsem se nejprve na to,
jak vznikla pravdépodobnost a statistika jako takova. Casto byva za pocatek teorie
pravdépodobnosti povazovana korespondence zroku 1654 mezi Pascalem (Blaise Pascal,
1623-1662) a Fermatem (Pierre de Fermat, 1601-1665). Nicméné pocatky musime hledat
mnohem dfive. Teorie pravdépodobnosti se vyuzivala 1 pifi riznych hrach. Jednou
z nejstarSich her byla nejspi§ hra s kostkami. Kostky mohly byt nahrazovdny i jinymi
malbach (kolem roku 3500 pied n. 1.).

Pocatky teorie pravdépodobnosti strucné popisuje prvni kapitola této disertacni prace.
Zabyvam se zde mj. ulohou o rozdéleni sazky, prvni publikovanou praci o poctu
pravdépodobnosti De ratiociniis in ludo aleae, kterou napsal Christiaan Huygens (1629—
1695). Huygensuv spis je pietistén, rozebiran a ulohy zobecnovany v dile Jakoba Bernoulliho
kombinatorika jako samostatnd ¢ast matematiky se zacina vyclenovat az v poloviné 17.
stoleti. Jedno z prvnich dél zabyvajicich se kombinatorikou Traité du triangle arithemétique
pochazi od Blaise Pascala (1623—1662). Pascal sdm vSak dilo nevydal, jedna se spiSe o soubor
textl, ktery byl vydan az po Pascalové smrti roku 1665. V druhé poloviné 17. stoleti vznika
infinitesimalni pocet. Tyto nové metody pouzivaji v teorii pravdépodobnosti Pierre-Rémond
de Montmort (1642—1727) a Abraham De Moivre (1667-1754). V souvislosti s rozvojem
teorie pravdépodobnosti jsem se také kratce zminila o demografii a pojistné matematice.

ey ee

pravnik Domitius Ulpianus (zemiel r. 228). V Evrop€ jsou znamy prvni seznamy zemielych
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az zroku 1532 v souvislosti s morovou epidemii v Anglii. V roce 1592 zacinaji v Londyné
vychézet pravidelné tydenni seznamy umrti. Z téchto studii vychazela i prvni publikovana
prace z pojistné matematiky zroku 1662, jejimz autorem byl John Graunt (1620-1674).
Teorii dozivotnich diichodii se zabyval dokonce i anglicky astronom Edmond Halley (1656—

1742).

Druhé kapitola se vénuje historickym kofeniim metody nejmenSich ctvercii. Metoda
Diivodem obliby této metody byl fakt, Ze byla zalozena na snadno pochopitelnych kritériich.
Je zajimavé podivat se na pozadi jejiho wvzniku v souvislosti s geofyzikalnimi a
astronomickymi problémy 18. a 19. stoleti. Mezi hlavni problémy patii napf. ureni a
matematicky popis pohybli Mésice, vysvétleni neperiodickych odchylek v pohybu planet
Jupiteru a Saturnu, stanoveni ptesného tvaru zemékoule nebo stanoveni stfedni hustoty Zemé
a gravitacni konstanty.

Tobias Mayer (1723-1762) pracoval jako kartograf v Norimberku. V letech 1748—
1749 provedl mnoho pozorovani M¢sice a jeho pohyb popsal pomoci 27 nekonzistentnich
rovnic o tfech neznadmych. Byl pfesvédcen o tom, ze ptesnost vysledku Ize zlepsit vhodnou
kombinaci jednotlivych pozorovani a navrhl statistické feSeni problému, jak pozorovani
vhodn¢ kombinovat. Vysledkem toho byla soustavy tfi rovnic pro tii neznamé.

Leonard Euler (1707-1783) se zabyval vypoctem drah planet, variacnim poctem,
pohyby M¢sice, ale také aplikaci matematiky napft. ve stavbé lodi a ve fyzice. Zaméfila jsem
se na jeho studium nepravidelnosti ve vzdjemném pohybu Saturnu a Jupitera. Euler po
ovéfeni na empirickych datech ziskal soustavu 75 rovnic s osmi neznamymi. Protoze byl ale
exaktnim matematikem, nepouzil pro zlepSeni pfesnosti kombinaci pozorovani jako Mayer.

Méné¢ znamou postavou je jezuitsky knéz Roger Joseph Boscovich (1711-1787).
Zabyval se méfenim polednikového uwhlu. Pfi analyzach téchto dat dospél k prvnimu
uspéSnému feSeni nekonzistence riznych obloukovych méfeni. Svoji metodu vSak
neformuluje analyticky, dava pouze slovni a geometricky popis.

Na Eulera a Mayera navazal ve své analyze pohybt Saturnu a Jupitera Pierre Simon
Laplace (1749-1827). Pomoci kombinace nekonzistentnich linedrnich rovnic odhalil
periodicitu pohybt téchto dvou planet. V roce 1787 své zavéry publikoval v knize Théorie de
Jupiter et de Saturne [55].

V roce 1805 Adrien Marie Legendre (1752—-1833) publikoval knihu o ur€ovani drahy

komet Nouvelles méthodes pour la déterminations des orbits des cometes [56]. V apendixu

_0.-
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své knihy navrhl metodu nejmensich ctverct, kterou aplikoval na naméfena pozorovani drah
komet. V roce 1809 Carl Friedrich Gauss publikoval svoji metodu nejmensich ¢tvercti a sméle
ptipisoval objeveni této metody sobé se slovy, ze uvedenou metodu pouziva jiz od roku 1795.
Toto tvrzeni ovSem nemohl dolozit Zadnou konkrétni publikaci a jeho narokovani prvenstvi je
tak zalozeno pouze na nepfimych dikazech, které¢ jsou v druhé kapitole zminény. Brzy po
publikaci Legendreovy prace se metoda nejmenSich Ctverch stala standardni metodou
astronomie a geodézie.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) se zabyval podobnymi problémy jako Mayer, Euler,
Laplace a Legendre. Gauss ale hledal rozd¢€leni pravdépodobnosti chyb méteni, pro které je
odhad metodou nejmensi Ctverclh optimalnim odhadem méfené konstanty. Dospél tak
k hustoté normalniho rozdéleni. Toto rozdéleni méd v matematické statistice velice vyznamnou
roli. Od roku 1810 se dokonce piedpokladalo, ze vétSina nahodnych veli¢in se fidi prave timto

rozdélenim.

Normalni rozd€leni bylo dlouhou dobu povazovano za rozdéleni, kterym se fidi
vétsina ndhodnych veli¢in. I pfi pouzivani metody nejmenSich ¢tvercl se Casto bez dalsiho
oveéfovani predpokladalo, ze velikosti chyb pochdzi z normalniho rozdéleni. Na odlehlé
hodnoty jsou citlivé i klasické statistick¢é procedury, jako je primeér a rozptyl. Prave
o citlivosti klasickych statistickych charakteristik a procedur na odchylky od normality
pojednava tieti kapitola. V této souvislosti zmifnuji amerického astronoma Simona Newcomba
(1835-1909), objevitele smesi normalnich rozdé€leni. S prikopnickou praci Observations
Weighted According to Order ptichazi v roce 1920 Percy John Daniell (1889-1946). Zavadi
zde statistiky, kde jsou vahy pfifazeny méfenim podle jejich pofadi. Nicméné Daniellovo dilo
zlustalo nepovSimnuto a znovuobjeveni jeho vysledkii trvalo dalSich dvacet let. Robustni
statistiky bychom mohli najit v praci nizozemského astronoma Hendrika Ch. van de Hulsta
(1918-2000). Ale 1 jeho prace zlstala dlouhou dobu nepovSimnuta. Hulst se zabyval robustni
statistikou pouze kratce. Tim hlavnim divodem bylo nejspis to, ze v roce 1944 zacal slavil

uspéchy na poli teoretické astronomie.

Posledni kapitola se zabyvd modernimi robustnimi odhady. Hned na zacatek jsem
zatadila néco malo z teorie robustnich metod kviili ¢astému pouzivani téchto pojmu ve zbytku
kapitoly. Zasadnim zlomem pro moderni robustni statistické metody byl clanek Petera
J. Hubera (*1934) z roku 1964 Robust Estimation of a Location Parameter. Huber zde m;.

pojednava o asymptotické teorii odhadu parametru polohy pro kontaminovand normadlni

-3-
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rozd€leni. Zavadi zde také tzv. M-odhady. Dalsi vyznamnou udalosti pro rozvoj robustnich
metod byl semindf v Princetonu, ktery se konal v akademickém roce 1970-1971. V t¢ dobé
zde pulsobil jako profesor statistiky John Wilder Tukey (1915-2000). Seminafe se ucastnili
nejen zaméstnanci a studenti Princetonu, ale i pozvani hosté. Zakladem této skupiny byli
David F. Andrews , Peter J. Bickel, Frank R. Hampel, Peter J. Huber, W. H. Rogers a John
W. Tukey. Princetonska skupina upozornila na nedostatky klasickych odhadt a nabidla jako
alternativu robustni odhady. Pfispévky byly posouzeny a nasledné doplnény. Vysledkem
tohoto snazeni pak byla kniha Robust Estimates of Location: Survey and Advances, ktera
vySsla v roce 1972. Autofi nejen navrhli nové robustni odhady, ale navic se snazili urcit kvality
1 pfipadné nedostatky téchto odhadit pomoci Hampelova bodu selhani a influe¢ni funkce.

A pravé o influecni funkci a bodu selhéni, které studoval Frank Hampel, je dalsi ¢ast
ctvrté kapitoly. Struéné bychom mohli fict, Ze bod selhani je nejmensi podil pozorovani, ktera
po nahrazeni libovolnymi hodnotami (co nejneptiznivéjSimi) mohou vést k hodnotdm odhadu
nekonecno.

Po Princetonské studii nastal pomérn¢ piekotny rozvoj robustnich odhadt. Stalo se
trendem uvazovat pouze odhady, které jsou ,,dostatecné¢ dobré“. Tato kvalita odhadu byla
métena pomoci bodu selhdni. Odhady, které mély bod selhdni mensi nez jedna polovina, byly
povazovany za nedostatecné. Nad tim, zda je nutné dodrzovat toto striktni omezeni, zda jsou
skute¢na data opravdu tak pesimistickd, se zamyslel Stephen Stigler v roce 1977. Jeho zavéry
jsem zaradila do Casti Povaha redlnych dat.

U robustnich odhadt by bylo logicky zadouci zjistit jejich alespon ptiblizné rozdéleni
pravdépodobnosti. V roce 1954 pouziva britsky statistik Henry Ellis Daniels (1912-2000)
metodu sedlového bodu k odvozeni velice pfesné aproximace rozdéleni aritmetického
praméru. Obdobnou problematikou se zabyval také Frank Hampel. Vhodné zde pouzil
oznaceni ,,small sample asymptotics®, ktery vystihuje podstatu téchto metod. V casti Small
sample asymptotics je dale pojednano 1 o praci Christophera A. Fielda.

V soucasnosti jsou trendem robustni metody v mnohorozmérnych modelech. Nicméné
nejednd se o novinku nékolika poslednich let. Na pole robustnich odhadd pfiSel
s mnohorozmérnymi modely Ricardo Antonio Maronna jiz v roce 1976. Disertani praci
uzavira kratké pojedndni o soucasnych problémech a smérech robustni statistiky a o jejich

ptinosech pro obecny rozvoj moderni statistiky.

Kromé¢ uvedené literatury jsem jeSté pouzivala dva cenné internetové zdroje. Tim

prvnim byl The Mathematics Genealogy Project, dostupny na http://www.genealogy.ams.org/.
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Jedna se o sluzbu, kterou poskytuje Oddéleni matematiky na North Dakota State University
spolecné s Americkou matematickou spole¢nosti. Druhym zdrojem pak byl The MacTutor

History of Mathematics archive (http://www.history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/),

vytvofeny Johnem J. O’Connorem a Edmundem F. Robertsonem z University of St. Andrews.
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KAPITOLA 1.

Kapitola 1:

Historicky rozvoj pravdépodobnostniho a statistického
zplisobu vnimani

1.1 Poéatky teorie pravdépodobnosti
Za pocatek teorie pravdépodobnosti je obecné povazovana korespondence mezi

Pascalem' a Fermatem®, kterou spolu vedli v 16t¢ a na podzim roku 1654. Nicméné Pascal
s Fermatem m¢li velké mnozstvi predchiidcti. Pocatky teorie pravdépodobnosti lze hledat
v hrach. Nejstarsi z téchto her byla nejspis hra v kostky. OvSem v pocatcich se neobjevuje hra
s kostkami, jak je zname dnes, ale s jinymi pfedméty, které je nahrazovaly. Nejstarsi z nich
jsou patrné¢ hlezenni kosti kopytnatcti (viz obr. 1.1.). Tato ,kostka® mize padnout ¢tyfmi
zpusoby. Hlezenni kosti v lidskych sidlistich v ndpadné velkém mnozstvi jsou nachazeny
v sidlistich starych az 40 000 let. Archeologové se domnivaji, Ze tyto kiistky byly pouzivany

pravé k hram.

Obrazek 1.1. Hlezenni kustky kopytnatcui

Na starovékych egyptskych malbach z I. dynastie (kolem roku 3500 pied n. l.) Ize
nalézt zndzornéni her, pfi kterych se pouzivala kostka. V ¢em piesné hra spocivala a jaka byla
jeji pravidla, zndmo neni. Nicmén¢ vi se alespon to, Ze hra spocivala v posouvani figurek
a k ur€eni poctu krokti se pouzivaly bud’ hlezenni kosti nebo ty¢inky.

Nejspi§ prvni hry o penize se objevuji ve starovékém Recku. Rekové hézeli
hlezennimi kiistkami, které mély o&islované strany 1, 3, 4 a 6. V Recku byly kostky oblibenou
hrou, o ¢emz svédci fakt, ze byly ¢astym motivem uméleckych dél. Kostky se objevovaly mj.

na keramice, kresbach, mincich (viz obr. 1.2.).

! Blaise Pascal (1623-1662) — narodil se v Clermon — Ferrandu, jeho otec byl soudcem, ale také se zabyval
matematikou. Ve dvaceti letech Blaise Pascal sestrojil pocitaci strojek, ktery pomahal jeho otci pfi vypoctu dani.
Zabyval se pravdépodobnosti, projektivni geometrii, ale i fyzikou, filozofii a teologii. Blaise Pascal umira ve
veéku 39 let v Pafizi v dusledku t€zké nemoci.

2 Pierre de Fermat (1601-1665) — vystudoval pravo na univerzité v Orleans. Pracoval jako &len parlamentu
v Toulouse. Zabyval se matematickou analyzou, teorii Cisel, ale i optikou. Je povazovan za zakladatele teorie
¢isel (Velka Fermatova véta).
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I Rimané se ve starovéku vénovali hie v kostky. PouZivali kostky kamenné. Ve
starovéké Indii zase vyuzivali na hry ofisky vibhidaka. Nikde se ale doposud neobjevuje
znamka o pocitani relativnich Cetnosti jednotlivych hodl. Nékdy se jako divod uvadi

nedokonalost kostek a tudiz nemoznost pocitat ¢etnosti vrha.

Obrazek 1.2. Keramika znazornujici Zeny pri hie v kostky (kolem r. 300 pred n. 1.)

Kombinatorika se objevuje nejdiive v Asii. Bhagabati Sutra ptiblizné€ z roku 300 pied
n. 1. obsahuje pocty kombinaci a permutaci k prvkl z n pro k=1, 2, 3. Tyto poCty se vyuzivaji
pfi feSeni problému typu ,,jaké podsoubory lze vytvofit z daného poctu muzi a Zen“ apod.
I v dalsich sutrach lze nalézt kombinatorické otazky.

S pravdépodobnosti se setkdvame i v rabinské literatufe. U Zida byla hra v kostky
zakazana, nicméné los se pouzival jak v liturgii, tak pro rozhodovani sporti. NejcastejSim
zpusobem, jak dat prichod ndhodé, bylo losovani z urny. V rabinské literatufe se objevuje
zakladni pocitani s pravdépodobnostmi pomérné Casto, avSak piedev§im ve smyslu feSeni
praktickych ptikladi. Piiklady na feSeni situaci zalozenych na ndhod¢ miZeme nalézt
v Talmudy’ . Jsou zde ulohy napf. na nasobeni pravdépodobnosti.

V Evropé se objevuje vypocet z kombinatoriky u biskupa Wibolda z Cambray. Ten
pro mnichy vymyslel hru (kolem r. 965), kde mnisi hazeli tfemi kostkami a tim dostali jednu
zmoznych 56 kombinaci. Mnich si tak vylosoval jednu z 56 ctnosti, kterou musel po
nasledujicich dvacet ¢tyfi hodin praktikovat. Nékteré Ctenafe mozna prekvapi fakt, ze hra

pochazi z cirkevniho prostiedi. V Evropé totiz byla hra¢ska vasen kritizovana a potlacovana

? Talmud je jednim z hlavni dél rabinské literatury. Objevuje se ve dvou variantich — jeruzalémské (okolo r. 400
a babylonské (427-560). Jedna se o soubor predpisi nejen nabozenskych, ale i pravnich z oblasti trestniho a
obcanského prava.
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nejen ze strany statu, ale i ze strany cirkve. Nicméné¢ zdkaz se vztahoval pouze na hry
o penize. Proto 1 v dob¢ III. kiizové vypravy méli vojaci jasné¢ vymezena pravidla pro hrani
kostek. Kombinatoricka Cisla se objevuji v basni De vetula (O starence). Autorem této basné
byl nejspid Richard de Fournival®. Uvadi zde navod, jak pogitat kombinatoricka &isla pro
pocty moznosti jednotlivych souctl pii hodu tfemi kostkami.

Ve srovnani s jinymi matematickymi disciplinami se teorie pravdépodobnosti zacala
rozvijet az pomérné pozd€. Podivejme se tedy nejprve na mozné pfi¢iny tohoto pozdniho
vyvoje. Jednou z nich je i to, ze nikdo nevidél zddnou souvislost mezi ndhodnymi jevy a
matematikou. Ndhoda byla bud’ zboZSténa (nic se nedéje ndhodné, vse je fizeno vyss§i moci),
nebo byla nahoda povazovéna za pouhou neznalost vSech vztaht a pfic¢in. Dalsi pfi¢inou bylo
i to, Zze zkoumani nahody dfive nebylo nutné. Potieba popsat nahodné jevy se objevuje

v souvislosti s rozvojem demografie, pojisStovnictvi, astronomie.

Obrazek 1.3. Pierre de Fermat a Blaise Pascal

Mohli bychom fici, Ze impulsem pro zkoumani ndhodnych jevii byly hazardni hry. Hry
v kostky zacinaji ve Ctrnactém stoleti dopliiovat karetni hry. V pocatcich byly ale karty
pomérné nakladnou zdleZitosti, a proto se hraly pfedev§im mezi lidmi z vyS$Sich vrstev.
Hazardni hry se objevuji i1 v jiz zmiflované korespondenci mezi Pascalem a Fermatem z roku
1654. Vice o této korespondenci lze nalézt napt. v [17]. V této souvislosti by ale bylo
vhodnéjsi mluvit spiSe o poctu pravdépodobnosti. Nejednalo se totiz o budovani teorie, Slo

o feSeni konkrétnich piikladii. VéEtSina uvedené korespondence se zabyva tlohou o rozdéleni

* Richard de Fournival (1190-1260) — kancléf katedraly v Amiensu.

-8-
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sazky. Tato uloha se objevuje i u dalSich autord. Ve své nejjednodussi podobé se da
formulovat nasledovné:

Dva ,,stejn¢ dobfii“ hraci (pravdépodobnost vyhry v kazdé hie je pro oba hrace stejna)
hraji urCitou sérii her o ¢astku C. Vyhrava ten, kdo jako prvni vyhraje k her. Tato série her
muze byt predCasn¢ ukoncena, a to ve chvili, kdy prvnimu hraci chybi do vyhry m her a

druhému hragi n her. Ukolem je rozdélit spravedlivé ¢astku C mezi tyto dva hrace.

Obrazek 1.4. Luca Pacioli (vlevo) a Girolamo Cardano

Poprvé se vSak tloha o rozdéleni sdzky neobjevuje v uvedené korespondenci. Jeji
puvod je mnohem star$i. Az donedavna se predpokladalo, Ze nejstarsi feSeni této ulohy podal
italsky matematik Pacioli’. Nicmén& O. Ore nagel zminku o tloze v rukopise z roku 1380.
Pacioli uvazuje ptiklad se dvéma hraci, kteti ve stavu 5:3 ukoncuji sérii a potiebuji mezi sebe
rozdelit sazku. Pacioli navrhuje, Ze to maji ud€lat v poméru k jiz dosazenym bodim. Na toto
chybné feseni zareagoval ve své knize General trattoto di numeri et misura Tartaglia®. Oviem
ani on se nedobral ke spravnému feSeni. Ani jeden z nich se totiz nezabyva herni budoucnosti,
tj. tim, kolik her je$t& zbyva k vitézstvi. To odvodil az Cardano’. Cardano si pov§iml toho, Ze
rozdeleni sdzky nezavisi na odehranych hréach, ale na poctu her, které chybi kazdému z hract

k vitéznému konci. Sazka ma byt rozdélena umérné k poctu zpusobi, kterymi lze vyhrat.

> Luca Pacioli (1445-1517) — matematik, uil na univerzitach v Pise, Bologni, Florencii.

® Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557) — italsky matematik, znamy piedeviim diky algebraickému feseni
kubickych rovnic. Autor nékolika matematickych knih, véetné prvnich italskych piekladii Archimeda a Euclida.
" Girolamo Cardano (1501—1576) — italsky matematik. Cardano vystudoval medicinu. Od r. 1526 pracoval jako
1ékat, nicméné v r. 1632 se vratil do Mildna a byl jmenovan ucitelem matematiky. Stal se nejvyznamnéj$im
lékatem v Milané, jeho sluzby byly zddané po celé Evropé. Soucasné vyucoval matematiku. Napsal n¢kolik knih
z oblasti mediciny, matematiky, astronomie, nahodnych her. Jeho nejznaméjsi knihou je nejspis Ars Magna. Od
r. 1562 byl profesorem mediciny v Boloné. V r. 1570 byl obvinén z kacifstvi a dostal zakaz prednéset vetejné
a vydavat knihy. Teorii pravdépodobnosti se zabyva se své knize Liber de Ludo Alece, ktera ale byla publikovana
az v roce 1663.
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V Pacioliho ptikladu jen to pak pomér rozdéleni sazky 7:1. Cardano byl podle Halda [28]
notorickym hra¢em. Tuto svoji hra¢skou zkusenost vyuzil ve své knize Liber de Ludo Aleae.
Kniha byla ovSem publikovana az v roce 1663. Neni zndmo, kdy byl rukopis dokoncen.
Nicméné ve 20. kapitole se objevuje datace 1564. Liber de Ludo Aleae je pojednanim
o teoretickych, praktickych a moralnich aspektech her zaloZzenych na nahod¢. VéEtsina teorie je
podana formou ptikladt. Nékteré ptipady fesi metodou pokus — omyl a v knize uvadi jak
spravné, tak Spatné feSeni. Diky pozdni publikaci tato kniha neovlivnila pfimo dalsi vyvoj.
Nicméné se da predpokladat, ze vysledky Cardana byly koncem Sestnactého stoleti znamé
matematické komunité. Vice o knize napt. v Haldovi [28].

Vtéto dobé se také objevovaly ulohy, které bychom dnes oznacili jako
kombinatorické, napt. kolika zptisoby miize pii sou¢asném hodu n¢kolika kostkami padnout
jisty pocet ok. Pfi prvnich pokusech o vyfeSeni téchto uloh se vSak nikde nepise
o ,,pravdépodobnosti“. Tento pojem je nahrazen vyrazy ,,d¢leni ¢astky*, ,,Sance na vyhru®
apod. Otazku, zda se pii hodu tfemi kostkami vyskytuje soucet 9 stejné Casto jako soucet 10,
fesi ve svém kratkém pojednani Sopra le Scoperte dei Dadi Galileo Galilei®. Anglicky preklad
této prace je mozné najit v dodatku knihy [18], kde David datuje Galileovu praci do obdobi
1613-1623.

Obrazek 1.5. Christiaan Huygens

8 Galileo Galilei (1564-1642) — astronom, matematik, fyzik, filozof. Od roku 1589 ptisobil na katedre
matematiky na univerzité¢ v Pise, v roce 1592 odchazi na univerzitu v Padove. Galileo se proslavil také jako
astronom. Sestrojil vylepsené dalekohledy, objevil ¢tyfi mésice Jupiteru, faze Venuse, ukézal, ze na povrchu
Mésice jsou kratery a pohofi. V roce 1632 vydava spis Dialogo, ktery je vlastné dialogem nezi Aristotelovskym
a Kopernikovskym pohledem na vesmir. O mechanice je dilo Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a
due nuove scienze attinenti alla mecanica ed i movimenti locali z roku 1638. Kvuli svym nazorim se dostava
Galileo do sporu s cirkvi.
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Prvni publikovanou praci o poétu pravddpodobnosti byl Huygensiv’ spis De
ratiociniis in ludo alee (O vypoctech v hazardni hie), ktery vySel vroce 1657. Christian
Huygens pfi studiu prdv navstivil Pafiz a zde se dozvéd€él o korespondenci Pascala
s Fermatem. Ve své praci Huygens publikoval i spravné feseni tilohy o rozd€leni sazky.

Svuy spis De ratiociniis in ludo alece napsal Huygens holandsky, do latiny ho ptelozil
Franciscus van Schooten — ten ho také vydal jako pfilohu se své praci Exercitationum
mathematicarum libri quinque.

Huygensovo dilo je roz¢lenéno do ¢trnacti témat, tzv. Propositio. Zabyva se v nich
hrou o néjakou sazku, ulohou o rozdéleni sazky a dalSimi ptiklady s herni motivaci.
V dodatku je pfipojeno pét nefesenych uloh, které ponechavd Huygens na procviceni
¢tenafim. Ani Huygens zde nezavadi pojem ,,pravdépodobnost”, mluvi o tzv. ,,o¢ekdvané
vyhte, popt. pouziva formulaci, Ze ,,ocekdvané vysledky mohu ziskat stejn¢ snadno®. Za
hlavni pfinos bychom mohli oznalit zavedeni stfedni hodnoty diskrétni ndhodné veliCiny,
kterou ovSem nazyvad ,,ocekdavana vyhra®“. V obecnych ptikladech jiz vyuzivad pravidla
o sCitani a nasobeni relativnich Cetnosti — ,,pravdépodobnosti“ — nezavislych jevi. Oproti
korespondenci Pascala s Fermatem je zde ale podstatny rozdil v tom, ze zatimco Pascal
s Fermatem feSili pouze konkrétni tlohy, Huygens se pokousi o zavadéni obecnych pojmil a
postupt. V propositiones [-III uvadi tii tvrzeni, které bychom dnes mohli oznalit jako
definice, a z nich potom vychdzi pii feSeni svych ptikladi. Vzdy pod tvrzenim je vysvétleni,
pro¢ vztah plati. Z naseho hlediska je nejdulezitéjsi treti tvrzeni, které je zobecnénim prvnich
dvou. Zajemci mohou najit otiSténou Huygensovu praci v ptivodni latinské verzi i v ¢eském

piekladu v [61], odkud jsou i nésledujici pieklady do ¢estiny.

TVRZENI I11.
Jestlize by pocet pripadii, v nichz mi pripadne a, byl roven p, ale pocet pripadu, v nichz mi
pripadne b, byl roven q, pak za predpokladu, Ze vSechny pripady jsou stejne mozné, mé

pa+ b
P+

ocekavani bude mit hodnotu

? Christiaan Huygens (1629—1695) — narodil se i zemiel v Haagu v Holandsku; zajimal se o brougeni optickych
cocek a konstrukci dalekohledu, pomoci né¢hoz v r. 1655 objevil prvni mésic planety Saturn; patentoval prvni
kyvadlové hodiny v r. 1656, které podstatné zlepsily pfesnost méieni Casu; sestrojil nekolik kyvadlovych hodin,
pomoci nichz urcoval zemépisnou délku pii svych plavbach po mofi; ve své praci Horologium Oscillatorium
sive de motu pendulorum z . 1673 popsal teorii pohybu kyvadla; v r. 1663 byl ptijat do Kralovské spolecnosti
v Londyné; byl pfednim ¢lenem francouzské Akademie véd.

' PROPOSITION I11.

-11 -
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V nasledujicich tvrzenich IV-IX Huygens fesi tlohu o rozdé€leni sdzky. Za¢ina nejprve
feSenim ptipadl pro dva hrace. Poté se dostava k feSeni v ptipad¢ tii hraci. Svoje pojednani
o rozdéleni sazky uzavird v tvrzeni IX, kde davd ndvod, jak nalézt obecné feSeni ulohy
o rozdéleni sazky pro libovolny pocet stejné¢ dobrych hraca. Tuto formulaci bychom dnes

mohli oznacit za matematickou vétu. Udava rekurentni postup, jak se dostat k feSeni tilohy.

TVRZENI IX.
Abychom mohli vypocitat podil kazdého hrace pri libovolné mnoha hracich, z nichz
nekterému chybi vice a jinému méné her, je treba uvazit, co nalezi hraci, jehoz podil ma byt
stanoven, kdyz on sam nebo néjaky jiny hrac¢ vyhraje nasledujici hru. Sectou-li se takto
ziskané casti dohromady a déli-li se tento soucet poctem hracii, obdrzi se hledany podil

. ol
dotycného hrace.

V nasledujicich tvrzeni X—XII se Huygens zabyva hrou v kostky. Nejprve pocita
pravd&podobnost hozeni Sestky v prvnim hodu. Opét ale nepouziva slova pravdépodobnost.
Pta se, kolik by musel vsadit ten, kdo se pokousi hodit Sestku v prvnim hodu a kolik musi
vsadit jeho protivnik, aby byl pomér sazek spravedlivy. Stejnym zplsobem uvadi 1 dalsi
ptiklad — jaka je Sance, Ze hraci v prvnim hodu dvéma kostkami padnou na obou kostkach
Sestky. V posledni tloze ztéto Césti fesi otazku, kolika kostkami musi hra¢ hazet, aby
pravdépodobnost, ze hodi dvé Sestky najednou v prvnim hodu, byla alespoinl jedna polovina.

Posledni dvé tvrzeni se tykaji jisté hry v kostky pro dva hrace. Prvni z nich hodi
soucasn¢ dvéma kostkami. Vyhrava, pokud padne sedm boda. Druhy vyhraje, pokud padne
deset bodl. Pokud je soucet ok na kostkach jiny, hraci si rozd€li vyhru rovaym dilem. Ve
druhé hie je princip obdobny jen s tim rozdilem, Ze protihra¢ ma prvni tah a pocet ok
potiebny k vitézstvi je jiny.

Cely spis je zakonCen péti nefeSenymi ulohami, které jsou oznaceny jako problemata.

U prvni, tieti a paté ulohy jsou uvedeny vysledky.

Si numerus casuum, quibus mihi eveniet a, sit p, numerus autem casuum quibus mihi eveniet b sit q, sumendo

pa+ 1b

omnes casus eque in proclivi esse: expectatio mea valebit ———— . [601, str. 46]

P+
"' PROPOSITIO IX.
Ut tot collusorum, quot quis voluerit, ex quibus uni plures & alii pauiores lusu deficiunt, conjusque pars
inveniatur, considerandum est, quid illi, cujus partem invenire volumus, degeretur, si vel ipse, vel quislibet
reliquorum primum sequentem ludum vinceret. Horum autem partes si in unam summam colligantur,é
aggregatum per numerum collusorum dividatur, quotiens ostendet unius queesitam partem. [61, str. 52]
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Co se tyce samotné teorie pravdépodobnosti, jak uvadi Macak [61] nebo Stigler [85],
o0 jejim pocatku lze mluvit az v souvislosti se spisem Jakoba Bernoulliho Ars conjectandi.
Tato prace byla napsana jiz kolem roku 1685. Podle korespondence Leibnize s Jakobem
Bernoulli na ni vSak pracoval jesté pted smrti, tj. v prvnich letech osmnactého stoleti. Ars
conjectandi bylo vydano az roku 1713 synovcem Jakoba Bernoulliho Nicolausem (1685—
1759). Rod Bernoullitt pochazel z Antverp, kvili nabozenskym nepokojim se ale béhem
Sestnactého stoleti n€kolikrat st¢hoval, roku 1620 zakotvil jeden z jeho pfisluSnikli v Basileji.
V rodu Bernoulliti bylo mnoho ¢innych matematikti. Aby je historikové mezi s sebou odlisili,
oznacuji je poradovymi Cislicemi. V teorii pravdépodobnosti byli ¢inni Jakob 1. (1654-1705),
Nicolaus I. (1687—-1759) a Daniel 1. (1700-1782). Jakob Bernoulli se narodil v Basileji 27.
prosince 1654. Fontenelle'? uvadi, Ze byl svym otcem pieduréen pro duchovni ufad, duchovni
studia dokongil a v mladi pasobil jako duchovni ve Svycarsku a ve Francii. Od roku 1684 se
Jakob Bernoulli zabyval spolu se svym bratrem Johannem diferencidlnim a integralnim
poctem. Navazovali tak na praci Leibnize. O jejich vztahu ale Stigler tika [85, str. 64], ze
spise nez spolupracovniky byli soupeti. Kdyz Jakob Bernoulli 16. srpna 1705 zemiel, ztistalo
po ném nékolik nepublikovanych (a v nékterych ptipadech i1 nedokoncenych) matematickych
praci. Jednou z nich bylo i jeho dilo z teorie pravdépodobnosti Ars conjectandi.

Spis Ars conjectandi je roz€lenén do Ctyi Casti. V prvni z nich uvadi Bernoulli plné
znéni Huygensova spisu De ratiociniis in ludo alece se svymi komentaii a dopliiky. Druhé ¢ast
pro rozvoj teorie pravdépodobnosti je povazovana ¢tvrta ¢ast, kde Bernoulli poprvé formuluje
a uvadi dikaz zakona velkych ¢isel. V této praci se také poprvé objevuje pokus o definovani
pojmu ,,pravdépodobnost®.

V prvni ¢asti Bernoulli v n€kolika ptipadech uvadi u tloh své vlastni feSeni naprosto
odlisné od toho, které vyuzivd Huygens. V Casti zabyvajici se hrou v kostky Bernoulli
zobecnil tlohu, kterou fesi Huygens pouze pro soucasny hod dvéma a tfemi kostkami. Pta se,
kolika zpisoby miize padnout soucet 2, 3,..., 12, pfi hodu tfemi kostkami pak 3, 4,..., 18.
Bernoulli uvadi rekurentni feseni:

Z(nk)= iZ(n—l,k—i) .

i=1

"2 Bernard le Bovier de Fontenelle (1657-1757) — od r. 1697 sekretai Francouzské Akademie.
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Tento vzorec nam fika, ze kdyz na n kostkach ma padnout soucet rovny k, pak na n — 1
kostkach musi padnout soucet k — 1, k— 2, ..., k — 6. V tabulce 1.1. je uvedena zkracena verze

Bernoulliovy tabulky. Policka tabulky obsahuji hodnoty Z(n,k).

k

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10| 11| 12| 13

1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

3 1 3 6 10| 15| 21| 25| 27| 27| 25| 21

4 1 41 10| 20| 35| 56| 80| 104 | 125 140

5 1 51 15| 35| 70| 126 | 205 | 305 | 420

6 1 6| 21| 56| 126|252 | 456 | 756

Tabulka 1.1. Bernoulliho tabulka cetnosti padnuti souctu k ok pri hodu n kostkami
Prvni fadek tvofi samé jedniCky, protoze pii hodu jednou kostkou je pouze jedna

moznost, jak mize padnout 1, 2, ..., 6. Cislo v k-tém sloupci a n-tém tadku ziskame tak, ze

vezmeme fadek nad, tj. (n — 1)-ni fadek, a posc¢itame Sest hodnot nalevo od k-tého sloupce.
Pokud se stane, Ze nékterd z téchto Sesti hodnot neexistuje, nebo je policko nevyplnéné,
bereme misto ni hodnotu nula.

Dalsi zobecnéni Huygensovy ulohy miizeme nalézt v tvrzenich X—XII. Bernoulli hled4
pravdépodobnost toho, Ze napt. jednicka padne v n hodech praveé k-krat. Zavadi tak to, co
dnes zname pod nazvem binomicky zdkon rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliCiny.
V soucasném znaCeni zapisujeme pravdépodobnost, Ze v n nezavislych pokusech nastane
néjaky jev praveé k-krat:

P(k)=/2\| P =7,
\c) -
kde p znaci pravdépodobnost jevu v jednom pokusu.

Jak jiz bylo feceno, nejpodstatnéjsi je ale ¢tvrtd Cast spisu, ve které se objevuje prvni
formulace a dikaz zdkona velkych ¢isel. Dikaz zde uvadét nebudu, zdjemci ho mohou nalézt
ve Stiglerové knize [85, od str. 66], pro Ceské Ctenafe bude nejspiS pristupnéjsi diikaz
v Macéakove knize [61, od str. 83]. Uvedu pouze Bernoulliho formulaci zakona velkych cisel,
ovSem v moderni notaci, na kterou jsme zvykli. Tento zdkon Ize slovné vyjadiit tak, Ze se
zvySujicim se poctem nezavislych pokust se relativni ¢etnosti blizi jejich pravdépodobnosti.

Oznaéme X pocet pozorovanych uspéchii nebo ptiznivych ptipadd z celkového poctu N
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pozorovani a necht’ p je neznamy pomér (procento). Pak novodoby zapis Bernoulliho zavéru

je, ze pro libovolné malé kladné Cislo ¢ a dané velké kladné ¢islo ¢, mize byt N urCeno tak, ze

plati:
P(K—p‘_g\u >cP|(——p >g\|.
\N )\ )
Toto tvrzeni mliZe byt snadno upraveno do tvaru nyni zndmého jako Bernoulli slaby zakon
velkych ¢isel:
(X 1
PP—-pl>ei< —.
(N ) c+

1.2 Kombinatorika

O prvnich kombinatorickych ulohach jsem se zminila jiz dfive. Kombinatorika jako
samostatna ¢ast se zacind z matematiky vyclefiovat zhruba v poloviné 17. stoleti. Jednou
zprvnich knih zabyvajici se kombinatorikou byl Pascallv spis Traité du triangle
arithemétique (Pojednani o aritmetickém trojuhelniku). Tato prace vznikala v obdobi
korespondence mezi Pascalem a Fermatem, tedy v roce 1654. Nicméné Pascal sam nikdy dilo
nevydal a tak byl spis uvetfejnén az o jedenact let pozdéji (roku 1665) po Pascalové smrti.
Nejedna se vlastné ani o ucelené dilo, jde spiSe o soubor textii. Nékteré ¢asti jsou psané
latinsky, jiné francouzsky. V tvodu vydavatel uvadi, Zze nékteré texty byly nalezeny mezi
Pascalovymi listinami jiz vytiSténé, coZ svéd¢i o tom, Ze je zamyslel vydat. Vypada to ale, ze
na nich chtél jesté pracovat. Moznym divodem jejich nevydani byl nejspis fakt, Ze se Pascal
poslednich osm let svého Zivota zabyval pouze ndboZenskymi otazkami.

Z hlediska teorie pravdépodobnosti je pro nas zajimava ¢ast, kde Pascal tesi tlohu
o rozdéleni sazky pomoci aritmetického trojuhelniku. Zajimavy je také fakt, ze Pascal
v diikazu jednoho ze svych tvrzeni pouzivd metodu uplné indukce. Diky tomu je povaZovan

za objevitele této metody.
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Obrazek 1.6. Pascalitv trojuhelnik v knize Jaspisové zrcadlo ctyr prvki

g -ME|"HE

Aritmeticky trojuhelnik (Pascaltiv trojihelnik), jak ho zname z dneSni doby ma
dlouhou historii a Pascal rozhodné nebyl jeho objevitelem. Pascaltiv trojuhelnik (az do fadu
n= 8) se objevuje v arabské matematice jiz u al-Karadzi'’. V Cing se Pascaliv trojithelnik
nejspi§ poprvé objevuje v knize Cu S't'ia (Zil na pielomu tiinactého a ¢trnactého stoleti)
Jaspisové zrcadlo c¢tyr prvku (viz obr. 1.6.). Pascaliiv trojuhelnik, jak ho zname dnes, se
pon¢kud lisi od toho, ktery uvazuje Pascal ve své praci. Dnes uvazujeme trojuhelnik
vytvofeny z kombinaénich ¢isel. Pascal ale pracuje s obecnéjSim schématem, které je
vytvotreno pomoci urcitych pravidel z jednoho daného Cisla (generatoru). My dnes uvazujeme
pouze aritmeticky trojuhelnik, kde je generatorem cislo 1. Nicméné Pascal stejné pracuje
témét vyhradné s aritmetickym trojuhelnikem, jak ho zndme nyni, 1 kdyZ jeho tvrzeni plati
také pro ostatni trojuhelniky vytvofené jinymi generatory. V porovnani s dneSnim schématem
Pascal pouziva pro oznaceni jednotlivych prvki trojuhelniku pismena fecké nebo latinské
abecedy, coz trochu komplikuje pochopeni jeho tvrzeni. V tabulce 1.2. je ukéazka casti

Pascalova trojihelniku, kde generatorem je ¢islo 1 (pfevzato z [61]).

'3 Abu Bekr ibn Muhammad ibn al-Husajn Al-Karadzi (953-kolem 1029) — matematik. Znam ptedevsim
diky svym vysledkiim v oblasti algebry.
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1 2 3 1 5 6 7 g 9 10
1 o I x 5 C
i 1 1 1 1 1 1 1 1 1

, |0 ® R S N

1|2 3 4 5 6 7 8 9
3 A B C ® &

1 3| % 10 15| 21| 28| 36
, |D E F %

1 4 10 | 20 35| 56 | 34
, |H M K

1 5 151 35 | 9 126
.|

1 6 21| 356 | 126

o

7 1 7 28 | 34
8 1 8 36
? 1 9
10 1

Tabulka 1.2. Pascaluv aritmeticky trojuhelnik

Z naSeho pohledu je zajimavé, jak Pascal fesil tlohu o rozdéleni sazky pomoci tohoto
trojuhelniku. Pascal nejprve formuluje problém a uvadi zakladni princip feSeni (jeSté bez
pouziti aritmetického trojuhelniku). Déle ukazuje, jak se tloha teSi pro konkrétni ptipady.
Poté se zabyva zobecnénim ulohy. K tomu ale jest¢ musi uvést nékolik pomocnych tvrzeni
o vztazich mezi prvky v aritmetickém trojihelniku. Nésleduje posledni cast, ve které je
uveden obecny princip feseni ulohy o rozdéleni sazky mezi dva stejné dobré hrace. Pascaltv
vysledek bychom mohli v dneSni terminologii pfepsat nasledovné: Pokud jednomu hraci
chybi do vyhry m her a druhému #n her, pak sazku je tieba rozd¢lit v poméru

’"*”*l(m+n—1\.’"*1(m+n—l\

U Jat )

1.3 Teorie pravdépodobnosti v 18. stoleti
V letech 16601680 vznika diky Newtonovi'* a Leibnizovi'® infinitesimalni pocet.

Tyto nové matematické metody vyuziva jiz Jakob Bernoulli, pfedeviim ale Montmort'®

. 1
a Moivre'”.

' Isaac Newton (1642—1727) — anlicky matematik, fyzik, astronom a filozof, zakladatel klasické mechaniky a
objevitel gravitaéniho zakona. Vystudoval Trinity College v Cambridge, kde v roce 1668 nastupuje na misto
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Montmort navazuje na Huygense. Své poznatky z teorie pravdépodobnosti publikoval
v knize Essay d'Analyse sur les Jeux de Hazard, ktera vysla v Patizi vr. 1708. Obecné lze
fici, Ze jeho kombinatorické uvahy pievySuji Groven kombinatoriky v Ars Conjectandi.
Montmort pouzivd mj. podminéné pravdépodobnosti. Nicméné neni jisté, zda Montmort
v dobé, kdy svoji knihu publikoval, znal néco zdosud nevydaného Ars Conjectandi.
Montmortova kniha byla poprvé vydana v roce 1708. Ars Conjectandi bylo poprvé vydano az
vroce 1713 Nicolausem Bernoullim. Je ale mozné, ze Montmort se dozvédél néco z dosud
nevydaného dila napf. od nékterého z zakti Jakoba Bernoulliho, respektive od Nicolause
Bernoulliho, ktery ze strycova dila Cerpal ve svych pracich z oblasti prava.

Prvni vydani jeho knihy zacina hledanim Sanci na vyhru v rliznych karetnich hrach.
Spis se pomérné dobfe Cte, protoze Montmort u kazdé hry uvadi jeji pravidla. Po stanoveni
pravidel tesi jednoduché piipady metodou podobnou Huygensovu feSeni a poté postupuje
k obecnému feSeni, které je sice spravné, ale ne vzdy je tak ziejmé. Néktera Montmortova
feSeni jsou uvedena ve formé€ nekonecnych fad. A nejspiS poprvé se zde objevuje pii feSeni
problémt z teorie pravdépodobnosti jako limitni pfipad exponencialni funkce.

Montmortova kniha vysla r. 1713 ve druhém vydani, kde byly ulohy a problémy

z prvniho vydani podstatné rozvinuty. Oproti prvnimu vydani je rozsah knihy vice nez

profesora matematiky. V roce 1705 je kralovnou Annou povysen do Slechtického stavu. Newton vytvoril zaklad
klasické mechaniky, je autorem tzv. Newtonovych pohybovych zakonl. V roce 1687 vydava Philosiphiae
naturalis principia mathematica. Teorie gravitacniho zakona je rozvinuta v jeho spisu De motu Corporum z roku
1685. Spole¢né s Leibnitzem vytvari diferencialni a integralni pocet. Newton se vénuje také optice.

' Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) — studoval prava. Vstoupil do diplomatickych sluzeb mohuéského
kurfifta, diky tomu putsobil ¢tyii roky (1672—-1676) v Patizi. Pozdé&ji pusobil jako knihovnik a dvorni rada
v Hannoveru. Do dé¢jin matematiky se zapsal jako jeden ze zakladatell infinitesimalniho poctu.

' Pierre-Rémond de Montmort (1678—1719) — narodil se v PaiiZi, jeho otec chtdl, aby studoval prava.
Nicméné jeho syn radéji odeSel do zahranic¢i. Kdyz bylo Montmortovi 22 let, jeho otec zemiel a zanechal mu
velké bohatstvi. Montmort studoval u Malebranche filozofii a u Descartesa fyziku. Studoval také matematiku,
predevsim algebru a geometrii. Do r. 1706 byl kanovnikem Notre-Dame. Roku 1708 publikuje vysledky svych
vyzkumu z oblasti pravdépodnosti v Essay d Analyse sur les Jeux de Hazard. Druhého vydani se kniha dockala
roku 1713. Montmort velkou ¢ast svého Zivota stravil na Chateau de Montmort. V roce 1715 byl Montmort
zvolen ¢lenem Royal Society a o rok pozdé&ji ¢lenem Académie Royal des Sciences.

' Abraham De Moivre (1667—1754) — narozen ve Vitry (pobliz Pafize). Studoval na College de Harcourt
v Pafizi. Roku 1685 byl ve Francii zrusen edikt nantesky. De Moivre jako protestant odmitl piestoupit na
katolickou viru. Kviili tomu byl tfi roky véznén, po propusténi odesel do Anglie. Jako cizinec vSak neziskal
misto na univerzité, proto vyucoval matematiku soukromé. De Moivre si pfivydélaval tim, ze radil hracim
hazardnich her a soukromym pojistovatelim. Zabyval se algebrou, geometrii, teorii nekonecnych fad a teorii
pravdépodobnosti. V r. 1718 publikoval praci The Doctrine of Chances: or, A Method of Calculating the
Probability of Events in Play. Kniha vysSla jest¢ dvakrat v rozsitené podobé v roce 1738 a 1756. Vr. 1730
vydava knihu Miscellanea Analytica. Z jeho vysledkt je znam napft. Stirlingiv vzorec pro odhad hodnoty n! pro
velka n. Aproximoval binomické rozdéleni limitnim rozdélenim - dnes znamym pod nazvem Gaussovo normalni

rozd&leni. De Moivre je dnes znam diky vztahu €osar+ sina )= osna + sinna, ktery je po ném

nazvan. V tomto ptipadé vsak De Moivre pouze uvedeny vztah pouzival, nicméné nikdy ho v této podobé
nezapsal, ani nebyl jeho objevitelem. Slovni formulaci poprvé uvedl Francois Viéte (1540—1603). Soucasna
podoba vztahu je ptipisovana Rogeru Cotesovi (1682—1716). De Moivre také aproximoval binomické rozdéleni
Poissonovym rozd€lenim.
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dvojnasobny a odrazi jisty pokrok v mysSleni autora v této oblasti. Druhé vydani vyslo
s pomoci Montmortova pfitele Nicolause Bernoulliho. Nicolaus Bernoulli se setkal
s Montmortem, kdyz navstivil Pafiz. Od té doby spolu udrZovali ¢ilou korespondenci. Velkou
cast knihy (pfes sto stran) tvoti korespondence mezi Montmortem a Johannem a Nicolausem
Bernoullim. Montmort zfejmé publikoval takové mnozstvi korespondence, protoZe chtél
ukazat na vysledky, jejichz autorem byl Nicolaus. Nicolaus se podilel hlavné na zobecnéni
problémd, které navrhl bud’ Montmort nebo Nicolausiv stryc Johann. Nicolaus také predlozil
problém, ktery se stal znamy pod nazvem Petrohradsky problém'®.

Infinitesimalni pocet pouzival v pravdépodobnostnich problémech i Abraham De
Moivre. Moivre se zabyval teorii nekonecnych tad, geometrii a algebrou. Protoze se mu
v Anglii jako cizinci nepodafilo ziskat misto na univerzité, vyucoval matematiku soukromé.
Tato prace vsak byla casové narocna a Spatné placena. V pozd¢jsich letech si zacal prilepSovat
vydavanim knih a poskytovanim rad hazardnim hracim a pojistovatelim. Teorii

pravdépodobnosti se tak nejspis zacal zabyvat z praktickych divodu.

1.4 Demografie a pojistna matematika

Jiz na zacatku této kapitoly jsem uvedla mozné divody pro rozvoj teorie
pravdépodobnosti. Jednim znich byl i rozvoj demografie [53] a pojistovnictvi. Pocatky
pojistné matematiky lze najit v Rimé. Nejstar§i znamé umrtnostni tabulky pochazi z roku 211
a jejich autorem byl Ulpianus'’.

V Evropé se prvni seznamy zemielych pofizovaly v Anglii vr. 1532 kvlli morové
epidemii. O vice jak pal stoleti pozdéji vr. 1592 zacinaji v Londyné vychézet pravidelné
tydenni seznamy Umrti. Seznamy obsahovaly pfi¢inu imrti — mor nebo jiné divody. Nejspis
tak mély poslouzit jako ukazatel ptichodu ptipadné morové epidemie.

Prvni publikovanou praci z pojistné matematiky byla kniha Johna Graunta®® Natural

and political observations mentioned in a following index and made upon the bills of

'8 Petrohradsky problém (paradox) — hra¢ hazi minci tak dlouho, dokud nepadne prvni orel. Pogateéni vyhra a
se po kazdém hodu zvySuje a-krat, tzn. po n hodech je vyhra rovna a”". Pii pouziti Huygensova vzorce pro
vypocet stfedni hodnoty dostaneme ocekavanou stiedni hodnotu vyhry jako soucet vSech moznych vyher

vynasobenych jejich pravdépodobnostmi, tj. Z al 2}—) pro kazdé a > . Problémem je vySe poplatku
i=l1

A za vstup hrace do hry. Vyska tohoto vstupniho poplatku zavisi na ochoté hrace riskovat. Paradoxem je to, Ze

i kdyz je mozné ziskat neomezené vysokou ¢astku, hraci vétSinou nejsou ochotni platit vice nez 4 = 20 za hru.

' Domitius Ulpianus (zemiel r. 228) — fimsky pravnik za doby vlady cisate Alexandra Severa.

2 John Graunt (1620-1674) — obchodnik Zijici v Londyné&. Proslavil se az svoji knihou Natural and political

observations mentioned in a following index and made upon the bills of mortality, ktera vysla v nékolika

vydanich (1662, 1663, 1665, 1676). Byl zvolen ¢lenem Royal Society.
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mortality, ktera vysla v Anglii vroce 1662. Tato studie je zaloZzend pravé na tydennich
seznamech umrti v Londyné. V jeho knize se objevuje napf. pomér muzli a zen, pomeér
bojeschopnych muzl, pomér Zen v plodném veéku k celkovému poctu apod. Grauntovy
umrtnostni tabulky napt. ukazuji, ze 16 let se doziva pouze Ctyficet procent pokiténych déti.
Vyznamnym vysledkem Grantovy knihy je podstatné niz$i, nez se obecné piedpokladalo, a
patrné spravny odhad poctu obyvatel Londyna.

Dalsi vyznamnou postavou v této oblasti byl politicky vladce Nizozemska Johann de
Witt?'. Jeho spis Waarde van lyf-renten naer proportie van Losrenten (ptekladany do
anglictiny jako Treatise on Life Annuities) vySel vroce 1671. De Witt pomoci teoretickych
umrtnostnich tabulek vypocitdva hodnotu dozivotni renty poskytované statem.

Teorii dozivotnich diichodii se zabyval i anglicky astronom Edmond Halleyzz. V jeho
clanku An estimate of the degrees of the mortality of mankind, drawn from curious tables of
the births and funerals at the city of Breslaw; with an attempt to ascertain to price of
annuities upon lives, ktery vySel vroce 1693, je mj. pouzito geometrického pohledu na
pravdépodobnostni ulohu. Halley zvolil Vratislav kvali tomu, ze oproti Londynu zde byl
stabilngj$i pocet obyvatel. Na zdklad¢ vratislavskych tabulek sestavil umrtnostni tabulky

a z nich pak vypocital primérnou cenu zivotni renty pro celou populaci.

Obrazek 1.7. Johann de Witt (vievo) a Edmond Halley

2! Johann de Witt (1625-1672) — statnik, matematik a pravnik. Byl Velkym pensionatem Hollandu.
22 Edmond Halley (1656—1742) — anglicky astronom a fyzik. Objevil planety, které dnes zname pod jeho
jménem. Od r. 1720 byl kralovskym astronomem v Greenwichi.
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Kapitola 2:

Historické kofeny metody nejmensich ¢tvercu

2.1 Metoda nejmensich ¢tverci

vvvvvv

nekonzistentnich rovnic. Diivodem uspéchu této metody byl fakt, Ze byla zaloZena na snadno
pochopitelnych objektivnich kritériich. Pro kombinovani nezavislych pozorovani jedné
veli¢iny se na konci sedmnactého stoleti zacind pouzivat aritmeticky primér. Na zacatku
osmnactého stoleti se objevuje zobecnéna verze aritmetického priméru, kde jsou jednotlivym
pozorovanim pfifazeny vahy. V roce 1757 se objevuje tzv. ,,Boscovichova metoda®, ktera
vSak po uvedeni metody nejmenSich ctvercu (1805) upadla v zapomnéni. Abychom mohli
1épe pochopit, co vedlo k objevu metody nejmensich ctverct, je potieba se podivat, jaké
problémy fesili védci ve stoleti, které objevu predchazelo.

Jako hlavni védecké problémy osmnéctého stoleti bychom mohli oznacit:

(1) Urceni a matematicky popis pohybii M¢sice.
(i1) Vysvétleni odvéké nerovnosti, kterd je pozorovana v pohybech Jupiteru a Saturnu.
(iii)Urceni tvaru Zem¢.

Prvni narazka na to, ze Zemée neni perfektni koule se objevila jiz v roce 1672 u Jeana
Richera®. Zjistil, e kyvadlo blizko rovniku je mén& ovlivnéno gravitatni pfitazlivosti, neZ
stejné kyvadlo v Patizi. Isaac Newton v Principech (1678) ukazal, jak rotace Zemé¢ muze
zpusobovat zplostovani Zemé na polech. Zemé ma tak tvar rota¢niho elipsoidu. Newton navic
odhadl jeji zplosSténi a elipti¢nost, tj. podil, kterym polomér na rovniku piekracuje polomér na
polu, jako 1/230. Oproti tomu feditel Royal Observatory v Patizi Domenico Cassini si myslel,
ze Zeme¢ je protahly sféroid, zplo§téla na rovniku, ne na polech.

Dvéma hlavnimi metodami k uréeni tvaru Zem¢ bylo pozorovani pohybu kyvadla a
mefeni délky oblouku stejného tihlu na tomtéz poledniku na rtiznych vzdalenych mistech.
Urceni tvaru Zem& z méfeni oblouku ale vyZzadovalo spolupraci mnoha védct a naro¢nou

v . v v OS] v e r v v o rowrvy . 24
nékolikamé&si¢ni praci. Myslenkou bylo zméfit délku stupné zemé&pisné Sitky”" na dvou nebo

> Jean Richer (1630-1696) — francouzsky astronom. V roce 1666 byl jmenovéan ¢lenem akademie véd. V roce
1671 byl vyslan, aby v Cayenne konal astronomicka pozorovani. A pravé zde pozoroval, ze kyvadlo je méné
ovlivnéno gravitaci, nez stejné kyvadlo v Pafizi. Vysledky svych tiiletych pozorovani v Cayenne shrnul v praci
Observations astronomiques et physiques faites en l'isle de Cayenne.

# Zem&pisna §iFka uruje polohu na povrchu Zemé smérem k severu nebo k jihu od rovniku. Jedna se o thel,
ktery svira rovina rovniku s pfimkou, prochazejici sttedem Zemé a ptislusSnym bodem na povrchu Zemé. Méti se
ve stupnich. Body se stejnou zemépisnou §itkou se nazyvaji rovnobé&zky.
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vice dostatecné vzdalenych zemépisnych §itkadch. Pokud by délka stupné blizkého rovniku
byla krat$i nez délka stupné u podlu, byl by tvar Zemé zplostély. Rozdil mezi témito dvéma
délkami by mohl byt pouzit k vypocitani zploSténi.

Vztah mezi délkou oblouku a zemépisnou sitkou Ize odvodit z geometrie. My budeme
uvazovat pouze kratké oblouky (ty jediné je mozné zméfit). Pro tyto oblouky pak plati
jednoducha aproximace — pokud a je délka jednoho stupné zemépisné Sitky, majici stied
v zemepisné Sifce o a namefend podél poledniku, pak pro aproximaci plati

a=:+vsin’a,

kde z je délka stupné na rovniku, y piebytek (nebo naopak nedostatek) stupné na Severnim
polu oproti délce stupné na rovniku. Domenico Cassini se svym synem Jacquesem méfili
francouzsky oblouk pfed rokem 1720. Na zaklad¢ svych méteni se pfiklonili k tvrzeni, ze
Zemg¢ je protahla. Postavili se proti vysledkiim Newtona. Nicmén¢ omezeny rozsah zemépisné
Sitky (pouhych 9°) a mozna omezend piesnost méfeni byly ptic¢inou, pro¢ tento zavér nebyl
vSeobecné pfijat. V roce 1735 nasledovala vyprava francouzské akademie do Peru a do
Laponska. Slo o to zmé&fit oblouky blizko rovniku a kolem 66° zemépisné $ifky a srovnat je
s méfenimi blizko Patize. ProtoZze mista se nachazeji na dostatecné vzdalenych zemépisnych
Sitkach, bylo divodné ocekavat vyssi vypovidaci silu téchto méfeni. Védci francouzské
akademie na zakladé svych méfeni vyvratili Cassiniho hypotézu a pfiklonili se na stranu
Newtona, ze Zemé¢ je zplostélad. Nicméné zistal ukol urcit elipti¢nost nebo velikost zplosténi.
Rtzné dvojice oblouk totiz davaly rozdilné hodnoty.

Podivejme se ted’ na dal$i ze zminovanych problémi, a to pozorovani neperiodickych
odchylek v pohybu planet Jupiteru a Saturnu. Vroce 1676 astronom Halley potvrdil
podezieni, ze Jupiter a Saturn maji sklon k nepatrnym dlouhodobym nerovnomérnostem ve
svych pohybech. Po porovnani aktualnich pozic Jupiteru a Saturnu s tabulkovymi hodnotami
ziskanymi v nékolika staletich bylo zjiSténo, ze primérny pohyb Jupiteru je zrychlujici se,
zatimco u Saturnu zpomalujici se. Nicmén¢ Halley nebyl schopen toto své tvrzeni podepfit

matematickou teorii.

2.2 Johann Tobias Mayer
Johann Tobias Mayer” pracoval jako kartograf a astronom. V letech 1748—1749

provedl velké mnozstvi pozorovani Mésice. Mayer odhalil kyvavy pohyb M¢sice, ktery dnes

23 Johann Tobias Mayer (1723—1762) — matematik samouk a astronom. Jeho prvni diileita astronomicka prace
se zabyvala libraci Mésice. Proslavil se predevsim lunarnimi a solarnimi tabulkami, publikovanymi
v Transactions. Publikoval také dvé geometrické prace v roce 1746. Plsobil na univerzité v Gottingenu. Od roku
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nazyvame librace. Vyvraci tim ve své dob¢€ prevladajici nazor, ze ze Zemé vidime stile
stejnou polovinu M¢ési¢niho povrchu. Diky libraci vSak miizeme pozorovat i ¢ast odvracené
strany Mésice. Ze Zemé tak vidime 59% povrchu Mésice. Vice o libraci v [5] a [50].

Mayer si vS§imal n€kolika vyznamnych lunarnich vlastnosti a v roce 1750 ukézal [63],
jak tato data mohou byt pouzita k ureni rliznych charakteristik obézné drahy M¢sice. Jako
vyznacny bod na Mésici si Mayer vybral krater Manilius. Uvazoval pak nasledujici linearni
zavislost

f-0€°-1 =a ind 0s€-:

. ’ . r v r v 7 v - 2
kde « je uhel mezi polem Zemé a pélem Mssice, B oznatuje selenografickou

Sitku
vybraného Utvaru na Mésici (Mayer pouzil krater Manilius), k ekliptikalni délku vystupniho
uzlu obézné drahy Mésice, k£ + O ekliptikalni délku vzestupného ekvinokcia, g ekliptikdlni
délku a 90° - A ekliptikalni Sitku vybraného ttvaru na Mésici. Hodnoty g a 4 jsou pozorovany
a k 1ze nalézt v lunarnich tabulkéch.

Mayer provedl 27 pozorovani, a tim ziskal 27 rovnic pro tfi neznamé o, f a asing.
Prikopnické je to, jak se Mayer s pfeurCenou soustavou rovnic vypotadal. Rozd¢lil 27 rovnic
do tfi skupin po deviti pozorovanich. V kazdé skupiné secetl vSech devét rovnic. Tim ziskal
pouhé tii rovnice pro tfi neznamé. Jak ale probihalo rozdélovani rovnic do skupin? Mayer si
vSimal koeficientli u nezndmych « . Prvni skupiny tvotilo devét rovnic s nejvetsimi kladnymi
hodnotami neznamé « . Ve druhé skupin€ pak bylo devét rovnic s nejmensimi hodnotami
(zapornymi) koeficientu o . A konecné ve treti skupiné mély byt rovnice s nejvetSimi
hodnotami u nezndmé arsin@. Tento popis tieti skupiny neni uplné presny, protoze Mayer do
treti skupiny dava devét zbylych, dosud nepouzitych rovnic. A toto pfesné¢ neodpovida
rovnicim, které maji nejvétsi hodnoty koeficientu asin@. Nicméné 1 tak je tento zpusob
kombinovani rovnic prikopnicky a zaslouzi si naSi pozornost. Rozdéleni timto zplisobem
maximalizuje rozdilnost koeficientu « a tim jsou sumace rovnic vzhledem k o tak velké, jak
je to jen mozné.

Mayer tedy ze tii rovnic miZze ur€it hodnotu nezndmych «, f a 6. PokraCoval déle a
uvazoval, jak to bude s pfesnosti téchto hodnot. NeSlo mu o Zadnou obecnou analyzu chyby,
problém fesil empirickym stanovenim piesnosti. Mayer ukazal, jak by vypadalo fesSeni pro tfi
nezndmé, kdyby pouzil pouze tfi rovnice. V tomto piipadé mu vychazi vysledek o =1°40".

Kdyz vsak pouzil vSech 27 rovnic, dopocital a =1°30". Z toho, Ze mél k dispozici devétkrat

1754 az do své smrti byl feditel observatore. Jeho rukopisy publikoval roku 1775 G. C. Lichtenberg pod nazvem
Opera inedita.
%% Selenografické soutadnice jsou obdobou geografickych soufadnic pro Mésic.
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tolik pozorovani, usuzuje, ze vysledek by mél byt devétkrat piesnéjsi. Spravnou hodnotu

oznacuje jako a =1°30" £ x, kde x oznacuje chybu (odchylku skute¢né hodnoty od hodnoty

urcené pomoci 27 rovnic). Chyba pti pouziti tii rovnic je tak 10" £+ x. Z rovnice
+x:1/27=(10"%£x):1/3

dostava Mayer hodnotu + x = 1,25". Mayer tak na zavér konstatuje, ze skute¢na hodnota o

muze byt o 1" nebo 2" mensi nebo vétsi nez hodnota 1°30" .

Obrazek 2.1. Tobias Mayer a Leonard Euler

2.3 Leonard Euler a zkoumani neperiodickych odchylek v pohybech
Saturnu a Jupitera
Leonard Euler (1707—1783) provedl matematickou analyzu pohybu Saturnu a Jupiteru

[19]. Euler se primarné¢ zaméfil na planetu Saturn. Pfipustil, Ze obéznd draha Saturnu
1 Jupiteru je eliptickd, nicméné Ze roviny obéznych drah nejsou stejné.

Po dokonceni matematické analyzy si chtél Euler své vysledky ovéfit empiricky. M¢l
k dispozici 75 kompletnich skupin pozorovani z let 1582 az 1745. Jeho formule obsahovala
celkem osm neznamych. Z pozorovani tedy sestavil celkem 75 rovnic pro osm neznamych.
Euler byl piedevSim exaktni matematik, a proto nepfijal myslenku, Ze by kombinaci rovnic
mohl ziskat ptesn¢jsi vysledek. Euler pracoval s malymi skupinami rovnic (vétSinou tolika
skupinami, kolik bylo nezndmych). A uznéaval numerické vysledky pouze v tom ptipadé, ze
riuzné skupiny rovnic davaly témét totozné vysledky.

Kdyz porovndme feSeni Mayera a Eulera, miiZzeme konstatovat, ze Mayer pfistupoval
k problému jako prakticky astronom. Rozd¢lil pozorovani do skupin tak, aby v jedné skupiné
byla pozorovani, vytvotfena v podstaté za stejnych podminek. Euler byl vSak pfedevs§im

matematik. Vychézel z predpokladu, Ze pozorovani byla pofizena za riznych, nezndmych
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podminek. Mayer nahlizel na chyby jako na nahodné. Byl pifesvédcen, ze kombinaci
jednotlivych pozorovani zvysi piesnost vysledku v poméru k po¢tu kombinovanych rovnic.
Euler vsak nepfijal tento statisticky pohled na véc, ze ndhodné chyby maji tendenci se

navzajem vyrusit.

2.4 Roger Joseph Boscovich
Vroce 1755 Boscovich?” spolu a Christopherem Mairem (1697-1767) publikoval

vysledky méteni polednikového thlu pod nazvem De Litteraria Expeditione per Pontificiam
ditionem ad dimetiendas duas Meridiani gradus [7]. V naslednych Boscovichovych analyzach
téchto dat nachazime prvni Gspésné feSeni nekonzistence rtiznych obloukovych méfeni. Jeho
metoda byla zalozena na minimalizovani vazeného souctu absolutnich hodnot odchylek
méefeni od hledané hodnoty. Vazeni pouziva proto, ze jednotliva méfeni se liSila svou

piesnosti. Tim Boscovich poklada zaklad robustnich statistickych metod. My se nyni na jeho

metodu podivame podrobnéji.

1 GO s LAIJA

Obrazek 2.2. Podobizna R. G. Boscoviche na jugoslavské posStovni znamce (vievo) a
chorvatské bankovce

Kdyz se Boscovich pustil do problému urceni eliptinosti Zemé, setkal se jen
s omezenym uspechem. K podstatnému zlepSeni se dopracoval az pozdé¢ji. Boscovich si byl
védom toho, Ze potiebuje mefeni na dostatecné vzdalenych mistech. Protoze jinak velice malé
chyby v urCeni oblouku by se mohly zna¢né zvétSit pii kombinovani jejich dvojic. Proto

pouzil pét méefent, kterd byla pofizena ve vzdalenych lokalitach, a dalo se u nich predpokléadat,

" Roger Joseph Boscovich (1711-1787) — jezuitsky knéz. Narodil se roku v 1711 v Raguse, dne$nim
Dubrovniku. Studoval v Rimé a vétsinu svého dospé&lého Zivota prozil v Italii nebo Paifzi. V roce 1740 byl v
Rim& jmenovan profesorem matematiky. O dvacet let pozdéji odjel do Londyna, kde ziistal asi Sest mésici.
Setkal se zde s nékolika vyznamnymi anglickymi védci, mj. s Benjaminem Franklinem. Boscovich se zabyval
astronomii, optikou, gravitaci a trigonometrii.
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7e jsou presna (viz tab. 2.1.). Délka je v originale uvadéna v jednotkach toise, kde 1 toise (do
cestiny bychom mohli ptelozit jako jeden sah, dnes uz nepouzivana mira) je ptiblizné 6,39

stopy, tj. 1,947 metru.

Misto Zem¢episna Sitka (o) Délka oblouku sina 0*
(v sézich)
(1) Quito 0°0’ 56,751 0
(2) Mys Dobré Nad¢je 33°18° 57,037 2,987
(3) Rim 42°59° 56,979 4,648
(4) Patiz 49°23° 57,074 5,762
(5) Laponsko 66°19’ 57,422 8,386

Tabulka 2.1. Boscovichovy podklady k polednikovym obloukiim, zdroj: Boscovich a Maire [8,
str. 482]

Boscovich se tak dostdva k péti rovnicim a, = 7+ vsin’« , kde a, jsou délky
pfisluSnych obloukil (v jednotce sdah na stupeil), o jsou zemépisné Sitky bodu ve stfedu

oblouku. Nezndmé proménné y a z vyjadiuji ptebytek jednoho stupné oblouku na p6lu oproti
jednomu stupni na rovniku a délku stupné na rovniku. Boscovich véde¢l, ze kazdé dve z téchto
rovnic mohou byt pouZity k vypocteni elipti¢nosti a polarniho ptrebytku. To také ud¢lal. Pro
kazdou z deseti dvojic vypocital polarni prebytek y a elipticnost. Pro vypocet elipti¢nosti

pouzil Boscovich ptiblizny vzorec 1/elipti€nost= :-z/y. Vysledky jsou shrnuty v tabulce

2.2.
Dvojice | Polarni pfebytek | Elipticnost | Dvojice | Polarni pfebytek | Elipticnost
(y, v sazich) (y, v sazich)
1,5 800 1/213 2,4 133 1/128
2,5 713 1/239 3,4 853 1/200
3,5 1,185 1/144 1,3 491 1/347
4,5 1,327 1/128 2,3 -350 -1/486
1,4 542 1/314 1,2 957 1/78

Tabulka 2.2. Boscovichovy vysledky vypoctii elipticnosti a poldarniho prebytku pro vsech
deset dvojic pozorovani, zdroj: Boscovich a Maire [7, str. 501]

Timto zpisobem ale dostal Boscovich deset riznych hodnot elipti¢nosti. Protoze
neznal zadny lepsi zpisob, jak se s takovym pifebytkem hodnot vyporadat, zpriméroval tyto

hodnoty a dostal se k elipti¢nosti 1/155 **. Nicméné& tato hodnota se mu zdala prili§ velkd, a

¥ Hodnota zplo3téni Zemé udavana dnes je 1/298,26.
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proto se rozhodl zamitnout dvojice (1, 2) a (2, 3), nebot byly pfili§ odlisné od ostatnich.
Znovu spocital primér a tentokrat dosel k vysledku 1/198. Ani to se ale Boscovichovi nezdélo
uspokojivé. Misto, aby vzal jednu z téchto hodnot, popt. n&jaké jejich zprimérovani za
vyslednou hodnotu eliptiCnosti, zamétil se na odchylky mezi zjiSt€énymi hodnotami
elipti¢nosti mezi jednotlivymi dvojicemi. Zamit4 hypotézu o tom, ze Zem¢ je elipsoid. Kdyby
totiz Zem¢e byla elipsoid, vSechna méfeni musi dochazet ke stejné elipti¢nosti. Ale v tomto
pfipadé mu pfipadaji rozpory mezi jednotlivymi méfenimi natolik vyznamné, ze podle néj

nepiipada v ivahu, aby Zem¢ byla elipsovitého tvaru.

‘ - DE '
LITTERARIA EXPEDITIONE
PER

PONTIFICIAM DITIONEM
AD DIMETIENDOS DUOS MERIDIANI GRADUS

ET CORRIGENDAM MAPPAM GEOGRAPHICAM
FUSSV, ET AUSPICIIS

BENEDICTI XIV.

PONT. MAX

SUSCEPTA A PATRIBUS SOCIET. JESU

, CHRISTOPHORO MaIgE
ET
Rogrrio Josepxo BoscovicH.

ROMZA MDCCLYV.

INTYPOGRAPHIO PALLADIS
EXCUDEEANT NICOLAUS, ET MARCUS PALBARINT
TRESIDUM PERMISSU.

Obrazek 2.3. Titulni strana prace z roku 1755

Ani s timto svym zavérem se ale Boscovich nesmifil a rozhodl se déale pokracovat
v praci. V roce 1757 (tedy o dva roky pozdéji) publikoval pomérné stru¢né pojednani o zcela
novém zpusobu kombinovani nekonzistentnich obloukovych méfeni. A vroce 1760 dava
Boscovich Uplny popis tohoto principu spolecné s navodem, jak ho vyuzit v praxi. VSe
dokumentuje na piikladu péti méteni polednikového oblouku zroku 1755. Rozdil oproti
pfistupu Mayera je v tom, ze tam, kde Mayer postupuje ad hoc, Boscovich pouziva urcity
obecny postup. Formuluje pravidla, kterd by mél mit primér zalozeny na kombinaci
obloukovych méfeni (ne obycejny aritmeticky primeér) mit. Pro kazdou namétenou délku

oblouku udélal korekei. Tyto korekce musely spliiovat tii podminky:
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(i) Jejich rozdily musi byt umérné rozdiliim mezi pievracenym siniim dvojnasobku jejich
zeméepisnych Sifek. Tato podminka je nazyvdna zakonem rovnovahy, coz vyzaduje
elipticky tvar.

(i1) Soucet pozitivnich korekci musi byt stejny jako soucet negativnich korekci. Tato
podminka je odiivodnéna tim, ze kladné 1 zdporné odchylky od skute¢né hodnoty jsou
stejné mozné.

(ii1) Soucet vSech korekci (pozitivnich i negativnich) musi byt co nejmensi mozny pii
splnéni dvou predchozich podminek.

Boscovich vSak neformuluje tyto podminky analyticky, ale pouze slovné a ve své
praci dava pouze geometricky nebo mechanicky popis, jak problém fesit. Nicméné velkou
vyhodou navrzeného feSeni je jeho obecnost. Diskuzi nad feSenim Boscovich doprovazi

diagramem, ve kterém popisuje sviij algoritmus (obr. 2.4.).
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Obrazek 2.4. Boscovichiiv algoritmus, prevzato z [8]

Vodorovna osa AF udava sin” @, kde @ je zemé&pisna §iika stiedu oblouku, vertikalni

osa AX udavé délku oblouku v sézich na stupeni. P&t obloukt je oznaceno jako a, b, ¢, d, e; G

2%

jsou hodnoty sin’6 vyznatené na jednotkovém intervalu. Délky (v sazich na stupeil)

prislusnych namérenych obloukt jsou v diagramu vyznaceny useckami Aa, Bb, Cc, Dd a Ee.
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Boscovich fesi problém, jak naleznout pfimku A'H takovou, Ze korekce aA’, bO, cK, dL a
eM budou spliiovat vSechny tii pozadované podminky. Prvni podminka je splnéna tim, jak

jsme zachycovali do grafu jednotlivé vzdalenosti. Druha podminka (podminka rovnovéhy)

2%

2%

zakreslil ptimku SGT. Tu ,,ukotvil* v bodé G a otacel s ni po sméru hodinovych ruci¢ek. Ted’
Slo jen o to, pfi kterém otoceni dostdvame hledanou piimku. Jak pfimka rotovala, suma
korekei (soucet vSech korekci bez znaménka, tj. soucet jejich absolutnich hodnot) bude klesat,
az dosahne svého minima, a poté zaCne zase rist. Boscovich fikd, jak dlouho je potteba
s pfimkou otacet. Korekce pro jednotlivé oblouky se méni pii otaeni ptimky v poméru
k vzdalenostem AS, BS, SC, SD a SE. Je potieba v rotaci pokracovat, dokud pfimka neprotne
pet bodi tak, ze alespon polovina souctu téchto péti vzdalenosti AS + BS + SC + SD + SE
byla dosazena vzdalenostmi, které odpovidaji protnutym bodim. Piedtim, nez bude tato
pfimka nalezena, soucet korekci bude pii rotovani klesat. Po dosazeni hledané ptimky za¢ne
suma korekei rist.

Vse, co Boscovich uvetejnil o své metodé, je slovni popis a piiklad, ktery jsem uvedla
(ve zjednodusené podob¢) v minulych odstavcich. Pridal jesté diskuzi s Mairem. V této debaté
pouziva metodu na devét naméfenych obloukli a poté aplikovani metody po zamitnuti tii
nejvice ,,podezielych® méfeni, ktera se nejvice liSila od ostatnich. Boscovich tak dochazi
k zavéru, Ze Zemé je nepravidelného tvaru, ale podoba se elipsoidu. Boscovich dale neuvadi
zadné vlastnosti své metody, neuveiejnuje jeji dalsi rozvoj, ani se nepokousi o analytickou
formulaci. Zabyva se pouze problémem tvaru Zemé, svoji metodu neaplikuje na dalsi
problémy. Uvadi sice, Ze metoda je obecna a da se pouzit i v jinych situacich, nicméné
neuvadi zadné piiklady. Boscovichovou metodou se zabyval napt. i Gilbert Bassett a Roger

Koenker [3].

2.5 Pierre Simon de Laplace
Na nerovnosti v pohybech planet Saturnu a Jupiteru nardzi v kurzu historie v roce

1787 Laplace”. Navrhuje rozsifeni Mayerovy metody zachazeni s nekonzistentnimi

linearnimi rovnicemi. Navic se Laplaceovi podaiilo ukdzat, ze pohyby Saturnu a Jupiteru jsou

* Pierre Simon de Laplace (1749-1827) — narodil se v Normandii a jeho Zivot zahrnoval Napoleonskou éru.
Laplace byl jednim z nejvyznamnéjsich francouzskych védcu. Byl ¢lenem Akademie véd, profesorem na Ecole
Militaire a Ecole Normale, ministrem vnitra. Ve své védecké praci se zabyval mechanikou nebeskych téles,

vvvvvv

(1799-1805) a Théorie analytique des probabilitées (1812).
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ve skute¢nosti periodické — s velmi dlouhou periodou. Své vysledky shrnuje ve spisu Théorie

de Jupiter et de Saturne, vydaném Akademii véd v roce 1787.

Teoretické vysledky svého zkoumani Laplace srovnava s naméfenymi daty. Laplace
vybral 24 méfeni Saturnu z obdobi 200 let. Jeho teorie vSak obsahovala ¢tyf1 neznamé, které
nebylo mozné ziskat s dostateCnou piesnosti. Proto se rozhodl, Ze tyto nezndmé urci ze
samotnych pozorovani. Ctyii nezndmé oznaCovaly uréité korekce pro stiedni zemépisnou
délku Saturnu v roce 1750, jeho pram&my roéni pohyb, jeho excentricitu a pozici afélia®.
Laplace tak ziskal 24 nekonzistentnich rovnic. Tyto rovnice byly linearni ve vSech svych
¢tyfech proménnych. Dostal se tak vlastné téméft ke stejnému problému, jako pfed nim Euler a
Mayer. Mayer v této situaci seskupil vSechny rovnice do disjunktnich skupin. Laplace
postupuje trochu odlisn€. Rozhodl se zredukovat 24 rovnic na ¢tyii nasledujici rovnice:

(1) soucet vSech rovnic,

(i1) rozdil souctu rovnic 1-12 a souctu rovnic 13-24,

(11)  linearni kombinace rovnic — + + -— '+ 0+ 1— 4+ 7+ 88— 0+ 3+ 4,

(iv)  linearni kombinace rovnic 2— — '+ + '— 2— 34+ 5+ 6— 9+ 1+ 2.
Nyni jiz Laplace dostal ¢tyfi rovnice pro Ctyfi neznamé, které vytesil. Navic pomoci rezidui
overil, jak dobfe vysledné rovnice vystihuji naméfend pozorovani. Laplace nicméné
nevysvétluje, pro¢ se rozhodl pravé pro tyto linearni kombinace plivodnich rovnic. Oproti
Mayerovi je tu ten rozdil, Ze Mayer kazdé pozorovani pouzil pouze jednou. Mayer rozdéloval
rovnice do skupin podle hodnot koeficienti jediné neznamé. Laplace stejné rovnice pouziva
vicekrat.

Laplace se zabyval i problémem tvaru Zemég. K tomotu tématu se vraci v roce 1789,
tentokrat vSak bere na zietel praci Boscoviche. Vychazi také z méfeni obloukii na zemském
povrchu. Zjistuje, Ze Boscovichova metoda je sice dobrd, ve své originalni podobé& vsak pftilis
slozita. Proto pfevadi tuto metodu na analytickou formu. To by sice nemuselo byt povazovano
za zadny velky pokrok, pouze o jisty pfepis jedné metody, nicméné Laplace o deset let
pozd¢ji Boscovichovu metodu jesté ponékud modifikuje. Pocita jiz pouze se sedmi oblouky.
Laplace upravuje piivodni Boscovichovy podminky na nové:

(1) suma chyb zptsobenych pti méteni celych obloukii musi byt nula,

(1))  suma vSech chyb branych v absolutnich hodnotdch musi byt minimalni.

30 Afélium — &esky odsluni. Nejvzdalengjsi misto od Slunce (od ohniska drahy), jimz prochézi téleso, které se
pohybuje kolem Slunce po elipse.
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Navic ve své analyze pouzival vazeni pozorovani. OvSem naprosto odlisné od svych
piedchiidcu. Laplace ptifazoval vahy jednotlivym méfenim podle délek jejich obloukt. Delsi
oblouky tak mély vétsi vahu.

Laplace poskytl analyticky dikaz, ze toto je skutecné feSeni dané¢ho problému tvaru

Zem¢. Ze sedmi obloukovych méfeni vypocetl hodnotu elipti¢nosti 1/132.

Obrazek 2.5. Pierre Simon de Laplace a Adrien Marie Legendre

2.6 Legendre a uverejnéni metody nejmensich ¢tverct
Francouzskd revoluce pfinesla do své zem¢é¢ mnoho zmeén. Jednou znich byl

1 pozadavek zménit davny systém mér a vytvofit novy metricky systém. Zakladem tohoto
nového systému mél byt jeden metr, definovany jako 1/10 000 000 polednikového
kvadrantu’'. Na francouzské védé bylo uréeni délky tohoto oblouku. Do tohoto projektu byl
zapojen i Legendre®*. Francouzi ale nepoéitali s tim, Ze by zmé&fili cely kvadrant. Sviij vypocet
délky nové jednotky zalozili na zméfeni 10° tohoto oblouku. Cel4 tato cast se nalézala na
francouzském tizemi — od Montjouy do Dunkirque. Méfeni probihalo v roce 1795. Do roku

1799 byl proveden pievod velkého mnozstvi thlovych méfeni na délky obloukia. Oficidlni

3! Polednikovy kvadrant — vzdalenost z rovniku na pol, v tomto piipadé se mé&la na mysli vzdalenost od rovniku
na Severni pol.

> Adrien Marie Legendre (1752-1833) — pochazel z bohaté rodiny, diky tomu ziskal vynikajici vzdélani
v matematice a fyzice na Collége Mazarin v Paiizi. V letech 1775-1780 piednasel na Ecole Militaire. Poté
odeSel na Berlinskou akademii. Zabyval se elipsoidy, definoval Legendreovy funkce. Ve svém clanku
Recherches sur la figure des planetes z roku 1784 pouziva Legendreovy polynomy. Déle se zabyva teorii Cisel.
V roce 1785 se Legendre stava fadnym clenem Académie des Sciences. Roku 1791 byl zapojen do vyboru
Académie des Sciences pro zavedeni metrického systému. Rok poté pracuje Legendre na piiprave
logaritmickych a trigonometrickych tabulek. Legendre se zabyval i geometrii. V roce 1794 vydava své dilo
Eléments de géométrie. 'V roce 1805 publikuje Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des
cométes. V této praci poprvé uvetejiiuje metodu nejmensich ctverci.
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zpravy o tomto vyzkumu byly zvefejnény az v roce 1805. Nicméné jiz kolem roku 1799 byl
k dispozici souhrn namétenych dat.

Legendre se k datim vraci pfi piipravé spisu o urCeni obéznych drah komet. Tato
prace vychazi v roce 1805 pod nazvem Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites
des cométes. Nasledovala vydani v roce 1806 a 1820, rozsifend o dodatek. V této praci poprvé
publikuje tuto metodu, jak pomoci minimalizovani Ctverci chyb ziskat pozadované hodnoty
pozorovanych veli¢in. Pravidlo, jak vytvofit normalni rovnice je odvozeno a aplikovano na
praktickych piikladech. O prvnich dikazech metody nejmensich ¢tvercli pojedndva v [64]

Mansfield Merriman.

NOUVELLES METHODES ~ THEORIA
| rovRA DE;’“;RM‘NAT\"\‘;W ¢ MOTVS CORPORVM
ORBITES DES COMETES; , COELESTIVM
PAR A. M. LE GENDRE, " SECTIONIBVS comm:somm AMBIENTIVM

Membre de PInstitut et de la Légion d’honneur, de la Société
royale de Londres, &c.

AVCTORE

CAROLO FRIDERICO GAVSS

A
A i
X B HaMBYRcI s¥MTIBYS FRIp. PerTrEs ET I. H. BEssER
1809.
A PARIS,
- . Venditor -
Chez Firmin DIDOT, Libraire pour les Mathématiques , Ia Marine, Panistts ap. Trouttel & Wiirtz.  Lownixr ap. R I Evans,
PArchitecture,, et les Editions stéréotypes, rue de Thionville, n® 116. StocxmoLuiax ap. A Wiborg Prraorostep Klostermann
Mapnirrap. Sanche Fromzwriaz ap. Molini, Landi & C
AN XITT — 1805 AwsrErLoDANI in libraria: Kunst- und Industric - Comptoir, diots.

Toae

Obrazek 2.6. Titulni strany vydani knihy Legendrea z roku 1805 a Gausse z roku 1809

2.7 Gauss a spor o prvenstvi v objeveni metody nejmensich ¢tverct
Jak jiz bylo feceno, metoda nejmensich ¢tvercii byla poprvé publikovana v roce 1805

Legendrem. V roce 1809 vychazi Gaussova™ kniha Theoria motus corporum coelestium, ve

3 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — se narodil v Brunswicku v Némecku. Diky svému mimofadnému
talentu a vybornym vysledkim na mistnim gymnaziu ziskal stipendium, diky kterému mohl studovat na
Collegium Carolinum. V roce 1795 odesel na univerzitu v Gottingenu, kde pokracoval ve studiu. Pozdé&ji (1807)
se na této univerzité stal profesorem astronomie a feditelem hvézdarny v Gottingenu, kde setrval po zbytek
svého zivota. B€hem svého zivota se vénoval mj. algebre, teorii Cisel, analyze, diferencialnim rovnicim. Ve své
doktorské praci v roce 1799 dokézal zakladni vétu algebry a ukazal, ze libovolny realny polynom miize byt
zapsan jako soucin linearnich a kvadratickych ¢lent s realnymi koeficienty. Jako teoreticky matematik pracoval
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které Gauss publikuje své metody k vypoctim obéznych drah nékolika planet. Zde také
poprvé uvadi metodu nejmensSich c¢tvercli. Gauss tvrdi, ze prvenstvi objeveni metody
nejmensich ¢tvercl néalezi jemu a Ze zminovanou metodu pouzival jiz od roku 1795. M¢l
viibec Gauss na toto tvrzeni narok? A na jakych ditkazech se jeho prohlaseni zakladalo?

Theoria motus byla pivodné napsana v ném¢in€ jiz na podzim roku 1806. Anders
Hald uvadi [29], Ze v cCervenci 1806 mél Gauss k dispozici kopii Legendreovy knihy
Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cométes, nez byla poslana
Olbersovi’* krevizi. Az vroce 1807 naSel Gauss vydavatele své knihy, ktery nicméng
pozadoval pteklad do latiny. Theoria motus tak byla publikovana az v roce 1809.

Gaussovo prisvojeni metody nejmensich Ctvercii roztrpéilo Legendrea, ktery poslal
Gaussovi v kvétnu 1809 dopis, v némZ ho mj. upozoriiuje, Ze neni mozné narokovat si objev
jen pouhymi slovy, ze metodu pouzival jiz dfive.

Stephen Stigler [83] uvadi ¢tyfi hlavni dikazy, které uvedl Gauss a jeho nasledovnici
na obhajobu Gaussova prvenstvi:

(1) Gaussova slova z roku 1809, ze pouzival tuto metodu jiz od roku 1795.

(i1) Tajemny zapis v Gaussové matematickém deniku s datem 17. ¢ervna 1798: ,,Calculus
probabilitatis contra La Place defensus®.

(iii) Gaussovo tvrzeni, 7e o metodé fekl dal§im astronoméim (Olbers, Lindenau®, Zach™)

pied rokem 1805.

(iv) Gaussiv dopis, ktery byl vroce 1799 publikovan v Allgemeine Geographische

Ephemeriden, v némz zmiiuje ,,meine Methode”. PiSe vném o tiskaiské chybé

v popisu oblouku mezi Panthéonem a Evaux. Misto 76 545,74 zde bylo 76 154,74.

Objevil chybu po aplikaci svoji metody na Ctyfi naméfené oblouky. S chybou

vychézela elipti¢nost 1/150 a po odstranéni této chyby 1/187. Nicméné poznamenal,

ze chyba neni v tomto ptipad¢ podstatna, protoze koncové body lezi pfilis blizko

u sebe.

Gauss sam. Nicmén¢ v aplikované matematice pracoval spolecné s astronomy, pozdéji s geodety a fyziky. Mezi
jeho spolupracovniky z oblasti astronomie patfili Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) a Heinrich Wilhelm
Matthéus Olbers (1758—-1840). Spolupracoval také s profesorem fyziky v Gottingenu Wilhelmem Eduardem
Weberem (1804—1891). Vice o Gaussovi napt. v [22].

3* Heinrich Wilhelm Matthius Olbers (1758-1840) — némecky astronom, 1¢kaf a fyzik. Vystudoval 1ékafstvi
v Gottingenu. Po absolvovani se vénoval mediciné v Brémach. Zabyval se také astronomii. Byla po ném mj.
pojmenovana kometa, kterou objevil v roce 1815.

*> Bernhard August von Lindenau (1779-1854) — némecky pravnik, astronom a ministr.

’® Franz Xaver von Zach (1754-1832) — astronom a matematik. Studoval nejprve ve Vidni, poté v Anglii. Od
roku 1788 vydaval Casopis Allgemeine Geographische Ephemeriden, ve kterém sam publikoval svoje védecké
prace z astronomie. O pohybech Slunce napsal praci Novae et correctae tabulae motuum solis, ktera vysla v roce
1792. Od roku 1800 byl editorem mésicniku se §ir§im zamétenim Monatliche Correspondenz zur Beforderung
der Erd- und Himmelskunde. Psobil v Anglii, Svycarsku, Francii.
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Ani jeden z téchto dikazli vSak neni dostate¢né presvédCéivy. Podivejme se na kazdy
z nich podrobnéji. Gaussovo prohlaseni, ze pouzival metodu jiz od roku 1795, je podporovano
Gaussovymi matematickymi schopnostmi. Nepotieboval délat faleSna prohlaseni. Na druhou
stranu Gaussovo tvrzeni se zakladd na dodateéné vzpomince. Pro¢ neuveiejnil tuto metodu
jako prvni, kdyz ji, jak prohlaSuje, objevil? Pokud ptipustime, Ze opravdu metodu znal, pak je
mozné, ze ji nepiikladal velkou dtlezitost a neuvédomoval si jeji prakticky vyznam.
A z tohoto diivodu nepovazoval za nezbytné jeji uvetejnéni. Nebo se mu metoda zdala pfilis
zfejma a jednoducha.

Pokud se podivame na druhy bod — zaznam v deniku, pak ani toto neni jednoznaény
dikaz. Zaznam nds pouze ujistuje o tom, ze se Gauss zabyval otazkami souvisejicimi
s pravdépodobnosti v ervnu 1798.

Také tfeti bod postradd piresvédcivost. Astronom Olbers sice podpoiil Gaussovo
prohlaSeni v poznamce pod Carou v roce 1816 stim, Ze si vzpomind, ze mu Gauss zminil
zéakladni princip metody jiZ v roce 1803. Nicméné tak ucinil aZ po sedmi letech opakovaného
pobizeni Gaussem. A co dalsi dva astronomové, o kterych se Gauss zminoval? Zach v letech
1800 az 1813 vydaval astronomicky casopis Monatliche Correspondenz, ktery se skladal
pfedevsim z recenzi a dopisti. Lindenau mu asistoval ve vydavani tohoto periodika od roku
1807. Lindenau v recenzi Clanku o geodézii ze srpna 1806 detailné rozebird metodu
nejmensich Ctverc. Neni zde ale Zadnd zminka o Gaussovi. Metoda je piipisovana
Legendreovi. Je zde i citovana jeho prace Nouvelles méthodes pour la détermination des
orbites des cométes. V listopadovém vydani Monatliche Correspondenz zroku 1807 se
objevuyji dvé poznamky o metodé¢ nejmenSich ctvercl. Ani jedna znich neni podepsana,
pravdépodobné byly napsany vydavateli. V obou se mluvi o Legendreové metod¢€ a v obou je
metoda oznacovéana francouzskym nazvem Méthode des moindres quarrés. O Gaussovi neni
nikde ani zminka. Pfitom Gauss tvrdil, Ze o svoji metodé ekl obéma astronomiim. Nicméné
ani toto neni jednoznac¢ny dikaz toho, ze Gauss jim o nejmenSich ¢tvercich nic nefekl pred
rokem 1805. Mozn4 se jen citili omezeni védeckou normou, Ze prvni publikovani urcuje
prvenstvi. Mohlo se stat i to, Ze Gauss jim sice metodu popsal, nicmén¢ oni mu spravné
neporozuméli. Vytah z Gaussovych dopist Olbersovi a von Zachovi je mozné nalézt v [71].

Dostavame se k poslednimu nepfimému dikazu — k vysledkim Gaussova pocitani
s pouzitim ,,meine Methode®. To nas pfivadi k zajimavé otdzce: mohou byt stejné vysledky
odvozeny z origindlnich dat pouzitim metody nejmenSich ctverct? Data, kterd mél Gauss
k dispozici jsou uvedena v tabulce 2.3. Jak poznamenal Gauss, misto 76 545,74 ma byt

hodnota 76 145,74. Udaje pochazeji z geodetického méfeni, které bylo zdkladem pro uréeni
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nového metrického systému. V roce 1793 bylo ve Francii rozhodnuto, ze zakladni jednotkou
nového metrického systému bude jeden metr — délka rovna jedné desetimilionting
polednikového kvadrantu, coz je vzdalenost ze severniho polu na rovnik podél odpovidajici
zemé&pisné $itky prochazejici Patizi. Pro kazdou ¢ast délka oblouku je uddvana v modulech, a
to je délka odpovidajici ptiblizné 12,78 stopy. Na zaklad¢ téchto dat Gauss spocital ,,svoji
metodou* elipti¢nost Zemé 1/150. Poté vsak nalezl tiskovou chybu a piepocital elipti¢nost na
1/187. Mohlo by se zdat, Ze na zaklad¢ téchto znalosti bude jednoduché jednoznaéné zjistit,
zda Gauss opravdu pouzil metodu nejmensich ¢tverct. Staci vzit odpovidajici hodnoty, pouzit
metodu nejmenSich cCtverci a zjistit, zda se nadmi vypoctené hodnoty shoduji s témi
oblouku, zemé&pisnou Sifkou, polednikovym kvadrantem a elipti¢nosti nejsou linedrni. TakzZe
existuje vice zpusobt, jak ulohu pievést na problém linearnich nejmensich ¢tverct. Navic se
mohou objevit odchylky zptisobené zaokrouhlovanim. Obvykla linearni formulace problému,
kterou pouzil mj. Boscovich (1755) nebo Legendre (1805) je za ptedpokladu, ze je Zem¢ je
elipsoid nasledujici:
a=:+vysin’ L,
kde a = y/d (délka oblouku v modulech délené stupném zemépisné $itky), z je délka stupné

na rovniku a y je rozdil (ptebytek) stupné na pdlu v porovnani s jednim stupném na rovniku.

Moduly Stupné | Stfed oblouku
S D L
Dunkirk — Pantheon 62 472,59 | 2,189 10 49° 56' 30"
Pantheon — Evaux 76 545,74 | 2,668 68 47° 30" 46"
Evaux — Carcassonne 84 424,55 | 2,963 36 44° 41" 48"
Carcassonne — Barcelona | 52 749,48 | 1,852 66 42° 17" 20"
Soucet 275 792,36 | 9,673 80 -

Tabulka 2.3. Francouzské mereni oblouku. Tabulka udava délku ctyr na sebe navazujicich
casti polednikového oblouku prochazejiciho Parizi, jak v modulech S (I modul je priblizné
3,8953 metru), tak ve stupnich d zemépisné Sirky (urcenych pomoci astronomickych
pozorovani). L znaci zemépisnou Sirku stredu kazde casti oblouku.

Pokud budeme S brat jako zavisle proménnou a vyfeSime rovnici pro z a y za pouziti
metody nejmensSich ¢tverct, Stigler [83] se dostava k vysledkiim:
z=128227,162 05
y=541,263 9353
1/elipticnost = 157,95
polednikovy kvadrant =2 564 801,46
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Pokud budeme pracovat s tiskovou chybou, pak dostdvame:
z=28074,826 97

y=906,790 131 4

1/elipticnost = 94,38

polednikovy kvadrant =2 567 539,98

Gaussovi vSak vychazeji zna¢né odlisné hodnoty:
z=28271,456 5

y=457,2203

1/elipti¢nost = 187

polednikovy kvadrant =2 565 006

v E

Obrazek 2.7. Vztah mezi délkou oblouku, zemépisnou Sirkou, polednikovym kvadrantem a
elipticnosti

Proto se Stigler pokusil pouzit vaZené nejmensi Ctverce, ale ani v tomto piipad¢ nebyl
uspesny. Ani polozeni d za zavisle proménnou nepftineslo kyzené vysledky. Zbyvaji tedy dvé
moznosti. Bud’” Gauss aplikoval metodu nejmensich &tvercli na vztah a= z+ vsin® L a
dopustil se pii vypo¢tu chyby, nebo nejmensi ¢tverce nepouzil. Prvni varianta se zda byt
vysoce nepravdépodobna. Gauss byl vynikajicim poctafem a v tomto ptipad¢ se jednalo pouze

o kratkou posloupnost vypocta.
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Stigler se dale zabyva otazkou, jak tedy Gauss pfisel ke svym vysledkiim. Gauss byl
v prvni fad¢ matematik, ne statistik. Stigler tedy vznesl zajimavou otdzku. Co kdyz se Gauss
nespokojil s prvni aproximacia = z+ vsin® L ? Boscovich a Laplace védéli, Zze chyby v uréeni
S, d a L byly pomérn¢ velké ve srovnani s chybami zptisobenymi aproximaci. Neméli tak
diivod pokracovat dale. NeocCekavalo se zadné podstatné zlepSeni v pfesnosti. Sam
predpoklad, ze Zemé je elipsoidem, je sdm o sob& aproximaci. Gauss se ale s takovou
odpoveédi nemusel spokojit. Zda se tedy mozné, ze Gauss mohl pouzit nejmensi Ctverce, ale na
aproximaci, feknéme, druhého stupné. Problém je v tom, ze ¢im vétsi tfidu vztahli pouZzijeme,
tim sloZzitéjsi je situace. UrcCitou expanzi druhého stupné pouzil Bowditch (1832) a Bessel
(1837):

S = d+ 'sindcos2L+ 'sin2d cos4L.

Na x, y a z muze byt pohlizeno jako na nelinearni funkce elipti¢nosti a délky stupné na
rovniku. Stigler uvadi dva divody pro podporu tvrzeni, Ze Gauss by mohl pouzit metodu
nejmensich C¢tverci na rozvoj druhého fadu. Prvnim znich je vyrazny rozpor mezi
elipti¢nosti, kterou naSel pfed a po odstranéni typografické chyby. Tohoto velkého rozdilu
nedosahneme pii aplikovani nejmensich c¢tvercli nebo Boscovichovy metody na rozvoj
prvniho stupné. Jako druhy divod uvadi Stigler fakt, ze zkousel urcit z druhého rozvoje
polednikovy oblouk s vyuzitim nejmensich Ctvercl a jeho vysledky byly velmi povzbudivé.
Napi. pokus fesit vztah S = :d+ ’sindcos2L+ sin2dcos4l pomoci nevazenych
nejmeSich ¢tvercii dal polednikovy kvadrant 2 565 012 a jiny piistup pouzivajici Bessellv
pristup pres nelinedrni nejmensi Ctverce dal pfesné Gaussovu hodnotu 2 565 006. Nicméné
zadny z téchto Stiglerovych postupl nebyl Gspésny v simulaci uréeni Gaussovych hodnot pro
elipti¢nost.

Poté, co Stigler v roce 1981 publikoval svoji domnénku [83, str. 320-321, rozSifena
verze ¢lanku Stigler S.: Gauss and the Invention of Lest Squares. Annals of Statistics 9(1981),
465-474], n€kolik schopnych analytikli se pokusilo napodobit Gaussovy vysledky s pouzitim
rozvoje druhého stupné nebo jinych obmén metody nejmensich ¢tvercli. OvSem nikdo z nich
nebyl uspé$ny. Gilstein a Leamer (1983) ukézali, ze Gauss nemohl své vysledky najit pomoci
vazenych nejmensich ¢tvercli z formulace prvniho stupné pouzitim vSech moznych vah a
Celmins (1998) dosSel jest¢ dale [11] a demonstroval, ze Gaussovy vysledky nemohly byt
ziskany zadnou ze S$iroké tiidy pristupti vychazejicich znejmensSich cCtvercl, vcéetné
pozadovaného vztahu a mnoha piibliznych vysSich fadi expanze. Stigler tak dochazi

v

k zavéru, ze nejpravdépodobnéjsi je varianta, Ze Gauss pouzil ngjaky odliSny pfistup
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k problému, ktery dosud nebyl znovu objeven. Nasledné statistické prepocty ukazuji, ze
nejpozdéji vdile zroku 1799 mél Gauss kdispozici néjakou metodu slouceni
nekonzistentnich rovnic, ziskanych pozorovanim. Pokud to tedy nebyla metoda nejmensich
¢tverct, co to bylo?

Pokud bychom pfipustili, ze Gauss objevil metodu nejmensich ctvercli nezdvisle na
metodu nepublikoval? Jakou ji vlastné ptisuzoval dulezitost? Je tak mozné, Ze se sice o svoji
metodé zminil jinym astronomim pifed rokem 1805, ale nejasny Gaussiv vyklad nebo
nedostatek moznosti aplikace této metody mohly byt pfi¢inou nepochopeni nejmensich
¢tverct. O to veétsi obdiv si ale zaslouzi Legendre, ktery uvefejnénim nejmensSich Ctvercl
v roce 1805 doséhl okamzitého a vSeobecného uspéchu. Dalsi pfi¢inou toho, pro¢ Gauss nové
nalezenou metodu nepublikoval, mize byt i fakt, Ze Gaussovi metoda nejmensich Ctvercii
pfipadala pfili§ jasnd a ziejmd. Mohl proto nabyt dojmu, Ze neni potfeba néco tak
jednoduchého publikovat. Gauss byl tedy mozna tim, kdo objevil metodu nejmensich Ctverci
jako prvni, nicméné Legendre byl prvni, kdo metodu uveiejnil a zptistupnil ji Siroké

vefejnosti.
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Kapitola 3:

Citlivost odhadu metodou nejmensich ¢tvercti k odchylkam
od normalniho rozdéleni a prvni alternativni odhady

3.1 Dogma normality
Normalni rozdéleni bylo dlouho povazovano za rozdé¢leni, kterym se fidi vétSina

nahodnych veli¢in. Casto uvadény citat z roku 1912, ktery Poincaré pfisuzuje Lippmannovi
by se dal pielozit nasledovné: Vsichni véri v normalni rozdéleni chyb: experimentatori,
protozZe je pokladaji za matematicky teorém, a matematikové, protoze je poklidaji za
experimentdlni fakt.”’

Dogma normality bylo mozné popfit az v dobé vykonnych pocitaci. Ale jiz v roce
1965 Abram M. Kagan™, Yuri V. Linnik’® a Calyampudi R. Rao® dokazali, ze odhad
metodou nejmensich ¢tvercli je optimalni pro normalni rozdéleni chyb a v jinych ptipadech
muze Uplné selhat. Kdyz se podivame na Gaussovo zavedeni normélniho rozdéleni, zjistime,
7ze Gauss vlastné zavadi normalni rozdéleni tak, aby vyhovovalo aritmetickému primeéru.
K téméf nedotknutelnosti dogmatu normality nejspiS§ piispéla 1 Gauss-Markovova véta
(nejlepsi linedrni nestranny odhad ocekavané hodnoty je aritmeticky primér) a Centralni
limitni teorém (soucet mnoha malych na sobé nezavislych chyb je ptiblizn€ normalni).

V piedchozi kapitole jsme mluvili o metodé¢ nejmensich ctvercti. Lidé, ktefi tuto
metodu pouzivaji, nékdy mlcky ptedpokladaji bez dalsiho ovéfovani, ze velikosti chyb se fidi
normalnim rozdélenim. UZ v devatenactém stoleti si Legendre nejspi§ uvédomoval, Ze metoda
nejmensich c¢tverct neni vzdy optimalni. Ve své praci o metodé nejmensSich ¢tvercii z roku
1805 doporucuje nejprve zamitnout méfeni, kterd jsou piili§ velkd na to, aby mohla byt
povazovana za piipustna.

Nejspi§ poprvé si vSimli citlivosti klasickych statistickych charakteristik, jako je

prumér a rozptyl, k odlehlym hodnotach astronomové a fyzikové pii urCovani raznych

37 ... car les expérimentateurs s imaginent que ¢ est un théoréme de mathématiques, et les mathématiciens que

c’est un théoréme de mathématiques, et les mathématiciens que c’est un fait expérimental. [72, str. 149]

* Abram Meerovich Kagan (*1936) — pisobil na statni univerzité v Leningradu (nyni Petrohrad) a na
univerzit¢ v Taskentu v Uzbekistanu. Od roku 1988 piisobi na University of Maryland. Mezi oblasti jeho
védeckého zajmu patii parametrické odhady, zobecnéné linearni modely, Fisherova informace.

** Yuri Vladimirovich Linnik (1915-1972) — rusky matematik, zabyval se teorii ¢isel, teorii pravdépodobnosti
a matematickou statistikou. Pisobil na univerzité v Leningradu (nyni Petrohrad).

“ Calyampudi Radhakrishna Rao (*1920) — indicky matematik. Mezi jeho nejznaméjsi objevy patii Cramér-
Raova mez a Rao-Blackwellova véta. Zabyval se teorii odhadu, linearnimi modely, mnohorozmérnou analyzou,
biometrikou, funkcionalnimi rovnicemi.
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fyzikalnich, geofyzikalnich a astronomickych konstant. Jednim z nich byl i James Short*,
ktery vroce 1763 odhadoval paralaxu Slunce pozorovanim obézné drahy VenuSe [76].
Nespokojil se s pouhym aritmetickym primérem, ale zprimérnoval tifi praméry: prosty
pramér, pramér vSech pozorovani s rezidui mensimi jak jedna sekunda a primér pozorovani
s rezidui mensSimi jak pll sekundy. V této souvislosti bych si dovolila udélat malou odbocku a
zminit se o tom, pro¢ vitbec Short pozoroval obéznou drahu Venuse.

Jiz od pocatku osmndactého stoleti uméli astronomové docela dobfe urcit relativni
vzdalenosti ve slunecni soustave, tedy vzajemné vzdalenosti mezi obéznymi drahami planet,
mezi planetami a Sluncem. Nicmén¢ neznali absolutni vzdalenosti. Pokud by se jim podaftilo
urCit jednu takovou vzdalenost, pak by od této vzdalenosti mohli odvodit vSechny ostatni.
Stiedem jejich zajmu byla vzdalenost Zemé od Slunce. V osmnactém stoleti se tak védci
rozhodli urit paralaxu Slunce. Nejspi§ prvni, kdo navrhl, aby byla paralaxa* Slunce uréena
pozorovanim obézné drahy VenuSe, byl astronom Edmond Halley. Venuse méla byt
sledovéana pfi svém zdanlivém piechodu ptes lic Slunce. Pfi prichodu Venuse pies slunecni
disk pii pozorovani z riznych mist na Zemi je mozné zjistit, jak se Venuse promitd na riizna
mista slunecniho kotouce. Pomoci zméteni téchto rozdili 1ze dopocitat vzdalenost Venuse od
Slunce a nasledné i vzdalenost Zemé& od Slunce. Nedostatkem zminéného postupu je fakt, ze
pirechod VenusSe pies slunecni disk je pomérn€ vzacny jev. Prvni zaznamenany priachod
Venuse se odehrdl v roce 1639 a byl pozorovan pouze v Anglii. Dalsi prichody byly
o¢ekavany az v roce 1761 a 1769. Aby bylo moZné provést smysluplné méteni, bylo potieba
provést pozorovani na dostatecné vzdalenych mistech na Zemi. Do roku 1761 se podaftilo
vytvofit pozorovatelny na Mysu dobré nadéje, v Rimé, Kalkaté, Stockholmu a ve vétsiné

evropskych hvézdaren. Data, kterymi se zabyval James Short, pochézi praveé z roku 1761.

3.2 Zamitnuti odlehlych pozorovani
Jednim ze statistickych problémt, ktery souvisi s robustnimi odhady, je zamitani

odlehlych hodnot. O tomto problému byla zminka jiz v ptedchozi kapitole o metodé
nejmensich ctvercl. Jak ale zjistit, kterd pozorovani jsou opravdu odlehla a kterd mame tudiz

vytadit z dalSich vypoctii? Prvni navrh pro stanoveni odlehlych hodnot publikoval roku 1852

! James Short (1710—1768) — astronom a zndamy vyrobce dalekohledi.

2 Paralaxa je v astronomii thel, o ktery se zméni poloha nebeského télesa na obloze, pokud je pozorovano
z krajnich bodli vhodné zvolené zakladny. Vypocet paralaxy se pouzivd pro méfeni vzdalenosti ve vesmiru.
Zvlastni postaveni ma tzv. sluneéni paralaxa. Slune¢ni paralaxa je uhel, pod kterym by byl pozorovan rovnikovy
polomér Zemg ze stiedu Slunce (8,794148").
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[70] Benjamin Peirce®. Nicmén& Peirce, stejné jako mnoho dalSich, se piili§ nezajimal
o vlastnosti odhadu, ktery je udélan po zamitnuti odlehlych hodnot. Spise implicitné
predpokladal, Ze poté, co zamitl odlehld pozorovéni, je mozné vytvofit odhad bez ohledu na
to, jakd informace mohla byt ztracena. Tento nedostatek samoziejmé nezlstal dlouho bez
pov§imnuti. Britsky astronom George Biddell Airy* vroce 1856 ve svém listu kritizuje
pouziti Peirceova kritéria. Tim se rozpoutdva mezinarodni debata, kterd nebyla uspokojivé
rozieSena. Nicmén¢ na americké ptidé se Peirce aspon ¢astecné stava vitézem. V letech 1852—
1874 piisobil v U. S. Coast Survey. Tato spole¢nost mé¢la za kol zamétit a zmapovat novou
zemi. A pravé v letech, kdy zde Peirce ptsobil, byl jeho test na zamitnuti odlehlych hodnot

bézné pouzivan Cleny této organizace.

Obrazek 3.1. Benjamin Peirce a Simon Newcomb

3.3 Simon Newcomb a smési normalnich rozlozeni
Simon Newcomb (1835-1909) je znam jako nejvyznamnéj$i americky astronom

devatenactého stoleti. Ur¢il mnoho astronomickych konstant, které jsou dodnes uznavany. Byl
také nadanym matematikem a spoluzakladatelem (a mnoho let editorem) American Journal of

Mathematics. Diky své knize Principles of Political Economy se stal také prednim americkym

“ Benjamin Peirce (1809—1880) — profesor astronomie a matematiky na Harvardu od r. 1842 az do své smirti.
Promoval na stejné univerzité. Jeho nejvyznamnéjsim ucitelem byl prekladatel Laplace Nathaniel Bowditch
(1773-1838). Z dnesniho hlediska je Peirce cenén z nékolika diivodi. Tim prvnim je jeho ucitelska a védecka
prace. V roce 1870 vydava spis Linear Associative Algebra. Dalsim diivodem je jeho test na zamitnuti odlehlych
hodnot, ktery vzbudil rozsahlou debatu o vhodnosti takového poc¢inani. Jeho synem byl Charles Sanders Peirce
(1839-1914). Dnes je C. S. Peirce zndm predevsim jako filozof a logik. Pracoval, stejn¢ jako jeho otec, v U. S.
Coast Survey.

“ George Biddell Airy (1801-1892) — anglicky matematik a astronom. Zabyval se planetarnimi ob&znymi
drahami, uréenim stfedni hustoty Zemé. Studoval v Cambridge. V letech 1835-1881 pusobil jako britsky
kralovsky astronom.
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teoretickym ekonomem. Newcomb byl, jak se zda, prvni, kdo pfedstavil smés normalnich
hustot jako model pro rozdéleni s tézkymi konci a pouzil tento model k ziskani odhadu
polohy, ktery byl robustnéjsi jak vybérovy primeér.

Simon Newcomb se narodil v Novém Skotsku, kde byl jeho otec ucitelem. V Sestnacti
letech Sel do uceni k 1€kafi, které mélo trvat pét let. Nicméné z jeho kariéry Iékate po dvou
letech seslo za pomérné dramatickych okolnosti. V osmnacti se zivil jako ucitel. V roce 1858
ukon¢il Harvard's Lawrence Scientific School.

Newcomb bézné pouzival vazeny prumér ve svych odhadech astronomickych
konstant. Pfitom vahy urcoval subjektivné na zakladé svého vlastniho posouzeni relativni
spravnosti a presnosti v pribéhu pozorovani. Newcomb pii svych vypoctech také zamital
odlehlé hodnoty. Ale pouze v ptipadé, Ze byly opravdu siln€ vychylené.

Pti pozorovani obézné drahy Merkuru (hodnoty byly naméfené 6. 5. 1878) zjistil, ze
mnozina 684 rezidui, zalozenych na téchto pozorovéani, ma mnohem t¢zsi konce, nez ptislusné
normalni rozdéleni. MnoZina pozorovani pochdzela z méfeni s rliznymi stupni piesnosti.
Newcomb zjist'uje, ze v tomto piipad¢ nebude aritmeticky primér vhodnou charakteristikou.
PfiSel s mySlenkou popsat naméfend data pomoci smési normdlnich rozdéleni s riznymi
parametry.

O n¢kolik let pozdéji (v roce 1886) Newcomb publikuje v American Journal of
Mathematics Clanek A Generalized Theory of the Combination of Observations so as to
Obtain the Best Result [67]. V tomto ¢lanku nejprve kritizuje pfiliSné uzivani kritéria pro
zamitani odlehlych hodnot a poté predstavuje sviij model smési rozd€leni. Déle navrhuje
odhad zaloZeny na tom, Ze mensi vahy jsou davany pfili§ odliSnym pozorovanim.

Ve svych pozdéjsich pracich dokonce Newcomb vytvari jednoduchou verzi Tukeyho

citlivostni kfivky45.

3.4 Linearni funkce poradkovych statistik
Linearni funkci potfadkovych statistik oznacujeme vazenou linearni kombinaci

pozorovani, kde jsou vahy pfifazeny pouze na zakladé poradi daného pozorovéani. Tyto
linearni funkce potadkovych statistik miizeme pouzit k odhadovani stfednich hodnot. Do této
tiidy patii i velmi dobie znamy median a variani rozpéti. Jak median, tak variacni rozpéti,

maji pomérné dlouhou historii.

* John Wilder Tukey za&al pouzivat v roce 1970 citlivostni kiivku (sensitivity curve) ke zkoumani vlastnosti
odhadi pro kone¢né vzorky. Vice o Tukeyho citlivostni funkci 1ze nalézt v knize [1].
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Medianem se zabyva ve své praci Théorie Analytique des Probabilités [54] z roku
1812 Laplace. Laplace zde uvazuje problém, ktery bychom dnes nazvali linedrni regresi:

a,=0,y+ ¢,

kde a,,p, jsou znamé, odhadujeme y, x, jsou chyby, které pochazeji z libovolného

symetrického rozdéleni. Laplace hledal odhad, ktery by minimalizoval soucet absolutnich
hodnot rezidui. Dospél k tomu, Ze takovym odhadem je medidn a, v pfipadé, ze p, =

Laplace odvodil hustotu takového odhadu a ukézal, Ze s rostouci velikosti vybéru se tato
hustota bliZi hustoté normalniho rozd¢leni.

Mnoho praci o rozlignych pouzitich medianu publikoval v roce 1875 Francis Galton*.
Median je také dnes Casto vyuzivanym odhadem i z toho diivodu, Ze je robustni k odchylkam
od normdlniho rozdéleni. Galtonovou motivaci vSak byla, spiSe nez nediivéra k normalnimu
rozdéleni, jednoduchost vypoctu medidanu a snadnost jeho interpretace. Galton navrhuje
pouziti medidnu v pfipadech, kdy lze ocekavat t€z$i konce nez u normalniho rozdéleni.

Mnoho podobnych znakii Ize nalézt v nezavislé praci Gustava Theodora Fechnera®’.

Obrazek 3.2. Francis Galton

V roce 1889 Galton navrhuje komplikovanéjsi linearni odhad priméru a smerodatné

odchylky ve tvaru:

* Francis Galton (1822-1911) — anglicky psycholog, statistik a antropolog. Je zakladatelem eugeniky
(socialné-filozoficky smér zaméteny na studium metod, které povedou k dosaZzeni co nejlepsiho genetického
fondu Cloveka). Francis Galton byl vnukem Erasma Darwina. Po Galtonovi je pojmenovan pfistroj modelujici
normalni rozdéleni (Galtonlv pfistroj, quincunx) a také vysokofrekvencni pistala uzivana pro vycvik psu, tzv.
Galtonova pistala.

7 Gustav Theodor Fechner (1801-1887) — némecky fyziolog, fyzik, psycholog, zakladatel psychofyziky, jeden
ze zakladateld experimentalni psychologie a estetiky, profesor univerzity v Lipsku.
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6= ——,

kde p, g jsou libovolné, ale pevné Q< p<g< : , &,56, jsou p a g percentily

standardizovaného normélniho rozdéleni, X ¢ S a XY jsou vybérové 100p a 100gq
percentily. Dtkaz sdruzené asymptotické normality Galtonovych odhadi v ptipadée, Ze

populace je normalni, dal v roce 1899 William Fleetwood Sheppard® [82].

3.5 Percy John Daniell
V roce 1920 Percy John Daniell publikuje v American Journal of Mathematics ¢lanek

Observations Weighted According to Order. Nicméné tento Clanek byl nejspi§ naprosto
prehlédnut. Trvalo dalSich tficet let, nez byly Daniellovy vysledky znovuobjeveny. Pokusme
se podivat na divody tohoto opomenuti.

Percy John Daniell (1889-1946) byl anglicky matematik. Vystudoval na univerzité
v Cambridge. Jeho pobyt zde se sice ptekryval s R. A. Fisherem, ale protoze byli na raznych
fakultach, nemuseli se vibec potkat. Po ukonceni studii kratce pobyval v Goéttingenu a
Liverpoolu. V roce 1912 odchazi do Rice Institute v Houstonu v Texasu. V roce 1920 se zde
stava faddnym profesorem. Praveé v Houstonu vytvaii svoji nejvyznamnéjsi praci z integralniho
poctu, kde objevuje to, co dnes zname pod nazvem Danielliv integral. V roce 1924 se vraci
do Anglie na univerzitu v Sheffieldu, kde ziistava az do své smrti. Clanek z roku 1920, ktery
se zabyva linedrnimi pofadovymi statistikami, napsal Daniell béhem svého piisobeni v Rice.
A to byl nejspi$ jeden z divodi, pro¢ tato jeho prace upadla v zapomnéni. Jak Rice, tak
Sheffield byly izolované od aktivniho statistického vyzkumu. Navic Daniell byl zndm jako
matematik a prace z roku 1920 se mohla zdat, Ze pouze vzdalené souvisi se statistikou.
U Daniella se tato nestastna situace opakovala hned o rok pozdéji. I jeho ¢lanek z 1921
Integral Products and Probability, uvetejnény opét v American Journal of Mathematics,
upadl v zapomnéni. Tentokrat zde Daniell jako prvni prezentuje matematické zpracovani

spojitych Markovovych procesii, véetné Chapman-Kolmogorovy rovnosti.

* William Fleetwood Sheppard (1863-1936) — pravnik, matematik a statistik. Narodil se v Australii. Své
vzdélani uz ale dokoncéil v Anglii v Cambridge. Po dokonceni studii pracoval jako pravnik. V roce 1896 se ale
rozhodl vénovat vzd€lavani. V roce 1926 se stal ¢lenem Edinburgh Mathematical Society. Byl také ¢lenem
Matematical Association, které dokonce v letech 1928—1929 predsedal.
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Vratme se ale k Daniellové praci z roku 1920. Jeho prace je inspirovana Poincarého
knihou Calcul des Probabilités z roku 1912, protoze hned v ivodu se na tuto praci odkazuje
v souvislosti se zamitdnim odlehlych pozorovéni v ptipad€ pocitani aritmetického prameéru.

Hned ale pokracuje (ptelozeno podle [13]):

Kromé takovych ofezanych®™ priméri, miiZeme vymyslet jiné, ve kterych by byly vdhy
prirazeny mérenim podle jejich poradi. Ve skutecnosti beézny primeér, medidan, orezany
prumeér, odchylka (od medianu) a kvartilova odchylka mohou byt také posuzovany, Ze byly
ziskany postupem, ve kterém jsou méreni ndsobena ciniteli, které jsou funkcemi poradi.
Hlavni cil této prdce je ziskat vzorec pro stiedni kvadratickou odchylku jakéhokoliv takového
vyrazu. Tento vzorec by pak mohl byt pouzit pro vypocet relativnich presnosti vsech

takovychto vyrazii.”’

T4

Ve druhé Casti své prace Daniell zavadi statistiku
t = Z;frtr >
kde ¢,¢,,...,t, jsou méfeni uspofadand podle velikosti tak, ze ¢, < , <...< . Tato méfeni

pochdzeji z rozdeleni s hustotou p(:. Vahy f, jsou dany vyrazem: f, = -f €, :, kde
n

o : . r y .
veli¢ina x, je zavedena jako x, = ——, takZe vztah se da pfepsat:
n+

1 [ r )

fr == —fl _— 1

n”\n+ )

Daniell zavadi pravdépodobnostni integralni transformaci. Postupnym odvozovanim se

dostava k vyrazu pro asymptoticky rozptyl ¢ :

¥ OFezany pramér — Daniell zde pouzita anglicky vyraz ,.discard-average®, coz by se dalo do &eitiny pielozit
jako ,,odlozeny*, ,,odfezany* nebo ,,ofezany” primér. Dnes mluvime o ,trimmed mean®, neboli useknutém
pruméru. Ten ale vznikne symetrickym ofezanim souboru méfeni. Daniell mél nejspiS na mysli obecnéjsi
ofezani, protoZe hovoii o tom, Ze je mozné zamitnout jednu nebo i vice extrémnich hodnot. Proto jsem v jeho
citaci pouzila trochu nestandardni pojem ,,ofezany* primér, aby bylo ziejmé, Ze se nemusi obecné jednat
o0 tentyZ pramer.

0 Besides such a discard-average we might invent others in which weights might be assigned to the measures
according to their order. In fact the ordinary average or mean, the median, the discard-average, the numerical
deviation (from the median, which makes it minimum), and the quartile deviation can all be regarded as
calculated by a process in which the measures are multiplied by factors which are functions of order. It is the
general purpose of this paper to obtain a formula for the mean square deviation of any such expression. This
formula may then be used to measure the relative accuracies of all such expressions. [13, str. 222]
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$*= o i,

ke o = [/ € 2 xC= [pe T,

Ve tfeti ¢asti Daniell definuje pfesnost 7 jako pomér o /S?, kde o je teoreticky
rozptyl a S asymptoticky rozptyl 7 , odvozeny v pfedchozi ¢asti. Ve &tvrté ¢asti svého spisu
se Daniell zabyva nejlepsi vdhovou funkci, ktera bude minimalizovat S*. V piipadé, Ze se
bude jednat o normalni rozdé€leni, pak doporucuje pouzit pro vypocet priméru vSechny vahy
stejné. Déle dodava, Ze u normalniho rozdéleni ptfesnost nejvhodnéjSiho odhadu o bude
stejnd jako vybérové smérodatné odchylky. V pfipad€, ze se bude jednat o supernormalni
rozdéleni (je zde vice extrémnich hodnot nez u normalniho rozdéleni), navrhuje pii vypoétu ¢
snizit vahy odlehlym hodnotdm tak, Ze pro pfili§ velké hodnoty ¢ by mohly byt tyto vahy
dokonce zaporné. Dalsi moznosti pak mize byt to, ze vezme vSechny véhy stejné pro hodnoty
v uritych mezich a zamitne vSechna ostatni méfeni mimo tyto meze. Jak fika, toto lze
nazyvat ofezanym prameérem a v praxi pocitat tak, Zze ofizneme vnéjSi Cast méfeni. Pro
vypocet odchylky pak navrhuje zamitnout ne vnéjsi ¢ast méfeni, ale vnitini.

Nasledujici dvé kapitoly jsou zaméfeny na piiklady pouziti. Daniell vénuje zvlastni
pozornost ofezanému praméru. Symbolem k oznacujete u tohoto typu priméru centralni cast,
kterd zbyde po ofezani. Uvadi zde vyraz pro asymptoticky rozptyl ofezané¢ho priméru, pro
ktery k = 1/2 (z kazdé strany odfezeme Ctvrtinu hodnot, nazyvany jako ,,quartile-discard
average®). Dale se zabyva srovnanim ptesnosti takto ofezaného priméru (k = 1/2) a prostého
pruméru a dava podminky, za kterych je ofezany primér lepsi. Dalsi typ priméru, ktery
v paté kapitole Daniell uvazuje, je medidn-kvartilovy primér (median-quartile average), ktery

se pocitd jako primér medianu a dolniho a horniho kvartilu, neboli:

1

= -Q+ 1+ ), .

3
Pokud je pocet méteni velky, Daniell ho povazuje za pfesnéjsi nez ofezany primér s k = 1/2.

Ovsem v piipad¢, ze je pocet méfeni maly, pak je tézké urcit kvartily presné, a tudiz (z [13]):

Po uvazeni v§ech aspektii miizeme Fici, Ze median-kvartilovy prumeér a orezany prumer (s k =

1/2) jsou téméF stejné presné.”’!

> .taking everything into consideration, we may say the median-quartile average and the quartile-discard
average are about equally accurate.[13, str. 234]
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3.6 Hendrik van de Hulst

Tim, co bychom dnes nazvali robustni statistikou, se zabyval i nizozemsky astronom
van de Hulst. Svoje poznamky ale nikdy nepublikoval. Cast jeho otidténych poznamek je tak
mozné najit u van Zweta®” [88]. Van de Hulst™ byl tehdy studentem astronomie v Utrechtu a
pozdéji profesorem teoretické astronomie v Leidenu. Van de Hulst svoje poznamky daval ke
kontrole van Dantzigovi®’. V dobg, kdy se van Dantzig zatal zabyvat matematickou
statistikou, byla matematickd statistika mezi nizozemskymi matematiky téméf neznamym
pojmem. Lepsi pozici na tomto poli méli v Nizozemi astronomové a fyzikové. Kdyz van de
Hulst poslal své poznamky van Dantzigovi, van Dantzig pisatele pokaral za nedostatek
matematické presnosti. Nakonec ho vSak piece jenom povzbudil, aby v zapocaté praci
pokracoval. Nicméné¢ van de Hulst jiz v roce 1944 zacal slavit uspéchy na poli teoretické
astronomie, coz byl nejspi§ divod k tomu, Ze opustil svoje badani na poli robustnich
statistickych metod.

Podivejme se ted’ na néco z jeho poznamek. Pro¢ se viibec zacal van de Hulst
problémem zabyvat? K robustnim odhadim se dostal diky problému, ktery fesil Ejnar
Hertzsprung™, feditel observatote v Leidenu. Tento problém se tykal ureni pohybi hvézd
v souhvézdi Plejad. V roce 1942 Hertzsprung popisuje ve véstniku astronomickych instituta
v Nizozemi svij experiment, ktery provedl za Ui¢elem urceni rozptylu useknutého priméru.
Zabyva se otazkou, jak moc je vaha vysledku v ptipadé normalniho rozdéleni chyb oslabena
timto symetrickym zamitnutim odlehlych pozorovani. ProtoZe matematické hledani odpovédi

povazuje za piili§ slozité, vysledek hledd za pomoci experimentu. Na 12 534 listeckt byla

> Willem Rutger van Zwet (*1934) — nizozemsky mateatik a statistik. Titul Ph.D. ziskal na univerzité
v Amsterodamu v roce 1964. Plsobil mj. na Mathematish Centrum v Amsterodamu, University of Leiden, jako
hostujici profesor pak napt. na University of Oregon nebo University of California v Berkeley. V letech 1992—
1999 zastaval pozici feditele Thomas Stieltjes Research Institute. Ziskal fadu ocenéni, mezi jinymi Van Dantzig
Award (Netherlands Statistical Society, 1970), Bernoulli Medal (TaSkent, 1986), Médaille de la Ville de Paris
(1989), Adolphe Quételet Medal (International Statistical Institute, 1993), AKZO-Nobel Award (Nizozemi,
1996). Ocenéni se mu dostalo i u nas. Roku 1997 ziskal ¢estny doktorat na Univerzité Karlové v Praze.

>3 Hendrik Christoffel van de Hulst (1918-2000) — nizozemsky fyzik a astronom. Narodil se v Utrechtu jako
Sesté dit¢ znamého spisovatele knih pro déti. Jeho studia na univerzité¢ v Utrechtu byla pferuSena v roce 1939
vSeobecnou moblizaci. Jako astronom se zabyval rozptylem svétla. Je autorem knih Light Scattering by Small
Particles (1957) a Multiple Light Scattering (1980).

* David van Dantzig (1900-1959) — vénoval se algebie, diferencialni geometrii, elektromagnetismu,
termodynamice, pravdépodobnosti a statistice. V roce 1927 se stal asistentem na Delftské Technické univerzite.
V roce 1932 ziskal doktorat za svoji praci Studién over topologische Algebra. V roce 1940 se stal radnym
profesorem. Nicméné jesté téhoz roku byl pii némecké okupaci Holandska donucen i s rodinou opustit Haag
a odstéhovat se do Amsterodamu. Ke statistice se dostal pravé béhem druhé svétové valky. Po valce byl
jmenovan profesorem na univerzit¢ v Amsterodamu. Zde se vénoval predevsim statistice a vzde€lavani nové
generace matematickych statistikti. Byl jednim ze zakladatelt Mathematish Centrum v Amsterodamu.

>> Ejnar Hertzsprung (1873—1967) — astronom a chemik. V letech 1919—1946 pracoval ve hvézdarné v Leidenu
v Nizozemi, od roku 1937 na pozici feditele. Jeho jméno zname piedevsim diky tzv. Hertzsprung-Russellovu
diagramu, ktery v letech 1911-1913 odvodil spolec¢né s H. N. Russellem.
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zapsana Cisla symetrickd kolem nuly. Tato ¢isla byla zapisovana na dvé desetinnd mista jako
odchylky od nulové stiedni hodnoty tak, aby vyjadfovaly normalni rozdéleni. Takze 50
listeckli bylo popsano cislem 0,00, dalsich 50 listecki neslo 0,01, dalSich 50 mélo na sobé¢
0,01 atd. Poté byl tisickrat vybran vzorek o velikosti 24. Kazda z téchto 24-prvkovych mnozin
byla sefazena podle velikosti odchylky a byl pocitan primérny ctverec sumy téchto odchylek
tak, ze byl spoc€itan nejprve pro vSech 24 hodnot. Poté byly dvé extrémni hodnoty (nejmensi a
nejvetsi) zamitnuty a pocitalo se pouze s 22 zbyvajicimi hodnoty. Tento postup se opakoval,

az se pocitalo pouze se dvéma poslednimi hodnotami.

Obrazek 3.3. Hendrik Christoffel van de Hulst a Ejnar Hertzsprung

Abychom mohli uvést Hertzsprungovy vysledky, musime zavést jistou symboliku.
Necht’ tedy X,,..., X, jsou nezdvisld pozorovani, stejn¢ rozdélena se stfedni hodnotou nula,
kone¢nym rozptylem a s hustotou [, kterd je symetrickd kolem nuly. Dale necht
X, <X,, <...<X,, jsou uspofadand pozorovani podle velikosti. Useknuty primér pak

ozna¢ime jako™®
_ 1 n—k

n,k = ni *
n—2k 57,

PtisluSny rozptyl je potom

2 -
= 1

_ oy2 v 2
o,.=:1X,-Ex = IX,,.

n,k -
Hertzsprung se zabyva ptipadem, kdy hustota f je hustota standardizovaného normalniho

rozdéleni, n= 4 a k= ),1,2,...,11. Hertzsprung si pak definuje veli¢iny

36 Useknuty primér — zde pouzivam trochu jinou notaci nez pozd&ji pro useknuty primér v dalsi asti. Zde se
totiz bude jednat o ,,ofezavani“ konkrétniho poctu pozorovani (dvou, Ctyf, ...), zatimco pozdéji se budeme bavit
0 ,,usekavani n¢jaké procentni ¢asti pozorovani. V tomto piipad€ mi tak tato symbolika pfisla vhodné&jsi.
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Tk
l/lO'__,k = —,
O

které odhaduje pomoci piislusSnych pomértt vybérovych rozptyld tisice vzorkd. Dostal se

k nésledujicim vysledkiim:

k Sik /Srzl,O k Srzz,k /Sj,o k Sik /Sj,o
0 1,000 4 1,095 8 1,283
1 1,013 5 1,139 9 1,345
2 1,037 6 1,184 10 1,407
3 1,069 7 1,232 11 1,489

Tabulka 3.1. Hertzsprungovy odhady no , pro n= "4 a k= ),1,2,...,11

Nakonec jesté Hertzsprung ukazuje formuli, ktera pomérné dobie vystihuje data v tabulce
3.1.:

no = +153-@k/n’"”.
Van de Hulst se rozhodl nalézt no , matematicky. Ve svych dopisech
Hertzsprungovi z dubna a Cervna 1942 pocitd hodnoty o, a o_,. [ poté se zabyva timto

problémem a své vysledky si zapisuje do svého zapisniku. Zajimavé ale je, ze van de Hulst

zaind své zapisy s asymptotickym rozptylem M-odhadu (z [88]):

Véta: Pokud n pozorovani X, (n velmi velké) ma rozdéleni se symetrickou hustotou f a urcime

c¢islo M podle

in—M}a
kde y je néjaka licha funkce, pak
Jrl// ¢ 1€ dx

= - Z Y
n [f€dy o

EM2 57

57
Theorem.
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Van de Hulst pie, Ze tento vysledek je dobie znamy a odkazuje se na Zernikeho™® kapitolu
Pravdépodobnost a matematicka statistika ve tietim svazku Handbuch der Physik z roku
1928. Je prekvapujici, ze jiz v roce 1928 byl fyzikim zndmy koncept M-odhadu. Nicméné
neni zde uveden dikaz tohoto tvrzeni. Van de Hulst tento ditkaz poskytuje. Ve svém
dokazovani vSak nepostupuje striktné matematicky, coz je véc, za kterou ho kritizoval ve
svém dopise z nora 1943 van Dantzig.

Vratme se ale zpatky k useknutym primérim. Necht tedy X,..., X, jsou nezavisla

pozorovani, stejné¢ rozdélena se stfedni hodnotou nula, kone¢nym rozptylem a s hustotou f,
kterd je symetricka kolem nuly, F je distribu¢ni funkce pfislusna k f. Déale opét uvazujme
useknuty priimér a jemu piislusny rozptyl ve tvaru:

1 n—k

Xn,k = 2k ZXn:i ’
n-— i=k+1
— — > —
_ o2 _ o2
O-..,k - an,k - Ev)(n,k/ - an,k .

Pokud nyni ozna¢ime odseknutou ¢ast na kazdé stran€ jako a a a bude horni a-bod distribu¢ni
funkce F, tj.

a=k/n, Fla)=1- t.
Necht funkce i je definovéna jako

(~a pro x< -a,

W = x pro-asx<=a,
|
la  pro x>a.

Van de Hulst ukazuje, Ze pokud je a dostatecné dalekood 1/2a n —» , pak

no', ~ (- 2a Jl//“ €€,

If n obeservations X ; (nvery large) are distributed according to the symmetric probability (density) f, and one

determines the number M by ZI// E(i -M := 0, where W is some odd function, then
i=1

Jl// ¢ 7€ dx

N [88, str. 84]

EM2: - f
n [f€dy <

*¥ Frits Zernike (1888—1966) — holandsky fyzik. Doktorat ziskal v roce 1915 na univerzité v Amsterdamu. Roku
1953 ziskal Nobelovu cenu za fyziku za zkonstruovani fazoveé-kontrastniho mikroskopu. Na princip fazove-
kontrastniho mikroskopu pfisel pfi zkoumani vad optickych ptistroja.
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Toto vSak dokazal uz Percy John Daniell, o kterém byla zminka v pfedchozim textu.
Nicméné, jak bylo také uvedeno, jeho prace ziistala velice dlouho nepovSimnuta. Van de

Hulstv dikaz 1ze nalézt v [88].

Pokud funkce f bude rovna hustoté standardizovaného normalniho rozdélni ¢, pak

muzeme vztah pro no , upravit do tvaru:

ac ) -
no', ~(=a, 4-a - ap€ +a .
I CE D GRS ) .

Pokud dosadime n = 4, dostaneme hodnoty uvedené v tabulce 3.2.

k|no |k |no,|k|no,
01,0004 |1,114] 8 | 1,294
11,0215 | 1,153] 9 | 1,352
2 11,0481 6 | 1,195 |10 | 1,417
311,079 7 | 1242111 1,483

Tabulka 3.2. Asymptotické hodnoty no , pro /=), n=4ak=)12,..,11.

Tyto hodnoty docela dobte souhlasi s Hertzsprungovymi empirickymi daty v tabulce

3.1. Kdyz ale van de Hulstovi vysledky komentoval van Dantzig, vyjadtil se nasledovné [88]:

Veelku si myslim, Ze nemd smysl pokouset se vysvetlit malé odchylky mezi vasimi vypocty a
Hertzsprungovymi vysledky, podle mého minéni shoda je prilis dobra na to, aby to bylo

: v 59
spravne.

Van de Hulst se také zabyval asymptotickym rozptylem medidanu. Po nékolika
neuspésnych pokusech se mu podaftilo najit pro n (pocet hodnot, ze kterych je poc¢itan median)

lichéa f =} rozvoj v fadu

~ 7[( 4—7 37r—-4 137° \
no (’Zn =-11- - —+ St
2\ 2n n 24n

%9 On the whole, I don’t think it makes sense to try to explain the small deviations between your calculations and
Hertzsprung’s results, in my opinion, the agreement is too good to be true. [88, str. 90]
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Tento vysledek ovSem nelze pouzit pro n= '4. Van de Hulst se také pokousel zlepsit

aproximaci pro ¢ . PouZil k tomu varia¢ni rozpéti, definované jako:

M,= €, +¢,,
n 2. Ln nn

Odvodil vztah mezi rozptyly useknutého priméru X 1> Praméru X - a variatniho rozpéti
M, vptipadé, ze f = }:
o 4 (EM} )

O o ¢- ‘j k O )

Numerickymi metodami pro n= 4 a f = ) nalezl no | = ,018.

V prosinci 1943 piSe van de Hulst Hertzsprungovi, o tom, ze nalezl matematicky

prakticky stejné vysledky jako Hertzsprung, co se tyce rozptyli useknutych priméra 24
pozorovani. Dale uvadi, Ze je mozné aplikovat jeho vzorec no ~(-2a J J‘//, € 7€

nejen na normalni rozdéleni, ale na skutecné rozdeleni chyb méfeni vcetné téch, obsahujicich
odlehlé hodnoty. Navrhuje také urCit rozdéleni chyb v Hertzsprungové pokusu a nalézt
optimalni procentni ¢ast, kterd by méla byt useknuta. Pravdépodobné sdm van de Hulst tento
problém dale nefesil. Zabyval se ale rozdélenim chyb s rozsahem od -4,24 do 4,24. V tomto

ptipad¢ navrhuje 10% ofiznuti na obou stranach.
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Kapitola 4:

Vyvoj robustnich odhadul a robustnich metod v linearnim
regresnim modelu

4.1 Robustnost

Slovo ,,robustni* (popf. robustnost) bylo v osmnéctém stoleti pouzivano k vyjadifovani
o n¢kom, kdo je silny, avSak surovy a vulgarni. Statisticky vyznam dal slovu az roku 1953
George Edward Pelham Box®. Ve svém &lanku Non-Normality and Tests of Variances pise
nejprve o tom, které testy jsou v jeho dob¢ pouzivané pii oveéfovani shodnosti priméri a
rozptyli v nékolika skupinach. A zmiiluje, Ze tyto testy jsou odvozeny za podminky, Ze jsou
splnény nékteré predpoklady. Jednim z téchto pfedpokladli je normalni rozdéleni pozorovani.

Poté pouZiva slovo robustnost v nasledujicim kontextu:

Zda se, ze tato vlastnost , robustnosti” vzhledem k nenormalite, kterou tyto testy pro
porovnavani strednich hodnot maji, a bez niz by byly mnohem méné vhodné pro potreby
experimentadtora, neni samoziejmd u jinych statistickych testi a zvlaste ne u testii rovnosti

o 61
rozptylii, zminénych vyse.

Pied rokem 1885 se védci zabyvali tim, co bychom dnes mohli nazvat ,,robustnost* ve
smyslu necitlivosti procedur na odchylky z pfedpokladi, predevs§im z predpokladu normality.
O tomto tématu bylo pojednano jiz v ptedchozi ¢asti. V soucasné dobé¢ existuji rizné definice,
vice ¢i méné matematicky piesné, ale obecné robustni znamend necitlivy na malé odchylky
z idealizovanych ptredpokladu, pro které je odhad optimalizovany.

Pro¢ se ale vibec robustni metody zacaly rozvijet? Kdyz se podivame na klasické
statistické postupy, zjistime, Ze se vétSinou jednd o parametrické postupy. Tj. model je urcen
az na hodnoty nékolika parametrii, které nabyvaji redlnych nebo vektorovych hodnot.

V mnoha pfipadech se jednd o parametry rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych chyb

% George Edward Pelnam Box (*1919) — vystudoval matematickou statistiku na University College
v Londyné. Zabyval se robustnosti, ¢asovymi fadami, nelinearnimi odhady a aplikaci statistiky. Box ziskal
mnoho ocenéni za sviij pfinos statistice, mj. Wilks Memorial Medal od Americké statistické spolecnosti a
Shewhart Medal od American Society for Quality Control.

U It would appear, however, that this remarkable property of ., robustness* to non-normality which these tests
for comparing means possess, and without which they would be much less appropriate to the needs of the
experimenter, is not necessarily shared by other statistical test, and in particular is not shared by the tests for
equality of variances, mentioned above. [9, str. 318]
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métfeni. Opakem parametrickych metod jsou metody neparametrické. Ty jsou nezavislé,
piipadné jen malo zavislé, na tvaru rozd€leni pravdépodobnosti. Klasickych piikladem jsou
potfadové testy statistickych hypotéz. Tyto neparametrické metody maji dobré vlastnosti pro
celou tfidu distribuénich funkci. Nicméné za tuto ,,univerzalnost™ zaplatime jistou dan. A tou
je v tomto piipadé ztrata vydatnosti.

Jak bylo uvedeno jiz v pfedchazejici kapitole, i malé odchylky od normaélniho
rozdéleni mohou zna¢né ovlivnit odhady, ziskané metodou nejmensich ¢tverci, ale 1 naptiklad
klasickym F-testem a dal$imi klasickymi postupy. A pravé robustni metody maji tu vlastnost,
ze si zachovavaji dobré vlastnosti v okoli n¢jakého zdkladniho rozdé€leni pravdépodobnosti. A

na rozdil od neparametrickych testa jsou vydatné;si.

4.2 Teoretické zaklady robustnich statistickych metod
ProtoZze se dostavame k modernim robustnim odhadiim, rdda bych uvodem zavedla

n¢kolik pojmi, které se budou nadale pomérné Casto vyskytovat. Spise vSak pro ,,ujasnéni
pojmi*“. Tyto definice vychdzi z knihy Robustni statistické metody [49], kde je mozné najit

v

podrobné;jsi informace.

Jednim z pozadavkll na statisticky odhad je fisherovska konzistence, kterou zavedl v roce

vvvvv

jeho nestrannost.

Definice 4.1. Rekneme, Ze odhad é zalozeny na pozorovanich X, X,,..., X, s rozdélenim
pravdépodobnosti P je fisherovsky konzistentnim odhadem parametru 6, jestlize, pokud ho
zapisujeme jako funkciondl € = "(P)) empirického rozdéleni pravdépodobnosti vektoru

X, X,,...,X, ,n=1,...,pak plati T(P)= 1.

n

62 Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) — studoval matematiku a astronomii v Cambridge, zajimal se také
o biologii. V letech 1915-1919 pracoval jako ucitel matematiky a fyziky. V roce 1919 zacal pracovat
v zemeéde€lské experimentalni stanici v Rothamstedu jako biolog. Doséahl zde vyznamnych vysledkl ve statistice
i genetice. Zabyval se organizaci experimentd, analyzou rozptylu, testovanim hypotéz. V roce 1921 Fisher
zavedl pojem vérohodnosti. Fisher publikoval nékolik vyznamnych spist, napt. Statistical Methods for Research
Workers (1925), The Genetical Theory of Natural Selection (1930), The design of experiments (1935). V roce
1929 byl Fisher piijat do Kralovské spolecnosti a v roce 1948 ziskal Darwinovu cenu Kralovské spolecnosti.
Nasledovala Copleyho cena Kralovské spolecnosti v roce 1955.
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Dulezitym pojmem pfi vykladu robustnich odhadi je tzv. influenéni funkce. Abychom mohli
zavést influencni funkci, je nutné se nejprve vypotradat s pojmy Gateauxova derivace a

kontaminace rozdéleni.

Definice 4.2. Funkciondl T je diferencovatelny v Gateauxové smyslu podle P ve sméru Q,

existuje-li limita
L Te+ @-° - €
T, € = lim €+ 0. P”.

t—0 t

T/ @ _pak nazveme Gateauxovou derivaci T podle P ve sméru Q.

Definice 4.3. Kontaminaci P rozdéleni O v pomé&ru ¢ nazveme rozdéleni pravdépodobnosti
PQ=C( 2+0,
kde P,Oe Pate )l.

Definice 4.4. Influen¢ni funkci funkcionadlu 7' v rozdéleni pravdépodobnosti P nazveme

Gateauxovu derivaci T podle P ve sméru 6, x € X, tedy

~

- -~ TS -
IF&T,P = " P =lim €I P/,

t—0 t

kde PS5, = (- D+ 6

X °

Empiricky funkcional odpovidajici vektoru pozorovani €, X,,..., X n: nyni ozna¢ime jako
T,=7@ =T ..., X, . Pokud k pozorovanim X,,X,,...,X, pfidime dalsi pozorovani
Y, pak nas bude zajimat vliv Y na T, . Tento vliv budeme charakterizovat jako

T, €...X,. YV -"&,..X, =7C,Y .

To nas vede k pojmu citlivost funkcionalu k pfidani dal§iho pozorovani.

Definice 4.5. Citlivosti funkcionalu 7, €,,.., X, k piidani dalsiho pozorovani pii danych

X,,X,,...,X, nazveme Cislo

SC = ull € € X, YT
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Pokud chceme méfit robustnost odhadi, nastava problém, jak to ud¢lat. Existuji totiz
ruzné charakteristiky robustnosti. Jiz bylo feceno, ze influenéni funkce je jednou
IF €T, P : m¢éti vliv kontaminace funkciondlu 7" hodnotou x. Pokud ma byt tedy funkcional

robustni, m¢l by mit ohrani¢enou influen¢ni funkci. Na influen¢ni funkci jsou zalozeny dvé

Casto pouzivané charakteristiky funkcionalu 7 — lokalni a globalni citlivost.

Definice 4.6. Lokalni citlivosti funkciondlu 7" pro rozdé€leni pravdépodobnosti P nazveme

hodnotu

. SupIIFQ/;T,P/— F(c;T,Pji,.
b

X,V XF 7

Tato hodnota méfi vliv nahrazeni hodnoty x hodnotou y na funkcional 7.

Definice 4.7. Globalni citlivosti funkcionalu 7" pro rozdéleni pravdépodobnosti P nazveme

hodnotu
y' = uplF €T,P[

Casto se také setkame s dalsi charakteristikou robustnosti odhadu, a tou je tzv. bod selhani.

Definice 4.8. Necht' x© = €,,...,x, je nahodny vybér, kterému prislusi odhad funkcionalu

T s hodnotou T, € : Nyni nahradme libovolnych m hodnot v pivodnim vybéru x¢-

jakkoliv zvolenymi hodnotami. Ozna¢me x ¢ novy vybér, ktery vznikne pii co

v

nejnepiiznivéjSich nahrazeni co nejneptiznivéj$imi hodnotami. PfisluSnou hodnotu odhadu

pak ozna¢me 7, QQ’:‘. Bodem selhani odhadu T, ve vybéru x¥- pak nazveme ¢islo
n b

* <
g €,x% =

kde m’ (0:/ je nejmensi celé Cislo m, pro které plati

7,4 -T,€¢%=o.

sup
L€
Jedna se tedy o nejmensi podil pozorovani, které po nahrazeni libovolnymi hodnotami mohou

vést k hodnotam T, nekonecno.
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4.2.1 Robustni odhady realného parametru

Necht X,,...,X, je nahodny vybér z populace s rozdélenim pravdépodobnosti P.

Nasim ukolem je najit odhad parametru @, kter)'/ lze Vyjédfit jako funkcional rozdéleni P,

vvvvvv

a R-odhady. Tyto tfidy odhadi 1ze rozsifit napt. na linedrni regresni model.

1. M-odhady

M-odhad T, je definovén jako feSeni minimalizace
i’ )

> p ¥,,0 3= nin vzhledemk 6 = ),

kde p je vhodné zvolend funkce. Pokud je funkce p diferencovatelnd vzhledem k 6 se

spojitou derivaci y/, pak T, je feSenim rovnice

dwlk.e=) o=
Influenéni funkci M-odhadu pak mizeme zapsat ve tvaru
- J NN & dPQ/
X
I P _|

kde /,TP: W v,0
. 'S

M-odhad T, je ekvivariantni vzhledem k posunuti, tj. plati

7€+ X, +: =" &,,..X, +:, ce
Nicméné neni ekvivariatni vzhledem k méftitku, tj. obecné neplati

T(Xl, X, —cT Q(l, . n) CER,c>).

Zatim jsme blize nespecifikovali funkci p, popf. jeji derivaci . Mezi takové funkce

patii napt. Huberova funkce, Andrewsova sinusova funkce nebo Tukeyho funkce biweight,
o kterych bude fe¢ pozdéji v souvislosti s jejich objevem. Muzeme se setkat i s odhadem
skipped mean, ktery je generovan funkci

1 -k<x<0
0 x| > &
1

0<x<k.
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Jak jiz bylo fe¢eno, M-odhad neni obecné ekvivariantni vzhledem k métitku. Tuto

vadu je mozné odstranit tzv. studentizaci M-odhadu $kalovou statistikou S, = 5, €,,..., X,

ktera spliuje:

(i) S, € >0s.v.proxe

~ -~ -~

(i) S, (1 + oL x,+ =9 (1,... X +: Cc€ LX= (1,...,xn/e S

(iii) S, €,,...,cx, :: S €,....x, ] c>),Xe
Navic predpokladame, ze
Jn€, -S€ = ), C pron—
kde S€ _je statisticky funkcional S, .
Tim dostavame studentizovany M-odhad, ktery je ekvivariantni k posunuti i k méfitku, jako
feSeni rovnice

>p %20} _ invehledemk 6 = .
= S )

Pokud je funkce p diferencovatelna vzhledem k € se spojitou derivaci y/, pak T, je feSenim
rovnice

n X, -0
2V o

I
i= \ n )

Jako Skélova statistika S, se pouzivd napf. vybérova smérodatnd ochylka, mezikvartilové

) 0=)

rozpéti® nebo medialnova absolutni odchylka®.

2. L-odhady
Tento typ odhadl je zaloZzen na uspotfadanych pozorovanich neboli potadkovych

statistikdch. Méjme ndhodny vybér X,,X,,.., X,. Jeho potadkové statistiky budeme

n

oznacovat (pozorovani uspofddand podle velikosti) X, ,,X,,,....X,,. Tedy plati:

X, <X,,<..£X,,.L-odhad pak je feSenim rovnice

n k ~
-~ — *
Tn :chih«n:i,_'_z‘ajh kn:[p/-zl o
i=1 j

=1

~

8 Mezikvartilové rozpéti — rozdil horniho a dolniho kvartilu.
* Medidnova absolutni odchylka — median z absolutnich hodnot rozdilu hodnot X, a mediinu, tedy

S, =red|X, - ?‘

<<
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kde 0< p, <...< p, < , h,h"jsou dané funkce, c,,,...,c,, a a,,...,a, jsou dané koeficienty.

nn

Navic koeficienty c¢,;,1< "< 1 jsou ohrani¢eny vahovou funkei J : I),l :—> bud’ jako

ni?

= ]](Es,i: yeein 1,

nebo pfibliznym zptisobem jako

L,

—Jl —_— 1 ,...,l’l.

L \ 2+ )
Jak vidime, L-odhad se tak skladd ze dvou slozek. Velka ¢ast L-odhadl je tvoifenou pouze
jednou z téchto ¢asti. Z toho také vyplyva oznaceni téchto odhadii jako L-odhad typu I a typu
I1.
Znamymi piiklady L-odhadii jsou median nebo variaéni rozp&ti®, « -useknuty
prumér, definovany jako

_ 1 n-[na

na ni

n-— 2["“ i=[na +1
kde O<a :)5.

Méné znamym L-odhadem je Giniho priimérna diference (Gini mean difference)
G, = \Z X, -X|.
)/ 1
Mezi L-odhady patii také tzv. a-winsorizovan}’/ pramér

n na

- _ﬁ }/ﬁaX [na +1 + ZX + iaXnn [no ?

=[na +1

Tento primér tedy dostaneme tak, ze extrémni hodnoty (nejmensi a nejvétsi hodnoty

v souboru, stejnou ¢ast na obou koncich) nahradime poslednimi ,,neuseknutymi* kvantily.

3. R-odhady
Necht X,,X,,.., X, je ndhodny vybér populace se spojitou distribu¢ni funkei. Necht’

R, je potadi X, mezi X,,..X,, i = l,...,n. Formalné lze pofadi vyjadiit jako

R =>1 ’k/‘ <X, j = ,.,n Pak R =1F &, J= ...n, kdeF, je empiricka distribu¢ni

j=

funkce X,,..., X,. Pofadi jsou invariantni ke tfidé ryze monotonnich transformaci. Potfadové

5 Variaéni rozpéti — rozdil maximalni a minimalni hodnoty ve vybéru.
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testy maji tu vlastnost, ze rozdéleni testového kritéria a platnosti hypotézy nezavisi na
distribu¢ni funkci pozorovani. R-odhady jsou inverzi potfadovych testi.

Omezme se na piipad, kdy X,,.., X, maji spojitou distribuéni funkci F € — 9': se
sttedem symetrie 6. Hypotézu H,= 7= 7 o stfedu symetrie testuyjeme znaménkovym

pofadovym testem zaloZenym na statistice

<>

S0 = ansign « -7 43 €. 0 |,

-

kde R 6 :je poradi |X1 - ,...,|Xn — ’“| a a,(l)< . <71,(n) jsou dané skory, generované
, ~ ~ . ~ i)
neklesajici skorovou funkci ¢ : I),l/—) R*,p €@ =) jako a,€ =¢ \—) i= ., 0.
n+

Jestlize plati & =¢9»,F(:+ s c:= l,xe ', jsou sign@, - 97: a R '94: stochasticky
nezavislé a §,(7) je nerostouci a schodovita funkce 7. Z toho vyplyva, ze E, S, 160 := ) a
S0 : je za platnosti H, symetrické kolem 0. Odhadem & je hodnota ¢, ktera je feSenim

rovnice S, (¢) = ). Kvili nespojitosti §,(¢) nemusi mit tato rovnice feSeni. Proto definujeme

R-odhad ve tvaru
T = L C+1 )
n 2 n n _2

T =sup S, €C>),
TH=nf 5, C<) .

R-odhady jsou ekvivariantni vzhledem k posunuti v poloze i ke zméné métitka. Mezi R-

odhady patii i median nebo tzv. Hodges-Lehmanntv odhad

(X, +X, ]
T, =meds L1<i<j<n;.
L2 J

4.2.2 Robustni odhady v linearnim modelu
Jak uz bylo uvedeno dfive, zminéné robustni odhady lze rozsitfit na robustni odhady
v linearnim modelu:
Y, =x'p+:,
kde Y,,...,Y, jsou jednotliva pozorovani, x, € R”,i= ,...,n jsou dané vektory, ¢,...,¢,

jsou vzajemné nezavislé ndhodné chyby se stejnou distribucni funkci a € .” je nezndmy

vektor, ktery chceme odhadnout. Regresni matici pak nazyvame matici
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(x| \l
X= :].
X,

BéZznym odhadem tohoto parametru je odhad ziskany metodou nejmensich ¢tverct

B=&X JX'Y.

Tento odhad je sice nejlepSim nestrannym linedrnim odhadem parametru f, nicméné ma
1jisté nedostatky. Je totiZ citlivy k odchylkdm od normalniho rozdé€leni chyb ¢ (pro rozdéleni
s tézkymi konci je odhad metodou nejmensich ¢tverci naprosto nevhodny) i k odlehlym

pozorovanim Y,. Navic odhad B je citlivy k odlehlym hodnotam prvkl regresni matice X.

Proto se hledaly alternativni odhady k metod¢ nejmensich ¢tvercii, které by byly robustni.

1. M-odhady

M-odhad M | parametru B v linedrnim regresnim modelu je definovan jako feSeni
Yot —x/t ;= ninvzhledemk te 7,

kde p je vhodné zvolend funkce p R — , absolutné spojitd. Takto konstruovany M-odhad
je ekvivariantni vzhledem k regresi, tj. plati

M, €+Xb =V, € +)V € ..
Neni vsSak ekvivariantni vzhledem k méfitku. Pokud bychom chtéli odhad M-odhad
ekvivariantni jak vzhledem k regresi, tak vzhledem k méfitku, pouZijeme tzv. studentizaci.
O studentizaci byla te€ jiz v ¢asti vykladu robustnich metod readlného parametru. Podrobnosti

o studentizaci v tomto modelu zde najit v nékteré z ucebnic robustnich odhadi, napft. v [48,

49].

2. L-odhady

Rozsiteni L-odhadii na linedrni regresni model se povedlo az roku 1978, a to
Koenkerovi a Bassettovi, kteti definovali tzv. regresni a-kvantil Blo , O<a : , pro linearni
regresni model. Tento regresni a-kvantil je definovan za podminky, Ze S oznacuje absolutni

¢len a regresni matice splituje podminku

Regresni a-kvantil [Ai'a/ je pak definovan jako feSeni
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> p € -xit=min, teR”,
i=1

kde O<cr @ a p, €& =X« >0+ {-a <0 xe t Tato minimalizace se d4 fesit
simplexovou metodou. Pomoci regresnich kvantili je mozné definovat L-odhady v linedrnim

regresnim modelu. Znamy je napt. regresni median. Jednd se o regresni a-kvantil s a = 0,5.

4.3 Pocatky modernich robustnich odhadt
V roce 1931 Egon S. Pearson® vydava svij ¢lanek The Analysis of Variance in Cases

of Non-Normal Variation [69]. Zde si vS§ima citlivosti klasickych metod analyzy rozptylu
k odchylkdm od normalniho rozdé€leni. Své zavéry ukazuje na piikladu dvou set testli méieni
izola¢niho odporu jist¢ho materidlu. Tyto testy byly provedeny ve spolecnosti Bell Telephone
Laboratories v New Yorku. Pearson zde také ukazuje, ze testy pro porovnani dvou rozptylt
jsou velmi citlivé na odchylky od normality. Tato citlivost je jesté vétsi, kdyz se jedna
0 porovnani vice nez dvou rozptylu.

Charles Frederick Mosteller®” v roce 1946 vydava svij &lanek On some useful
. inefficient “ statistics [66]. V ném predstavuje tfidu odhada, které jsou jednoduchou linearni
kombinaci malého poctu poradkovych statistik.

V roce 1953 E. P. Box vydava svij, jiz zminovany, ¢lanek Non-Normality and Tests
on Variances [9]. Ve své praci mj. shrnuje poznatky, které byly v této oblasti ucinény.

Zaverem pise:

vvvvvv

silu a Ze by pouZzita statistika méla byt zcela ucelnd... Na druhé strané si nemyslim, Ze nutné
potirebujeme chodit do extrémii pouzivanim neparametrickych testi, kdyz mohou byt nalezeny

g s , .y 68
silnejsi robustni parametrické testy.

% Egon Sharpe Pearson (1895-1980) — syn Karla Pearsona. Spolupracoval s Neymanem (Neyman-Pearsonova
teorie testovani statistickych hypotéz). V roce 1955 byl ocenén Zlatou medaili Kralovskeé statistické spolecnosti.
V letech 1955-56 byl zvolen prezidentem této spole¢nosti.

57 Charles Frederick Mosteller (1916-2006) — americky statistik. Byl jednim ze zakladatelt: Harvardské fakulty
statistiky. Prestal vyuCovat v roce 1987, ale pokracoval v praci a publikovani na Harvardu az do roku 2003.
Mosteller napsal ptes 50 knih a 350 spisti s vice jak 200 spoluautory.

% The property of robustness I belive to be even more important in practice than that the test should have
maximum power and that the statistics employed should be fully efficient... On the other hand, I do not think that
we need necessarily go to the extreme of using nonparametric tests when it may well be that more powerful
robust parametric tests can be found. [9, str. 333-334]
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O dva roky pozdéji Box spoleén¢ s Andersonem [10] prezentuji nazor, ze dobry
statisticky test (obecné postup) ma byt necitlivy na zmény parametrti, které se ho netykaji,
nebo jsou pfimo rusivé. Naopak ma byt citlivy ke zménam parametrt, které jsou sttedem jeho
zajmu. Kladou tak pozadavek vydatnosti.

V roce 1963 vychazi &lanek Hodgese® a Lehmanna’ Estimates of Location Based on
Rank Tests [36]. Hned v ivodu se zabyvaji otdzkou, ze ¢-testy a F-testy jsou velice citlivé na
velké chyby. Mnohem Iépe jsou na tom, podle jejich nazoru, Wilcoxoniiv test a Kruskal-
Wallistiv H-test. Ve tiech kapitolach tak pojednédvaji o odhadech polohy. V dalsich kapitolach
jsou dokazovany nékteré vlastnosti téchto odhadl. Z naseho hlediska je podstatné, ze se tu
objevuji tzv. R-odhady, které jsou inverzi pofadovych testli. R-odhady maji tu vyhodu, ze jsou
ekvivariantni nejen vzhledem k posunuti v poloze’', ale také ke zmé&ng& méfitka’”.

Odhad, ktery dnes zndme pod nazvem Hodges-Lehmanntv odhad, miizeme psat jako:

(X, +X,
T, =meds 2—‘:l£z£]£n;,
L

kde X,,X,,.., X, je ndhodny vybér z populace se spojitou distribu¢ni funkci. Jak vidime,
jedna se o medidn z primért vSech moznych dvojic, tj. i takovych, kde i = j. Specidlnim R-
odhadem je tak 1 medidn. Nicméné pouze tyto dva R-odhady (medidn a Hodges-Lehmannav

odhad) se daji vyjadrit explicitn€. Ostatni musi byt pocitany iteracné.

4.4 Peter Jost Huber
V roce 1964 Peter J. Huber” vydava &lanek Robust Estimation of a Location

Parameter. V ném se objevuje hned nékolik dilezitych novinek. Jak uvadi Huber hned

v uvodu [41]:

% Joseph Lawson Hodges (1922-2000) — po ziskani titulu PhD. v roce 1949 zistal v Berkeley po zbytek Zivota,
kromé kratkého piisobeni na University of Chicago (1951-1952) a ve Svédsku (1956-1957). Jeho dlouholetym
pritelem a Castym védeckym spolupracovnikem byl Erich Lehmann. V letech 1961-1964 pisobil jako editor The
Annals of Mathematical Statistics.

" Erich Leo Lehmann (*1917) — némecky statistik, v&tSinu svého Zivota ale prozil v USA. Zabyval se
neparametrickym testovanim hypotéz. Byl editorem The Annals of Mathematical Statististics, feditelem Institute
of Mathematical Statistics, clenem National Academy of Science.

7! Ekvivariantni vzhledem k posunuti v poloze - 7, €, + .., X, + : =" € ,.. X, +:, ce
2 Ekvivariantni ke zméné métitka - 7, (Xl,..., cX, =cT, c(l,.., X, ; cCER,c>).

7 Peter Jost Huber (*1934) — narozen v Wohlenu ve Svycarsku. Doktorskou praci z matematiky (Homotopy
Theory in General Categories) napsal na Svycarské Eidgenossiche Technische Hochschule v Curychu. Poté ale
ptesel ke statistice. V letech 1961-1963 pusobil na Berkeley, kde také napsal svoji prvni a nejznamé;jsi praci
z robustni statistiky Robust Estimation of a Location Parameter. Po pusobeni na Cornellové univerzité odeSel na
Eidgendssiche Technische Hochschule. V letech 1978—1988 pracoval na Harvardské univerzité, v letech 1988—
1992 na MIT a poté az do svého odchodu do diichodu na University of Bayreuth.
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Tato prace obsahuje novy pristup k teorii robustnich odhadii; podrobné pojedndva
o asymptotické teorii odhadu parametru polohy pro kontaminovana normdlni rozdéleni a
ukazuje odhady — prostredniky mezi prostym primeérem a medidanem — které jsou asymptoticky
nejrobustnéjsi (ve smyslu, ktery bude specifikovan) mezi vSemi odhady invariantnimi

vzhledem k posunuti.”

Huber ptfedpoklada, Ze pozorovani X,,....X, jsou nezavislad a pochdzi z rozdéleni
s distribu¢ni funkci F € - : Ukolem je odhadnout parametr polohy &. Huber zde zavadi

kontaminované rozdéleni F=(1- )+ 1, kde O0<e< je znamé Cislo,

!
¢ )=Q0r 2 j exp{— ;-sz ). s je distribu¢ni funkce standardizovaného normélniho rozdéleni

a H je neznamé kontaminujici rozdéleni. Takové rozdéleni mizeme vyuzit v piipadé, kdy
piredpokladame, Ze pozorovani pochazeji z normalniho rozdéleni s rozptylem 1, ale Cast
& z téchto pozorovani je ovlivnéna velkymi chybami.

Déle se Huber zabyva metodou nejmensich ¢tvercu, jak byla zavedena a jaké mohou
mit malé odchylky od normality nésledky. Poklada si otdzku, jestli by nemohl byt ziskan
robustné&jsi odhad minimalizovanim jiné funkce chyb nez souctu jejich druhych mocnin. Tim
se dostava k zavedeni odhadu pro parametr polohy:

T=T16&,,...X, ,ktery minimalizuje Zn: p X, —T ,kde p je nekonstantni funkce.

i=1
Jedna se vlastng o zavedeni M-odhadii, jak je i Huber pojmenovava’™. Pokud poloZzime
Yo, {:= 2 dostavame prosty pramér. P¥i p l::' | dostaneme jako odhad median.

Huber zaroven navrhuje funkci p:

1
= -2

pl = z—t pro |f < -,

pl= T|t|—;-k2 pro |7 < -

Zaroven uvadi, Ze takovy odhad je nejrobustnéjSi mezi vSemi odhahy ekvivariantnimi

vzhledem k posunuti. Dale, ze prosty primér (k = o a median (k = )) jsou hrani¢ni ptipady

™ This paper contains a new approach toward a theory of robust estimation; it treats in detail the asymptotic
theory of estimating a location parameter for contaminated normal distributions, and exhibits estimators —
intermediaries between sample mean and sample median — that are asymptotically most robust (in a sense to be
specified) among all translation invariant estimators. [41, str. 73]

" Huber M-odhady vlastng zde pojmenovava (M)-odhady. Nicméné brzy se zaGalo pouzivat oznaeni bez
zavorek.
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odpovidajici £€=) a &= a tento odhad je uUzce spojen a asymptoticky roven
winsorizovanému priméru’®. Odhad generovany touto funkci p | je necitlivy k odlehlym
pozorovanim.

Huber také studuje asymptotickou normalitu M-odhadii pro konvexni i nekonvexni
funkci p. V ptikladech pocita asymptoticky rozptyl a dochazi k nasledujicim zavérim (volné
pieloZzeno podle [41]):

(1) Prosty prumér je velmi citlivy ke chvostim F.
(i)  Median je velmi citlivy k pribéhu F v medianu a nevsima si chovani jinde.
(i11)  ,,Winsorizovani“ netrpi témito nedostatky. Ziejmé je to spojeno s faktem, Ze
pfisluSna funkce y je monotonni, ohranic¢end a spojita.
(iv)  ,,Ofezavani® je spiSe citlivé k prabéhu F' v bodech ofiznuti + . Vysokd hustota
v téchto bodech miize zniCit odhad. Tyto nedostatky jsou bézné i u jinych
procedur, kdy se zamitaji pozorovani; zde by bylo mozné se tomuto problému
vyhnout pomoci vyhlazeni p v + -
V paté Casti své prace se Huber zabyvd minimaximaln¢ robustnimi odhady. Symbolem C je
ozna¢ena mnozina v$ech distribu¢nich funkei tvaru F = (- :G +:7,kde 0<eg< jepevné
dané &islo, G je pevna a H proménna distribu¢ni funkce. Predpokladejme, Ze G je distribuéni

funkce s dvakrat diferencovatelnou hustotou g takovou, ze — >gg(¢)je konvexni v ¢
Necht'T, je M-odhad s pfislusnou funkci p, w= >, c= € : tak, ze J'(// —c}“(lt:: ).

Pak asymptoticky rozptyl je:
~ E -
Vy ¥ = L‘\;_
GFW ‘_ -
Nyni se Huber pokou$i minimalizovat supremum sup.V y ,F : Dokazuje tak nasledujici

vétu (ptelozeno z [41]):

Véta: Asymptoticky rozptyl V w F : ma sedlovy bod: existuje F, = (- E +:1, ay tak,

v

z€

7 Winsorizovany priamér — je definovan jako:

_ 1( n ,’;Q-I
Wna = rzlk [a}vnziai-l + ZXn:i + iaXn:n—[a

i=po +1

\.
|

Tento primér vlastné vypocitame tak, ze pozorovani usporadame podle velikosti a jistou ¢ast nejmensich a

nejvétsich hodnot nahradime kvantilem X nebo X

n: E(x i nn— ﬁ(x _'
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SupFV (//JF:: 4 V/,)Fo:: Ilf(// Vy Fo:’
kde F probiha distribu¢ni funkce z C, pro které plati £,y = ). Necht ¢, < | jsou koncové
body intervalu, kde | g'/ g| < - (jeden nebo oba tyto body mohou byt nekonecno) a kje s & ve

vztahu

-~ -~

7€, + ¢
k

1 _

1 o~
(-c Ig(jt+
- to

Potom hustota f, pfislusejici F, je:

fo‘:: (—8§(0\9k("” proz =<,

N . .
= (- 3C prot, < <,
= (—EE(E_ ) prot> .
w =-/f, je monotonni a ohrani¢end a odpovida maximalné veérohodnému odhadu

parametru polohy, pokud F, je vychozi rozdéleni.

Tato véta je jeSté doplnéna poznadmkou, ze je mozné omezit G na symetrickou distribu¢ni
fukci a nechat H probihat pies vSechny symetrické distribu¢ni funkce. Tim se vyhneme tomu,
Ze tfida, ptes kterou H probihd, zavisi na y .

Dilezity je 1 specidlni pifipad minimaximalné¢ robustniho odhadu v modelu
kontaminovaného normalniho rozdéleni. Budeme postupovat podle ptedchozi véty, kdy za G

dosadime distribu¢ni funkci standardizovaného normalniho rozdéleni ¢. Stejné postupoval

i Huber. Pouzil odhad 7, = 7, &,,..., X, _, ktery minimalizuje
zp X[ _T:a
i=1

kde pl = £t2 pro |f < -,

p U= - K profs -

w = >, & ak jsou ve vztahu:
| -
= [plat+ ot k.

Pak jako nejméné ptiznivé rozdéleni Huberovi vychazi to s hustotou:

S €= e
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V dalsich kapitolach své prace se Huber jeSté zabyva napt. pfipadem, kdy
kontaminujici funkce H nebude symetrickd, minimaximalni teorii a odhadem parametru
méfitka. Svij minimaximalni pfistup Huber ukazuje na pfikladu hry mezi pfirodou a
statistikem, kdy pfiroda si vybird rozdéleni dat v okoli modelu a statistik si vybird odhad

v dané tiid€. Vyplatou statistikovi je asymptoticky rozptyl odhadu v daném rozdéleni.

4.5 Princetonska studie
Vyznamnou udalosti z hlediska rozvoje modernich robustnich odhadl je seminat

v Princetonu, kde ptisobil jako profesor statistiky John Wilder Tukey’’, v akademickém roce
1970-1971. Pivodné se predpokladalo, ze tento rok dlouhy seminaf vyusti v konferenci.
K tomuto vyzkumu pfispéli nejen zaméstnanci a studenti Princetonu, ale i pozvani hosté
z jinych univerzit 1 z Bell Telephone Laboratories. Zakladem této skupiny byli: David F.
Andrews78, Peter J. Bickel79, Frank R. Hampelgo, Peter J. Huber, W. H. Rogers a John W.
Tukey. Princetonska skupina upozornila na nedostatky klasickych odhadii a ukazala vlastnosti
n¢kolika moznych alternativnich (robustnich) odhadi. Na konci kvétna 1971 byly piispévky
vybrany a nasledné posouzeny, doplnény a uspotfadany. V roce 1972 tak vychdzi v Princetonu
kniha Robust Estimates of Location: Survey and Advances. Jak uz napovida sam nazev, kniha
je zaméfena vyhradné na odhady polohy. Nicméné nepublikované semindie a neformalni
diskuze se zaméfovaly na §irSi okruh témat. Autofi této knihy si stanovili dva ukoly:

(1) poznat dalsi vlastnosti robustnich odhad,

(1) odvodit a studovat nové odhady.
Z tohoto divodu studovali celkem 68 odhadii. Nékteré z nich byly jiz zndmé, jiné byly

odvozeny aZ v prabéhu tohoto badani. Cést z té&chto odhadii je mozné poditat ruéng, dalsi

7 John Wilder Tukey (1915-2000) — americky statistik. Vystudoval matematiku a chemii na Brown
University. Doktorat z matematiky ziskal v roce 1939 na univerzité¢ v Princetonu. Béhem druhé svétové valky
Tukey putsobil v uradu Fire Control Research, kde se zabyval matematickou statistikou. Po valce zastaval
v Princetonu misto statistika. Tukey krom toho pracoval jesté v AT&T Bell Laboratories. V roce 1965 spolecné
sJ. W. Cooleym publikuje dulezity rychly algoritmus Fourierovy transformace. Tukey poukazoval nejen na
uzitecnost, ale také na omezeni matematické statistiky. Tukey se zabyval také analyzou rozptylu.

® David Francis Andrews (*1943) — az do konce roku 2001 pisobil jako profesor na University of Toronto.
Zajimal se o statistickou genetiku.

7 Peter J. Bickel (*1941) — profesor statistiky na University of California v Berkeley. Jeho vyzkum zahrnuje
nékolik oblasti — semiparametrické modely (je spoluautorem knihy Efficient and Adaptive Estimation for
Semiparametric Models), Markovovy procesy, rozpozndvani feci, molekularni biologie.

% Frank R. Hampel (*1941) — narodil se v Heidelbergu. Studoval matematiku a fyziku na univerzité
v Gottingenu a Mnichové a statistiku na University of California v Berkeley, kde ziskal v roce 1968 titul PhD.
Od roku 1979 az do svého odchodu do dichodu v roce 2006 pisobil na ETH v Curychu. Zabyval se robustni
statistikou, small sample asymptotics, statistickou analyzou dat.

-67 -



KAPITOLA 4.

vyzaduji pocitacové zpracovani. Pocitacové programy, které byly pouzity, jsou uvedeny

v dodatku knihy. Ve zkouméani byly pouzity jak malé, tak velké soubory.

Obrazek 4.1. F. R. Hampel a P. J. Huber

Druhé kapitola obsahuje vycet pouzitych odhadii. VSechny tyto odhady maji tu
vlastnost, Zze odhaduji stfed symetrického rozdé€leni. Na odhady byl mj. kladen pozadavek, ze
vSechny odhady musi byt popsdny algoritmy, které se daji pocitacov€ zpracovat. Jednotlivé
odhady jsou oznaceny urcitou znackou, kterou je pak vyuzivana v dal$im textu. Nékdy je
pouzito slovo, oznacujici celou skupinu odhadii. Napt. 5% useknuty primér je oznaCovan
prostym symbolem 5%. VSechny useknuté priméry jsou oznaCovany jako ,trims* a maji
analogicky oznaceni od 5% do 50%. Sluvko ,hampels® je pouZzivano pro celou skupinu
Hampelovych odhadl se znackami 12A az 25A. Huberovy ndvrhy HO7 az H20 jsou pak
oznacovany jako ,,hubers®. Do studie jsou tedy zahrnuty jak linearni kombinace poradkovych
statistik  (useknuté priméry, medidny, linearni kombinace pouze vybraného poctu
potadkovych statistik), tak M-odhady, skipped odhady a dal$i. Vlastnosti odhadi byly
zkoumany pii 40 riznych typech vzorki. Pouzity byly vzorky, pochazejici z normdlniho
rozdéleni, Cauchyho rozdéleni, #-rozdéleni a riznych kontaminovanych rozdéleni. Skupina
kontaminovanych normalnich rozdéleni byla vytvofena tak, ze pevny pocet proménnych
pochazel z kontaminovaného normalniho rozd€leni s velkym rozptylem a zbytek ze
standardizované¢ho normélniho rozdéleni. Navic byly brany vzorky riznych velikosti.

A jaké byly vysledky celé studie? Tukey, Adrews, Hampel, Huber a Bickel vyjadfili
svllj nazor piimo v sedmé kapitole této knihy. Obecné¢ by se dalo fici, ze se nepodafilo
jednoznacné urcit, ktery z robustnich odhadl je nejlepSi. SpiSe se podafilo identifikovat

skupiny odhadi, které jsou vhodné, maji dobré vlastnosti. Samoziejmé vybér odhadu také
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zavisi na konkrétni aplikaci a na preferencich konkrétniho statistika. Jak uvadi Tukey [1]:
Naucili jsme se, Ze je lepsi uvazovat o tridach souvisejicich odhadu nez wuvazZovat
o jednotlivych odhadech.*’ Pokud se naopak podivame na nejhorsi odhad, pak Hampel uvadi
aritmeticky pramér. Ve vzorcich o velikostech alespont 10 se badatelé¢ se vcelku shodli, Ze
vhodné jsou M-odhady. Konkrétné velice dobfe v této studii vychazel napt. odhad

oznacovany 17A, kde  je Hampelova po Castech linedrni funkce:

[x| OS'x|<a,

Ia aS'x|<b,
4 c:zsgnx-{c_x|

| ——a b£x|<c,

|c—b '

'LO |x|Zc.

Takovych odhadu je zde konstruovano né€kolik dosazenim rtznych konstant za parametry
a,b,c. V ptipad¢ odhadu 17A a= ,7;b= ,4;,c= .,5. Vysoce byl také hodnocen M-odhad

ozna¢ovany AMT, kde i/ je Andrewsova sinusové funkce:

- [sin€/2,1” |{<2lz
X = ..
10 jinak.

Linedrni kombinace potadkovych statistik, jako useknuty priamér, v Princetonské
studii pon€kud zaostavaly. Divodem byla nemoznost kombinovat dobré lokalni vlastnosti
s témi globalnimi (napf. pozadavek vysokého bodu selhani). Jako mozna alternativa k M-
odhadim byly vybrany odhady, zaloZené na potadovych testech (jako Hodges-Lehmannav
odhad).

Ve velmi malych vzorcich badatelé tak jednotni nebyli. Jak uvadi Huber [40]: Zda se,
Ze s nejmensimi vzorky (velikosti 1 az 4) toho nemizeme prilis délat: prosty median je
pravdépodobné stejné dobry jako jakékoliv jiné robustni odhady, zvlasté pokud nezname
méFitko.*? Nicméné ani pro vzorky o rozsahu 5 aZ 9 konsenzu dosaZeno nebylo. Vysledky
shrnuje ve svém c¢lanku [6] také Peter Bickel.

Jednim z podstatnych vysledkii studie byl vSak sam fakt, ze badatelé stanovovali

kvality a nedostatky odhadi pomoci Hampelova bodu selhani a influenéni funkce.

81 We have learned that much more is gained by thinking about families of related estimates than by thiking
about individual estimates. [1, str. 223]

82 For the very smallest sizes (range I to 4) it seems that not much can be done: the sample median is probably
as good there as any other robust estimator, especially if scale is unknown. [40, str. 3]
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4.6 Frank Hampel

Jak jiz bylo uvedeno v predchozi ¢asti, influencni funkci a bod selhdni studoval
Frank R. Hampel. Psal o nich ve své dizertacni praci Contributions to the Theory of Robust
Estimation z roku 1968 a pozdé&ji v roce 1971 také v Clanku A General Qualitative Definition
of Robustness [30] a nasledné v The Influence Curve and Its Role in Robust Estimation [35],
ktery vySel v roce 1974.

Nicméné¢ koncept influenéni funkce v riznych podobach se objevil ve statistické
literatuie jiz dfive, napt. ve Clanku On the Asymptotic Distributions of Differentiable
Statistical Functions [65] z roku 1947, jehoZ autorem byl Richard von Mises™.

Ve své dizertacni praci si Hampel stanovil urcité aspekty robustnosti. Jednim z nich
byl pozadavek, aby malé zmény (ve smyslu poruseni) mély pouze malé uc¢inky. Dalsim byl
pozadavek, ktery vedl k zavedeni bodu selhdni; jak velké muze byt poruseni, nez vSechno
selze.

Clanek z roku 1971 obsahuje dvé tizce souvisejici definice robustnosti posloupnosti
odhadit, které berou v uvahu typy odchylek z parametrickych modeld, které¢ se obvykle
vyskytuji. Tyto definice vyuzivaji vlastnosti Prochorovovy vzdalenosti pravdépodobnostnich
mer**. Hampel piedpoklada pozorovani, ktera mohou byt popsana n&akym parametrickym
modelem (napf. model nezéavislych pozorovani, pochazejicich z totoZzného normalniho
rozdéleni). Ukolem je odhadnout parametry tohoto modelu (nebo né&jakou jejich funkci).
Nicméné Hampel predpoklada, Ze tento parametricky model neni naprosto korektni. Model se
mirn¢ lisi. Hampel rozliSuje tfi hlavni divody téchto odchylek od parametrického modelu:

zaokrouhlovani pozorovani, vyskyt velkych chyb a fakt, Ze model mize byt pouze aproximaci

% Richard von Mises (1883-1953) — jeden z nejvyznamngjsich aplikovanych matematiki 20. stoleti. Zabyval se
mechanikou, hydrodynamikou, acrodynamikou, konstrukéni geometrii, diferencialnimi a integralnimi rovnicemi,
teorii pravdépodobnosti, matematickou statistikou a filozofii. Narodil se ve Lvoveé. Vystudoval gymnazium ve
Vidni, poté studoval videnskou techniku. Jesté za dob svych studii piisobil jako asistent na brnénské némecké
technice. V roce 1908 ziskal na videniské technice doktorat za svoji praci Die Ermittlung der Schwingmassen im
Schubkurbelgetriebe. Kdyz mu bylo 26 let, byl jmenovan profesorem aplikované matematiky na univerzit¢ ve
Strasburku. Po prvni svétové vélce puisobil kratce jako profesor hydrodynamiky a aerodynamiky v Drazdanech.
V roce 1920 se stava feditelem na institutu aplikované matematiky na univerzité v Berlin¢. Hned v nasledujicim
roce zaklada cCasopis Zeitshrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik. Nicméné kvuli nastupu Adolfa
Hitlera musi odejit z berlinské univerzity a odchézi neprve do Istanbulu a v roce 1939 do Spojenych stati.
V roce 1944 v Harvardu ziskava misto profesora aecrodynamiky a aplikované matematiky.

% Prochorovova vzdalenost pravdépodobnostnich mér - definice pouzitd Hampelem [30]: Necht' (QQ "/: je
méfitelny prostor takovy, ze Q : @ .. : je metricky prostor, uplny a separabilni a A je o-algebra generovana
topologii. Pro A< 2L A€ / necht A® oznatuje mnozinu viech bodd, jejichz vzdalenost od A (tj. od

alespoti jednoho bodu v A ) je mensi nez & . Necht P a Q jsou dvé pravdépodobnostni miry (nebo obecnéji dvé

kone¢né miry) na €2 : Pak jejich Prochorovova vzdalenost 77 (3, Q: je definovana jako

7€@,0 =inf 8:PG:SQ(élg}gaQﬂ:SP(45:+gprovéechnyAe /.
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vychoziho ndhodného mechanismu. Hampel ukazuje, Ze je mozné popsat odchylky mezi
rozdélenimi odhadi pomoci Prochorovovy vzdalenosti. Nésleduje jest¢ uvedeni konceptu

bodu selhani. Zde opét s pouZzitim Prochorovovy vzdalenosti [30].

Definice: Necht' % je posloupnost odhadti. Bod selhani & ¥ posloupnosti % v n&jaké
pravdépodobnostni mife F je definovan nasledovné:
st =6* (4§ ,}7 := sup{o < ;3 kompaktni mnozina K = K& :, kterd je vhodnou
podmnozinou parametrického prostoru takovou, ze

7€,G <5=>GHR K > rxon—

Prace z roku 1974 se sklad4 z osmi ¢asti. Clanek je pojednanim o influenéni funkci
(Hampel ji nazyva influen¢ni kiivkou), o jeji interpretaci, vlastnostech a moznostech pouziti
v teorii robustnich odhadi.

Influe¢ni funkci zavadi nasledovné [35]:

Definice: Necht' R je redlna piimka, 7 realny funkcional definovany na néjaké podmnozing
mnoziny vSech pravdépodobnostnich mér na R a F oznacuje pravdépodobnostni miru na R pro

kterou je T definovan. Ozna¢me O, pravdépodobnostni miru uréenou hromadnym bodem
1 v jakémkoliv bodé x € 2. Smés F a n&jaké &, zapiSeme jako €— -:]"+ 0, pro O<e< .

Pak influen¢ni kiivka IC; ;. ¢+ nebo (,,odhad*) T v (,,zdkladni pravdépodobnostni distribuci‘)

F je definovana bodové

ICT’FQ::limTk_ ' .

&0 o

pokud tato limita je definovana v kazdém bod¢ x € 2.
Nasledné je urovéna influenéni funkce pro aritmeticky primér, median, useknuty

primér apod. Z téchto konkrétnich piikladii Hampel odvozuje obecny vlastnosti influe¢ni

funkce. Ve svém shrnuti mj. pise [35]:
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(Influencni funkce) nam dava informace o detailnim chovani odhadu a o tom, jak jednotliva

T ’ Iy ’ v 85
pozorovani prispivaji k odhadované hodnoté.

Ve svém c¢lanku [43] z roku 1972 Huber popisuje Hampelovu influenéni kiivku a poté

dodava:

------

konstruovani robustnich odhadit se stanovenymi vlastnostmi. Nékdo miize usilovat
o influencni funkce, které jsou ohranicené (aby omezil vliv jednotlivého , chybného*
pozorovani, které jsou spojité v x (k dosazeni necitlivosti proti zaokrouhlovani a efektium
seskupovani) a které jsou spojité jako funkce F (ke stabilizovani asymptotického rozptylu

odhadu za malych zmén F).*

Hampel ptichazi s novym pojmem, a tim je bod selhani. Stru¢né ho interpretuje [35]:
Je to nejmensi procento kontaminace, které miize privést hodnotu odhadu pres vSechny
hranice.”” Kontaminaci se zde mini odlehlé hodnoty, velké chyby i chybné hodnoty. Bod
selhéni tedy méfi globalni hledisko robustnosti. Bod selhani se stal Siroce pouzivanym. Stalo
se trendem za vhodné povazovat ty odhady, které maji bod selhani roven jedné poloving.
Otazkou, zda je nutné pouzivat toto striktni omezeni, se zabyval mj. i Stigler. O jeho studii
z roku 1977 je pojednano dale.

Dal$im kritériem robustnosti, které Hampel zminuje, je globalni citlivost (gross-error-
sensitivity). Tuto hodnotu ve své dizerta¢ni praci oznacuje jako o , ve ¢lanku z roku 1974

jiz jako y *. Jedna se supremum absolutnich hodnot influen¢ni funkce, tedy
k= ;up|IC QI.

Globalni citlivost je dobrou kvalitativni charakteristikou robustnosti, nicménég, jak Hampel
uvadi, jsou situace, kdy by mél byt ¢lovek pii jejich pouzivani opatrny. Jako ptiklad uvadi

odhady, odvozené z potadovych testl.

% (Influence function) tell us a lot about detailed behavior of the estimator and about how the separate
observations contribute to the estimated value. [35, str. 386]

8 In my opinion, Hampel's influence function is the most important single heuristic tool for constructing robust
estimates with specified properties. One will strive for influence functions which are bounded (to limit the
influence of any single ,,bad‘ observation), which are reasonably continuous in x (to achieve insensitivity
against roundoff and grouping effects) and which are reasonably continuous as a function of F (to stabilize the
asymptotic variance of the estimate under small changes of F). [43, str. 1052]

¥ It is the smallest percentage of free contamination which can carry the value of the estimator over all bounds.
[35, str. 388]
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4.7 Povaha realnych dat

Podminka, aby bod selhani byl roven jedné poloving, se stala popularni. Stalo se tak
modou vytvaret odhady, které budou mit bod selhani jedna polovina, a vSechny ,horsi*
odhady (tj. s bodem selhdni mensSim neZ jedna polovina) povaZovat za nedostatecné. Ale je
opravdu nutné, aby byl tento pozadavek na bod zvratu splnén? Je pfiroda skutecné tak
pesimistickd? K této otazce se vyslovuje Stigler ve svém clanku Do robust estimators work
with real data? [79] v roce 1977.

Stigler v Gvodu zminuje, ze diky rozvoji pocita¢li je mozné ziskat velké objemy
pseudondhodnych cisel. Vyhody simulace jsou znamé jiz od roku 1930, kdy E. S. Pearson
propagoval jeji pouziti v sérii ¢lankl, otiSténych v Casopisech Biometrika. Diky vhodné
transformaci pseudonahodnych ¢isel muze badatel napodobit vzorek z libovolného
matematicky definovaného rozdéleni pravdépodobnosti. Badatel méa navic tu vyhodu, Ze
presné¢ vi, jaky mechanismus produkuje jeho data. Nicméné Stigler upozoriiuje na hlavni

nedostatek takové simulace:

Hlavni nedostatek takove simulace je, ze bez ohledu na to, jak dobre badatel zvoli specifikace
vybéroveho rozdéleni, neexistuje zaruka, Ze pseudo vybery, které generuje, jsou skutecnou
reprezentaci redlnych dat. Opravdu mnoho simulacnich studii robustnosti statistickych
procedur se zaméruje spise na uzky okruh alternativ k normalité: nezavisle, stejné rozdelené
vybéry ze symetrickych spojitych rozdeéleni s dlouhymi konci. Ale pro¢ by se mélo
predpokladat, zZe redlna data nejsou korelovana, zesikmend, asymetricka, heterogenni a
nemaji Zadné nespojitosti?**

Stigler navrhuje alternativu, a to zhodnotit statistické procedury (v tomto ptipadé
robustni odhady polohy) tak, ze je aplikuje na skutecna data. Aby se jednalo o realna data,
vybird datové soubory na zakladé ti pozadavkii:

1. Nesmi byt poruSena integrita dat. Hodnoty musi byt v té form¢, v jaké byly

zaznamenany. Tj. bez odstranéni hodnot, které mohl badatel povazovat za chybné.

% The principal disadvantage of such simulation is that no matter how clever the investigator is in his choice of
specifications for sampling distributions, there is no guarantee that the pseudo-samples he generates are
actually representative of real data. Indeed, most simulation studies of the robustness of statistical procedures
have concentrated on a rather narrow range of alternatives to normality: independent, identically distributed
samples from long-tailed symmetric continuous distributions. But why should real data not be expected to be
correlated, biased, asymmetric, heterogeneous and exhibiting some discreteness (or granularity)? [79, str. 1056]
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2. Data musi pochdzet z métfeni dobie definovanych fyzikdlnich veli¢in (fyzikélnich
konstant), které nemusely byt znamé v dob¢, kdy byla méfeni délana, ale dnes jsou jiz
povazovana za zndma s jistym stupném piesnosti.

3. Ziskavani dat bylo spojeno s relativni neznalosti méfené veliciny, takze se neda
predpokladat zaujatost nebo predsudky badatele.

Na zaklad¢ téchto pozadavkl pak vybral historickd data, ktera jsou podle néj k danému tucelu
nejvhodnéjsi. Ziskava tak celkem dvacet zdkladnich souborid. Osm z nich pochéazi od Jamese
Shorta, ktery v roce 1761 analyzoval pohyby VenuSe, aby tak ziskal odhad primérné
vzdalenosti Zemé& od Slunce. Devét soubori ma sviij ptivod v ur€ovani rychlosi svétla. Tyto
experimenty provadél v letech 18701888 Albert Abraham Michelson®” a Simon Newcomb®’.
Posledni tfi soubory jsou zaloZeny na zkouméni hustoty Zemé Henry Cavendishem’' v roce

1798”*. Jedinym zésahem do dat bylo rozdéleni &ty velkych soubori do ménsich tak, aby

¥ Albert Abraham Michelson (1852-1931) — narodil se v Polsku, ale jiz ve svych dvou letech se stéhuje
s rodi¢i do Spojenych statd. V letech 1880—-1882 studoval v Evropé (Berlin, Patiz). Vénoval se pfedevsim optice.
Zpocatku se zabyval analyzou svétla a svételnych jevi. V letech 1880—1881 proved] v Berliné pokus tykajici se
existence tzv. éterového vétru. Tento pokus zopakoval s vétsi pfesnosti v Clevelandu v roce 1887. Pro své
pokusy Michelson zkonstruoval pfistroj interferometr. Michelson ukazal, Ze svétlo se $ifi vSemi sméry stejnou
rychlosti nezavisle na pohybu jeho zdroje. V roce 1892 se stal profesorem fyziky na univerzit¢ v Chicagu.
V letech 1892—-1893 Michelson pomoci interferometru srovnaval délku metru s délkou svételné viny a zkoumal
strukturu spektralnich ¢ar. Pozdéji sestrojil hvézdny interferometr, ktery umozioval méfit thlové priméry hvéz.
V letech 1923—-1927 byl prezidentem Narodni akademie véd USA. V roce 1907 ziskal Michelson Nobelovu cenu
za fyziku.
% Pokusy Michelsona a Newcomba — Poznani, Ze svétlo cestuje kone&nou rychlosti a neni pfenageno okamzité,
pochazi ze sedmnactého stoleti. V letech 1849 a 1850 francouzsti fyzici Fizeau a Foucault navrhli metody
meéfeni rychlosti svétla. A pravé Michelson s Newcombem vyuzivaji ke svym méfenim Foucaulltovu metodu,
kterou sami jesté pozdé€ji ponc¢kud vylepsili. Foucaultova metoda je zaloZzena na prichodu svétla od rychle se
otacejiciho zrcadla ke vzdalenému pevnému zrcadlu a odtud zpét k rotujicimu zrcadlu. Vypocet rychlosti svétla
je pak zalozen na méteni vzdalenosti mezi zrcadly, rychlosti rotujiciho zrcadla a thlovém posunuti piijatého
obrazu od svého zdroje. V roce 1879 Michelson pracoval se vzdalenosti zrcadel 600 metr(, ziskal tak sto uréeni
rychlosti svétla. V letech 1880—1882 Newcomb tento experiment pfekonal tim, ze pouzil vzdalenost 3721 metrd
— ze zapadniho biehu Potomac k pevnému zrcadlu, umisténému u paty Washingtonského pomniku.
! Henry Cavendish (1731-1810) — chemik a fyzik. Od roku 1749 studoval v Cambridgi. Studium ukon¢il
vroce 1753, az by dosahl hodnosti. Vratil se do Londyna, kde délal pokusy s vedenim tepla, magnetismem a
elektfinou. Cavendishova samotarska povaha a nechut’ publikovat védecké vysledky vedly k nejasnostem pfi
urcovani prvenstvi jeho objevil. Poté, co James Clerk Maxwell vydal v roce 1879 Cavendishovy prace, se
zjistilo, ze napt. Cavendish objevil Coulombtiv zakon nebo Ohmilv zakon jesté pfedtim, nez je objevili védci, po
kterych jsou tyto zakony pojmenovany.
%2 0d konce osmnactého stoleti a v celém devatenactém stoleti se objevuji pokusy uréit stfedni hustotu Zemé.
Tyto pokusy mély dale slouzit k ureni pfitazlivosti Zem¢. Newtoniv zdkon gravitace nam fika, ze sila
pritazlivosti mezi dvéma hmotnymi body je dana vzorcem

Fmm,

f:Tn

kde m,,m, jsou jejich hmotnosti, 7 je vzdalenost mezi jejich stiedy gravitace a G gravitaéni konstanta. A
pravé od konce osmnactého stoleti se védei snazili urit tuto gravitaéni konstantu. Pfi pfedpokladu, ze Zemé je
koule s polomérem R , se d4 Newtontlv gravitaéni zakon piepsat do tvaru:

on 3
47
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v kazdém z téchto novych souborii bylo asi dvacet méfeni. Tato Giprava byla uc¢inéna zameiné,
aby bylo mozné vysledky této studie srovnavat s jiz zminénou Princetonskou studii z roku

1971.

Obrazek 4.2. Albert A. Michelson a Henry Cavendish

Protoze jiz v dobé, kdy studie vznikala, existovalo velké mnozstvi robustnich odhadd,
nebylo mozné (predevsim z hlediska hospodéarnosti) zahrnout do porovnavani vsechny tyto
odhady. Pro porovnani — v Princetonské studii bylo uvazovano 65 zakladnich odhadu. Stigler

se rozhodl zaradit pouze 11 odhad, a to:

1. Primér X .

2. Medidn X .

3. 10% useknuty priimér. Obecné 100 useknuty pramér je definovan:
( — n—-n+ !
legm+:|+Xn—2mdj_ Xi I
X, - 1)
nd- o
4. 15% useknuty primeér.

kde A je stiedni hustota Zemé&. Protoze G a R miZeme pokladat za zndmé, urceni stfedni hustoty Zem& A
dostaneme zméfenim f . Z prvnich experiment byva pravé ten od Cavendishe povazovéan za nejlepi. Je to
diky jeho uplnym popisiim pokusi a velice dobrym pouzitym metodam.
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5. 25% useknuty primeér.

Nasledujici tfi odhady jsou tzv. M-odhady, definované v tomto ptipadé jako feseni (7) rovnice

n /X T\
)

kde s je odhad rozpéti (zde nasobek medianu absolutnich rezidui kolem medianu nebo kolem

vvvvvv

6. Huberav P15” je jednokrokovy M-odhad, kde
$€ = nin €, max & t,u
k = 1,5, s je medidn absolutnich rezidui kolem medianu. Tento odhad m¢l obecné dobré

vysledky v Princentonské studii.

7. Andrewstuv odhad AMT, kde
V< i
)
1= jinak,
s je median absolutni odchylky od pfedchozi hodnoty 7 (zafind se s medidnem), tento odhad

se upravuje kazdou tieti iteraci.

8. Tukeyho biweight funkce je M-odhad, kde

PG = W€,
WQ:: (_uz‘j |u|S ,
WQ:= ) |u|>

Tento M-odhad byl pocitan pomoci iterace

W(XSTJX
Ti+l: / (X]_]';\l ’

;WL cS, )

% Stigler pouziva toto oznaceni, které odpovida znaceni odhadi v Princetonské studii, aby bylo mozné srovnani
se zminénou studii. Huber totiz navrhl celou tfidu téchto M-odhadi (viz odst. 4.5).
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kterd byla provedena Sestkrat. Zacinalo se s medianem, ¢= ) a §, jako median hodnot
X, - |
9. Edgeworthiiv odhad, ktery je vazenym primérem dolniho kvartilu, medianu a horniho

kvartilu. Vahy jsou v pomé&ru 5:6:5. Tento odhad byl Edgeworthem” navrzen v roce 1893.

10. Outmean X 005> Ktery je vlastn¢ primérem téch méfeni, ktera byla nezahrnuta do
poditani ufiznutého priméru X, 0.5 - Vypocte se tedy
Xop = X~ ¥

0,25

11.  Hogglv odhad 7, je definovan

0 oznacuje miru ,,vahy konce* vybéru, a to

70,05 — 10,05
UeQ5 - .05 "

0=

L je primér dolnich a Ut hornich 100cr » hodnot X,. Tento odhad byl navrzen

Robertem V. Hoggem v [37] v roce 1974.

Téchto 11 odhadt bylo pocitdno pro kazdy z 24 datovych soubord. Pro srovnani
odhadli mezi sebou pouZl Stigler dva ukazatele. Tim prvnim byl index relativni chyby RE (:

pro i -ty uvazovany odhad. Tento index byl vytvofen k méfeni absolutni velikosti chyby
odhadu vzhledem k velikostem chyb, dosazenych jinymi odhady pro stejny datovy soubor.
Pro j-ty datovy soubor byla nejprve vypoctena primernd absolutni chyba:

szl— 0 -0
11 = v v

b

** Francis Ysidro Edgeworth (1845-1926) — na Trinity College v Dublinu vystudoval jazyky. V roce 1881
publikuje knihu Mathematical Psychics: An Essay on the Application of Mathematics to the Moral Sicences.
V roce 1891 se Edgeworth stava prvnim editorem Economic Journal, ktery vydavala Royal Economic Society.
Editorem zdstava az do roku 1926. V roce 1892 se Edgeworth zabyval korelaci a metodami odhadu korela¢nich
koeficientl. Prvni z ¢lankti na toto téma byl Correlated Averages (1892). Vice o Edgeworthovi napt. v [80].
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kde 6 oznacuje skute¢nou hodnotu pro j-ty datovy soubor a 9: jsou hodnoty jedenacti

odhadt pro j-ty datovy soubor. Dale byla urcena relativni chyba i-t¢ho odhadu pro j-ty datovy

soubor jako:

o -1
v “
e, = :
y
5
Pokud je hodnota e; mensi nez jedna, znamena to, ze pro datovy soubor ; udé€lal odhad

imensi chybu nez je primérnd chyba pro jedenact odhadii. Kone¢né tzv. index relativni

chyby RE (: dostaneme pro kazdy odhad primérovanim pies datové soubory
~ 1
RE( = - Z e,
n j= ’
Druhym ukazatelem, ktery Stigler pouzil pro srovnani odhadd, je index relativniho
potadi. Pro kazdy datovy soubor j byl nalezen odhad i s nejmensi chybou ‘é - ‘ a tomu byl

pfifazena hodnota r; = . Naopak odhad, ktery mél v tomto datovém souboru nejvétsi chybu

-

, dostal pfitazenu hodnotu r; = 1. Poté byl pro kazdy odhad i vypocitdn index

relativniho potadi jako primér pies datové soubory
~ 1<
RRC=-Yr;.

Vysledky téchto vypocti jsou v tabulce 4. . Indexy byly pocitany zvlast’ pro velké a malé

datové soubory. Cisla v kulatych zavorech u indexu relativni chyby se vypogitaji jako
1
! n ~)
SEC= 13 ¢ ~REC1 |
\n—= = )
Velké hodnoty SE (: odrazeji velké kolisani ve vykonnosti odhadu pro razné datové soubory.
Naopak malé hodnoty jsou znakem stabilniho vykonu odhadu. Analogicky ¢isla v kulatych

zavorkach u indexu relativniho poradi jsou vypoctena jako

1,

AR S)
SRC= —> e, ~RRC_ | .
= j
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Relative Error (RE) Relative Rank (RR)

Small Samples Large Samples Small Samples Large Samples

Mean 931 (.20) 924 (. 19) 4.9 (3.2) 6.0 (4.6)
Median 1.149 (.28)  1.152 (.18) 7.1 (4.1 8.1 (3.8)
Edgeworth 1.018 (.08) 945 (.07) 6.4 (3.2) 3.9 (1.5)
Outmean 1.038 (.58) 774 (.50) 5.1 (4.8 6.0 (5.8)
102 Trim 916 (.20) 944 (.06) 4.6 (2.2) 4.5 (2.4
159 Trim 983 (.10) 991 (.04) 6.0 (1.7) 5.5 (0.6)
2594 Trim 1.039 (.08) 1.073 (.12 6.8 (3.0) 6.1 (3.5)
Huber P15 922 (.20) .985 (.0S) 5.3 (2.8) 5.5 (1.7)
Andrews AMT 966 (.14)  1.032 (.13) 6.2 (2.5) 6.0 (3.4)
Tukey Biweight  1.023 (.13)  1.097 (.17) 6.6 (3.1) 7.0 (3.9)
Hogg T1 1.014 (.07) 1.084 (.13) 6.8 (2.5) 7.4 (2.5

Tabulka 4.1. Indexy relativni chyby a relativniho poradi pocitané zvlast pro malé a velké
datové soubory. Malé hodnoty RE €_a RR €_ukazuji na dobry vykon odhadu i. Zdroj: [79].

Small Samples Large Samples

Relative Error Relative Rank Relative Error Relative Rank

Best

1025 Trim 10% Trim Outmean Edgeworth
Huber P15 Mean Mean 1095 Trim
Mean 1095 Trim
Edgeworth
Good Andrews AMT Outmean Huber P15 1595 Trim
1595 Trim Huber P15 159 Trim Huber P15
Average Hogg T1 1594 Trim Andrews AMT Mean
Edgeworth Andrews AMT 259 Trim Outmean
Tukey Biweight Edgeworth Hogg T1 Andrews AMT
Outmean Tukey Biweight Tukey Biweight 259 Trim
259 Trim 259 Trim
Hogg T1
Poor Median Median Median Tukey Biweight
Hogg T1
Median

Tabulka 4.2. Serazeni jedenacti odhadii podle indexu relativni chyby a indexu relativniho
poradi. Zdroj: [79].

Vysledky Stigler dale shrnuje v tabulce 4.1. Jak ale sam tik4, tyto udaje umoziuji pouze
piredbézné. zaveéry Nicméné 1 tak poskytuji nékteré piekvapiveé vysledky. Napi. to, ze 10%
useknuty primér (odhad velice jednoduchy na provedeni) vychdzi jako jeden z nejlepSich

uvazovanych odhadii. Zajimavé je i to, Zze median, ktery byl dlouho povazovan za vysoce

N A4
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z nejhorsich vysledkd. Z modernich odhadl, uvazovanych v Princentonské studii, vychazi
nejlépe Huber P15 a Andrews AMT. Stigler se zde zabyva ponc¢kud provokativni otdzkou,

jestli viibec nékteré z modernich odhadt stoji za Cas, ktery je nutné vénovat jejich vypoctu.

V dalSich c¢astech studie je diskutovana otdazka mozného zeSikmeni dat a systematické chyby

v uvazovanych datech.

Nemiizeme zarucit, ze situace, které zde zkoumame, jsou reprezentanty obvyklych aplikaci, ale
to neni dostatecny diivod, abychom zalozili nase odhady na nerealisticky idealizovanych

predpokladech.”

V nasledujici ¢asti se Stigler vénuje otdzce normality. Uvazované datové soubory sice maji
trochu téz§1 konce nez normalni rozdé€leni, nicméné, nevykazuji zadné vyznamné abnormality.

Proto autor uvadi (str. 1070):

(Tabulka a obrazek) ukazuji, ze uvazované datové soubory maji sklon k ponékud tezsim
konciim, nez je tomu u normalniho rozdéleni, ale pohled na svét pres Cauchyho bryle se mi

zdd byt prilis pesimisticky.”®

Narazi tak na fakt, Ze redlna data se 1i8i od simulovanych dat. A pravé simulovand data se
pouzivaji ve vétsiné robustnich studii. Neékteti ,,pesimisti¢ti moderni statistikové pouzivaji
pro svoje vypocty pravé Cauchyho rozdéleni, které ma podstatné t€zs§i konce nez rozdéleni
normalni. Zavérem autor shrnuje své poznatky a tikd, Ze nejlepsi zptisob, jak se u svych
zkoumanych souboril vyrovnat s mirnym porusenim normality, je malé ofezani dat, ne vice
nez desetiprocentni.

Po vydani ¢lanku v roce 1977 se rozpoutala diskuze. Nekteré ohlasy byly vesmés

souhlasné (napft. reakce George A. Barnarda’’ z University of Waterloo, Davida R. Coxe’®

% There can be no gurantee that the situations studied here are representative of current applications, but that is
not adequate reason for basing our assessments on unrealistically idealistic assumptions. [79, str. 1068]

% (Table and Figure) suggest, that the data sets considered tend to have slightly heavier tails than the normal,
but that a view of the world through Cauchy colored glases may be overly-pessimistic. [79, str. 1070]

7 George Alfred Barnard (1915-2002) — britsky statistik. Studoval na univerzité v Princetonu, odkud b&hem
druhé svétové valky odesSel. V roce 1948 odesel na Imperial College London, kde se roku 1954 stal profesorem
matematické statistiky. Odtud odesel na nove vytvorenou University of Essex. Az do roku 1981 ale travil velkou
¢ast roku na University of Waterloo v Canadé. Je znam predev§im diky svym pracim ze statistiky a fizeni
jakosti.

” David Roxbee Cox (*1924) — britsky statistik. Matematiku vystudoval na St. John's College v Cambridge.
PhD. vzdélani ziskal na University of Leeds. David Cox napsal, nebo byl spoluautorem, 300 ¢lankt a knih.
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z Imperial College v Londyn& nebo Roberta V. Hogga® z University of Towa). Jiné byly vice
kritické¢ — tfeba ty od D. F. Andrewse (University of Toronto, jeden z autorti Princentonské
studie) nebo Churchilla Eisenharta'® (National Bureau of Standards). Nicmén& oteviela

otazku povahy skute¢nych dat.

4.8 Small sample asymptotics
U robustnich odhadii by bylo logicky zadouci zjistit jejich alespon ptiblizné rozdéleni

pravdépodobnosti. Oznacme piislusny odhad T, s hustotou f,, zalozeny na pozorovanich
X,,...,X,, kterd jsou nezavisla, se stejnou hustotou f. Pokud 7, a f nemaji n¢jaky specialni
tvar, pak lze té¢Zko analyticky vypocitat rozd€leni T',. Alternativou je linearizovat statistiku 7,
a dokazat, Ze tato linearizovana statistika je ekvivalentni 7,, pokud » — . Vysledné
asymptotické rozdéleni miize byt pouzito jako aproximace rozdéleni 7,. OvSem v pfipad¢, ze
vzorek, se kterym pracujeme, je piili§ maly, toto asymptotické rozdé€leni neposkytuje pfilis

dobré vysledky. Navic tato aproximace je ¢asto nepiesna na koncich rozd¢€leni.

Obrazek 4.3. Henry Ellis Daniels

V letech 1966-1991 byl editorem Biometriky. Cox pfisp¢l svymi pfispévky k mnoha oblastem statistiky a
aplikované pravdépodobnosti. Zabyval se napf. proporcionalnimi modely za rizika, stochastickymi procesy,
analyzou binarnich dat.

% Robert Vincent Hogg (*1924) — titul PhD. ze statistiky ziskal na University of Iowa, kde také poté zistal na
fakulté matematiky. Stal se vedoucim oddéleni statistiky, kdyz v roce 1965 toto odd€leni na univerzité vznikalo.
Ve své funkci zistal dalSich 19 let. Po 51 letech na univerzité se stal v roce 2001 emeritnim profesorem. Zabyval
se robustnimi a adaptivnimi odhady a neparametrickou statistikou.

1% Churchill Eisenhart (1913-1994) — americky matematik, byl pfedsedou Statistical Engineering Laboratory
(SEL) a Divize aplikované matematiky v National Bureau of Standards (NBS). Byl synem matematika Luthera
Eisenharta. Do NBS se dostal z University of Wisconsin-Madison.
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V roce 1954 pouziva Henry Ellis Daniels'”’ ve svém ¢&lanku  Saddlepoint
Approximations in Statistics [16] metodu sedlového bodu k odvozeni velice piesné

aproximace rozdé€leni aritmetického priméru. Hlavni mySlenka je nasledujici — hustota f,

muze byt zapsana jako integral v komplexni rovin¢ pomoci Fourierovy transformace. Protoze
integrand je ve tvaru ¢, hlavni podil na tomto integralu pro velk4 »n bude pochézet z okoli
sedlového bodu, tj. bodu, pro ktery je w' 6: rovno nule. Hodnota integrandu bude
zanedbatelnd mimo blizké okoli tohoto sedlového bodu. Pomoci metody ,,steepest descent™
pak Daniels odvozuje kompletni rozvoj pro f, fadu n~ . Vyhodou tohoto rozvoje je fakt, ze
jiz nekolik prvnich ¢lenli, nékdy dokonce jiz sdm vedouci ¢len, poskytuje velice pfesnou
aproximaci pro konce rozdéleni a funguje dobfe i pro velmi malé soubory dat. Daniels
o metod¢ sedlového bodu pise 1 ve svych dalSich ¢lancich [14, 15].

Obdobnou problematikou se dale zabyval také Frank Hampel. Vhodné pouzil vyraz
»small sample asymptotics®, ktery vystihuje podstatu téchto metod. V roce 1973 na prazském
sympoziu'® ptednesl ptispévek Some Small Sample Asymptotics [33]. I na druhém prazském
sympoziu v roce 1978 bylo o tomto tématu pojednano, tentokrat Fieldem'®. Ve sborniku
z této konference je pak mozné najit clanek Summary of Small Sample Size Asymptotics for
Location Estimates [21]. V roce 1982 Hampel spolecné s Fieldem uvefejiiuji v Biometrice
clanek Small-Sample Asymptotic Distributions of M-Estimators of Location [20]. Tato metoda
je vlastné vylepSenou verzi sedlového bodu, se kterym ptiSel v roce 1954 Daniels.

Hampel ve svém piispévku z roku 1973 odhaduje rozdé€leni aritmetického priméru a
vybranych M-odhada. Studuje dokonce vzorky o velikosti 1 nebo 2. Metoda totiz dava velice
dobré vysledky i pro velmi malé vzorky. Jeho prace je zaméfena spiSe na aplikace, nez na ryzi

matematickou teorii. Jiz dfive se pouzivaly Edgeworthovy rozvoje pro distribucni funkci F,
nebo pro hustotu f, rozdéleni odhadu. Nicméné to mélo své nevyhody. Edgeworthovy
rozvoje mohly vést k zapornym hustotdim a nedavaly piili§ dobré vysledky pro konce
rozdéleni. Navic rozvoje F,, pfipadné f,, vedly ke slozitym vyrazim. Hampel tak pfichazi

s mySlenkou udé@lat rozvoj vyrazu f'/f,. Zatimco rozvoje F, nebo f, vedly casto

k exponencialnim vyrazim, prvni vyraz rozvoje f'/ f, je tmémy n a prvni dva vyrazy jsou

' Henry Ellis Daniels (1912-2000) — britsky statistik. V letech 1974—1975 byl prezidentem Royal Statistical
Society.

12 Jednalo se o Prague Symposium on Asymptotic Statistics. Poprvé se v Praze konalo v roce 1973, nasledné
v pétiletych intervalech.

19 Christopher A. Field — piisobi na Dalhousie University v Halifaxu v Novém Skotsku v Kanad&. Mezi hlavni
oblasti jeho vyzkumu patii robustni statistika, molekularni biologie aproximace v sedlovém bodg.
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linedrni v n. Hampel se v této praci zamétuje predev§im na aritmeticky primér. Oznacme p,
hustotu aritmetického primér prvnich »n pozorovani, X,,X,,... jsou nezavisla, stejné
rozdélend pozorovani s hustotou f, nemajici delsi konce rozdéleni jak exponencialni rozdélenti,

T, = X, . Hampel tedy uvaZuje rozvoj

-K, C=p,Qp, C=-na C-p C-yCn- ..

Empiricky bylo zjisténo, Ze jiz prvni dva Cleny, které jsou pro kazdé ¢ linearni v n, poskytuji
velice dobrou aproximaci.

V nasledujicim Fieldové ptispévku z roku 1978 se objevuje zobecnéni Hampelovy
metody pro aproximaci hustoty aritmetického priméru. Metoda je aplikovana na M-odhady
pro jednorozmérna data a na aritmeticky prumér pro vicerozmérna data. Numerické vysledky
ukazuji na vysokou piesnost aproximace i v pfipad€ extrémnich konct rozdéleni.

Nyni tedy kone¢né pristoupime trochu podrobnéji k samotné podstaté¢ metody, kterou
pouzivaji Hampel a Field. Od aproximacénich metod, které byly pouzivany (napft. jiZ zminéné
Edgeworthovy rozvoje), se lisi v nékolika ohledech. Jednim z nich je fakt, ze misto rozvoje
vysokého fadu v jednom bod¢ je pouzivan rozvoj nizsiho fadu v kazdém bod€. Rozvoje
vy$§iho fadu mohou byt nanejvys lokalné piesné a pro velka n jsou rozvoje vyssiho fadu
zbytecné. DalSim rozdilem je jiz zminovany fakt, ze neni vytvaren rozvoj distribu¢ni funkce,
ani hustoty, ale je aproximovana derivace logaritmu hustoty — X, € = v’ €Jp, €. Tato

pomocnd funkce je znama jako skorova funkce maximalné vérohodnych odhadti. Normalni
rozdéleni hraje vyjimecnou tlohu ve statistice. A praveé jednou z vyhod tohoto postupu je fakt,
7e linearita K v ¢ ukazuje pravé na normalni rozdéleni.

Drzme se tedy spolecné prace Fielda a Hampela z roku 1982 [20], kde shrnuji své
dosavadni vysledky. Hlavni ¢ast tvoii odvozeni formule druhého fadu pro M-odhady polohy

s monotonni funkei y jak pro p’ /p, , tak pro p,. Néasledné jsou teoretické formule pouzity

ve dvou situacich — pro Huberovy odhady za 5% kontaminace normalniho rozdéleni a pro
Cauchyho rozd¢leni. Tyto vysledky jsou srovnany s Danielsovou metodou sedlového bodu.

Piedpokladejme tedy n nezavislych pozorovani X,,..., X, s hustotou f€— 7 , kde T

n
a @ jsou definovany jako feSeni rovnice Zw k, =7 =0. Autofi uvazuji rostouci funkci v,
i=1

fi w po d&astech diferencovatelné a hustotu m, € =: exp oy - A€, kde

¢, = jexp ay —t f & dx. Hustota T je oznatena p, €. Nyni ve vyrazu p’ (Jp, € je

-0
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samostatné upravovan a rozvinut pomoci Edgeworthova rozvoje jmenovatel a Citatel. Vlastni
odvozeni a presné podminky (pfedevSim pro existenci jednotlivych integrald b&hem
odvozovéni) je mozné nalézt v [20] na str. 33-37. AZ poté jsou tyto dva vyrazy vyd¢€leny a po
uprave je ziskan vysledny vyraz:

p,€C U 2)7

20 o A1,z 20 1
kde

A, = J'z// k—tcexpa + c—t f€dx,

-2

A, = |c,expa + c—t 'k dx,

-2

A, = J'(// ;—1;1// lc—t:c,exp a c—t:z‘c:dx,

St

-0

A, = Jw c—tcexpa « i—t J'kdx,

-2

4, = JVW k_t:CteXp a ’ C_t:Z' kzlxv

-2

d =y e-idewa i R

-2

a c¢,,a splituji rovnosti

.[ct expa r i—t f&kdx=1,

Jl// c—tc,expa  c—t f&de=0,

o = |y €= Zewa - Jed

A= jy ¢- cexpa i~ J&d/o .

Nasledné byla také pocitana relativni procentudlni chyba koncii rozdéleni jako 100(N-
E)/(1-E), kde N je aproximativni a E piesnd distribu¢ni funkce. Pro kontaminované normalni
rozdeleni s € = 5 % vychazely relativni chyby kolem nebo pod 1 % pro t= 0,5 az po n =1, pro

t=1azpon=3aprot=15azpon=>5. Pro kontaminované normalni rozdéleni byly
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pocitany aproximace prvniho, druhého i vysSich tadu (zahrnuji pouze prvni, prvni dva, vice
vyrazii rozvoje p' € Jp, €) a bylo zjisténo, Ze pro konce rozd&leni zahrnutim druhého
vyrazu do aproximace bude dosazeno podstatného zlepSeni. Nicméné pridani tietiho vyrazu

jiz dalsi vyrazné zlepSeni nepfindsi. Vice o small sample asymptotics napt. v [24].

4.9 Ricardo Antonio Maronna

V soucasnosti jsou trendem robustni metody v mnohorozmérnych modelech.
Problémem je samoziejmé¢ zjednoduseni struktury mnohorozmérnych dat nebo nahrazeni
mnohorozmérnych modeld jednorozmérnymi.

Na pole robustnich odhadu ptiSel s mnohorozmérnymi modely jiz v roce 1976 Ricardo
Antonio Maronna'®. Institute of Mathematical Statistics otiskuje jeho &lanek Robust M-
Estimators of Multivariate Location and Scatter [62]. V tomto listu pojedndva o robustnim
odhadu vektoru polohy t a kovarian¢ni matice V pomoci M-odhadli, definovanych jako

feSeni soustavy rovnic:

.l . Al
n_lzul! %i_tzv_l &i_t_;‘lki_t,:()a
=1 )

n—lzn:uz[ ¢ —t;’V‘1 <, —t:} € -t € —tj=V,

kde u,,u, jsou funkce, spliiujici mnoZinu nize uvedenych obecnych ptedpokladi. Pro
usnadnéni zapisu a moznost srovnani s jednorozmérnym piipadem je zde definovano pro
s>y € =su, €)= ,2.Pozadavky na funkce u,,u, jsou nasledujici:

(1) u,,u, jsou nezaporné, nerostouci a spojité pro s> ).

(1) w .y _ jsou ohrani¢ené. Necht' K, = upy &:.

s

(ii1))  w_ je neklesajici, v intervalu, kde < X, je rostouci.

(iv)  Existuje s, tak, Ze y/ “02 :> nau, (:> ) pro s < 5, (aproto K, > n).
Maronnova prace je velkym krokem vpted vzhledem k odhadu kovarianéni matice. Vyhodou
zde uvazovaného pfistupu k M-odhadiim je fakt, Ze davé afinn¢ invariantni odhady, které jsou
automaticky pozitivné definitni. V tfeti a ctvrté ¢asti spisu je dokazana existence a
jednoznacénost feSeni navrzené soustavy rovnic. Maronna pro nazornost pouziva dva konkrétni

piipady. Prvnim z nich je vicerozmérny Hubertiv M-odhad, kde funkce E,k: je definovéana

104 Ricardo Antonio Maronna — doktorské studium ukongéil na univerzité v Buenos Aires v roce 1975.
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jako w &k = max — ¢,min €,k . Druhym piikladem je maximalné vérohodny odhad pro
Studentovo rozdéleni. V nasledujicich castech je dokdzana konzistence a asymptoticka
normalita. V sedmé ¢asti je pojednano o influen¢ni funkci a bodu selhéni. A pravé nevyhodou
téchto afinné invariantnich M-odhadu je fakt, Ze maji nizky bod selhani. Ten je mensi nebo
roven 1/m, kde m je fad matice. V osmé Casti je vybrano devét konkrétnich odhada — jedna se
o pét Huberovych M-odhadu a ¢tyii maximdlné vérohodné odhady pro Studentovo rozdéleni
s riznymi stupni volnosti. Pro tyto odhady jsou pocitany hodnoty nékterych mér robustnosti
spolecné s asymptotickymi rozptyly téchto odhadii. Na zavér své prace Maronna ukazuje
vylepSeni procedury pro numericky vypocet odhadu a ukazuje vysledky chovani odhadi pro
vzorky velikosti deset a dvacet pii pokusu, kdy n€které parametry rozdéleni odhadl byly

pocitany metodou Monte Carlo.

4.10 Soucasnost robustni statistiky a jeji pfinosy
V soucasnosti se robustni statistika zabyva pfedev§im regresnimi modely a jejich

dalSimi rozsifenimi, jako jsou mnohorozmérné modely, heteroskedastické proménné,
nelinearni regrese. Uvazuji se také vypocetni aspekty. Co lze, se rozSifuje na ¢asové fady,
napf. na autogresni modely, vCetné mnohorozmérnych. Vedle regrese se v soucasnosti
uvazuje také predikce, klasifika¢ni modely, diskriminace a kalibrace.

V dnesni dob¢ je robustnost soucasti vyuky statistiky na mnoha univerzitach a robustni
metody jsou pouZivany i v praxi aplikovanymi statistiky. Nicméné toto piijeti robustnich
metod nebylo automatické. Ackoliv ¢eska matematicka statistika byla vzdy na vysoké urovni,
ani zde na zacatku sedmdesatych let dvacatého stoleti nebyla robustnost piijata kladné. Avsak
JiZ v roce 1980 zorganizovala Matematicko-fyzikalni fakulta v Praze prvni letni §kolu Robust
o netradi¢nich metoddch matematické statistiky v Nacetiné u Chomutova. Od té doby se
Robust kona kazdé dva roky, stfidavé v zimé¢ a v 1éte. Posledni letni Skola byla od 8. 9. 2008
v Rohécich na Slovensku.

Praci bych rada zakoncila nékolika poznatky z Ronchettiho clanku The Historical
Development of Robust Statistics z roku 2006, kde se zabyval otazkou, jak mohou hlavni
myslenky a nastroje robustni statistiky pfispét k obecnému rozvoji moderni statistiky. A zde
jsou nékteré jeho vysledky (volné ptelozeno a zkraceno podle [74]):

(1) Model je pouze aproximaci reality
Tato myslenka je samoziejmé zcela béznd ve vSech védach. Nicméné robustni statistika

ukazuje, jak se mohou procedury, které byly pfi ur€itych podminkach optimalni, zménit,
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kdyz se nepatrné od téchto podminek odchylime. To otvird dvefe hledani lepSich
alternativ a pro pouzivani vice metod pro analyzu dat.

(i)  Mnohonasobné analyzy a feSeni analyzy dat

Robustni statistika pfispéla k rozvoji myslenky, Ze mnohondsobné nastroje jsou nezbytné
pro analyzu realnych dat a Ze realné problémy mohou mit vice feSeni.

(i11)  Statistické funkcionaly; Gateauxova a Fréchetova diferencovatelnost

Hampelav pfistup k robustnosti je v fe¢i funkcionalni analyzy. Zejména influen¢ni funkce
analyzy stability statistickych procedur a vyvoje novych robustnich procedur. Statistické
funkciondly hrély dalezitou roli pozdéji v rozvoji neparametrickych metod.

(iv)  M-odhady

Huberovy M-odhady piedstavuji velmi flexibilni a obecnou tifidu odhadii, které hraly
dilezitou roli v rozvoji robustni statistiky a v konstruovani robustnich procedur. Nicméné
tato myslenka je mnohem obecnéjsi a je dulezitym stavebnim blokem v mnohem rtiznych
oborech, napt. v ekonometrii nebo biostatistice.

(v) Bod selhani

Bod selhani je mirou globalni stability pro statisticky funkcional a jako takovy je typickou
mirou robustnosti. Pozadavek na vysoky bod selhani odhadii pomohl 1 vyvoji napf.

obecnych vypoctovych technik.
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