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Obyčejné diferenciálńı rovnice

prvńıho řádu

Obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Základńı pojmy
Rovnice typy

y′ = f(x), f(x)dx − dy = 0

Autonomńı rovnice
y′ = g(y), g(y)dx − dy = 0

Rovnice se separovanými proměnnými
y′ = f(x)g(y), a(x)dx + b(y)dy = 0

Př́ıklady

Aplikace
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Obyčejná diferenciálńı rovnice 1. řádu (ODR) je rovnost, v ńıž vystupuje funkce
(závisle proměnná), jej́ı prvńı derivace a př́ıslušná nezávisle proměnná.
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(závisle proměnná), jej́ı prvńı derivace a př́ıslušná nezávisle proměnná.

Řešit tuto rovnici znamená naj́ıt funkci (všechny funkce), která ji splňuje.

Např́ıklad, je-li závisle proměnná y a nezávisle proměnná x, pak takovou rovnićı je:

F (x, y, y′) = 0

Alternativně: ODR je rovnost, v ńıž vystupuj́ı dvě proměnné a jejich diferenciály. Např.

G(x, y, dx, dy) = 0

V tomto pojet́ı neńı explicitně řečeno, která z proměnných je závislá a která nezávislá.
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Př́ıklad:

xy′ − y = 0

Řešeńı: funkce

y = cx,

kde c je libovolná konstanta.

xdy − ydx = 0

Řešeńı: vztah proměnných

ax = by,

kde a, b jsou libovolné konstanty.
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Př́ıklad:

xy′ − y = 0

Řešeńı: funkce

y = cx,

kde c je libovolná konstanta.

Zkouška: y′ = c,
xy′ − y = xc− cx = 0

xdy − ydx = 0

Řešeńı: vztah proměnných

ax = by,

kde a, b jsou libovolné konstanty.

Zkouška: adx= bdy
by= ax

abydx = abxdy
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Př́ıklad:

xy′ − y = 0

Řešeńı: funkce

y = cx,

kde c je libovolná konstanta.

y

x

xdy − ydx = 0

Řešeńı: vztah proměnných

ax = by,

kde a, b jsou libovolné konstanty.

y

x
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Př́ıklad:

xy′ − y = 0

Řešeńı: funkce

y = cx,

kde c je libovolná konstanta.

xdy − ydx = 0

Řešeńı: vztah proměnných

ax = by,

kde a, b jsou libovolné konstanty.

Obecné řešeńı ODR: řešeńı vyjádřené pomoćı libovolných parametr̊u.

Partikulárńı řešeńı ODR: jedno konkrétńı řešeńı.

y = 2x

tj. c = 2

x = 0

tj. a = 1, b = 0
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ODR vy̌rešená vzhledem k derivaci (explicitńı ODR)

y′ = f(x, y), alternativně
dy

dx
= f(x, y),

tj. a(x, y)dx+ b(x, y)dy = 0, přitom f(x, y) = −
a(x, y)

b(x, y)
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Př́ıklad: Řešeńı rovnice
dy

dx
=

y

x
s podḿınkou y(2) = 1: y = 1

2
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podḿınku.
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Řešeńı rovnice xy′ = y s podḿınkou y(0) = 0: y = cx
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Cauchyova (počátečńı) podḿınka: zadáńı hodnoty hledané funkce v jedné hodnotě
nezávisle proměnné (počátečńı hodnotě):

y(x0) = y0

Cauchyova (počátečńı) úloha pro ODR: naj́ıt řešeńı rovnice, které splňuje počátečńı
podḿınku.

Př́ıklad: Řešeńı rovnice
dy

dx
=

y

x
s podḿınkou y(2) = 1: y = 1

2
x

Řešeńı rovnice xy′ = y s podḿınkou y(0) = 0: y = cx

Řešeńı rovnice xy′ = y s podḿınkou y(0) = 2 neexistuje
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Řešeńım této rovnice je primitivńı funkce k funkci f .
U obecného řešeńı ṕı̌seme integračńı konstantu.
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Řešeńım této rovnice je primitivńı funkce k funkci f .
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Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice
ds

dt
= at.
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Řešeńım této rovnice je primitivńı funkce k funkci f .
U obecného řešeńı ṕı̌seme integračńı konstantu.

Př́ıklad: Najděte obecné řešeńı rovnice
ds

dt
= at.

s =

∫

atdt = 1

2
at2 + c
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Řešeńım této rovnice je primitivńı funkce k funkci f .
U obecného řešeńı ṕı̌seme integračńı konstantu.

Řešeńı Cauchyovy úlohy y′ = f(x), y(x0) = y0:

1. • Najdeme obecné řešeńı rovnice,
• dosad́ıme do podḿınky,
• z ńı vypoč́ıtáme hodnotu konstanty
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• dosad́ıme do podḿınky,
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• dosad́ıme do podḿınky,
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dη = f(ξ)dξ
y
∫

y0

dη =
x
∫

x0

f(ξ)dξ
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∫

y0

dη =
x
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y − y0 =
x
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x0

f(ξ)dξ → y = y0 +
x
∫

x0

f(ξ)dξ
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Řešeńım této rovnice je primitivńı funkce k funkci f .
U obecného řešeńı ṕı̌seme integračńı konstantu.

Řešeńı Cauchyovy úlohy y′ = f(x), y(x0) = y0:

Př́ıklad: Najděte řešeńı úlohy
ds

dt
= at, s(0) = 0.
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Řešeńım této rovnice je primitivńı funkce k funkci f .
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Řešeńı Cauchyovy úlohy y′ = f(x), y(x0) = y0:

Př́ıklad: Najděte řešeńı úlohy
ds

dt
= at, s(0) = 0.

Obecné řešeńı: s(t) = 1

2
at2 + c
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ds

dt
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2
at2 + c

s(0) = 0 = 1

2
a · 02 + c, tj. c = 0. Tedy s(t) = 1

2
at2.
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Př́ımá integrace:

ds = atdt
s
∫

0

dσ =
t
∫

0

aτdτ = a
[

1

2
τ2
]t

τ=0
= 1

2
at2
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Nezávisle proměnnou v př́ırodovědeckých aplikaćıch bývá čas.

Procesy v př́ırodě prob́ıhaj́ı podle vlastńıch (αυτoς), tj. př́ırodńıch, zákonů (νoµoι).
Tyto zákony nejsou závislé na čase, proto se na pravé straně rovnice neobjevuje
nezávisle proměnná.
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Rovnici přeṕı̌seme
dy

dx
= g(y)
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Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme
dy

g(y)
= dx
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Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme
dy

g(y)
= dx

Integrujeme obě strany rovnice

∫

dy

g(y)
=

∫

dx
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∫

dy

g(y)
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Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme
dy

g(y)
= dx

Integrujeme obě strany rovnice

∫

dy

g(y)
= x+ c.

Z této rovnosti vyjádř́ıme y.
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Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme
dy

g(y)
= dx

Integrujeme obě strany rovnice

∫

dy

g(y)
= x+ c.

Z této rovnosti vyjádř́ıme y.

Úvaha je korektńı pouze pro g(y) 6= 0.
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Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme
dy

g(y)
= dx

Integrujeme obě strany rovnice

∫

dy

g(y)
= x+ c.

Z této rovnosti vyjádř́ıme y.

Pokud existuj́ı hodnoty y∗ ∈ D(g) takové, že g(y∗) = 0, pak také konstantńı funkce

y = y∗

jsou řešeńım dané autonomńı rovnice.
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Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme
dy

g(y)
= dx

Integrujeme obě strany rovnice

∫

dy

g(y)
= x+ c.

Z této rovnosti vyjádř́ıme y.

Pokud existuj́ı hodnoty y∗ ∈ D(g) takové, že g(y∗) = 0, pak také konstantńı funkce

y = y∗

jsou řešeńım dané autonomńı rovnice.

Konstantńı řešeńı nazýváme stacionárńı nebo rovnovážná.
Je-li nezávisle proměnnou čas, pak vyjadřuj́ı nějakou dynamickou rovnováhu
modelovaného děje.
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∫

dy

g(y)
= x+ c, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0
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∫

dy

g(y)
= x+ c, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0

Př́ıklad: Řešte rovnici y′ = 2y − 3.
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∫

dy

g(y)
= x+ c, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0

Př́ıklad: Řešte rovnici y′ = 2y − 3.

y = 3

2
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∫
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∫

dy

g(y)
= x+ c, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0

Př́ıklad: Řešte rovnici y′ = 2y − 3.

y = 3

2

∫

dy

2y − 3
=

∫

dx

1

2
ln |2y − 3| = x+ c c ∈ R
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∫

dy

g(y)
= x+ c, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0

Př́ıklad: Řešte rovnici y′ = 2y − 3.
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Autonomńı rovnice

y′ = g(y), g(y)dx− dy = 0

5 / 9

∫

dy

g(y)
= x+ c, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0
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Př́ıklady: Řešte rovnici y′ =
y2

x
.



Rovnice se separovanými proměnnými
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f(x)dx, př́ıpadně také y = y∗ kde g(y∗) = 0
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Př́ıklady

7 / 9
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rozptýlena.
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t = 0 – okamžik, v němž se polutant dostal do jezera

x(0) =
m

V
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– rozd́ılu teplot
– velikosti povrchu, p̌res který k výměně tepla docháźı
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Pr̊uběh p̌ŕımých chemických reakćı
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Pr̊uběh p̌ŕımých chemických reakćı
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Označeńı: [Z] = [Z](t) Koncentrace látky Z v čase t
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