Diskriminaéni analyza

e T el

1/1



Diskrimina¢ni analyza

o (Xi1,- -, Xip, Vi) proi=1,...,n.
x; = (Xi1,--.,%,p)" je vektor (spojitych) regresorii .

Y; udava pfislusnost i-tého pozorovani k dané skuping.

Y; je kategoridlni proménna nabyvajici hodnot 1,2,...,J.

Cil: Na zdklad& dat zkonstruovat rozhodovaci pravidlo, které bude co nejlépe
klasifikovat novd pozorovani (x;'y, ... ,x,-fp)T do pfFislusné skupiny.
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Metody diskriminaéni analyzy

o Uloha supervised learning (ugeni s utitelem).
o Zakladatel: R. A. Fisher (1936) — klasifikace kosatci (iris).
@ Zplisoby odvozeni klasifikaéniho pravidla:

e Kanonicka diskrimina&ni analyza (kombinace PCA a MANOVA - hleddni
nového soufadnicového systému, ktery maximalizuje podil vnitro a
meziskupinové variability).

e Parametrické metody (linedrni a kvadraticka diskrimina¢ni analyza).

o Neparametrické metody (k-nearest neighbors, metody zaloZené na
jadrovych odhadech hustoty, na hloubce dat, apod.)
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Parametrické metody - rozhodovaci pravidla

o Necht jsou nase data generovdna nihodnym vektorem X = (Xi,..., X,)’
a necht Y zna&i nahodnou veli¢inu uddvajici p¥islusnost daného
pozorovani k dané skuping; Y nabyva hodnot 1,2,...,J.

@ Predpoklddejme, Ze zndme hustotu rozdéleni ndhodného vektoru X pro
Jj-tou skupinu, tj. necht rozd&leni X|Y = j ma hustotu p;(x) (zndma
p-rozmérnd hustota).

@ V praxi se pro urleni pravidel nejéastéji pouziva princip maximalni
vérohodnosti a Bayesovsky pFistup.

@ Princip maximalni vérohodnosti: Pozorovani x* zatad do skupiny
argmax{pj(x*);j=1,...,J}.

@ Bayesovsky p¥istup: Pozorovani x* za¥ad do skupiny
arg max{pj(x*)mj;j =1,...,J}, kde m; je apriorni pravdépodobnost, Ze
pozorovani pat¥i do skupmyj tj. 7 = P(Y =).

@ Bayesovské pravidlo minimalizuje pravdépodobnost $patné klasifikace.
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Linearni diskrimina¢ni analyza

PY¥edpokladejme, Ze pj(x) jsou hustoty p-rozmé&rného normalniho
rozdélenl'Np(uj, Y) se stejnymi variangnimi maticemi X.

1 L 'S x — p; X P
Pj(x)—WeXP{Z(Xﬂj)z ( HJ)}7 € R”.

Bayesovské pravidlo - miZeme hledat maximum
log pj(x)m; = log pj(x) + log 7;.
log pj(x) + log mj = log m; + X~ 'x — 1/2/ X p; + K.

Lj(x) = log pj(x) + log mj = log 7 + ;LJ/-Z_lx - 1/2;11’-}:_1%- se nazyva
linedrni diskrimina&ni funkce - tu maximalizujeme p¥es j =1,...,J.
K = —p/2log2m — 1/2log |Z| — 1/2x'E " *x nezévisi na j.
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Linearni diskriminaéni analyza - praktické pouziti

@ Na trénovacich datech nejprve odhadneme nezndmé parametry modelu a
poté model vyzkousime na testovacich datech.

@ 7; nezname, musime je odhadnout. Pokud véfime proporciondlnimu
zastoupenf skupin v nasich datech, pak 7; = % je relativni &etnost j-té
skupiny v datech (n; je potet pozorovani z j-té skupiny). Jinak vyuZijeme
princip neurditosti 7; = % - vede na princip maximalni v&rohodnosti.

@ p; odhadneme pomoci vyb&rového priiméru v j-té skuping.

@ Oznatme S; odhad varian&ni matice v j-té skuping, pak spole¢ny odhad

spoleZné varianéni matice je & = L ((n = 1)S1+ ...+ (n, —1)8y)
e Pro klasifikaci pouZijeme vyb&rovou verzi L;(x), kde 7, u; a X
nahradime jejich odhady.
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Kvadraticka diskriminaéni analyza

o PYedpokladejme, Ze p;(x) jsou hustoty p-rozm&rného normalniho
rozdéleni NV, (), X)).

(]
) = <o {0 ) E ) xR
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e log pj(x) + logmj =

log m; — 1/2log [£;] + X 'x — 1/2p/ X p; — 1/2x'E 'x + K.

@(x) =logm; — 1/2log %] + “J,'Zj_lx - 1/2NJ/‘):J'_1HJ- - 1/2X’):j_1x se
nazyva kvadratickd diskrimina¢ni funkce - tu maximalizujeme ptes
Jj=1...,J

e K = —p/2log2r nezévisi na j.
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Kvadraticka diskriminaéni analyza - praktické pouziti

@ Na trénovacich datech nejprve odhadneme nezndmé parametry modelu a
poté model vyzkousime na testovacich datech.

e Pro klasifikaci pouZijeme vyb&rovou verzi Q;(x), kde 7j, u; a X;
nahradime jejich odhady.
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Neparametricka diskriminaéni analyza

o Idea: hustotu pj(x) pro j-tou skupinu nezndme - odhadneme ji pomoci
trénovacich dat.

e Typicky se uvaZuji jadrové odhady hustot p;(x), oznatme je pj(x).

o Upravime Bayesovské rozhodovaci pravidlo: Pozorovani x* zatad do
skupiny arg max{p;j(x*)mj;j =1,...,J}.

o Vypoletn& ndrotné (obzvldsté ve vyssich dimenzich).

o Ve vyssich dimenzich trpi prokletim dimenzionality (odhady hustot maji
obrovskou variabilitu - jsou nepfesné).
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Metoda k nejblizsich sousedii

k nearest neighbors (kNN).
Zvolime n&jakou vzdalenost (nap¥. Mahalanobisovu) v RP.

Pro dané pozorovani x* najdeme jeho k nejblizsich sousedi (v této
vzdélenosti).

Upravime Bayesovské rozhodovaci pravidlo, p;(x*) odhadneme pomoci
"histogramu” na zaklad& k nejblizsich sousedi.

pi(x*) = % kde k; je potet pozorovani ze skupiny j mezi k nejbliz&imi
J

sousedy x*.

Pozorovani x* za¥ad do skupiny

arg max{p;(x*)m;;j =1,...,J} = arg max {%wj;j =1,..., J}.

Odhadneme-li mr; pomoci relativnich Zetnosti, pak x* za¥ad do skupiny

argmax{k;;j =1,...,J}. Tedy x* za¥ad do skupiny, kterd je nejéastgji

zastoupena mezi k nejbliZs§imi sousedy x*.
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Metody zaloZené na hloubce dat

@ Maximal depth classifier.
@ Pozorovani x* zatad do skupiny arg max{D(x*, P;);j = 1,...,J}.

e D(x*, P;) je hloubka bodu x* vzhledem k rozd&leni j-té skupiny P;.
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