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Diskriminačńı analýza

Data:

(xi,1, . . . , xi,p,Yi )
T pro i = 1, . . . , n.

xi = (xi,1, . . . , xi,p)T je vektor (spojitých) regresor̊u .

Yi udává p̌ŕıslušnost i-tého pozorováńı k dané skupině.

Yi je kategoriálńı proměnná nabývaj́ıćı hodnot 1, 2, . . . , J.

Ćıl: Na základě dat zkonstruovat rozhodovaćı pravidlo, které bude co nejlépe
klasifikovat nová pozorováńı (x∗i,1, . . . , x

∗
i,p)T do p̌ŕıslušné skupiny.
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Metody diskriminačńı analýzy

Úloha supervised learning (učeńı s učitelem).

Zakladatel: R. A. Fisher (1936) – klasifikace kosatc̊u (iris).

Způsoby odvozeńı klasifikačńıho pravidla:

Kanonická diskriminačńı analýza (kombinace PCA a MANOVA - hledáńı
nového soǔradnicového systému, který maximalizuje pod́ıl vnitro a
meziskupinové variability).
Parametrické metody (lineárńı a kvadratická diskriminačńı analýza).
Neparametrické metody (k-nearest neighbors, metody založené na
jádrových odhadech hustoty, na hloubce dat, apod.)
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Parametrické metody - rozhodovaćı pravidla

Necht’ jsou naše data generována náhodným vektorem X = (X1, . . . ,Xp)′

a necht’ Y znač́ı náhodnou veličinu udávaj́ıćı p̌ŕıslušnost daného
pozorováńı k dané skupině; Y nabývá hodnot 1, 2, . . . , J.

Předpokládejme, že známe hustotu rozděleńı náhodného vektoru X pro
j-tou skupinu, tj. necht’ rozděleńı X|Y = j má hustotu pj(x) (známá
p-rozměrná hustota).

V praxi se pro určeńı pravidel nejčastěji použ́ıvá princip maximálńı
věrohodnosti a Bayesovský p̌ŕıstup.

Princip maximálńı věrohodnosti: Pozorováńı x∗ zǎrad’ do skupiny
arg max{pj(x∗); j = 1, . . . , J}.
Bayesovský p̌ŕıstup: Pozorováńı x∗ zǎrad’ do skupiny
arg max{pj(x∗)πj ; j = 1, . . . , J}, kde πj je apriorńı pravděpodobnost, že
pozorováńı paťŕı do skupiny j , tj. πj = P(Y = j).

Bayesovské pravidlo minimalizuje pravděpodobnost špatné klasifikace.
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Lineárńı diskriminačńı analýza

Předpokládejme, že pj(x) jsou hustoty p-rozměrného normálńıho
rozděleńı Np(µj ,Σ) se stejnými variančńımi maticemi Σ.

pj(x) =
1√

(2π)p|Σ|
exp

{
−1

2
(x− µj)

′Σ−1(x− µj)

}
, x ∈ Rp.

Bayesovské pravidlo - můžeme hledat maximum
log pj(x)πj = log pj(x) + log πj .

log pj(x) + log πj = log πj + µ′jΣ
−1x− 1/2µ′jΣ

−1µj + K .

Lj(x) = log pj(x) + log πj = log πj + µ′jΣ
−1x− 1/2µ′jΣ

−1µj se nazývá
lineárńı diskriminačńı funkce - tu maximalizujeme p̌res j = 1, . . . , J.

K = −p/2 log 2π − 1/2 log |Σ| − 1/2x′Σ−1x nezáviśı na j .
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Lineárńı diskriminačńı analýza - praktické použit́ı

Na trénovaćıch datech nejprve odhadneme neznámé parametry modelu a
poté model vyzkouš́ıme na testovaćıch datech.

πj neznáme, muśıme je odhadnout. Pokud vě̌ŕıme proporcionálńımu
zastoupeńı skupin v našich datech, pak π̂j =

nj
n je relativńı četnost j-té

skupiny v datech (nj je počet pozorováńı z j-té skupiny). Jinak využijeme
princip neurčitosti π̂j = 1

J - vede na princip maximálńı věrohodnosti.

µj odhadneme pomoćı výběrového pr̊uměru v j-té skupině.

Označme Sj odhad variančńı matice v j-té skupině, pak společný odhad

společné variančńı matice je Σ̂ = 1
n−J ((n1 − 1)S1 + . . .+ (nJ − 1)SJ)

Pro klasifikaci použijeme výběrovou verzi Lj(x), kde πj ,µj a Σ
nahrad́ıme jejich odhady.
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Kvadratická diskriminačńı analýza

Předpokládejme, že pj(x) jsou hustoty p-rozměrného normálńıho
rozděleńı Np(µj ,Σj).

pj(x) =
1√

(2π)p|Σj |
exp

{
−1

2
(x− µj)

′Σ−1
j (x− µj)

}
, x ∈ Rp.

log pj(x) + log πj =
log πj − 1/2 log |Σj |+ µ′jΣ

−1
j x− 1/2µ′jΣ

−1
j µj − 1/2x′Σ−1

j x + K .

Qj(x) = log πj − 1/2 log |Σj |+ µ′jΣ
−1
j x− 1/2µ′jΣ

−1
j µj − 1/2x′Σ−1

j x se
nazývá kvadratická diskriminačńı funkce - tu maximalizujeme p̌res
j = 1, . . . , J.

K = −p/2 log 2π nezáviśı na j .
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Kvadratická diskriminačńı analýza - praktické použit́ı

Na trénovaćıch datech nejprve odhadneme neznámé parametry modelu a
poté model vyzkouš́ıme na testovaćıch datech.

Pro klasifikaci použijeme výběrovou verzi Qj(x), kde πj ,µj a Σj

nahrad́ıme jejich odhady.
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Neparametrická diskriminačńı analýza

Idea: hustotu pj(x) pro j-tou skupinu neznáme - odhadneme ji pomoćı
trénovaćıch dat.

Typicky se uvažuj́ı jádrové odhady hustot pj(x), označme je p̂j(x).

Uprav́ıme Bayesovské rozhodovaćı pravidlo: Pozorováńı x∗ zǎrad’ do
skupiny arg max{p̂j(x∗)πj ; j = 1, . . . , J}.
Výpočetně náročné (obzvláště ve vyš̌śıch dimenźıch).

Ve vyš̌śıch dimenźıch trṕı proklet́ım dimenzionality (odhady hustot maj́ı
obrovskou variabilitu - jsou nep̌resné).
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Metoda k nejbližš́ıch sousedů

k nearest neighbors (kNN).

Zvoĺıme nějakou vzdálenost (nap̌r. Mahalanobisovu) v Rp.

Pro dané pozorováńı x∗ najdeme jeho k nejbližš́ıch sousedů (v této
vzdálenosti).

Uprav́ıme Bayesovské rozhodovaćı pravidlo, pj(x∗) odhadneme pomoćı
”histogramu”na základě k nejbližš́ıch sousedů.

p̂j(x∗) =
kj
nj

, kde kj je počet pozorováńı ze skupiny j mezi k nejbližš́ımi

sousedy x∗.

Pozorováńı x∗ zǎrad’ do skupiny

arg max{p̂j(x∗)πj ; j = 1, . . . , J} = arg max
{

kj
nj
πj ; j = 1, . . . , J

}
.

Odhadneme-li πj pomoćı relativńıch četnost́ı, pak x∗ zǎrad’ do skupiny
arg max{kj ; j = 1, . . . , J}. Tedy x∗ zǎrad’ do skupiny, která je nejčastěji
zastoupena mezi k nejbližš́ımi sousedy x∗.
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Metody založené na hloubce dat

Maximal depth classifier.

Pozorováńı x∗ zǎrad’ do skupiny arg max{D(x∗,Pj); j = 1, . . . , J}.
D(x∗,Pj) je hloubka bodu x∗ vzhledem k rozděleńı j-té skupiny Pj .
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