4 Nahodné veliciny
4.1 Diskrétni ndhodné veli¢iny
Binomické rozdéleni Bin(N, p)

e Bernoulliho pokusy Xi,..., Xy:

— X; =1 ...udélost nastala; X; = 0...uddalost nenastala; i =1,..., N.
-Pr(X;=1)=p
-Pr(X;=0=1-p=gq

e Binomické rozdéleni:

— X...pocet uddlosti v posloupnosti N nezdvislych Bernoulliho pokusiu, pficemz pravdépodobnost nasténi
udalosti v kazdém pokusu je vyjadfena parametrem p.

- YN Xi = X ~ Bin(N, p).
- 0= (Nap)

— pravdépodobnostni funkce:

s = (N)ra-p a0, M)

vlastnosti: E[X] = Np; Var[X]| = Np(1 — p)
— dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p)

Dataset 5: Pocet chlapcti v rodinach s 12 détmi

V ramci studie poméru pohlavi u lidi z roku 1889 bylo na zédkladé zdznamu z nemocnic v Sasku zaznamenano
rozdéleni poctu chlapcu v ¢trnacticlennych rodindch. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 détmi byla pozorovana
pocetnost narozenych chlapci. Udaje ze studie jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1: Pocet chlapci v 6 115 rodindch s dvandcti détmi

n Jo 1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12| »
Mobserved || 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 [ 6115
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Piiklad 4.1. Popis realné situace pomoci binomického modelu

Zaméite se nyni na dataset 5. Predpoklddejme, ze ndhodnd veli¢ina X popisuje pocet chlapct v rodinach s dvanéacti
détmi. Naleznéte model, ktery by co nejvhodnéji popisoval idaje uvedené v datasetu 5 a odhadnéte hodnoty para-
metru takového modelu.

Reseni piikladu 4.1
v rodiné je vzdy celé ¢islo, budeme jej popisovat pomoci diskrétni ndhodné veli¢iny. V ramci jedné rodiny mame
celkem N = 12 Bernoulliho pokusu X;, i = 1,...,12, pficemz sledovanou udalost{ v jednom Bernoulliho pokusu
je narozeni chlapce. Pfi narozeni kazdého z dvanécti dét{ tedy bud’ udélost nastala (narodil se chlapec; X; = 1,
it =1,...,12) nebo udélost nenastala (narodilo se dévce; X; =0, i =1,...,12). Na zdkladé vSech vyse uvedenych
indici{ budeme o ndhodné veli¢iné X predpoklddat, ze pochdzi z binomického rozdéleni, tj. X ~ (N,p), kde N = 12.
Zbyva odhadnout hodnotu parametru p.

Odhad parametru p, tj. odhad pravdépodobnosti narozeni chlapce v jednom ndhodném pokusu, spoc¢itame jako
podil sou¢tu vsech chlapcu v rodindch s dvandcti détmi (viz ¢itatel vzorce 2) ku celkovému poctu vsech déti v téchto
rodindch (viz jmenovatel vzorce 2).

S Mserved 00X 3+1x 244+ 11 x45+12x 7 38100

b= - = =0.519215 = 0.5192. 2
b NM 12 x 6115 73380 @

M <- 6115

N <- 12

n <- 0 : N

m.obs <- c(3, 24, 104, 286, 670, 1033, 1343, 1112, 829, 478, 181, 45, 7)

P <- sum(n * m.obs) / (N * M)

round (p, 4)

[[1] 0.5192 |

Interpretace vysledka: Nahodnou velicinu X popisujici pocet chlapct v rodinach s dvanacti détmi modelujeme
pomoc{ binomického modelu s parametry N a p, tj. X ~ Bin(N,p), kde N = 12 a p = 0.5192. Pravdépodobnost
narozen{ chlapce v rodindch s dvanécti détmi je 51.92%.

Piiklad 4.2. Porovnani pozorovanych a ocekavanych pocéetnosti v binomickém modelu

Na zakladé vyse uvedené tivahy popisujeme pocet chlapci v rodiné s dvanacti détmi pomoci binomického rozdéleni
Bin(12,0.5192). Nyni ovéfime, zda jsme k popisu zvolili vhodné rozdéleni. Za pfedpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X
popisujici pocet chlapci v rodindch s dvanédcti détmi pochdzi z binomického rozdéleni Bin(12,0.5192), odhadnéte
ocekavané pocetnosti chlapcu v téchto rodindch a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.2

Za predpokladu, ze X ~ Bin(12,0.5192) stanovime pravdépodobnosti, ze se v rodiné s dvandcti détmi nenarodi
zadny chlapec, narodi praveé jeden chlapec, pravé dva chlapci, apod. Vysledné pravdépodobnosti vyndsobime poctem
rodin, tj. ¢islem 6115, ¢imz zjistime, v kolika rodinédch se za pfepokladu X ~ Bin(12,0.5192) narodi nula chlapcu,
jeden chlapec, atd. K vypocitani téchto pravdépodobnosti pouzijeme pravdépodobnostni funkei p(x), kde z =
0,1,...,12. Hodnoty pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni stanovime pifkazem dbinom(), kde prvnim
argumentem jsou hodnoty x = 0,1,...,12, druhy argument size odpovidd poctu pokusu N a tfeti argument prob
odpovidé4 pravdépodobnosti p vyskytu udalosti v jednom pokusu. Vektor ziskanych pravdépodobnosti vynasobime
poctem rodin M = 6115 a zaokrouhlime na nula desetinnych mist (round()). Pomoci piikazu data.frame() a rbind()
vytvorime tabulku pozorovanych a oc¢ekavanych ¢etnosti.

pP-exp <- dbinom(0:12, size = N, prob = p)

m.exp <- round(p.exp * 6115)

tab <- data.frame(rbind(pozorovane = m.obs, ocekavane = m.exp))
names (tab) <- 0:12

tab



16
17
18
19
20
21
22

0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pozorovane 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7
ocekavane 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2

Pozorované a ocekdvané ¢etnosti porovndme také graficky. Pomoci pifkazu plot() s argumentem type = 'h’
vykreslime graf obsahujici horizontdlni ¢ary cervené barvy odpovidajici pozorovanym ¢etnostem m.obs. Piikazem
points() doplnime do grafu ¢ervené body ve vysce pozorovanych Getnosti. Piikazem lines() s argumentem type = 'h’
vykreslime prerusované horizontélni ¢dry ¢erné barvy odpovidajici ocekdvanych ¢etnostem m.exp. Piikazem points()
doplnime do grafu ¢erné body ve vysce ocekdvanych ¢etnosti. Nakonec do grafu priddme legendu funkei legend().

plot(0 : 12, m.obs, type = ’h’, col = ’red’, las = 1, ylim = c(0, 1400),
ylab = ’absolutni cetnosti’, xlab = ’pocet starsich sourozencu’)

points (0 : 12, m.obs, pch = 19, col = ’red’)

lines (0 : 12 + 0.2, m.exp, type = ’h’, 1lty = 2)

points(0 : 12 + 0.2, m.exp, pch = 19)
legend (’topright’, pch = 19, col = c(’red’, ’black’),
legend = c(’pozorovane’, ’ocekavane’), bty = ’n’)

1400 .
1200 — ;

® pozorovane
® ocekavane

®_

1000 — ®
800
600 —
400 —

200 —

0_.~*§
I I I I I I I

0 2 4 6 8 10 12

absolutni cetnosti

pocet starsich sourozencu

Obrazek 1: Porovnani pozorovanych a otekdvanych pocetnosti v binomickém modelu Bin(12,0.5192)

Interpretace vysledku: Z tabulky pozorovanych a o¢ekdvanych ¢etnosti a z grafu 1 vidime, ze zvolené binomické
rozdéleni Bin(12,0.5192) je vhodné k popisu poctu chlapct v roding s dvandcti détmi.
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Priiklad 4.3. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu binomického modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet chlapcu v rodinach s dvanacti détmi pochdzi z binomického
rozdéleni Bin(12,0.5192) vypocitejte pravdépodobnost, ze v rodiné s dvandcti détmi bude (a) préavé devét chlapeu;
(b) nejvyse ctyii chlapci; (¢) alesponi osm chlapeu; (d) étyfi, pét, Sest, nebo sedm chlapcu.

Reseni piikladu 4.3
Ze vzorce 1 vime, ze pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni ma tvar

p(z) = <N>p””(1 -p)NT,

kde v nasem piipadé N = 12 a p = 0.5192. Zacnemé vypocCtem pravdépodobnosti, ze v rodiné s dvanacti détmi
bude pravé devét chlapcu. K vypoétu vyuzijeme pravdépodobnostni funkei p(z), kde z = 9.

12
Pr(X =9) = (9) x 0.51929 x (1 — 0.5192)'*7% = 220 x 0.5192? x 0.4808>
= 0.06703911 = 0.0670.

Kontrolu ruénfho vypoétu muzeme provést pouzitim softwaru @2. Hodnotu pravdépodobnostni funkce v 2 = 9
ziskdme piikazem dbinom(), kde prvnim argumentem bude hodnota z = 9, druhym argumentem pocet pokusu N a
tfetim argumentem pravdépodobnost narozeni chlapce p. Vysledek zaokrouhlime na ¢tyii desetinnd mista.

N <- 12

p <- 0.5192
round (dbinom (9, N, p), 4)

[[1]1 0.067 |

K vypoctu pravdépodobnosti, ze v rodiné s dvanacti détmi budou nejvyse ¢tyii chlapci vyuzijeme distribuéni funkci
F(z), kde = = 4.
4
Pr(X <4) = Pr(X =i) =Pr(X =0) + Pr(X =1) + Pr(X =2) + Pr(X =3) + Pr(X =4)
i=0

12 12
= (0> x 0.5192° x (1 —0.5192)1270 4 ... ¢ <4

=1x0.5192° x 0.4808"% + - .- + 495 x 0.5192* x 0.4808"
= 0.1588736 = 0.1589.

) x 0.5192% x (1 — 0.5192)1~*

Hodnotu distribuéni funkce v & = 4 ziskdme pomoc{ pitkazu pbinom(), kde pvnim argumentem bude hodnota z = 4,
druhym argumentem pocet pokusu N a tretim argumentem pravdépodobnost narozeni chlapce p.

round (pbinom (4, N, p), 4)

[[11 o0.1589 |

K vypoctu pravdépodobnosti, ze v rodiné s dvanacti détmi bude alespon osm chlapci vyuzijeme vlastnost komple-
mentarity, tj. Pr(X > z) = 1 — Pr(X < z) v kombinaci s distribuéni funkei F(z) = Pr(X < z).

Pr(X>8)=1-Pr(X <8 =1-Pr(X <7)
7
=1- <ZPr(Xi)) =1-Pr(X=0)+---4+Pr(X=17)

12 12

=1—(1x0.5192° x 0.4808"2 4 - - - + 792 x 0.5192" x 0.4808°)
=1-0.7669131 = 0.2330869 = 0.2331.

K vypoétu pravdépodobnosti Pr(X > 8) vyzijeme pifkaz 1-pbinom().
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round (1 - pbinom(7, N, p), 4)

[[1] 0.2331

Pravdépodobnost, ze v rodiné s dvandcti détmi bude Ctyii pét, Sest nebo sedm chlapci vypoéitdme pomoci
pravdépodobnostni funkce p(x).

7
Pr(4 < X <7)= 3 Pr(X = i) = Pr(X = 4) + Pr(X = 5) + Pr(X = 6) + Pr(X = 7)
=4
12 12
- <4> x 0.5192% x (1= 0.5192)2 7% + -+ 4 (7> X 0.51927 x (1—0.5192)2°7  (3)

= 495 x 0.5192* x 0.4808° + - - - + 792 x 0.5192" x 0.4808°

= 0.7107605 = 0.7108.
K vypoctu pravdépodobnosti Pr(4 < X < 7) muzeme tentokrat pouzit bud funkci dbinom(), kterd vede na vypocet
analogicky vypoctu 3, tj.
round (sum(dbinom (4 : 7, N, p)), 4)

[[11 o0.7108

nebo vyuzit vztahu

Prid <X <7)=Pr(X <7)—Pr(X <4)=Pr(X <7)—Pr(X <3)

a vypocitat Pr(4 < X < 7) pomoci piikazu
round (pbinom (7, N, p) - pbinom(3, N, p), 4)

‘[1] 0.7108 ‘

Vidime, ze oba postupy vedou ke stejnému vysledku.

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Zze v rodiné s dvandcti détmi bude pravé devét chlapct, je 6.70%.
Pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvanicti détmi budou nejvyse ¢tyfi chlapci, je 15.89%. Pravdépodobnost, ze v
rodiné s dvandcti détmi bude alespon osm chlapcu, je 23.31%. Pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvandcti détmi bude
CtyTi, pét, Sest, nebo sedm chlapc, je 71.08%.

Priiklad 4.4. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického modelu
Zamétte se nyni blize na tvar binomického rozdéleni Bin(12,0.5192). Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(z)
a graf distribuéni funkce F(z) tohoto rozdéleni.

Reseni piikladu 4.4

Zacneme s vykreslenim grafu pravdépodobnostni funkce p(z). Do proménné px nejprve vlozime hodnoty pravde-
podobnostni funkce binomického rozdéleni p(z) = Pr(X = z) pro x = 0,1,...,12, které vypocitdme piikazem
dbinom(). Na prvnim misté ve funkci budou hodnoty x, na druhém misté pocet pokusi N a na tfetim misté
pravdépodobnost nastédni udélosti p v jednom pokusu. Samotny graf potom vykreslime piikazem plot() s argumentem
type = 'h’, ktery zajisti vykresleni vertikdlnich ¢ar v hodnotach 0-12 na ose = a s délkou odpovidajici hodnotam
pravdépodobnostni funkce p(z), x = 0,...,12. Argumentem xlab = " v rdmci piikazu plot() zamezime vypsani
popisku osy x. Déle do grafu doplnime body (points()) ve vysce hodnot funkce p(x). Popisek osy x vykreslime
samostatné pifkazem mtext() na pozici pod graf (side = 1) na fadek 2.1 (line). Nakonec do grafu doplnime druhy
popisek uvddéjici hodnoty parametra N a p. Text popisku vygenerujeme pomoci kombinace funkei bquote() a
paste(). Uvnitf funkce paste() je vlozena syntaxe popisku skladajici se ze t¥{ ¢dsti oddélenych ¢arkami. Prvni ¢ést,
tj. N==.(N), vypiSe pismeno N, znaménko rovnosti a vyhodnoceni proménné N, tj. 12, druhd ¢dst, tj ';', vypise
stfednik a tfeti ¢dst p==.(p) vypiSe pismeno p, znaménko rovnosti a vyhodnocen{ proménné p, tj. 0.5192.
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N <- 12
X <- 0 : N
P <- 0.5192

# Graf pravdepodobnostni funkce
px <- dbinom(x, N, p)

plot(x, px, type = ’h’, ylim = c(0, 0.25), ylab = ’p(x)’, xlab = ’’, las = 1)
points(x, px, col = ’red’, pch = 19)

mtext(’x’, side = 1, line = 2.1)

mtext (bquote (paste(N==.(N), ’; ’, p==.(p))), side = 1, line = 3.2)

Prvni krokem pro vykresleni grafu distribuéni funkce F(x) je vytvofeni vektoru Fx s hodnotami distribuén{
funkce binomického rozdéleni F(x) = Pr(X < z) prox = 0,1, ..., 12, které vypocitdme piikazem pbinom(). Prvnim
argumentem funkce budou hodnoty x, druhym pocet pokusi N a tietim pravdépodobnost nastani uddlosti p v
jednom pokusu. Konstrukei grafu zahdjime vykreslenim préazdného grafu (piikaz plot() s argumentem type = 'n’)
s rozsahem meéfitka osy  od -1 do N + 1 (xlim) a rozsahem méfitka osy y od 0 do 1 (ylim). Argumentem xlab =
" potla¢ime vypsani popisku osy x. Nyni do grafu dokreslime horizontdlni usecky délky 1 zac¢inajici vzdy v bodé
[x, F(x)] a konéici v bodé [x+1, F(x)]. Piikazem arrows() dokreslime do grafu horozintalni sipku umisténou vlevo
dole a sméfujici doleva, s po¢dtecnim bodem [0,0] a koncovym bodem [-1, 0]. Argumentem length zmensime velikost
zobédcku Sipky. Opétovnym pouzitim piikazu arrows() vykreslime nyni horizotnéln{ sipku umisténou vpravo nahore,
smeéfujici doprava s pocdteénim bodem [N, 1] a koncovym bodem [N+1, 1]. Nésledné do grafu dokreslime body
znacici, skok z hodnoty F(x) do hodnoty F(z + 1). Na levém konci kazdé tsecky vykreslime bod (points()) se
soufadnici [x, F(x)] s ¢ervenym okrajem (bg) a ¢ervenym vnititkem (col) znacici, ze levy krajni bod kazdé tisecky
mé hodnotu distribuéni funkce F(z). Oproti tomu, na pravém konci kazdé usecky vykreslime bod (points()) se
soufadnici [x, F(x-1)] s ¢ernym okrajem (bg) a bilym vnittkem (col) znaéici, ze pravy krajni bod kazdé dsecky
nepati{ mezi body s hodnotou distribuéni funkce F'(z). Nakonec dvojndsobnym vyuzitim piikazu mtext() doplnime
do grafu popisek osy = a popisek s hodnotami parametru N a p.

# Graf distribucnt funkce
Fx <- pbinom(x, N, p)

plot(x, Fx, type = ’n’, xlab = ’’, ylab = ’F(x)’,
xlim = c¢(-1, N + 1), ylim = c(0, 1), las = 1)
segments(x, Fx, x + 1, Fx) # wodoroune cary
arrows (0, O, -1, 0, length = 0.1) # sipka vlevo dole
arrows(N, 1, N + 1, 1, length = 0.1) # sipka vpravo dole
points(x, c(0, Fx[1 : N]), pch = 21, bg = ’white’, col = ’black’) # prazdne body
points(x, Fx, col = ’red’, pch = 19) # cervene body
mtext(’x’, side = 1, line = 2.1)
mtext (bquote (paste(N==.(N), ’; ’, p==.(p))), side = 1, line = 3.2)

Poissonovo rozdéleni Po(\)

e X ...pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém casovém intervalu, pricemz k udalostem dochézi ndhodné,
jednotlivé a vzajemné nezavisle. Stfedni pocet téchto udalosti je vyjadien parametrem A > 0.

e X ~ Po()\)
e =)\
e pravdépodobnostni funkce:
p(z) = %e‘A x=0,1,...;

vlastnosti: E[X] = X; Var[X] = A

dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)
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Obrazek 2: Pravdépodobnostni funkce (vlevo) a distribuéni funkce (vpravo) binomického modelu Bin(12,0.5192)

Priiklad 4.5. Vypocet parametru \ Poissonova modelu

Nactete datovy soubor 17-anova-newborns.txt a odstraite z néj nezndméa pozorovani. Zaméfte se na znak X =pocet
starsich sourozencu novorozence. Za predpokladu, ze nahodnd veli¢ina X popisujici pocet starsich sourozencu no-
vorozence pochézi z Poissonova rozdéleni parametrem A odhadnéte stiedni hodnotu poctu starsich sourozenci .

Reseni piikladu 4.5
Stredni hodnotu poctu starsich sourozencu odhadneme pomoci vzorce

) - Pbotet starsich sourozencli PORIE ()
= ==5

\[1] 0.9428365 ‘

pocet novorozencu

Interpetace vysledkiui: Stiedni hodnota poctu starsich sourozenci novorozencu v datovém souboru A = 0.9428

Piiklad 4.6. Porovnani pozorovanych a otekavanych pocetnosti v Poissonové modelu
Za predpokladu, Ze pocet starsich sourozencti novorozencu pochdzi z Poissonova rozdéleni s parametrem A = 0.9428
odhadnéte o¢ekdvané pocetnosti starsich sourozencu a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.6

Piiklad 4.7. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu Poissonova modelu

Vratem se nyni k piikladu 4.5. Za piedpokladu, Ze data pochézi z Poissonova rozdéleni s parametrem A\ = 0.9428
urcete pravdépodobnost, novorozenec mé (a) dva, tfi nebo ¢tyfi starsi sourozence; (b) alespon ¢tyfi starsi souro-
zence; (c) nejvyse dva starsi sourozence; (d) pravé jednoho starsi sourozence.

Reseni piikladu 4.7
[[1] 0.2403672 |

[[1] 0.01568161 |

[[1]1 0.9299071 |

[[11 0.367255 |

Interpretace vysledu: Pravdépodobnost, Ze novorozenec bude mit dva, tfi nebo ¢tyfi starsi sourozence je 24.04%.
Pravdépodobnost, Zze novorozenec bude alespon ¢tyfi starsi sourozence je 1.57%. Pravdépodobnost, novorozenec
bude mit nejvyse dva starsi sourozence je 92.99%. Pravdépodobnost, ze novorozenec bude mit jednoho starsiho
sourozence je 36.73%.
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Obréazek 3: Porovnani pozorovanych a oc¢ekavanych pocetnosti v Poissonové modelu

Piiklad 4.8. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni Po(0.9428) v hodnotach = 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8 ax>0.

Reseni piikladu 4.8
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Obrazek 4: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova modelu



Dataset 6: Pruské armadni jednotky

V ramci studie z roku 1898 byly zpracovavany pocty smrtelnych irazu v pruskych armadnich jednotkach zptusobené
kopnutim koném. Udaje o smrtelnych trazech po kopnuti koném by zaznamenavany po dobu dvaceti let u deseti
armddnich jednotek. Pocty urazu v kazdé jednotce za jeden rok jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

n | 0 1 2 3 4 5+[ 3
Mobserved || 109 65 22 3 1 0 [ 200

Rozsah ndhodného vybéru je M = 200 (10 jednotek x 20 let).

Piiklad 4.9. Vypocet parametru \ Poissonova modelu

Vezmeéte tdaje z datasetu 7. Piedpokladejme, Zze ndhodnd veli¢ina X popisujici pocéet smrtelnych trazu v pruskych
armddnich jednotkach zpusobenych kopnutim koném pochézi z Poissonova rozdéleni se stfedni hodnotou A. Od-
hadnéte stfedni hodnotu poc¢tu smrtelnych urazua .

Reseni piikladu 4.9
Stredni hodnotu poctu smrtelnych trazt v pruskych arméadnich jednotkéch zpusobenym kopnutim koném odhad-
neme pomoci vzorce

N
Zn:o NMobserved
N .
Zn:O Mobserved

[[1] o.61 |

A= (5)

Interpretace vysledkiu: Stiedni hodnota vyskytu smrtelnych drazi zpusobenych kopnutim koném je A = 0.61.

Piiklad 4.10. Vypocéet pravdépodobnosti za predpokladu Poissonova modelu

Vratem se nyni k piikladu 4.9. Za piedpokladu, Ze data pochdzi z Poissonova rozdéleni s parametrem A\ = 0.61
urcete pravdépodobnost, ze v pruskych armddnich jednotkach dojde k (a) nejvyse dvéma smrtelnym draztm; (b)
zddnému smrtelnému trazu; (c) alespon jednomu smrtelnému drazu; (d) préavé jednomu smrtelnému trazu.

Reseni piikladu 4.10
‘[1] 0.9758853 ‘

[[11 0.5433509 |

[[1] 0.1252051 |

[[1] 0.331444 |

Interpretace vysledu: Pravdépodobnost, ze v pruskych arméadnich jednotkach dojde k nejvyse dvéma smrtelnym
urazum zpusobenych kopnutim koném je 97.59%. Pravdépodobnost, ze v pruskych armadnich jednotkdch nedojde k
zaddnému smrtelnému trazu zpusobenému kopnutim koném je 54.34%. Pravdépodobnost, Ze v pruskych armadnich
jednotkach dojde k alespon jednomu smrtelnému drazu zptusobenému kopnutim koném je 12.52%. Pravdépodobnost,
ze v pruskych arméadnich jednotkdch dojde k pravé jednomu smrtelnému trazu zpusobenému kopnutim koném je
33.14%.

Piiklad 4.11. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni Po(0.61) v hodnotéch 2 = 0,1,2,3, 4
ax>>b.

Reseni piikladu 4.11
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Obrazek 5: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova modelu

n [ 0o 1 2 3 4 >|]X
Mobserved || 447 132 42 21 3 2 [ 647

Dataset 7: Dé&lnici v tovarné

V ramci studie poCtu urazu v tovarnach byl zaznamendn pocet trazu u kazdého délnika v jedné vybrané tovarné
béhem roku 1920. Celkovy pocet délnikt zahrnutych do studie M = 647. Udaje ze studie jsou uvedeny v nasledujici
tabulce.

Priiklad 4.12. Vypocet parametru \ Poissonova modelu
Vezméte udaje z datasetu 7. Predpokladejme, ze ndhodna veli¢ina X popisujici pocet urazu u délnikt v tovarné
pochézi z Poissonova rozdéleni se stfedni hodnotou A. Odhadnéte stiedni hodnotu poétu tirazu u délniku v tovarné A.

Reseni piikladu 4.12
Stredni hodnotu poc¢tu urazu délnika v tovarné za jeden rok odhadneme pomoci vzorce

N
X o Zn:O NMobserved 6
_Zu | ©)
Zn:() Mobserved

[[11 0.4652 |

Interpretace vysledki: Stiedni hodnota poc¢tu trazi u délniki v tovarné béhem jednoho roku je A = 0.4652.

Piiklad 4.13. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni Po(0.4652) v hodnotéch = 0,1,2,3, 4
ax>>b.

Reseni piikladu 4.13

Priiklad 4.14. Vypocet pravdépodobnosti na zdkladé Poissonova modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X, udavajici pocet urazu u délniku v tovarné, pochézi z Poissonova rozdéleni s
parametrem A = 0.4652, tj. X ~ Po(\) vypocitejte pravdépodobnost, ze u ndhodné vybraného délnika dojde béhem
jednoho roku k (a) nula draztm; (b) tfem nebo Ctyfem tdrazum; (c) nejvyse dvéma trazum; (d) alesponn jednomu
drazu.

Reseni piikladu 4.14
[[1] 0.628
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Obrazek 6: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova modelu
[[1] o.0118 G
[[11 o0.9881 | 69
[[1] 0.372 |70

interpretace vysledku: Pravdépodobnost, Ze u vybraného délnika nedojde béhem roku k zadnému drazu, je
0.6280. Pravdépodobnost, ze u vybraného délnika dojde béhem roku k tfem nebo ¢tyfem urazum, je 0.0118.
Pravdépodobnost, Zze u vybraného délnika dojde béhem roku k nejvyse dvéma trazum, je 0.9881. Pravdépodobnost,
ze u vybraného délnika dojde béhem roku k alesponi jednomu udrazu, je 0.3720.

4.2 Spojité rozdéleni
Normalni rozdéleni N (u,o0?)
e Xi,..., X, ...nezavislé ndhodné veli¢iny

e Normalni rozdéleni

X~ N(/J’v 02)
0= (/1'702)T

hustota

flz) =

1
V2mo? P { 202

vlastnosti E[X] = p; Var[X] = o2

dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), gnorm(alpha, mu, sigma)

e Standardizované normalni rozdéleni

X ~ N(0,1)
0=(0,1)7T

— hustota

vlastnosti E[X] = 0; Var[X] =1

11



— dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), gnorm(alpha)
e Vlastnosti normalniho rozdéleni

— Véta 1: Necht Xi,..., X, jsou nezévislé ndhodné veliciny z normalniho rozdéleni N(u,o?). Potom
néhodnd velicina X, = 13" X; ~ N (u, %>

Piiklad 4.15. Vypoéet pravdépodobnosti na zakladé normalniho modelu

Na zdkladé datového souboru obsahujiciho osteometrickd data kli¢n{ kosti (clavicula) angického souboru dokumen-
tovanych skeletu (Parsons, 1916) byla odhadnuta stfedn{ hodnota a smérodatnd odchylka délky pravé klavikuly u
muzu. Stfedni hodnota g = 151.74 mm, smérodatnd ochylka s = 11 mm (viz piiklad ??. Za pfedpokladu, ze data
pochdzi z normélntho rozdéleni vypocitejte, jakd je pravdépodobnost, ze délka pravé klavikuly u muzu bude (a)
rovnd 150 mm; (b) mensi nez 140 mm; (c) vétsi nez 160 mm; (d) v rozmezi 140-160 mm.

Reseni piikladu 4.15
111 o |

[[1] 0.1429243 |

[[1] 0.2263537 |

[[11 0.630722 |

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Ze délka pravé klavikuly u muzu bude rovna 150 mm je 0%, protoze
data pochdz{ z normélniho rozdéleni, coz je spojity typ rozdéleni a proto Pr(X = 150) = 0. Pravdépodobnost, ze
délka pravé klavikuly u muzi bude mensi nez 140 mm je 14.29%. Pravdépodobnost, ze délka pravé klavikuly u muzu
bude veétsi nez 160 mm je 12.34%. Pravdépodobnost, ze délka pravé klavikuly u muzu bude v rozmezi{ 140-160 mm
je 22.64%.

Priiklad 4.16. Graf hustoty a distribu¢ni funkce normalniho modelu
Vratme se k piikladu 4.15. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X ~ N (151.74,11).

Reseni piikladu 4.16

o |
—
[s2}
S ©
o o |
(4]
g
8 5 31
x O 'z
el [}
3 <
g 31
=l S
S N
8
s o |
°© T T T T T T e T T T T T T
100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200
X X
X ~N(pu=151.74; 6* = 11%) X ~N(pu=151.74; 6* = 11%)

Priklad 4.17. Vypocet pravdépodobnosti na zdkladé normalniho modelu

Na zakladé datového souboru obsahujicitho idaje o porodni hmmotnosti novorozencu v jedné okresni nemocnici za
obdob{ jednoho roku(Aldnova, 2008) byla odhadnuta stfedni hodnota a smérodatnéd odchylka porodni hmotnosti
novorozencu. Stfedni hodnota p = 3078.94 g, smérodatnd ochylka s = 697 g (viz piiklad ??). Za predpokladu, ze
data pochézi z normélniho rozdéleni vypocitejte, jakd je pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozence bude
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(a) mensi nez 3800g; (b) v rozmezi 25004200 g; (c) vétsi nez 4000 g; (d) rovna 2100 g.

Reseni piikladu 4.17
\[1] 0.8495533 ‘

[[11 0.743032 |

[[1] 0.09317345 |

\[1] 0 ‘

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozencu bude mensi nez 3800 g je 84.96%.
Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozenct bude v rozmez{ 2500-4200 mm je 74.30%. Pravdépodobnost,
ze porodni hmotnost novorozencu bude vétsi nez 4000 mm je 9.32%. Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novo-
rozencu bude rovnd 2100 g je 0%, protoze data pochézi z normdlnfho rozdéleni, coz je spojity typ rozdéleni a proto
Pr(X =2100) = 0.

Piiklad 4.18. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé standardizovaného normalniho modelu

Vratme se nyni k piedchozimu piikladu 4.17. Za piedpokladu, Ze porodni hmotnost novorozenct pochézi z nor-
maélniho rozdéleni N(3078.94,6972) vypocitejte pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozence bude (a) mensf
nez 3800g; (b) v rozmezi 2000-3000g; (c) vétsi nez 4000g, (d) rovna 2100 g. Reseni proved'te pies standardizaci
nidhodné veli¢iny X.

Reseni piikladu 4.18
[[1] 0.8495533 |

[[1] 0.743032 |

[[1] 0.09317345 |

111 o |

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozenct bude mensi nez 3800 ¢ je 84.96%.
Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novorozencu bude v rozmez{ 2500-4200 mm je 74.30%. Pravdépodobnost,
ze porodni hmotnost novorozencu bude vétsi nez 4000 mm je 9.32%. Pravdépodobnost, ze porodni hmotnost novo-

rozencu bude rovnd 2100 g je 0%, protoze data pochézi z normdlniho rozdélenti, coz je spojity typ rozdéleni a proto
Pr(X = 2100) = 0.

Priklad 4.19. Graf hustoty a distribu¢ni funkce normalniho modelu
Vratme se k piikladu 4.17. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ N (3078.94, 697).

Reseni piikladu 4.19
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4.3 Aproximace binomického modelu normalnim modelem
e Normélni rozdéleni je limitnim rozdélenim binomického rozdéleni Bin(N, p), tedy pro N — oo, p — 0.5:
X ~ Bin(N,p) = X ~ N(u,0?),
kde p = Np a 02 = Np(1 — p).

e Haldova podminka: Necht X ~ Bin(N,p) a plati, ze Np > 5 a N(1 — p) > 5. Potom rozdéleni ndhodné
proménné X muzeme aproximovat normalnim rozdélenim X ~ N(Np, Np(1 — p)).

Piiklad 4.20. Aproximace binomického modelu normalnim modelem
Predpokldadejme, ze pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravé ruky u muzu ¢eské po-
pulace p = 0.533.

1. Jakd je pravdépodobnost, ze ve vybraném vzorku 10 muzu bude vyskyt dermatoglyfického vzoru vir na palci
pravé ruky (a) alespon u sedmi muzu; (b) nejvySe u péti muzu; (c) u Sesti, sedmi nebo osmi muzu.

2. Jaka je pravdépodobnost, ze ve vybraném vzorku 100 muzu bude vyskyt dermatoglyfického vzoru vir na palci
pravé ruky (a) alesponi u 56; (b) nejvyse u 53 muzu; (¢) u 60-85 muzu.

3. Jaka je pravdépodobnost, ze ve vybraném vzorku 300 muzu bude vyskyt dermatoglyfického vzoru vir na palci
pravé ruky (a) alesponi u 164 muzt; (b) nejvyse u 160 muzu; (¢) u 170-175.

Pozadované pravdépodobnosti vypocitejte exaktné na zdkladé binomického rozdéleni a aproximacné na zakladé
normalniho rozdéleni. Vysledné hodnoty navzajem porovnejte.

Reseni piikladu 4.20

alespon 7 nejvyse 5 8-9
binomicke 0.2313 0.5396 0.0801
normalni 0.3355 0.4172 0.1349

alespon 56 nejvyse 53 60-85
binomicke 0.3304 0.5151 0.1067
normalni 0.3666 0.4760 0.1266

alespon 164 nejvyse 160 170-175
binomicke 0.3389 0.5272 0.0980
normalni 0.3599 0.5046 0.1059

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir alespor u sedmi muzu z deseti je
23.13% (resp. 33.55%). Pravdépodobnost, vyskytu vzoru vir nejvyse u péti muzu z deseti je 53.96% (resp. 41.72%).
Pravdépodobnost, vyskytu vzoru vir u osmi nebo deviti muzu z deseti je 8.01% (resp. 13.49%).

Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir alesponn u 56 muzu ze sta je 33.04% (resp. 36.66%).
Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir nejvyse u 53 muzu ze sta je 51.51% (resp. 47.60%). Pravdépodobnost vyskytu
vzoru vir u 60-85 muzi ze sta je 10.67% (resp. 12.66%).

Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru wvir alespon u 164 muzi z 300 je 33.89% (resp. 35.99%).
Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir nejvyse u 160 muzu z 300 je 52.72% (resp. 50.46%). Pravdépodobnost vyskytu
vzoru vir u 170-175 muzu z 300 je 9.80% (resp. 10.59%).
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Piiklad 4.21. Aproximace binomického modelu norméalnim modelem

Predpokladejme, ze pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravé ruky u muzu ¢eské popu-
lace p = 0.533. Pro N =10, N = 100 a N = 1000 vykreslete graf pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni
a aproximujte jej kiivkou funkce hustoty norméalniho rozdéleni. Hodnoty obou funkeci porovnejte.

Reseni piikladu 4.21
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015 / / .
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N =10; p=0.533 N =100 p=0.533

Obrazek 7: Aproximace binomického modelu normélnim modelem
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4.4 Priklady k samostatnému procvicovani

Piiklad 4.22. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu binomického modelu

Predpokladejme, ze pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravé ruky u muzu ¢eské po-
pulace p = 0.533. Jakd je pravdépodobnost, Ze ve vybraném vzorku 10 muzi bude vyskyt dermatoglyfického vzoru
vir na palci pravé ruky (a) pravé u péti muzu; (b) alespon u 6 muzu; (¢) nejvyse u dvou muzi; (d) u Sesti, sedmi
nebo osmi muzu.

Reseni piikladu 4.22
[[11 0.2408 |

[[11 0.4604 |

[[1] 0.035 |

[[11 0.4423

Interpretace vysledka: Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravé ruky u prave
péti muzu z deseti je 24.08%. Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir na palci pravé ruky u alespon Sesti muzu z
deseti je 46.04%. Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir na palci pravé ruky u nejvyse dvou muzu z deseti je 3.50%.
Pravdépodobnost vyskytu vzoru vir na palci pravé ruky u Sesti, sedmi nebo osmi muzu z deseti je 44.23%.

Piiklad 4.23. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického modelu
Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce a distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X ~ Bin(10,0.533).

Reseni piikladu 4.23
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Obrazek 8: Pravdépodobnostni funkce (vlevo) a distribuéni funkce (vpravo) binomického modelu Bin(10,0.533)
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