
4 Náhodné veličiny

4.1 Diskrétńı náhodné veličiny

Binomické rozděleńı Bin(N, p)

• Bernoulliho pokusy X1, . . . , XN :

– Xi = 1 . . . událost nastala; Xi = 0. . . událost nenastala; i = 1, . . . , N .

– Pr(Xi = 1) = p

– Pr(Xi = 0) = 1− p = q

• Binomické rozděleńı:

– X. . . počet událost́ı v posloupnosti N nezávislých Bernoulliho pokus̊u, přičemž pravděpodobnost nastáńı
události v každém pokusu je vyjádřena parametrem p.

–
∑N
i=1Xi = X ∼ Bin(N, p).

– θ = (N, p)

– pravděpodobnostńı funkce:

p(x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x x = 0, 1, . . . , N ; (1)

– vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1− p)
– dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p)

Dataset 5: Počet chlapc̊u v rodinách s 12 dětmi

V rámci studie poměru pohlav́ı u lid́ı z roku 1889 bylo na základě záznamů z nemocnic v Sasku zaznamenáno
rozděleńı počtu chlapc̊u v čtrnáctičlenných rodinách. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 dětmi byla pozorována
početnost narozených chlapc̊u. Údaje ze studie jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1: Počet chlapc̊u v 6 115 rodinách s dvanácti dětmi

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
∑

mobserved 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 6115
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Př́ıklad 4.1. Popis reálné situace pomoćı binomického modelu
Zaměřte se nyńı na dataset 5. Předpokládejme, že náhodná veličina X popisuje počet chlapc̊u v rodinách s dvanácti
dětmi. Nalezněte model, který by co nejvhodněji popisoval údaje uvedené v datasetu 5 a odhadněte hodnoty para-
metr̊u takového modelu.

Řešeńı př́ıkladu 4.1
Nejprve se zaměřme na nalezeńı modelu, který co nejvýstižněji popisuje náhodnou veličinu X. Protože počet chlapc̊u
v rodině je vždy celé č́ıslo, budeme jej popisovat pomoćı diskrétńı náhodné veličiny. V rámci jedné rodiny máme
celkem N = 12 Bernoulliho pokus̊u Xi, i = 1, . . . , 12, přičemž sledovanou událost́ı v jednom Bernoulliho pokusu
je narozeńı chlapce. Při narozeńı každého z dvanácti dět́ı tedy bud’ událost nastala (narodil se chlapec; Xi = 1,
i = 1, . . . , 12) nebo událost nenastala (narodilo se děvče; Xi = 0, i = 1, . . . , 12). Na základě všech výše uvedených
indicíı budeme o náhodné veličině X předpokládat, že pocháźı z binomického rozděleńı, tj. X ∼ (N, p), kde N = 12.
Zbývá odhadnout hodnotu parametru p.

Odhad parametru p, tj. odhad pravděpodobnosti narozeńı chlapce v jednom náhodném pokusu, spoč́ıtáme jako
pod́ıl součtu všech chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi (viz čitatel vzorce 2) ku celkovému počtu všech dět́ı v těchto
rodinách (viz jmenovatel vzorce 2).

p̂ =

∑N
n=0 nmobserved

NM
=

0× 3 + 1× 24 + · · ·+ 11× 45 + 12× 7

12× 6115
=

38 100

73 380
= 0.519215

.
= 0.5192. (2)

1 M <- 6115

2 N <- 12

3 n <- 0 : N

4 m.obs <- c(3, 24, 104, 286, 670, 1033, 1343, 1112, 829, 478, 181, 45, 7)

5 p <- sum(n * m.obs) / (N * M)

6 round(p, 4)

7[1] 0.5192

Interpretace výsledk̊u: Náhodnou veličinu X popisuj́ıćı počet chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi modelujeme
pomoćı binomického modelu s parametry N a p, tj. X ∼ Bin(N, p), kde N = 12 a p = 0.5192. Pravděpodobnost
narozeńı chlapce v rodinách s dvanácti dětmi je 51.92%.

Př́ıklad 4.2. Porovnáńı pozorovaných a očekávaných početnost́ı v binomickém modelu
Na základě výše uvedené úvahy popisujeme počet chlapc̊u v rodině s dvanácti dětmi pomoćı binomického rozděleńı
Bin(12, 0.5192). Nyńı ověř́ıme, zda jsme k popisu zvolili vhodné rozděleńı. Za předpokladu, že náhodná veličina X
popisuj́ıćı počet chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi pocháźı z binomického rozděleńı Bin(12, 0.5192), odhadněte
očekávané početnosti chlapc̊u v těchto rodinách a porovnejte je s pozorovanými početnostmi.

Řešeńı př́ıkladu 4.2
Za předpokladu, že X ∼ Bin(12, 0.5192) stanov́ıme pravděpodobnosti, že se v rodině s dvanácti dětmi nenarod́ı
žádný chlapec, narod́ı právě jeden chlapec, právě dva chlapci, apod. Výsledné pravděpodobnosti vynásob́ıme počtem
rodin, tj. č́ıslem 6115, č́ımž zjist́ıme, v kolika rodinách se za přepokladu X ∼ Bin(12, 0.5192) narod́ı nula chlapc̊u,
jeden chlapec, atd. K vypoč́ıtáńı těchto pravděpodobnost́ı použijeme pravděpodobnostńı funkci p(x), kde x =
0, 1, . . . , 12. Hodnoty pravděpodobnostńı funkce binomického rozděleńı stanov́ıme př́ıkazem dbinom(), kde prvńım
argumentem jsou hodnoty x = 0, 1, . . . , 12, druhý argument size odpov́ıdá počtu pokus̊u N a třet́ı argument prob
odpov́ıdá pravděpodobnosti p výskytu události v jednom pokusu. Vektor źıskaných pravděpodobnost́ı vynásob́ıme
počtem rodin M = 6115 a zaokrouhĺıme na nula desetinných mı́st (round()). Pomoćı př́ıkaz̊u data.frame() a rbind()
vytvoř́ıme tabulku pozorovaných a očekávaných četnost́ı.

8 p.exp <- dbinom (0:12, size = N, prob = p)

9 m.exp <- round(p.exp * 6115)

10 tab <- data.frame(rbind(pozorovane = m.obs , ocekavane = m.exp))

11 names(tab) <- 0:12

12 tab
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130 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

14pozorovane 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7

15ocekavane 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2

Pozorované a očekávané četnosti porovnáme také graficky. Pomoćı př́ıkazu plot() s argumentem type = ’h’
vykresĺıme graf obsahuj́ıćı horizontálńı čáry červené barvy odpov́ıdaj́ıćı pozorovaným četnostem m.obs. Př́ıkazem
points() doplńıme do grafu červené body ve výšce pozorovaných četnost́ı. Př́ıkazem lines() s argumentem type = ’h’
vykresĺıme přerušované horizontálńı čáry černé barvy odpov́ıdaj́ıćı očekávaných četnostem m.exp. Př́ıkazem points()
doplńıme do grafu černé body ve výšce očekávaných četnost́ı. Nakonec do grafu přidáme legendu funkćı legend().

16 plot(0 : 12, m.obs , type = ’h’, col = ’red’, las = 1, ylim = c(0, 1400) ,

17 ylab = ’absolutni cetnosti ’, xlab = ’pocet starsich sourozencu ’)

18 points (0 : 12, m.obs , pch = 19, col = ’red’)

19 lines (0 : 12 + 0.2, m.exp , type = ’h’, lty = 2)

20 points (0 : 12 + 0.2, m.exp , pch = 19)

21 legend(’topright ’, pch = 19, col = c(’red’, ’black ’),

22 legend = c(’pozorovane ’, ’ocekavane ’), bty = ’n’)
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Obrázek 1: Porovnáńı pozorovaných a očekávaných početnost́ı v binomickěm modelu Bin(12, 0.5192)

Interpretace výsledk̊u: Z tabulky pozorovaných a očekávaných četnost́ı a z grafu 1 vid́ıme, že zvolené binomické
rozděleńı Bin(12, 0.5192) je vhodné k popisu počtu chlapc̊u v rodině s dvanácti dětmi.
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Př́ıklad 4.3. Výpočet pravděpodobnost́ı za předpokladu binomického modelu
Za předpokladu, že náhodná veličina X popisuj́ıćı počet chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi pocháźı z binomického
rozděleńı Bin(12, 0.5192) vypoč́ıtejte pravděpodobnost, že v rodině s dvanácti dětmi bude (a) právě devět chlapc̊u;
(b) nejvýše čtyři chlapci; (c) alespoň osm chlapc̊u; (d) čtyři, pět, šest, nebo sedm chlapc̊u.

Řešeńı př́ıkladu 4.3
Ze vzorce 1 v́ıme, že pravděpodobnostńı funkce binomického rozděleńı má tvar

p(x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x,

kde v našem př́ıpadě N = 12 a p = 0.5192. Začnemě výpočtem pravděpodobnosti, že v rodině s dvanácti dětmi
bude právě devět chlapc̊u. K výpočtu využijeme pravděpodobnostńı funkci p(x), kde x = 9.

Pr(X = 9) =

(
12

9

)
× 0.51929 × (1− 0.5192)12−9 = 220× 0.51929 × 0.48083

= 0.06703911
.
= 0.0670.

Kontrolu ručńıho výpočtu můžeme provést použit́ım softwaru . Hodnotu pravděpodobnostńı funkce v x = 9
źıskáme př́ıkazem dbinom(), kde prvńım argumentem bude hodnota x = 9, druhým argumentem počet pokus̊u N a
třet́ım argumentem pravděpodobnost narozeńı chlapce p. Výsledek zaokrouhĺıme na čtyři desetinná mı́sta.

23 N <- 12

24 p <- 0.5192

25 round(dbinom(9, N, p), 4)

26[1] 0.067

K výpočtu pravděpodobnosti, že v rodině s dvanácti dětmi budou nejvýše čtyři chlapci využijeme distribučńı funkci
F (x), kde x = 4.

Pr(X ≤ 4) =

4∑
i=0

Pr(X = i) = Pr(X = 0) + Pr(X = 1) + Pr(X = 2) + Pr(X = 3) + Pr(X = 4)

=

(
12

0

)
× 0.51920 × (1− 0.5192)12−0 + · · ·+

(
12

4

)
× 0.51924 × (1− 0.5192)12−4

= 1× 0.51920 × 0.480812 + · · ·+ 495× 0.51924 × 0.48088

= 0.1588736
.
= 0.1589.

Hodnotu distribučńı funkce v x = 4 źıskáme pomoćı př́ıkazu pbinom(), kde pvńım argumentem bude hodnota x = 4,
druhým argumentem počet pokus̊u N a třet́ım argumentem pravděpodobnost narozeńı chlapce p.

27 round(pbinom(4, N, p), 4)

28[1] 0.1589

K výpočtu pravděpodobnosti, že v rodině s dvanácti dětmi bude alespoň osm chlapc̊u využijeme vlastnost komple-
mentarity, tj. Pr(X ≥ x) = 1− Pr(X < x) v kombinaci s distribučńı funkćı F (x) = Pr(X ≤ x).

Pr(X ≥ 8) = 1− Pr(X < 8) = 1− Pr(X ≤ 7)

= 1−

(
7∑
i=0

Pr(X = i)

)
= 1− (Pr(X = 0) + · · ·+ Pr(X = 7))

= 1−
((

12

0

)
× 0.51920 × (1− 0.5192)12−0 + · · ·+

(
12

7

)
× 0.51927 × (1− 0.5192)12−7

)
= 1−

(
1× 0.51920 × 0.480812 + · · ·+ 792× 0.51927 × 0.48085

)
= 1− 0.7669131 = 0.2330869

.
= 0.2331.

K výpočtu pravděpodobnosti Pr(X ≥ 8) vyžijeme př́ıkaz 1-pbinom().
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29 round(1 - pbinom(7, N, p), 4)

30[1] 0.2331

Pravděpodobnost, že v rodině s dvanácti dětmi bude čtyři pět, šest nebo sedm chlapc̊u vypoč́ıtáme pomoćı
pravděpodobnostńı funkce p(x).

Pr(4 ≤ X ≤ 7) =

7∑
i=4

Pr(X = i) = Pr(X = 4) + Pr(X = 5) + Pr(X = 6) + Pr(X = 7)

=

(
12

4

)
× 0.51924 × (1− 0.5192)12−4 + · · ·+

(
12

7

)
× 0.51927 × (1− 0.5192)12−7 (3)

= 495× 0.51924 × 0.48088 + · · ·+ 792× 0.51927 × 0.48085

= 0.7107605
.
= 0.7108.

K výpočtu pravděpodobnosti Pr(4 ≤ X ≤ 7) můžeme tentokrát použ́ıt bud’ funkci dbinom(), která vede na výpočet
analogický výpočtu 3, tj.

31 round(sum(dbinom (4 : 7, N, p)), 4)

32[1] 0.7108

nebo využ́ıt vztahu

Pr(4 ≤ X ≤ 7) = Pr(X ≤ 7)− Pr(X < 4) = Pr(X ≤ 7)− Pr(X ≤ 3)

a vypoč́ıtat Pr(4 ≤ X ≤ 7) pomoćı př́ıkazu

33 round(pbinom(7, N, p) - pbinom(3, N, p), 4)

34[1] 0.7108

Vid́ıme, že oba postupy vedou ke stejnému výsledku.

Interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost, že v rodině s dvanácti dětmi bude právě devět chlapc̊u, je 6.70%.
Pravděpodobnost, že v rodině s dvanácti dětmi budou nejvýše čtyři chlapci, je 15.89%. Pravděpodobnost, že v
rodině s dvanácti dětmi bude alespoň osm chlapc̊u, je 23.31%. Pravděpodobnost, že v rodině s dvanácti dětmi bude
čtyři, pět, šest, nebo sedm chlapc̊u, je 71.08%.

Př́ıklad 4.4. Graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce binomického modelu
Zaměřte se nyńı bĺıže na tvar binomického rozděleńı Bin(12, 0.5192). Nakreslete graf pravděpodobnostńı funkce p(x)
a graf distribučńı funkce F (x) tohoto rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 4.4
Začneme s vykresleńım grafu pravděpodobnostńı funkce p(x). Do proměnné px nejprve vlož́ıme hodnoty pravdě-
podobnostńı funkce binomického rozděleńı p(x) = Pr(X = x) pro x = 0, 1, . . . , 12, které vypoč́ıtáme př́ıkazem
dbinom(). Na prvńım mı́stě ve funkci budou hodnoty x, na druhém mı́stě počet pokus̊u N a na třet́ım mı́stě
pravděpodobnost nastáńı události p v jednom pokusu. Samotný graf potom vykresĺıme př́ıkazem plot() s argumentem
type = ’h’, který zajist́ı vykresleńı vertikálńıch čar v hodnotách 0–12 na ose x a s délkou odpov́ıdaj́ıćı hodnotám
pravděpodobnostńı funkce p(x), x = 0, . . . , 12. Argumentem xlab = ” v rámci př́ıkazu plot() zameźıme vypsáńı
popisku osy x. Dále do grafu doplńıme body (points()) ve výšce hodnot funkce p(x). Popisek osy x vykresĺıme
samostatně př́ıkazem mtext() na pozici pod graf (side = 1) na řádek 2.1 (line). Nakonec do grafu doplńıme druhý
popisek uváděj́ıćı hodnoty parametr̊u N a p. Text popisku vygenerujeme pomoćı kombinace funkćı bquote() a
paste(). Uvnitř funkce paste() je vložena syntaxe popisku skládaj́ıćı se ze tř́ı část́ı oddělených čárkami. Prvńı část,
tj. N==.(N), vyṕı̌se ṕısmeno N , znaménko rovnosti a vyhodnoceńı proměnné N, tj. 12, druhá část, tj ’;’, vyṕı̌se
středńık a třet́ı část p==.(p) vyṕı̌se ṕısmeno p, znaménko rovnosti a vyhodnoceńı proměnné p, tj. 0.5192.
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35 N <- 12

36 x <- 0 : N

37 p <- 0.5192

38

39 # Graf pravdepodobnostni funkce

40 px <- dbinom(x, N, p)

41 plot(x, px , type = ’h’, ylim = c(0, 0.25) , ylab = ’p(x)’, xlab = ’’, las = 1)

42 points(x, px , col = ’red’, pch = 19)

43 mtext(’x’, side = 1, line = 2.1)

44 mtext(bquote(paste(N==.(N), ’; ’, p==.(p))), side = 1, line = 3.2)

Prvńı krokem pro vykresleńı grafu distribučńı funkce F (x) je vytvořeńı vektoru Fx s hodnotami distribučńı
funkce binomického rozděleńı F (x) = Pr(X ≤ x) pro x = 0, 1, . . . , 12, které vypoč́ıtáme př́ıkazem pbinom(). Prvńım
argumentem funkce budou hodnoty x, druhým počet pokus̊u N a třet́ım pravděpodobnost nastáńı události p v
jednom pokusu. Konstrukci grafu zaháj́ıme vykresleńım prázdného grafu (př́ıkaz plot() s argumentem type = ’n’)
s rozsahem měř́ıtka osy x od -1 do N + 1 (xlim) a rozsahem měř́ıtka osy y od 0 do 1 (ylim). Argumentem xlab =
” potlač́ıme vypsáńı popisku osy x. Nyńı do grafu dokresĺıme horizontálńı úsečky délky 1 zač́ınaj́ıćı vždy v bodě
[x, F(x)] a konč́ıćı v bodě [x+1, F(x)]. Př́ıkazem arrows() dokresĺıme do grafu horozintálńı šipku umı́stěnou vlevo
dole a směřuj́ıćı doleva, s počátečńım bodem [0,0] a koncovým bodem [-1, 0]. Argumentem length zmenš́ıme velikost
zobáčku šipky. Opětovným použit́ım př́ıkazu arrows() vykresĺıme nyńı horizotnálńı šipku umı́stěnou vpravo nahoře,
směřuj́ıćı doprava s počátečńım bodem [N, 1] a koncovým bodem [N+1, 1]. Následně do grafu dokresĺıme body
znač́ıćı, skok z hodnoty F (x) do hodnoty F (x + 1). Na levém konci každé úsečky vykresĺıme bod (points()) se
souřadnićı [x, F(x)] s červeným okrajem (bg) a červeným vnitřkem (col) znač́ıćı, že levý krajńı bod každé úsečky
má hodnotu distribučńı funkce F (x). Oproti tomu, na pravém konci každé úsečky vykresĺıme bod (points()) se
souřadnićı [x, F(x-1)] s černým okrajem (bg) a b́ılým vnitřkem (col) znač́ıćı, že pravý krajńı bod každé úsečky
nepatř́ı mezi body s hodnotou distribučńı funkce F (x). Nakonec dvojnásobným využit́ım př́ıkazu mtext() doplńıme
do grafu popisek osy x a popisek s hodnotami parametr̊u N a p.

45 # Graf distribucni funkce

46 Fx <- pbinom(x, N, p)

47 plot(x, Fx , type = ’n’, xlab = ’’, ylab = ’F(x)’,

48 xlim = c(-1, N + 1), ylim = c(0, 1), las = 1)

49 segments(x, Fx , x + 1, Fx) # vodorovne cary

50 arrows(0, 0, -1, 0, length = 0.1) # sipka vlevo dole

51 arrows(N, 1, N + 1, 1, length = 0.1) # sipka vpravo dole

52 points(x, c(0, Fx[1 : N]), pch = 21, bg = ’white ’, col = ’black ’) # prazdne body

53 points(x, Fx , col = ’red’, pch = 19) # cervene body

54 mtext(’x’, side = 1, line = 2.1)

55 mtext(bquote(paste(N==.(N), ’; ’, p==.(p))), side = 1, line = 3.2)

Poissonovo rozděleńı Po(λ)

• X . . . počet událost́ı, které nastanou v jednotkovém časovém intervalu, přičemž k událostem docháźı náhodně,
jednotlivě a vzájemně nezávisle. Středńı počet těchto událost́ı je vyjádřen parametrem λ > 0.

• X ∼ Po(λ)

• θ = λ

• pravděpodobnostńı funkce:

p(x) =
λx

x!
e−λ x = 0, 1, . . . ;

• vlastnosti: E[X] = λ; Var[X] = λ

• dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)
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Obrázek 2: Pravděpodobnostńı funkce (vlevo) a distribučńı funkce (vpravo) binomického modelu Bin(12, 0.5192)

Př́ıklad 4.5. Výpočet parametru λ Poissonova modelu
Načtete datový soubor 17-anova-newborns.txt a odstraňte z něj neznámá pozorováńı. Zaměřte se na znak X =počet
starš́ıch sourozenc̊u novorozence. Za předpokladu, že náhodná veličina X popisuj́ıćı počet starš́ıch sourozenc̊u no-
vorozence pocháźı z Poissonova rozděleńı parametrem λ odhadněte středńı hodnotu počtu starš́ıch sourozenc̊u λ.

Řešeńı př́ıkladu 4.5
Středńı hodnotu počtu starš́ıch sourozenc̊u odhadneme pomoćı vzorce

λ =
počet starš́ıch sourozenc̊u

počet novorozenc̊u
=

∑N
i=1 xi
N

. (4)

56[1] 0.9428365

Interpetace výsledk̊u: Středńı hodnota počtu starš́ıch sourozenc̊u novorozenc̊u v datovém souboru λ = 0.9428

Př́ıklad 4.6. Porovnáńı pozorovaných a očekávaných početnost́ı v Poissonově modelu
Za předpokladu, že počet starš́ıch sourozenc̊u novorozenc̊u pocháźı z Poissonova rozděleńı s parametrem λ = 0.9428
odhadněte očekávané početnosti starš́ıch sourozenc̊u a porovnejte je s pozorovanými početnostmi.

Řešeńı př́ıkladu 4.6

Př́ıklad 4.7. Výpočet pravděpodobnost́ı za předpokladu Poissonova modelu
Vrat’em se nyńı k př́ıkladu 4.5. Za předpokladu, že data pocháźı z Poissonova rozděleńı s parametrem λ = 0.9428
určete pravděpodobnost, novorozenec má (a) dva, tři nebo čtyři starš́ı sourozence; (b) alespoň čtyři starš́ı souro-
zence; (c) nejvýše dva starš́ı sourozence; (d) právě jednoho starš́ı sourozence.

Řešeńı př́ıkladu 4.7

57[1] 0.2403672

58[1] 0.01568161

59[1] 0.9299071

60[1] 0.367255

Interpretace výsled̊u: Pravděpodobnost, že novorozenec bude mı́t dva, tři nebo čtyři starš́ı sourozence je 24.04%.
Pravděpodobnost, že novorozenec bude alespoň čtyři starš́ı sourozence je 1.57%. Pravděpodobnost, novorozenec
bude mı́t nejvýše dva starš́ı sourozence je 92.99%. Pravděpodobnost, že novorozenec bude mı́t jednoho starš́ıho
sourozence je 36.73%.
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Obrázek 3: Porovnáńı pozorovaných a očekávaných početnost́ı v Poissonově modelu

Př́ıklad 4.8. Graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova rozděleńı Po(0.9428) v hodnotách x = 0, 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, a x ≥ 9.

Řešeńı př́ıkladu 4.8
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Obrázek 4: Pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova modelu
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Dataset 6: Pruské armádńı jednotky

V rámci studie z roku 1898 byly zpracovávány počty smrtelných úraz̊u v pruských armádńıch jednotkách zp̊usobené
kopnut́ım koněm. Údaje o smrtelných úrazech po kopnut́ı koněm by zaznamenávány po dobu dvaceti let u deseti
armádńıch jednotek. Počty úraz̊u v každé jednotce za jeden rok jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

n 0 1 2 3 4 5+
∑

mobserved 109 65 22 3 1 0 200

Rozsah náhodného výběru je M = 200 (10 jednotek × 20 let).

Př́ıklad 4.9. Výpočet parametru λ Poissonova modelu
Vezměte údaje z datasetu 7. Předpokládejme, že náhodná veličina X popisuj́ıćı počet smrtelných úraz̊u v pruských
armádńıch jednotkách zp̊usobených kopnut́ım koněm pocháźı z Poissonova rozděleńı se středńı hodnotou λ. Od-
hadněte středńı hodnotu počtu smrtelných úraz̊u λ.

Řešeńı př́ıkladu 4.9
Středńı hodnotu počtu smrtelných úraz̊u v pruských armádńıch jednotkách zp̊usobeným kopnut́ım koněm odhad-
neme pomoćı vzorce

λ =

∑N
n=0 nmobserved∑N
n=0mobserved

. (5)

61[1] 0.61

Interpretace výsledk̊u: Středńı hodnota výskytu smrtelných úraz̊u zp̊usobených kopnut́ım koněm je λ = 0.61.

Př́ıklad 4.10. Výpočet pravděpodobnost́ı za předpokladu Poissonova modelu
Vrat’em se nyńı k př́ıkladu 4.9. Za předpokladu, že data pocháźı z Poissonova rozděleńı s parametrem λ = 0.61
určete pravděpodobnost, že v pruských armádńıch jednotkách dojde k (a) nejvýše dvěma smrtelným úraz̊um; (b)
žádnému smrtelnému úrazu; (c) alespoň jednomu smrtelnému úrazu; (d) právě jednomu smrtelnému úrazu.

Řešeńı př́ıkladu 4.10

62[1] 0.9758853

63[1] 0.5433509

64[1] 0.1252051

65[1] 0.331444

Interpretace výsled̊u: Pravděpodobnost, že v pruských armádńıch jednotkách dojde k nejvýše dvěma smrtelným
úraz̊um zp̊usobených kopnut́ım koněm je 97.59%. Pravděpodobnost, že v pruských armádńıch jednotkách nedojde k
žádnému smrtelnému úrazu zp̊usobenému kopnut́ım koněm je 54.34%. Pravděpodobnost, že v pruských armádńıch
jednotkách dojde k alespoň jednomu smrtelnému úrazu zp̊usobenému kopnut́ım koněm je 12.52%. Pravděpodobnost,
že v pruských armádńıch jednotkách dojde k právě jednomu smrtelnému úrazu zp̊usobenému kopnut́ım koněm je
33.14%.

Př́ıklad 4.11. Graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova rozděleńı Po(0.61) v hodnotách x = 0, 1, 2, 3, 4
a x ≥ 5.

Řešeńı př́ıkladu 4.11
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Obrázek 5: Pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova modelu

n 0 1 2 3 4 ≥5
∑

mobserved 447 132 42 21 3 2 647

Dataset 7: Dělńıci v továrně

V rámci studie počtu úraz̊u v továrnách byl zaznamenán počet úraz̊u u každého dělńıka v jedné vybrané továrně
během roku 1920. Celkový počet dělńık̊u zahrnutých do studie M = 647. Údaje ze studie jsou uvedeny v následuj́ıćı
tabulce.

Př́ıklad 4.12. Výpočet parametru λ Poissonova modelu
Vezměte údaje z datasetu 7. Předpokládejme, že náhodná veličina X popisuj́ıćı počet úraz̊u u dělńık̊u v továrně
pocháźı z Poissonova rozděleńı se středńı hodnotou λ. Odhadněte středńı hodnotu počtu úraz̊u u dělńık̊u v továrně λ.

Řešeńı př́ıkladu 4.12
Středńı hodnotu počtu úraz̊u dělńık̊u v továrně za jeden rok odhadneme pomoćı vzorce

λ̂ =

∑N
n=0 nmobserved∑N
n=0mobserved

. (6)

66[1] 0.4652

Interpretace výsledk̊u: Středńı hodnota počtu úraz̊u u dělńık̊u v továrně během jednoho roku je λ = 0.4652.

Př́ıklad 4.13. Graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova modelu
Nakreslete graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova rozděleńı Po(0.4652) v hodnotách x = 0, 1, 2, 3, 4
a x ≥ 5.

Řešeńı př́ıkladu 4.13

Př́ıklad 4.14. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě Poissonova modelu
Za předpokladu, že náhodná veličina X, udávaj́ıćı počet úraz̊u u dělńık̊u v továrně, pocháźı z Poissonova rozděleńı s
parametrem λ = 0.4652, tj. X ∼ Po(λ) vypoč́ıtejte pravděpodobnost, že u náhodně vybraného dělńıka dojde během
jednoho roku k (a) nula úraz̊um; (b) třem nebo čtyřem úraz̊um; (c) nejvýše dvěma úraz̊um; (d) alespoň jednomu
úrazu.

Řešeńı př́ıkladu 4.14

67[1] 0.628
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Obrázek 6: Pravděpodobnostńı a distribučńı funkce Poissonova modelu

68[1] 0.0118

69[1] 0.9881

70[1] 0.372

interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost, že u vybraného dělńıka nedojde během roku k žádnému úrazu, je
0.6280. Pravděpodobnost, že u vybraného dělńıka dojde během roku k třem nebo čtyřem úraz̊um, je 0.0118.
Pravděpodobnost, že u vybraného dělńıka dojde během roku k nejvýše dvěma úraz̊um, je 0.9881. Pravděpodobnost,
že u vybraného dělńıka dojde během roku k alespoň jednomu úrazu, je 0.3720.

4.2 Spojité rozděleńı

Normálńı rozděleńı N(µ, σ2)

• X1, . . . , Xn . . . nezávislé náhodné veličiny

• Normálńı rozděleńı

– X ∼ N(µ, σ2)

– θ = (µ, σ2)T

– hustota

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R.

– vlastnosti E[X] = µ; Var[X] = σ2

– dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), qnorm(alpha, mu, sigma)

• Standardizované normálńı rozděleńı

– X ∼ N(0, 1)

– θ = (0, 1)T

– hustota

f(x) = φ(x) =
1√
2π

exp

{
−x

2

2

}
, x ∈ R.

– vlastnosti E[X] = 0; Var[X] = 1
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– dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), qnorm(alpha)

• Vlastnosti normálńıho rozděleńı

– Věta 1: Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2). Potom

náhodná veličina X̄n = 1
n

∑n
i=1Xi ∼ N

(
µ, σ

2

n

)
.

Př́ıklad 4.15. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě normálńıho modelu
Na základě datového souboru obsahuj́ıćıho osteometrická data kĺıčńı kosti (clavicula) angického souboru dokumen-
tovaných skelet̊u (Parsons, 1916) byla odhadnuta středńı hodnota a směrodatná odchylka délky pravé klavikuly u
muž̊u. Středńı hodnota µ = 151.74 mm, směrodatná ochylka s = 11 mm (viz př́ıklad ??. Za předpokladu, že data
pocháźı z normálńıho rozděleńı vypoč́ıtejte, jaká je pravděpodobnost, že délka pravé klavikuly u muž̊u bude (a)
rovná 150 mm; (b) menš́ı než 140 mm; (c) větš́ı než 160 mm; (d) v rozmeźı 140-160 mm.

Řešeńı př́ıkladu 4.15

71[1] 0

72[1] 0.1429243

73[1] 0.2263537

74[1] 0.630722

Interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost, že délka pravé klavikuly u muž̊u bude rovná 150 mm je 0%, protože
data pocháźı z normálńıho rozděleńı, což je spojitý typ rozděleńı a proto Pr(X = 150) = 0. Pravděpodobnost, že
délka pravé klavikuly u muž̊u bude menš́ı než 140 mm je 14.29%. Pravděpodobnost, že délka pravé klavikuly u muž̊u
bude větš́ı než 160 mm je 12.34%. Pravděpodobnost, že délka pravé klavikuly u muž̊u bude v rozmeźı 140–160 mm
je 22.64%.

Př́ıklad 4.16. Graf hustoty a distribučńı funkce normálńıho modelu
Vrat’me se k př́ıkladu 4.15. Nakreslete graf hustoty a distribučńı funkce náhodné veličiny X ∼ N(151.74, 11).

Řešeńı př́ıkladu 4.16
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Př́ıklad 4.17. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě normálńıho modelu
Na základě datového souboru obsahuj́ıćıho údaje o porodńı hmmotnosti novorozenc̊u v jedné okresńı nemocnici za
obdob́ı jednoho roku(Alánová, 2008) byla odhadnuta středńı hodnota a směrodatná odchylka porodńı hmotnosti
novorozenc̊u. Středńı hodnota µ = 3078.94 g, směrodatná ochylka s = 697 g (viz př́ıklad ??). Za předpokladu, že
data pocháźı z normálńıho rozděleńı vypoč́ıtejte, jaká je pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novorozence bude

12



(a) menš́ı než 3800 g; (b) v rozmeźı 2500–4200 g; (c) větš́ı než 4000 g; (d) rovná 2100 g.

Řešeńı př́ıkladu 4.17

75[1] 0.8495533

76[1] 0.743032

77[1] 0.09317345

78[1] 0

Interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novorozenc̊u bude menš́ı než 3800 g je 84.96%.
Pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novorozenc̊u bude v rozmeźı 2500–4200 mm je 74.30%. Pravděpodobnost,
že porodńı hmotnost novorozenc̊u bude větš́ı než 4000 mm je 9.32%. Pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novo-
rozenc̊u bude rovná 2100 g je 0%, protože data pocháźı z normálńıho rozděleńı, což je spojitý typ rozděleńı a proto
Pr(X = 2100) = 0.

Př́ıklad 4.18. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě standardizovaného normálńıho modelu
Vrat’me se nyńı k předchoźımu př́ıkladu 4.17. Za předpokladu, že porodńı hmotnost novorozenc̊u pocháźı z nor-
málńıho rozděleńı N(3078.94, 6972) vypoč́ıtejte pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novorozence bude (a) menš́ı
než 3800 g; (b) v rozmeźı 2000–3000 g; (c) větš́ı než 4000 g, (d) rovná 2100 g. Řešeńı proved’te přes standardizaci
náhodné veličiny X.

Řešeńı př́ıkladu 4.18

79[1] 0.8495533

80[1] 0.743032

81[1] 0.09317345

82[1] 0

Interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novorozenc̊u bude menš́ı než 3800 g je 84.96%.
Pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novorozenc̊u bude v rozmeźı 2500–4200 mm je 74.30%. Pravděpodobnost,
že porodńı hmotnost novorozenc̊u bude větš́ı než 4000 mm je 9.32%. Pravděpodobnost, že porodńı hmotnost novo-
rozenc̊u bude rovná 2100 g je 0%, protože data pocháźı z normálńıho rozděleńı, což je spojitý typ rozděleńı a proto
Pr(X = 2100) = 0.

Př́ıklad 4.19. Graf hustoty a distribučńı funkce normálńıho modelu
Vrat’me se k př́ıkladu 4.17. Nakreslete graf hustoty a distribučńı funkce náhodné veličiny X ∼ N(3078.94, 697).

Řešeńı př́ıkladu 4.19
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4.3 Aproximace binomického modelu normálńım modelem

• Normálńı rozděleńı je limitńım rozděleńım binomického rozděleńı Bin(N, p), tedy pro N →∞, p→ 0.5:

X ∼ Bin(N, p)→ X ∼ N(µ, σ2),

kde µ = Np a σ2 = Np(1− p).

• Haldova podmı́nka: Necht’ X ∼ Bin(N, p) a plat́ı, že Np > 5 a N(1 − p) > 5. Potom rozděleńı náhodné
proměnné X můžeme aproximovat normálńım rozděleńım X ∼ N(Np,Np(1− p)).

Př́ıklad 4.20. Aproximace binomického modelu normálńım modelem
Předpokládejme, že pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır na palci pravé ruky u muž̊u české po-
pulace p = 0.533.

1. Jaká je pravděpodobnost, že ve vybraném vzorku 10 muž̊u bude výskyt dermatoglyfického vzoru v́ır na palci
pravé ruky (a) alespoň u sedmi muž̊u; (b) nejvýše u pěti muž̊u; (c) u šesti, sedmi nebo osmi muž̊u.

2. Jaká je pravděpodobnost, že ve vybraném vzorku 100 muž̊u bude výskyt dermatoglyfického vzoru v́ır na palci
pravé ruky (a) alespoň u 56; (b) nejvýše u 53 muž̊u; (c) u 60–85 muž̊u.

3. Jaká je pravděpodobnost, že ve vybraném vzorku 300 muž̊u bude výskyt dermatoglyfického vzoru v́ır na palci
pravé ruky (a) alespoň u 164 muž̊u; (b) nejvýše u 160 muž̊u; (c) u 170–175.

Požadované pravděpodobnosti vypoč́ıtejte exaktně na základě binomického rozděleńı a aproximačně na základě
normálńıho rozděleńı. Výsledné hodnoty navzájem porovnejte.

Řešeńı př́ıkladu 4.20

83alespon 7 nejvyse 5 8-9

84binomicke 0.2313 0.5396 0.0801

85normalni 0.3355 0.4172 0.1349

86alespon 56 nejvyse 53 60-85

87binomicke 0.3304 0.5151 0.1067

88normalni 0.3666 0.4760 0.1266

89alespon 164 nejvyse 160 170 -175

90binomicke 0.3389 0.5272 0.0980

91normalni 0.3599 0.5046 0.1059

Interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır alespoň u sedmi muž̊u z deseti je
23.13% (resp. 33.55%). Pravděpodobnost, výskytu vzoru v́ır nejvýše u pěti muž̊u z deseti je 53.96% (resp. 41.72%).
Pravděpodobnost, výskytu vzoru v́ır u osmi nebo dev́ıti muž̊u z deseti je 8.01% (resp. 13.49%).

Pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır alespoň u 56 muž̊u ze sta je 33.04% (resp. 36.66%).
Pravděpodobnost výskytu vzoru v́ır nejvýše u 53 muž̊u ze sta je 51.51% (resp. 47.60%). Pravděpodobnost výskytu
vzoru v́ır u 60–85 muž̊u ze sta je 10.67% (resp. 12.66%).

Pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır alespoň u 164 muž̊u z 300 je 33.89% (resp. 35.99%).
Pravděpodobnost výskytu vzoru v́ır nejvýše u 160 muž̊u z 300 je 52.72% (resp. 50.46%). Pravděpodobnost výskytu
vzoru v́ır u 170–175 muž̊u z 300 je 9.80% (resp. 10.59%).
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Př́ıklad 4.21. Aproximace binomického modelu normálńım modelem
Předpokládejme, že pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır na palci pravé ruky u muž̊u české popu-
lace p = 0.533. Pro N = 10, N = 100 a N = 1000 vykreslete graf pravděpodobnostńı funkce binomického rozděleńı
a aproximujte jej křivkou funkce hustoty normálńıho rozděleńı. Hodnoty obou funkćı porovnejte.

Řešeńı př́ıkladu 4.21
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Obrázek 7: Aproximace binomického modelu normálńım modelem
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4.4 Př́ıklady k samostatnému procvičováńı

Př́ıklad 4.22. Výpočet pravděpodobnost́ı za předpokladu binomického modelu
Předpokládejme, že pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır na palci pravé ruky u muž̊u české po-
pulace p = 0.533. Jaká je pravděpodobnost, že ve vybraném vzorku 10 muž̊u bude výskyt dermatoglyfického vzoru
v́ır na palci pravé ruky (a) právě u pěti muž̊u; (b) alespoň u 6 muž̊u; (c) nejvýše u dvou muž̊u; (d) u šesti, sedmi
nebo osmi muž̊u.

Řešeńı př́ıkladu 4.22

92[1] 0.2408

93[1] 0.4604

94[1] 0.035

95[1] 0.4423

Interpretace výsledk̊u: Pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır na palci pravé ruky u právě
pěti muž̊u z deseti je 24.08%. Pravděpodobnost výskytu vzoru v́ır na palci pravé ruky u alespoň šesti muž̊u z
deseti je 46.04%. Pravděpodobnost výskytu vzoru v́ır na palci pravé ruky u nejvýše dvou muž̊u z deseti je 3.50%.
Pravděpodobnost výskytu vzoru v́ır na palci pravé ruky u šesti, sedmi nebo osmi muž̊u z deseti je 44.23%.

Př́ıklad 4.23. Graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce binomického modelu
Nakreslete graf pravděpodobnostńı funkce a distribučńı funkce náhodné veličiny X ∼ Bin(10, 0.533).

Řešeńı př́ıkladu 4.23
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Obrázek 8: Pravděpodobnostńı funkce (vlevo) a distribučńı funkce (vpravo) binomického modelu Bin(10, 0.533)
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