Uvod do testovani hypotéz
e Datovy soubor = Ndhodny vybér — stanovime predpoklady — ovérujeme, zda plati;
e predpoklady

— o charakteristikdch: u, o2, o, p, ...
— o rozdéleni: normalni, Poissonovo, binomické, ...

— 0 nezdvislosti dvou znaku, ...

Postup testovani hypotéz:

1. literarni reSerSe, formulace problému ... pfesnd, jednoznaéna
2. stanoveni nulové hypotézy H,

e hypotéza o niz test rozhodne, zda se zamitne, nebo ne
— 1 ndhodny vybér a publikovand hodnota ¢; Hy : p = ¢
— 2 nédhodné vybéry se stfednimi hodnotami py a pue; Hy : 1 = po

3. stanoveni alternativni hypotézy H;

e alt. hypotézu pfijimdme, pokud Hy zamitame
— Hi; : g # ¢ (oboustrannd alt.);
— Hjo: 1 < ¢ (levostrannd alt.);
— Hys: py > c (pravostrannd alt.).

4. volba hladiny vyznamnosti «

e pst(riziko), ze Hy zamitneme, kdyz plati - snazime se tuto hodnotu snizit na minimum
5. provedeni méteni; sbér dat
6. testovani Hy (tfi ruzné zpusoby):

e Kriticky obor
e Interval spolehlivosti

e p-hodnota
7. rozhodnuti o zamitnuti/nezamitnuti Hy

8. interpretace vysledku



Pristupy k testovani nulové hypotézy H,
Testovani pomoci kritického oboru
e Testujeme hypotézu Hy : 0 = c oproti H; : 0 # ¢, piipadné Hys : 0 < ¢, ¢i Hi3:0 > ¢
e vybereme vhodnou testovaci statistiku T
e vypocitame hodnotu testovaci statistiky tg
e stanovime kriticky obor W:

— oboustrannd alt.: W = (Tnin; Kay2) U (K1—a/2; Tinaz)
— levostrannd alt.: W = (Tyin; Ko)

— pravostrannd alt.: W = (K1_q; Tnaz)

Pokud tg € W, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a.

Testovani pomoci IS:
e Testujeme hypotézu Hy : 0 = c oproti Hy : 0 # ¢, ptipadné Hiz : 0 < ¢, & Hiz:0 > ¢
e Sestrojime 100(1 — )% IS:

— oboustrannd alt. H;; — oboustranny IS
— levostranna alt. Hys — pravostranny IS

— pravostrannd alt. Hi3 — levostranny IS

e pokud ¢ € IS, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti .

Testovani pomoci p-hodnoty
e Testujeme hypotézu Hy : 8 = c oproti Hy : 0 # ¢, piipadné Hyo : 0 < ¢, ¢ Hi3:0 > ¢
e p-hodnota:

— pro oboustrannou alt. Hyi: p = 2min{P(Ty < to); P(To > to)}
— pro levostrannou alt. Hyo: p = P(Ty < tg)
— pro pravostrannou alt. Hyz: p = P(Tp > tg) =1 — P(Ty < tp)

e Je-li p < a, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a.
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6 Testy normality

6.1 Testy jednorozmérné normality

Jak jsme si uvedli vySe, jednorozmérnd normalita ndhodného vybéru je stézejnim pfedpokladem umoziujicim tes-
tovani nulové hypotézy o parametru stiedni hodnoty u, o parametru rozptylu o2, o rozdilu stiednich hodnot g1 — s
i 0 podilu rozptylt 07 /03) pomoci parametrickych testii. Difve nez pouzijeme libovolny ze zminénych testi, musfme
ovérit, zda ndmi naméfena data objektivné pochazi z normalniho rozdéleni.

Necht X7i,... Xy je ndhodny vybér z néjakého rozdéleni L(), kde 6 je obecné vektor parametri rozdéleni
L. Na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 testujeme hypotézu Hy: Ndhodny vybér pochdzi z normdlniho rozdélent., tj.
X ~ N(p,0?), tj. L(0) = N(u,0?), kde 0 = (u,0%)T, oproti alternativni hypotéze Hy: Ndhodny vijbér nepochdzi z
normdiniho rozdélent., tj. X = N(u,0?).

V zavislosti na rozsahu n ndhodného vybéru pouzivame k testovani normality jeden ze tii nejpouzivanéjsich
testt normality. Je-li rozsah ndhodného vybéru n < 30, pouzijeme na testovani hypotézy Hy Shapiro-Wilkav
test. K tomu vyuzijeme funkci shapiro.test(), kterd je soucdsti zdkladni knihovny stats. Je-li rozsah ndhodného
vybéru n > 30, pouzijeme k testovani hypotézy Hy Lillieforsuv test, ktery je implementovan ve funkci lillie.test() v
knihovné nortest nebo Anderson-Darlinguv test, ktery je implementovan ve funkei ad.test() taktéz v knihovné nortest.
Pfesnymi algoritmy testu se zabyvat nebudeme, vystacime si pouze se znalost{ zminénych funkei implementovanych
v softwaru @. Viechny t#i funkce nam jako vystup poskytuji p-hodnotu, na jejimz zédkladé rozhodneme o zamitnuti
nebo nezamitnuti nulové hypotézy o normalité ndhodného vybéru.

Pro lepsi predstavu o skutecném rozdéleni ndhodného vybéru doprovazime ¢astokrat vysledky testovani norma-
lity vhodnymi grafy. Od takovych grafa ocekavame, ze, kromé zobrazeni skuteé¢ného tvaru dat, ndam ukazi, zda ma
nahodny vybér charakter normalniho rozdéleni, ¢i nikoliv.

Jednim z graft je histogram se stanovenym poctem tiidicich intervalu podle Sturgerova pravidla (viz kapitola 77),
superporovany kiivkou hustoty normalniho rozdéleni N (u,0?). V piipadé, ze datovy soubor pochdzi z normalniho
rozdéleni, kopiruje tvar histogramu kiivku hustoty normélniho rozdéleni. Cim vice je tvar histogramu odlisny od
tvaru kfivky hustoty, tim vice je pravdépodobné, ze data z normalniho rozdéleni nepochdzi.

Druhym grafem je kvantilovy graf, ktery zachycuje na ose x hodnoty kvantili predpokldadaného rozdéleni
ndhodného vybéru (v nasem pifpadé tedy normdlniho rozdélen{) a na ose y hodnoty vybérovych kvantilu vypoéitanych
na zakladé ndhodného vybéru. V pripadé, ze ndhodny vybér pochazi z normalniho rozdéleni, je charakter teore-
tickych kvantili normaélniho rozdéleni podobny charakteru vybérovych kvantilu. Postavenim takovych kvantila v
jednom grafu proti sobé vede potom na tvar piimky. Naopak, pokud data nepochéazi z normalniho rozdéleni je cha-
rakter vybérovych kvantili odlisny od charakteru teoretickych kvantilu a postavenim takovych kvantila v jednom
grafu proti sobé vede na kiivku, ktera nemé tvar primky. Nejcastéjsim tvarem ukazujicim na poruseni normality dat
byva esovity tvar kiivky s body vyrazné odlehlymi od referenéni kiivky na pravém nebo levém chvostu ndhodného
vybéru.

Priklad 6.1. Test o jednorozmérné normalité dat

Meéjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou intorb.B popisujici interorbitalni sitku muzu
bantuské populace v mm (viz sekce ?77). Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér
naméienych hodnot interorbitdlni sitky pochazi z normalniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.1

Nejprve nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| vybereme z tabulky pouze fadky tykajici se muzu bantuské
populace (pop == 'ban’) a sloupec obsahujic{ idaje o interorbitéln{ sifce, tj. intorb.B. Nésledné z vektoru naméfenych
hodnot odstranime nezndmé hodnoty pomoci piikazu na.omit() a zjistime, jaky je rozsah tohoto ndhodného vybéru
pitkazem length().  Protoze ndhodny vybér obsahuje celkem 14 naméfenych hodnot interorbitdlni sitky muza

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
intorb.BB <- data[data$pop == ’ban’, ’intorb.B’]

intorb.BB <- as.numeric(na.omit(intorb.BB))

n <- length(intorb.BB) # 14

bantuské populace, coz je méné nez 30, pouzijeme na testovani hypotézy Hy Shapiro-Wilkuv test. Proces testovani
si uvedeme v posloupnosti péti kroku.
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1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochdzi z normdlniho rozdeélend.
H; : Data nepochdzi z normalniho rozdélend.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: X ~ N(u,o0?)
Hy: X = N(u,o0?)

2. Volba hladiny vyznamnosti

Podle zadani volime hladinu vyznamnosti o = 0.05.

. Testovani p-hodnotou

Shapiro.Wilkuv test provedeme pomoci funkce shapiro.test(). Vystupem funkce je idaj o pouzité proménné
(intorb.BB), hodnota testovaci statistiky Shapiro-Wilkova testu (W = 0.94268) a vyslednd p-hodnota (p-value
= 0.4537).

shapiro.test(intorb.BB)

Shapiro-Wilk normality test

data: intorb.BB
W = 0.94268, p-value = 0.4537

4. Zavér testovani

Protoze p-hodnota = 0.4537105 je vétsi nez a = 0.05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

. Graficka vizualizace vysledku testovani

Zaveér testovani nyni podpofime histogramem superponovanym kfivkou norméalniho rozdéleni a kvantilovym
grafem.

Pro vykresleni histogramu nejprve stanovime hranice t¥idicich intervald, do kterych rozdélime naméfené hod-
noty. Datovy soubor rozdélime na zékladé Sturgesova pravidla (viz sekce ?77?) do péti ekvidistatnich intervalu
s §ftkou 2mm prostiednictvim hranic 20,22, ...,30. Histogram vykreslime pifkazem hist(), a to s vyse uve-
denymi hranicemi tfidicich intervala (argument breaks) a bez méfitek osy x a y (axes = F). Na osu y vyneseme
hodnoty relativnich ¢etnosti (prob = T). Relativn{ §kéla na ose y ndm zajisti spravné meéfitko k néslednému vy-
kreslen{ kiivky hustoty normdlniho rozdéleni. Piikazem box() dokreslime okolo grafu ¢erny rdmecek. Piikazem
axis() doplnime méfitko osy = (argument side = 1) uvddéjici hodnoty stiedu ti{dicich intervalu (argument at)
a méfitko osy y (argument side = 2) jehoz hodnoty budou vykresleny horizontalné (argument las = 1).

Nakonec do histogramu dokreslime kfivku hustoty normalnfho rozdéleni N(u,0?), kde parametry p a o>

odhadneme jejich nestrannymi odhady. Nejprve vygenerujeme dostateéné hustou posloupnost ¢isel pokryvajici
rozsah hodnot osy z, tj. posloupnost xfit tisice ¢isel v rozsahu 15-35 mm. Déle stanovime odhady parametra
p a o?. Parametr p odhadneme vybérovym priimérem pomoci funkce mean() a parametr o? odhadneme
vybérovym rozptylem pomoci funkce var(). Pro kazdou hodnotu proménné xfit nyni spoc¢itdme hodnotu hustoty
normélniho rozdéleni N (u,0?) pomoci pifkazu dnorm(). Prvnim argumentem x zaddvame posloupnost, nad
kterou budeme hodnoty hustoty poéitat (tj. x = xfit). Druhy argument (mean) specifikuje stfedni hodnotu
normdlniho rozdéleni, tj. v nasem piipadé odhad m. Konecéné, tfet{ argument (sd) specifikuje smérodatnou
odchylku o normélnitho rozdéleni, tj. v nasem piipadé odmocnina z vybérového rozptylu sqrt(s2). Kiivku
hustoty normdlniho rozdéleni vykreslime ptikazem lines().

Kvantilovy graf vykreslime pomoci funkce qgnorm(). Prvn{ argumentem funkee je vektor nameéfenych hodnot,
tj. intorb.BB. Pomoci argumentu pch, bg a col specifikuje kulaty typ vykreslovanych bodu se svétle modrou
vyplni a tmavym odstinem obrysové barvy. Déle zakdzeme vypsdni nadpisu grafu (main = ") a pomoci
agrumentu xlab a ylab zménime popisky os x a y z anglickych na ceské ekvivalenty. Kone¢né argumentem las
zménime smér popiskil méritka osy y na horizontalni. Nakonec dokreslime do grafu referenéni ¢aru pomoci
pitkazu qqline(). Prvnim argumentem funkce je opét vektor namérenych hodnot, na zdkladé kterého bude
spocitan sklon a posunuti referenéni ¢dry. Tloustku ¢dry zvysime o jedna argumentem lwd = 2.

= O 00 ~N®
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par (mar = c(4, 4, 1, 1))
hist (intorb.BB, breaks = seq(20, 30, by = 2), prob = T,

col = ’lightblue4’, border = ’slateblued4’, density = 20,
main = ’’, axes = F, ylab = ’relativni cetnost’,
xlab = ’interorbitalni sirka muzu (v mm)’)

box (bty = ’0’)

axis(side = 1, at = seq(21, 29, by = 2))

axis(side las = 1)

]
N

xfit <- seq(15, 35, length = 512)

m <- mean(intorb.BB)

s2 <- var(intorb.BB)

yfit <- dnorm(x = xfit, mean = m, sd = sqrt(s2))
lines(xfit, yfit, col = ’darkblue’, lwd = 2)

gqnorm (intorb.BB, pch = 21, bg = ’mintcream’, col = ’slateblue4’, main = ’’,
xlab = ’teoreticky kvantil’, ylab = ’vyberovy kvantil’, las = 1)
gqline (intorb.BB, col = ’darkblue’, lwd = 2)

0.14 — 30 o
0.12 /-\
- _ 28 -
17} ] =]
g 0.10 §
S 0.08 > 26
= 2
2 0.06 S
© o 24
® 0.04 N =
0.02 1 22
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interorbitalni sirka muzu (v mm) teoreticky kvantil

Obrézek 1: Histogram a kvantilovy graf interorbitdlni sitky u skeletit muzského pohlavi bantuské populace (v mm)

Ackoli histogram na obrazku 1 nekopiruje pfesny tvar kiivky hustoty normélniho rozdéleni, nemuzeme fici, ze
by data nebyla normélné rozdélena. Pti takto malém mnozstvi pozorovani mohou data pochazet z normélniho
rozdéleni, ackoli tvar histogramu této skutecnosti tiplné neodpovida. Naopak z kvantilového grafu je normalita
krasné viditelnd. S vyjimkou dvou krajnich boda se vSechny body drzi referenéni piimky, coz podporuje
vysledek testovani a normalitu ndhodného vybéru.

6. Interpretace vysledku
Datovy soubor namétrenych hodnot interorbitalni sitky muzu bantuské populace pochéazi z norméalniho rozdéleni.

*
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Priiklad 6.2. Test o jednorozmeérné normalité dat

Meéjme datovy soubor 15-anova-means-skull.txt a proménnou upface.H popisujici vysku horni ¢ésti tvare muzu
némecké populace v mm (viz sekce ?7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér
naméfenych hodnot pochézi z normalniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.2

Nejprve nacteme datovy soubor, pifkazem na.omit() a pomoci operdtoru [] vybereme z tabulky pouze Fadky tykajici
se muzu némecké populace (pop == 'nem’) a sloupec obsahujic{ idaje o vysce horni ¢dsti tvafe, tj. upface.H.
Nésledné z vektoru namérenych hodnot vysek horni ¢asti tvare odstranime chybéjici udaje a zjistime rozsah tohoto
nghodného vybéru. Protoze ndhodny vybér obsahuje celkem 19 namétenych hodnot vysky horni ¢dsti tviare muzu

data <- read.delim(’00-Data//15-anova-means-skull.txt’)
upface.HN <- dataldata$pop == ’nem’, ’upface.H’]
upface.HN <- as.numeric(na.omit(upface.HN))

n <- length(upface.HN) # 19

némecké populace, coz je méné nez 30, pouzijeme na testovani hypotézy o normalité Shapiro-Wilkuv test.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochazi z normdlniho rozdélent.
Hi : Data nepochdzi z normdalniho rozdélent.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: X ~ N(u,o0?)
Hy: X » N(u,0?)

2. Volba hladiny vyznamnosti

Podle zadani volime hladinu vyznamnosti o« = 0.05.

3. Testovani p-hodnotou

Shapiro-Wilkuv test provedeme pomoci funkece shapiro.test(). Vystupem funkce je iidaj o pouzité proménné
(upface.HN), hodnota testovaci statistiky Shapiro-Wilkova testu (W = 0.8964) a p-hodnota (p-value = 0.0419).

shapiro.test (upface.HN)

Shapiro-Wilk normality test

data: upface.HN
W = 0.8964, p-value = 0.0419

4. Zavér testovani

Protoze p-hodnota = 0.0419 je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

. Graficka vizualizace vysledkt testovani

Zavér testovani nyni podpofime histogramem superponovanym kfivkou normélniho rozdéleni a kvantilovym
grafem. Analogicky jako v piikladu 6.1 vykreslime histogram piikazem hist(), kde na zdkladé Sturgesova pra-
vidla rozdélime naméfené hodnoty do péti ekvidistantnich intervalu s §ffkou 3 mm prostiednictvim hranic
61,66,...,76. Do histogramu ddle pomoc{ piikazu lines() dokreslime kiivku hustoty normélniho rozdéleni
N(u,0?), dopoéitanou funkei dnorm(). Parametry p a 02 odhadneme pifkazy mean() a sd(). Nakonec vy-
kreslime kvantilovy graf (prostfednitcvim funkce qgnorm()) s referencéni piimkou (prostfednictvim funkce

qaline()).
Ackoli by se mohlo zdat, ze histogram na obrazku 2 kopiruje tvar kiivky hustoty normalniho rozdéleni cel-
kem vérné, charakter normalniho rozdéleni dat neni zachovan. Na prvni pohled vidime, ze data jsou oproti
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par (mar = c(4, 4, 1, 1))
hist (upface.HN, breaks = seq(61, 76, by = 3), prob = T,
col = ’orange’, border = ’darkorange3’, density = 30,
main = ’’, axes = F, ylab = ’relativni cetnost’,
xlab = ’vyska horni casti tvare (v mm)’)
box(bty = ’0°)
axis(side = 1, at = seq(62.5, 74.5, by = 3))
axis(side = 2, las = 1)
xfit <- seq(b5, 80, length = 512)
m <- mean(upface.HN)
s2 <- var (upface.HN)
yfit <- dnorm(x = xfit, mean = m, sd = sqrt(s2))
lines(xfit, yfit, col = ’darkoranged4’, lwd = 2)
gqnorm (upface.HN, pch = 21, bg = ’orange’, col = ’darkorange3’, main = ’’,
xlab = ’teoreticky kvantil’, ylab = ’vyberovy kvantil’, las = 1)
qqline (upface.HN, col = ’darkorange4’, 1lwd = 2)
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Obrézek 2: Histogram a kvantilovy graf vysky horni ¢dsti tvare u skeletit muzského pohlavi némecké populace (v
mm)

klasickému normélnimu rozdéleni vysikmenad doprava. To by nemusel byt az tak zavazny prestupek proti
normalité. OvS8em skutecnost, ze vyssi hodnoty vysky horni ¢asti tvafe maji s rostoucimi hodnotami vyssi
zastoupeni, které se na pravém konci nesnizuje, je vétsim prestupkem proti normalité. V kvantilovém grafu
potom vidime nesymetrikcé odchyleni bodu od referenéni kiivky v levé dolni ¢asti grafu. Posunuti referen¢ni
piimky do levého horniho rohu je dukazem vyraznéjsi a nesymetrické odlehlosti bodu umisténych navlevo,
nez tomu bylo u kvantilového grafu v piikladu 6.1. Zavér tohoto piikladu tey je, ze ndhodny vybér nepochazi
z normdlniho rozdéleni a jako takovy nemuze byt pouzit jako zdklad k parametrickym testum (viz kapitoly

77 a ?7).

Interpretace vysledkii
Datovy soubor vysek horni ¢dsti tvare muzu némecké populace nepochézi z normélniho rozdéleni.
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Priiklad 6.3. Test o jednorozmérné normalité dat

Mgjme datovy soubor 11-two-samples-means-skull.txt a proménnou skull.H popisujici vysku lebky v mm (viz sekce
?7). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér namétenych vysek lebky muzu pochézi
z normalniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.3

Nejprve nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| vybereme z tabulky pouze F{dky tykajici se muzu (sex ==
'm’) a sloupec obsahujici vysku lebky, tj. skull.H. Pifkazem na.omit() odstranime z vektoru skull. HM chybéjici tidaje
a piikazem length() zjistime délku tohoto vektoru. Protoze ndhodny vybér obsahuje idaje o 215 vyskédch lebek

data <- read.delim(’00-Data//11-two-samples-means-skull.txt’)
skull .HM <- datal[data$sex == ’m’ , ’skull.H’]

skull.HM <- as.numeric(na.omit (skull.HM))

n <- length(skull.HM) # 215

muzu, coz je vice nez 30, pouzijeme na testovani hypotézy o normalité Lillieforsuv test.
1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochdzi z normdlniho rozdélend.
Hi : Data nepochdzi z normdlniho rozdélent.

¢ matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: X ~ N(u,o0?)
Hy: X = N(u,o0?)

2. Volba hladiny vyznamnosti
Podle zadani volime hladinu vyznamnosti o = 0.05.

3. Testovani p-hodnotou
Lillieforsuv test provedeme pomoci funkce lillie.test(), kterd je implementované v knihovné nortest. Pii pouziti
funkee lillie.test() tedy msime but nejdifve nacist knihovnu nortest ptikazem library(), nebo se pfi voldn{ funkce
lillie.test() na knihovnu nortest pifmo odkédzat. Zde pouzijeme druhy pifstup pres odkaz pomoci ndzvu knihovny
a operatoru ::. Vystupem funkce je idaj o pouzité proménné (skull.HM), hodnota testovaci statistiky Lillie-
forsova testu (D = 0.054341) a p-hodnota (p-value = 0.1263).

nortest::1lillie.test (skull.HM)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: skull.HM
D = 0.054341, p-value = 0.1263

4. Zaver testovani
Protoze p-hodnota = 0.1263 je vétsi nez o = 0.05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Graficka vizualizace vysledku testovani
Normalitu ndhodného vybéru si vizualizujeme histogramem superponovanym kfivkou normélniho rozdéleni a
kvantilovym grafem. Pro potfeby histogramu rozdélime namétfené hodnoty na zakladé Sturgesova pravidla do
deviti ekvidistantnich intervalt s sitkou 3 mm prostfednictvim hranic 119,122, ...,146. Do histogramu déle

dokreslime kiivku hustoty normélniho rozdéleni N(u,0?), s parametry p a o? odhadnutymi pomoci funkef
mean() a sd().

Rozdéleni datového souboru ukazkové odpovida normalnimu rozdéleni. Na histogramu vykresleném na obrazku
3 je krasné viditelné, jak naméfend data kopiruji tvar kiivky hustoty normalniho rozdéleni. Taktéz kvantilovy
graf, kde se az na dvé, t¥i vyjimky, drzi vSechny body v blizkém okoli referen¢ni piimky, ukazuje na skoro az
ucebnicovou normalitu ndhodného vybéru.
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par (mar =
hist (skul
col
main
xlab
box (bty =
axis(side
axis(side

xfit <- s

yfit <- dnorm(x = xfit, mean = mean(skull.HM), sd

c(4, 4, 1, 1))
1.HM, breaks = seq(119, 146, by = 3), prob = T,

= ’hotpinkl’, border = ’hotpink4’, density = 30,
= ’’, axes = F, ylab = ’relativni cetnost’,
= ’vyyska lebky (v mm)’, ylim = c(0, 0.09))
707)
= 1, at = seq(120.5, 144.5, by = 3))

= 2, las = 1)

eq (115, 150, length 512)

sd (skull.HM))

lines (xfit, yfit, col = ’darkmagenta’, lwd = 2)

gqqnorm (skull.HM, pch = 21, bg = ’lightpinkl’, col = ’hotpink4’, main = °’’,
xlab = ’teoreticky kvantil’, ylab = ’vyberovy kvantil’, las = 1)
gqline (skull.HM, col = ’darkmagenta’, lwd = 2)
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Obrézek 3: Histogram a kvantilovy graf vysky lebky u skeletu muzského pohlavi (v mm)

6. Interpretace vysledki
Datovy soubor vysek lebky muzu pochézi z norméalniho rozdéleni.
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Priiklad 6.4. Test o jednorozmérné normalité dat

Méjme datovy soubor 10-two-samples-means-birth.txt a proménnou birth.W popisujici porodni hmotnost novoro-
zencu-chlapctu v g (viz sekee 7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér naméfenych
hmotnosti pochazi z norméalniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.4

Nejprve nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| vybereme z tabulky sloupec obsahujici porodn{ hmotnost
novorozencu, tj. birth.W. Déle piikazem na.omit() odstranime z vektoru birth. W nezndmé hodnoty a piikazem length()
stanovime délku tohoto vektoru. Protoze ndhodny vybér obsahuje celkem 573 namérenych hmotnosti novorozencii,

data <- read.delim(’00-Data//10-two-samples-means-birth.txt’)
birth.W <- datal , ’birth.W’]

birth.W <- as.numeric(na.omit(birth.W))

n <- length(birth.W) # 573

coz je vice nez 30, pouzijeme na testovani hypotézy o normalité Lillieforsuv test.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochazi z normdlniho rozdélent.
H; : Data nepochdzi z normalniho rozdélent.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: X ~ N(u,0?)
Hy: X » N(u,0?)

2. Volba hladiny vyznamnosti
Podle zadani volime hladinu vyznamnosti o« = 0.05.

3. Testovani p-hodnotou
Lillieforsuv test provedeme pomoci funkce lillie.test() z knihovny nortest. Vystupem funkce je tidaj o pouzité
proménné (birth.W), hodnota testovaci statistiky Lillieforsova testu (D = 0.083276) a p-hodnota (p-value =
3.707x 10710).

nortest::1lillie.test(birth.W)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: birth.W
D = 0.083276, p-value = 3.707e-10

4. Zaver testovani
Protoze p-hodnota = 3.707 x 10719 je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

5. Graficka vizualizace vysledkua testovani
Vysledek testovani nyni podlozime ukazkou histogramu superponovaného kiivkou normélniho rozdéleni a
kvantilového grafu. Na zdkladé Sturgesova pravidla rozdélime naméiené hodnoty do deseti ekvidistantnich
intervalu s §itkou 408 g prostfednictvim hranic 890,1298;...,4970. Tyto hranice pouzijeme pii vykresleni
histogramu, do kterého déle pomoci pifkazu lines() dokreslime kfivku hustoty normélntho rozdéleni N (u,o?)
s parametry u a o2 odhadnutymi jejich nestrannymi odhady (viz kapitola ??). Nakonec vykreslime vyse
zminény kvantilovy graf spolu s referen¢ni ptimkou.

7 obou grafu je patrny nenormélni charakter ndhodného vybéru. Na prvni pohled by se sice mohlo zdat, ze
histogram dostatec¢né kopiruje tvar kiivky hustoty normalniho rozdéleni, ovsem pii bliz§im poheldu vidime, ze
histogram je oproti kiivné normélniho rozdéleni posunuty doprava. Navic interval se stfedem 3542 g obsahuje
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vyrazné vice hodnot, nez by bylo vhodné. Pfi malém rozsahu nadhodného vybéru by to nebyl problém, ale
pii tak rozsahlém vybéru, jaky mame k dispozici jsou zminéné nedostatky pro predpoklad normality fatalni.
Kvantilovy graf, ze kterého je odchylka bodu od referenéni piimky na prvni pohled patrnd, nas v odlisnosti od
normalniho rozdéleni ndhodného vybéru jen utvrzuje. V tomto pripadé se tedy skute¢né klonime k zavéru, ze
nahodny vybér nepochazi z normalniho rozdéleni a jako takovy neni vyuzitelny k parametrickému testovani.

1094 1910 2726 3542 4358

porodni hmotnost novorozence (v g)

vyberovy kvantil

5000

4000

3000

2000

1000

teoreticky kvantil

Obrézek 4: Histogram a kvantilovy graf porodni hmotnosti novorozencu (v g)

. Interpretace vysledki
Datovy soubor porodnich hmotnosti novorozenych chlapcu nepochézi z norméalniho rozdéleni.
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6.2 Testy dvourozmérné normality

Dvourozmérna normalita ndhodného vybéru je stézejnim predpokladem umoznujicim testovani nulové hypotézy o
korela¢nim koeficientu p a rozdflu dvou korelacnich koeficienti p; — ps pomoci parametrickych testu (viz kapitola
?7?. Diive, nez takovy parametricky test pouzijeme, musime ovéfit, zda ndmi naméfena dvojice ndhodnych veli¢in
pochézi z dvourozmérného nahodného rozdéleni.

Necht (X1,Y1)T,...(X,,Y,)? je ndhodny vybér z rozdéleni L(#), kde 6 je obecné vektor parametri rozdélenf
L. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme hypotézu Hy: Ndhodnij vijbér pochdzi z dvourozméného normdlniho
rozdélent., tj. X ~ No(p, 2), tj. L(6) = No(u,X), kde 6 = (u, X*)T, oproti alternativni hypotéze Hy: Ndhodny
vygbér nepochdzi z dvourozméného normdlniho rozdéleni., tj. X ~ Na(u,X).

K testovani hypotézy o dvourozméné normalité ndhodného vybéru pouzijeme primirné Mardiuv test. Tento
test nejprve stanovi hodnotu koeficientu Sikmosti a koeficientu Spicatosti a nésledné urci, zda jsou tyto hodnoty
statisticky vyznamné od nuly. V piipadé, ze hodnota alespon jednoho z koeficientu je statisticky vyznamné odlisna
od nuly, je nulovd hypotéza o dvourozméné normalité ndhodného vybéru zamitnuta. Hypotézu o dvourozméné
normalité muze piipadné otestovat pomoci Henze-Zirklerova testu nebo Roystonova testu vicerozmérné normality.
Vsechny tyto testy jsou k dispozici ve funkci mvn() implementované v knihovné MVN. Volbu Mardiova testu zvolime
nastavenim argumentu mvnTest = 'mardia’ (viz piiklad 6.5), volbu Henze-Zirklerova testu nastavenim argumentu
mvnTest = 'hz" a volbu Roystonova testu specifikujeme argumentem mvnTest = 'royston’ ve funkeci mvn().

Dvourozmérné rozdéleni ndhodného vybéru vizualizujeme 3D grafem a teckovym diagramem superponovanym
95% elipsou spolehlivosti. Vizuélné muzeme zhodnotit dvourozmérnou normlaitu ndhodného vybéru pravé pomoci
teckového digramu. Pokud alespon 95 % hodnot ndhodného vybéru spada do elipsy spolehlivosti, predpokldddme, ze
data pochézi z dvourozmérného normélniho rozdéleni. Analogicky muzeme teckovy diagram superponovat 90% nebo
99% elipsou spolehlivosti a sledovat, zda do elipsy spolehlivosti spad4 alespon 90 % resp. alesponi 99 % namérenych
hodnot.
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Priklad 6.5. Test o dvourozmérné normalité dat

Méjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou nose.H popisujici vyskou nosu v mm
a proménnou intorb.B popisujici interorbitdln{ §ffku v mm muzu ¢inské populace (viz sekce ??). Na hladiné
vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér namérenych hodnot pochazi z dvourozméného normélniho
rozdéleni.

Reseni piikladu 6.5

Nejprve na¢teme datovy soubor, pomoci operdtoru [| vybereme z tabulky radky tykajici se ¢inské populace, tj. pop
== 'cin’ a sloupce obsahujici naméfené hodnoty vysky nosu (nose.H) a hodnoty interorbitélni sitky (intorb.B). Vse
vlozime do proménné udaje. Pifkazem na.omit() odstranime z proménné udaje nezndmé hodnoty a pifkazem dim()

zjistime pocet subjektt, jejichz tidaje méme k dispozici.

93 data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
94 udaje <- datal[data$pop == ’cin’ , c(’nose.H’, ’intorb.B’)]

95 udaje <- na.omit (udaje)

96 dim(udaje) # 19z2

97 range(udaje$nose.H) # 48-59

98 range(udaje$intorb.B) # 19-27

Néhodny vybér obsahuje idaje o dvou proménnych, tj. vysce nosu a interobritalni sifce, u 19 muzu éinské populace.
Hodnoty vysky nosu se pohybuji v rozmezi 48-59 mm, hodnoty interorbitalni $itky se pohybuji v rozmez{ 19-27 mm.
K otestovani hypotézy o dvourozmérné normalité pouzijeme Mardiuv test, Henze-Zirkleruv test a Roystonuv test.
Testovani provedeme v posloupnosti péti kroki.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochdzi z dvourozmérného normadlniho rozdélend.
H; : Data nepochdzi z dvourozmeérného normdlniho rozdélent.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
L&)Z@X,YUT‘N'AE(M,ED
Hy: (X, V)T = No(u, %)

2. Volba hladiny vyznamnosti
Podle zadani volime hladinu vyznamnosti o = 0.05.

3. Testovani p-hodnotou
Mardiuv test provedeme pomoci funkce mvn() z knihovny MVN. Vystupem funkce jsou tii tabulky. Prvni
tabulka $multivariateNormality poskytuje tidaje o testu dvourozmérné normality, druhd tabulka $univariate-
Normality poskytuje vysledky testu jednorozmérné normality provedeného zvlast pro kazdou proménnou a
tiet{ tabulka $Descriptives poskytuje vysledky popisné statistiky. Pro nds bude zajimavd prvn{ tabulka $mul-
tivariateNormality.

99 MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality
[SROC 0.1-2 loaded 100
Test Statistic p value Result 101
1 Mardia Skewness 3.65691216526235 0.454423782959563 YES 102
2 Mardia Kurtosis -0.335092668388565 0.7375551832550568 YES 103
3 MVN <NA> <NA> YES 104

Tabulka $multivariateNormality se sklddd ze tif fadku a ¢tyF sloupcti. V prvnim fddku je uvedena hodnota
testovaci statistiky, p-hodnota a zdvér testovani nevyznamnosti koeficientu sikmosti (Mardia Skewness), v

13



105 MVN:

108 MVN:

druhém tadku je uvedena hodnota testovaci statistiky, p-hodnota a zavér testovani nevyznamnosti koefi-
cientu §picatosti (Mardia Kurtosis). Ve tietim fadku je potom uveden celkovy zdvér testovani hypotézy o
dvourozmérné normalité ndhodného vybéru.

Protoze p-hodnota o nevyznamnosti koeficientu sikmosti, tj. 0.4544, je vétsi nez 0.05, hypotézu o nevyznamnosti
koeficientu Sikmosti nezamitame. Koeficient Sikmosti tedy neni statisticky vyznamny a dvourozmeérnd data
nejsou kladné ani zdporné vysSikmend. Jelikoz p-hodnota testu o nevyznamnosti koeficientu Spicatosti, tj.
0.7376, je vétsi nez = 0.05, hypotézu o nevyznamnosti koeficientu Spicatosti téz nezamitame. Koeficient
Spicatosti tedy neni statisticky vyznamny a datovy soubor nevykazuje abnormaélni $picatost nebo plochost.
Protoze ndhodny vybér nevykazuje statisticky vyznamné znamky zeSikmeni ani zeSpicaténi, nezamitame hy-
potézu o dvourozmérné normalité nadhodného vybéru.

Déle si otestujeme hypotézu o dvourozmérné normalité také pomoci Henze-Zirklerova testu, a to pomoci
funkce mvn() s nastavenim argumentu mvnTest = 'hz'. Vystupem funkce jsou opét tabulky $multivariateNor-
mality, $univariateNormality a $Descriptives, z nichz posledni dvé obsahuji tipIné stejné hodnoty jako v piipade
Mardiova testu. Opét se zamé&ifme pouze na tabulku $multivariateNormality.

:mvn (udaje, mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality

Test HZ p value MVN
1 Henze-Zirkler 0.32743 0.6342473 YES

Tabulka $multivariateNormality se nynf sklddd pouze z jednoho fddku obsahujictho hodnotu testovaci statistiky
Henze-Zirklerova testu, p-hodnotu a rozhodnuti o dvourozmérné normalité nahodného vybéru. Protoze p-
hodnota = 0.6342 je vétsi nez 0.05, hypotézu Hjy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Nakonec otestujeme hypotézu o dvourozmérné normalité pomoci Roystonova testu, a to opét pomoci funkce
mvn() s nastavenim argumentu mvnTest = 'royston’. Vystupem funkce jsou opét tabulky $multivariateNormality,
$univariateNormality a $Descriptives, z nichz posledni dvé tabulky obsahujf{ tipIné stejné hodnoty jako pri pouzit{
Mardiova testu a Henze-Zirklerova testu. Opét nds zajimd pouze tabulka $multivariateNormality.

:mvn (udaje, mvnTest = ’royston’)$multivariateNormality

Test H p value MVN
1 Royston 2.035765 0.3637774 YES

Tabulka $multivariateNormality obsahuje pouze jeden fadek s hodnotou testovaci statistiky Roystonova testu,
p-hodnotu a rozhodnuti o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru. Protoze p-hodnota = 0.3638 je vétsi
nez 0.05, hypotézu Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

. Graficka vizualizace vysledku testovani

106
107

109
110

Rozdéleni ndhodného vybéru vizualizujeme 3D grafem jadrového odhadu hustoty ziskaného na zakladé namérenych

hodnot. Jadrovy odhad vypocitdme pomoci funcke kde2d() z knihovny MASS. Vstupy funkce jsou nejprve
naméfené hodnoty, nad kterymi chceme jadrovy odhad spocitat, tj. proménné nose.H a intorb.B. Déle speci-
fikujeme pocet bodu (uzla), ve kterych chceme jadrovy odhad hustoty spocitat, nastavenim argumentu n =
50 (bodu). Poslednim argumentem lims specifikujeme, na jaké plose se md jadrovy odhad vypocitat. Abchom
ziskali komplexni pohled na data, nechdme jadrovy odhad spocitat ve sméru proménné nose.H v rozsahu 45—
63 mm a ve sméru proménné intorb.B v rozsahu 16-30 mm. Vystupem funkce kde2d() jsou nové souiadnice x,
y a z jadrového odhadu dvourozmérné hustoty normalniho rozdéleni.

3D graf nyni vykreslime pomoci funkce persp(). Prvnf tii argumenty jsou x-ové, y-ovd a z-ové soufadnice
hustoty, tj. proménné souradnice$x, souradnice$y a souradnice$z. Dale argumenty xlab, ylab a zlab zménime
popisky os. Argumentem theta natoc¢ime graf v horizontalnim sméru o 20° proti sméru hodinovych ruciéek a
argumentem phi nato¢ime graf ve vertikalnim sméru o 30° smérem k nam. Nakonec argumentem col nastavime
barevnou skdlu grafu, a to tak, aby s rostouci vyskou grafu dochdzelo ke zméné barev z palety terrain.colors()
ve gkéle 12 odstini. Rozdéleni grafu podle vysky hustoty na 12 oblasti provedeme pomoc{ funkee cut(). Kazda
vyskova oblast dostane potom prifazeny jeden odstin barvy z palety terrain.colors.
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111

souradnice <- MASS::kde2d(udaje$nose.H, udaje$intorb.B, n = 50, lims = c(45, 63, 16, 30))

112 n <- dim(souradnice$z) [1]

113 vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] + souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -
114 vyska <- cut(vyska, 12)

115

116 persp(souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab =

117 ylab = ’interorbitalni sirka (v mm)’, zlab =
118 theta = -20, phi 30, col =

’vyska nosu (v mm)’,
"relativni cetnost",
terrain.colors (12) [vyskal)

tj. nose.H a introb.B. Argumentem level = 0.95 nastavime hodnotu koeficientu spolehlivosti (1 — a) = 0.95.
Nastavenim argumentu main ="

(Rl

Dale vykreslime teckovy graf superponovany 95% elipsou spolehlivosti. K tomu pouzijeme funkci dataEllipse() z
knihovny car. Prvnimi dvéma argumenty funkce dataEllipse() jsou proménné, nad nimiz chceme elipsu sestrojit,

Specifikaci argumenti xlim a ylim nastavime rozsahy os z a y, argumenty xlab a ylab zménime jejich popisky.

zakazeme vypsani nadpisu grafu. Koneéné pomoci argumentu pch, bg a col
nastavime vykresleni kulatych bodu se svétle zelenym vnitikem a tmavé zelenym obrysem. Poznamenejme,
119

ze argument col ovliviiuje kromé barvy obrysu bodu také barvu elipsy a jejiho stfedu. Nakonec argumentem
Iwd zvolime silnéjsi sitku obrysu elipsy a argumentem las nastavime horizontalni smér hodnot méfitka osy y.

car::dataEllipse(udaje$nose.H, udaje$intorb.B, level = 0.95, xlim c(45, 62),
120 ylim = c(17, 30), xlab = ’vyska nosu (v mm)’, ylab = ’interorbitalni sirka (v mm)
121 main >>, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’olivedrab2’, lwd = 2, las = 1)
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Obrazek 5: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro vysku nosu a interorbitéln{ sifku muzu ¢inské

Z obou grafu je patrnd dvourozmérnd normalita ndhodného vybéru. Na 3D grafu muzeme vidét hlavni vrcholek
doprovazeny nizsim vrcholkem. Tento jev by mohl ukazovat na smés dvou normalnich rozdéleni. Pii takto
malém poc¢tu hodnot vSak nemuzeme s jistotou fici, ze jde skutetné o smés. Maly vrcholek vpredu grafu znaci
odlehlé pozorovani viditelné také na teckovém diagramu. Pfesuneme-li pozornost na teckovy diagram, vidime,
ze véechny body se realizuji uvniti 95% elipsy spolehlivosti. To je souladu se zdvérem testovdni a muzeme
tedy tici, ze grafy vysledek testovani podporuji.
5. Interpretace vysledki

Datovy soubor vysky nosu a interorbitdlni sitky muzu ¢inské populace pochézi z dvourozmérného normélniho
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rozdéleni, a muzeme jej tedy pouzit jako zdklad k parametrickému testu o korelaénim koeficientu p (kapitola
?7).

*
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Priklad 6.6. Test o dvourozmérné normalité dat

Méjme datovy soubor 16-anova-head.txt a proménnou head.L popisujici délku hlavy v mm a proménnou bizyg.W
popisujici §ifku tvdfe v mm (viz sekce ??). Na hladiné vyznamnosti o = 0.10 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér
délek hlavy a sitek tvare zen pochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.6

Nejprve nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [] vybereme z tabulky pouze fadky tykajici se zen (sex ==
'f") a sloupce obsahujic{ naméfené hodnoty délky hlavy (head.L) a sfiky tvare (bizyg.W). Ve vlozime do proménné
udaje. Pifkazem na.omit() odstranime z proménné udaje nezndmé hodnoty a pitkazem dim() zjistime pocet subjekt,
jejichz idaje mame k dispozici.

data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)

udaje <- datal[data$sex == ’f’ , c(’head.L’, ’bizyg.W’)]
udaje <- na.omit (udaje)

dim(udaje) # 100z2

range (udaje$head.L) # 170z205

range (udaje$bizyg.W) # 120-151

Néhodny vybér obsahuje tidaje o dvou proménnych, tj. délce hlavy a siice tvafe, u 100 zen. Naméiené hodnoty
délky hlavy se pohybuji v rozmezi 170-205 mm, naméfené hodnoty sitky tvafe se pohybuji v rozmezi 120-151 mm.
K otestovani hypotézy o dvourozmérné normalité pouzijeme Marditv, Henze-Zirkleriiv i Roystonuv test.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochazi z dvourozmérného normdlniho rozdélend.
Hy : Data nepochdzi z dvourozmérného normdiniho rozdélent.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: (X7Y)T ~ NZ(/JH E)
Hl : (X,Y)T el NQ(HJ, 2)

2. Volba hladiny vyznamnosti
V souladu se zadanim volime hladinu vyznamnosti o = 0.10.

3. Testovani p-hodnotou
Mardiuv test provedeme pomoci funkce mvn() z knihovny MVN specifikaci argumentu mvnTest = 'mardia’. Z
vyslednych tabulek nés zajiméa pouze tabulka $multivariateNormality obsahujici vysledky testu o nevyznamnosti
koeficientu Sikmosti, testu o nevyznamnosti koeficientu Spicatosti, a v jejich dusledku také testu o dvou-
rozmérné normalité ndhodného vybéru.

MVN::mvn (udaje, mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality

Test Statistic p value Result
1 Mardia Skewness 9.8656660128771 0.042752347786637 NO
2 Mardia Kurtosis 0.604444695534365 0.545548027690992 YES
S MVN <NA> <NA> NO

Protoze p-hodnota testu o nevyznamnosti koeficientu Sikmosti, tj. 0.04275, je mesi nez 0.10, hypotézu o ne-
vyznamnosti koeficientu Sikmosti zamitadme na hladiné vyznamnosti o = 0.10. Koeficient sikmosti ukazuje na
statisticky vyznamné zeSikmeni dat. Jelikoz p-hodnota testu o nevyznamnosti koeficientu spic¢atosti, tj. 0.5455,
je vétsi nez o = 0.10 hypotézu o nevyznamnosti koeficientu 3picatosti nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.10. Koeficient Spicatosti ukazuje na statisticky nevyznamnou Spicatost rozdéleni ndhodného vybéru.
Protoze ndhodny vybér vykazuje statisticky vyznamné zesikmeni, zamitdme hypotézu o dvourozmérné nor-
malité ndhodného vybéru.

Pozndmka: V tabulce $multivariateNormality je ve sloupci Result uvedeno rozhodnuti, zda je na hladiné
vyznamnosti a = 0.05 splnén predpoklad o nevyznamnosti koeficientu Sikmosti, resp. koeficientu Spic¢atosti a v
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133 MVN:

dusledku toho také predpoklad o normalité dvourozmérného normélniho rozdéleni ndhodného vybéru. Z vyse
uvedené tabulky tedy vyplyva, ze na hladiné vyznamnosti o = 0.05 neni splnén piedpoklad o nevyznamnosti
s koficientu sikmosti ani predpoklad o dvourozmérném normélnim rozdéleni. Predpoklad o nevyznamnosti s
koeficientu $picatosti na hladiné vyznamnosti a = 0.05 splnén je. Ve funkci mvn() neni bohuzel mozné zmeénit
hladinu vyznamnosti o na 0.10 nebo 0.01. Pokud tedy testujeme hypotézu o dvourozmérné normalité na jiné
hladiné vyznamnosti nez a = 0.05, musime hodnoty ve sloupci Result ignorovat a zavér testovani stanovit na
zékladé porovnani p-hodnoty s pozadovanou hladinou vyznamnosti, jako jsme to ucinili vyse.

Nyni testujeme nulovou hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru pomoci Henze-Zirklerova
testu, a to pouzitim funkce mvn() s nastavenim argumentu mvnTest = 'hz'.

:mvn (udaje, mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality

Test HZ p value MVN
1 Henze-Zirkler 0.8516617 0.09943109 YES

Protoze p-hodnota = 0.09943 je mensi nez 0.10, hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

Nakonec provedeme Roystonuv test dvourozmérné normality pomoci funkce mvn() s nastavenim argumentu
mvnTest = 'royston’.

136 MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’royston’)$multivariateNormality

139
140
141
142
143
144
145
146

Test H p value MVN
1 Royston 6.417614 0.04040737 NO

Protoze p-hodnota = 0.0404074 je mensi nez 0.10, hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru
zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

. Graficka vizualizace vysledkti testovani

Rozdéleni ndhodného vybéru vizualizujeme 3D grafem jadrového odhadu hustoty ziskaného na zakladé namé-
fenych hodnot a teckovym diagramem superponovanym elipsou spolehlivosti.

Jadrovy odhad vypocitdme pomoci funcke kde2d() z knihovny MASS. Pro ziskdni komplexnéjsiho pohledu na
data spocitame jadrovy odhad ve sméru proménné head.L v rozsahul66-211 mm a ve sméru proménné bizyg. W
v rozsahu 115-154 mm. 3D graf vykreslime pomoci funkce persp(), kde jako prvni tfi argumenty zaddme z-ové,
y-ové a z-ové soufadnice bodu jadrového odhadu hustoty. Argumentem theta nato¢ime graf v horizontalnim
sméru o 20° po sméru hodinovych rucicek a argumentem phi nato¢ime graf ve vertikalnim sméru o 40° smérem
k nam. Déle nastavime barevnou skalu grafu tak, aby s rostouci vyskou grafu dochazelo ke zméné barev z
palety heat.colors() ve skdle 12 odstint od ¢ervené az po zlutou.

134
135

137
138

souradnice <- MASS::kde2d(udaje$head.L, udaje$bizyg.W, n = 50, lims = c(166, 211, 115, 154))

n

<- dim(souradnice$z) [1]
vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] + souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n

vyska <- cut(vyska, 12)

persp (souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’delka hlavy (v mm)’,
ylab = ’sirka tvare (v mm)’, zlab = "relativni cetnost",
theta = -20, phi = 40, col = heat.colors(12) [vyska])

Déle vykreslime teckovy diagram superponovany 90% elipsou spolehlivosti pomoci funkce dataEllipse() z
knihovny car. Prvnimi dvéma argumenty jsou proménné, nad nimiz chceme elipsu sestrojit. Argumentem
level dale stanovime hodnotu koeficientu spolehlivosti (1 — a) = 0.90. Pomoci argumentu pch, bg a col na-
stavime vykresleni kulatych bodu se zlutym vnitikem a tmavé ¢ervenym obrysem, tmavé Gervené kontury
elipsy i jejiho stiedu.
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147 car::dataEllipse(udaje$head.L, udaje$bizyg.W, level = 0.90,

148 xlim = c(166, 207), ylim = c(115, 154), main = ’’,
149 xlab = ’delka hlavy (v mm)’, ylab = ’sirka tvare (v mm)’,
150 pch = 21, col = ’red3’, bg = ’yellow’, lwd = 2, las = 1)
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130
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delka hlavy (v mm)

Obrézek 6: 3D graf a teckovy diagram s 90% elipsou spolehlivosti pro délku hlavy a $ifku tvdie Zen (v mm)

7 obrazku 6 neni poruseni predpokladu normality p#ili§ patrné. 3D graf vizualizuje data jako jeden pospolity, i
kdyz ponékud spicatéjsi vrchol s nékolika mirnymi hrbolky zna¢icimi odlehla pozorovani. V teckovém diagramu
je pro splnéni predpokladu dvourozmérné normality potieba aby 90% elipsa spolehlivosti pokryvala alespon 90
bodu (90 % bodu) a nejvyse 10 bodu smf lezet mimo elipsu. Mimo elipsu spolehlivosti lez{ pravé 10 bodu, coz
je sice na hrané ale v poradku. V tomto piipadé tedy graficka vizualizace neni v pfimém souladu s vysledky
testovani. I presto se ptiklonime k zdvérum tetsu dvourozméné normality.

5. Interpretace vysledki
Datovy soubor obsahujici tidaje o délce hlavy a Sifce tvafe zen nepochézi z dvourozmérného normalniho
rozdéleni, a jako takovy nemuze byt pouzit jako zdklad k parametrickému testu o korela¢nim koeficientu p.

*
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Priklad 6.7. Test o dvourozmérné normalité dat

Méjme datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a proménnou skull.L popisujici délku lebky v mm a proménnou
skull.B popisujici sitku lebky v mm (viz sekce ?7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze ndhodny
vybér délek lebky a &ifek lebky muzi starovéké egyptské populace pochédzi z dvourozméného normaélniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.7

Nejprve nac¢teme datovy soubor a pomoci operatoru [] vybereme z tabulky pouze fddky tykajici se muzu (sex ==
'm’) a sloupce obsahujic{ naméfrené hodnoty délky lebky (skull.L) a siiky lebky (skull.B). Vse vlozime do proménné
udaje. Pifkazem na.omit() odstranime z proménné udaje nezndmé hodnoty a pitkazem dim() zjistime pocet subjekt,
jejichz idaje mame k dispozici.

data <- read.delim(’00-Data//0Ol-one-sample-mean-skull-mf.txt’)
udaje <- datal[data$sex == ’m’ , c(’skull.L’, ’skull.B’)]

udaje <- na.omit(udaje)

dim(udaje) # 216z2

range (udaje$skull.L) # 164-199

range (udaje$skull.B) # 124-149

Nahodny vybér obsahuje idaje o dvou proménnych, délce lebky a sifce lebky, u 216 muzi. Naméfené hodnoty
délky lebky se pohybuji v rozmez{ 164-199 mm, naméfené hodnoty sitky lebky se pohybuji v rozmezi 124-149 mm.
K otestovani hypotézy o dvourozmérné normalité pouzijeme Mardiuv, Henze-Zirkleruv a Roystonuv test.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochdzi z dvourozmérného normdlniho rozdélend.
Hi : Data nepochdzi z dvourozmeérného normdilniho rozdélent.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
]i):()({Y)T'N A&(“vzn
]yli @X,yvjwdlAb(u,zn

2. Volba hladiny vyznamnosti
Ze zadéani volime hladinu vyznamnosti o = 0.05.

3. Testovani p-hodnotou
Mardiuv test provedeme pomoci funkce mvn() se specifikaci argumentu mvnTest = 'mardia’.

MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality
Test Statistic p value Result
1 Mardia Skewness 11.0266139489775 0.0262665328995546 NO
2 Mardia Kurtosis -0.160547155018785 0.872450079003065 YES
3 MVN <NA> <NA> NO

Protoze p-hodnota o nevyznamnosti koeficientu sikmosti, tj. 0.02627, je mesi nez 0.05, hypotézu o nevy-
znamnosti koeficientu sikmosti zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05. Data jsou statisticky vyznamné
zeSikmenad. Jelikoz p-hodnota testu o nevyznamnosti koeficientu spic¢atosti, tj. 0.8725, je vétsi nez a = 0.05 hy-
potézu o nevyznamnosti koeficientu spicatosti nezamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05. Data nevykazuji
statisticky vyznamnou $picatost. Protoze ndhodny vybér vykazuje statisticky vyznamné zesikmeni, zamitame
hypotézu o jeho dvourozmérné normalité.

Henze-Zirklertuv test provedeme pomoci funkce mvn() se specifikaci argumentu mvnTest = 'hz'.

MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality
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165

168
169
170
171
172
173
174
175
176

177
178
179
180

Test HZ p value MVN 163
1 Henze-Zirkler 0.8213024 0.186025 YES 164

Protoze p-hodnota = 0.18602 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

Nakonec provedeme Roystontuv test pomoci funkce mvn() se specifikaci argumentu mvnTest = 'royston’.

MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’royston’)$multivariateNormality
Test H p value MVN 166
1 Royston 2.320783 0.3134003 YES 167

Protoze p-hodnota = 0.3134 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Henze-Zirkleruv test a Roystonuv test Hy nezamitaji, Mardiuv test naopak H, zamiti. Pfed stanovenim
zavéru o rozdéleni ndhodného vybéru se podivame na grafickou vizualizaci dat.

4. Graficka vizualizace vysledkua testovani
Rozdéleni ndhodného vybéru vizualizujeme 3D grafem jadrového odhadu hustoty a teckovym diagramem.
Jadrovy odhad vypoc¢itdme pomoci funcke kde2d() na plose o rozsahu 160-203 mm ve sméru proménné skull.L
a rozsahu 120-153 mm ve sméru proménné skull.B. 3D graf vykreslime pomoci funkce persp(), kde argumentem
col nastavime barevnou skalu grafu tak, aby s rostouci vyskou grafu dochéazelo ke zméné barev v deviti
odstinech 'GnBu' z palety brewer.pal z knihovny RColorBrewer, a to vzestupné od modré po bilou.

souradnice <- MASS::kde2d(udaje$skull.L, udaje$skull.B, n = 50,
lims = c (160, 203, 120, 153))
n <- dim(souradnice$z) [1]
vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] +
souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -n]

vyska <- cut(vyska, 9)
persp(souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’delka lebky (v mm)’,

ylab = ’sirka lebky (v mm)’, zlab = "relativni cetnost",

theta = 0, phi = 40, col = rev(RColorBrewer::brewer.pal(9, ’GnBu’))[vyskal)

Dale vykreslime teckovy diagram superponovany 95% elipsou spolehlivosti.

car::dataEllipse (udaje$skull.L, udaje$skull.B, level = 0.95, xlim = c (160, 203),

ylim = c (120, 153), main = ’’, xlab = ’delka lebky (v mm)’,
ylab = ’sirka lebky (v mm)’, pch = 21, col = ’dodgerblued’,
bg = ’white’, 1lwd = 2, las = 1)

3D graf nam ukazuje pospolité normalni rozdéleni. V teckovém grafu by alesponn 95% hodnot, tj. 205 bodu,
mélo lezet uvniti elipsy spolehlivosti a nejvyse 11 bodu smi lezet mimo oblast elipsy. V nasem piipadé lezi
mimo elipsu spolehlivosti pouze 8 hodnot. Po shlédnuti 3D grafu a teckového diagramu se klonime k zavéru
Henze-Zirklerova a Roystonova testu.

5. Interpretace vysledka
Néhodny vybér délek lebky a sifek lebky muzu starovéké egyptské populace pochdzi z dvourozmeérného
normalniho rozdéleni.

*
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Obrézek 7: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro délku lebky a sffku lebky muzi (v mm)

Pozndmka: Balicek RColorBrewer disponuje Sirokou nabidkou barevnych palet, jako napf. "YIOrRd' poskytujici
odstiny od svétle zluté po syté ¢ervenou, 'YIGn' pokryvajici odstiny od svétle zluté po syté zelenou, 'PuRd po-
skytujici odstiny od bilé po purpurovou, nebo 'Blues’ pokryvajici odstiny od bilé po tmavé modrou. Piehled vsech
barevnych §kél, které balicek RColorBrewer poskytuje, lze zobrazit pifkazem display.brewer.all(n = NULL, type =
all’).
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Priklad 6.8. Test o dvourozmérné normalité dat

Méjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou nose.B popisujici §itku nosu v mm a
proménnou intorb.B popisujici interorbitdln{ §fifku v mm (viz sekce ??). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte
hypotézu, ze ndhodny vybér sitky nosu a interorbitélni §ftky muzi perudnské populace pochézi z dvourozmérného
normalniho rozdéleni.

Reseni piikladu 6.8

Nejprve nacteme datovy soubor a vybereme z mej pouze faddky tykajici se muzu perudnské populace (pop ==
'per’) a sloupce obsahujici naméfené hodnoty sifky nosu (nose.B) a interorbitdlni sitky (intorb.B). Ve vlozime do
proménné udaje. Z proménné udaje odstranime neznamé hodnoty a zjistime pocet subjektu, jejichz idaje mame k

dispozici.

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
udaje <- datal[data$pop == ’per’, c(’nose.B’, ’intorb.B’)]

udaje <- na.omit (udaje)

dim(udaje) # 46z2

range (udaje$nose.B) # 19-26

range (udaje$intorb.B) # 19-28

Nahodny vybér obsahuje tidaje o §ifce nosu a interorbitalni §ifce u 46 muzu perudnské populace. Naméfené hodnoty
§itky nosu se pohybuji v rozmez{ 19-26 mm, naméfené hodnoty interorbitalni sitky se pohybuji v rozmez{ 19-28 mm.
K otestovani hypotézy o dvourozmérné normalité pouzijeme Mardiuv, Henze-Zirkleriv i Roystonuv test.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Data pochdzi z dvourozmérného normdlniho rozdélend.
Hi : Data nepochdzi z dvourozmeérného normdlniho rozdélent.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
}i):()(vyjjwmlAQ(uvzn
l?li @X,yvjwd/Ah(u,ED

2. Volba hladiny vyznamnosti
Podle zadani volime hladinu vyznamnosti o« = 0.05.

3. Testovani p-hodnotou
Nejprve provedeme Mardituv test.

MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality
Test Statistic p value Result
1 Mardia Skewness 4.27819772855481 0.369663150730262 YES
2 Mardia Kurtosis -0.0684871107744411 0.945397880096616 YES
3 MVN <NA> <NA> YES

Protoze p-hodnota o nevyznamnosti koeficientu sikmosti, tj. 0.3697, je vétsi nez 0.05, hypotézu o nevyznamno-
sti koeficientu sikmosti nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Jelikoz p-hodnota testu o nevyznamnosti
koeficientu Spic¢atosti, tj. 0.9454, je vétsi nez 0.05, hypotézu o nevyznamnosti koeficientu $pi¢atosti nezamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Protoze nahodny vybér nevykazuje statisticky vyznamné zeSikmeni ani
zeSpicaténi, nezamitdme hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru.

Nyni provedeme Henze-Zirkleruv test dvourozmérné normality.

MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality
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198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213

Test HZ p value MVN 193
1 Henze-Zirkler 0.5159026 0.39524 YES 194

Protoze p-hodnota = 0.3952 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Nakonec otestujeme hypotézu o dvourozmérné normalité pomoci Roystonova testu.

MVN::mvn(udaje, mvnTest = ’royston’)$multivariateNormality
Test H p value MVN 196
1 Royston 8.396178 0.01505224 NO 197

Protoze p-hodnota = 0.015052 je mensi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru
zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

Mardiuv test a Henze-Zirkleruv test Hy nezamitaji, Roystonuv test naopak Hjy zamita. Pfed stanovenim
zaveéru o nulové hypotéze se podivame na grafickou vizualizaci dat.

4. Graficka vizualizace vysledkua testovani
Rozdéleni ndhodného vybéru vizualizujeme 3D grafem jadrového odhadu hustoty ziskaného na zékladé naméfenych
hodnot a teckovym diagramem s 95% elipsou spolehlivosti. 3D graf vykreslime pomoci funkce persp(), kde
argumentem col nastavime barevnou $kédlu grafu tak, aby s rostouci vyskou grafu dochazelo ke zméné barev
v deviti odstinech "YIOrBr' z palety brewer.pal z knihovny RColorBrewer, a to vzestupné od hnédé po bilou.

souradnice <- MASS::kde2d(udaje$nose.B, udaje$intorb.B, n = 50,
lims = c(17, 28, 17, 30))
n <- dim(souradnice$z) [1]
vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] +
souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -n]
vyska <- cut(vyska, 9)
par(mar = c(4, 4, 1, 1))
persp (souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’sirka nosu (v mm)’,
ylab = ’interorbitalni sirka (v mm)’, zlab = "relativni cetnost",
col = rev(RColorBrewer::brewer.pal(9, ’Y10rBr’)) [vyskal,
theta = 20, phi = 40)

car::dataEllipse (udaje$nose.B, udaje$intorb.B, level = 0.95,

xlim = c(18, 28), ylim = c(17, 29), xlab = ’sirka nosu (v mm)’,
ylab = ’interorbitalni sirka (v mm)’, main = ’’, pch = 21,
col = ’siennad’, bg = ’navajowhitel’, 1lwd = 2, las = 1)

3D graf zachycuje charakter dvourozmérného normalniho rozdéleni ndhodného vybéru s nékolika odlehlymi
hodnotami, které vsak jesté spadaji do 95% elipsy spolehlivosti (viz teckovy diagram). V teckovém diagramu
by alespori 95 % hodnot, tj. 44 bodu, mélo lezet uvnitt elipsy spolehlivosti a nejvyse dva body se smi realizovat
mimo oblast elipsy. Z diagramu vidime, ze mimo elipsu spolehlivosti lezi pouze jeden bod. Na zdkladé pohledu
na 3D graf a teckovy diagram se klonime k vysledkim Mardiova a Henze-Zirklerova testu o dvourozmérné
normalité nahodného vybéru.

5. Interpretace vysledki
Nédhodny vybér popisujici §ifku nosu a interorbitalni sitku u muzu perudnské populace pochdzi z dvou-
rozmérného normélniho rozdéleni.

*

Poznamka: V prikladech 6.6, 6.7 a 6.8 jsme se setkali se situaci, kdy se testy dvourozmérné nomality rozchézely v
nazoru na zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy. Pti analyze redlnych dat nejde o zcela neobvykly jev. Kazdy ze
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Obrézek 8: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro sitku nosu a interorbitdln{ §ifku (v mm) muzu
perudnské populace

zminénych testi je zalozen na jiném algoritmu, v ramci kterého vyhodnocuje potencialni dvourozmérnou normalitu
ndhodného vybéru na zdkladé svych vlastnich kritéri{ (nevyznamnost koeficientu sikmosti a koeficientu $picatosti,
porovnani teoretické hustoty a jadrového odhadu hustoty, apod). Proto pfi posuzovani dvouzormérné normality
dat je vhodné provést vice testl, nezanedbat ani grafickou vizualizaci dat a zdvér o nulové hypotéze stanovit po
dukladném zvéazeni vSech aspektu a vyhodnoceni ziskanych vysledki.
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