10 Dvouvybérové parametrické testy

V predchozi kapitole jsme se zaméfili na situace, kdy jsme porovnavali vybrany parametr jednoho nahodného vybéru
(af uz parametr pu nebo o2, za piedpokladu, ze ndhodny vybér pochdz{ z normalntho rozdéleni, parametr p za
predpokladu, ze ndhodny vybér pochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni, nebo parametr p, za predpokladu,
ze data pochdz{ z alternativniho rozdélenf) s konkrétni hodnotou ziskanou napiiklad z literatury.

V této kapitole se zaméiime na situaci, kdy vzdjemné porovniavame dva ruzné navzajem nezdvislé nahodné
vybéry, popisujici stejny znak (vysku, hmotnost novorozence, délku femuru, nejvétsi sitku mozkovny, apod). K
tomu ndm, za splnéni urcitych predpokladu, poslouzi dvouvybérové parametrické testy.

Vzhledem k tomu, ze ndhodny vybér je reprezentantem vybrané populace, umoznuji ndm dvouvybérové para-
metrické testy porovnat prostfednictvim ndhodnych vybéru a procesem testovani hypotéz navzdjem dvé populace.

Konkrétnim pifkladem na vyuzit{ dvouvybérovych testu je porovnavéani znaka pohlavniho dimorfismus (viz pifklad
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Priiklad 10.1. Priklad aplikace dvouvybérového parametrického testu

Predpokladejme, ze chceme vytvorit studii porovnavajici vysku muzu a zen. V ramci studie tedy chceme porovnavat
dvé populace, a sice populaci muzi a populaci Zen. Sledovanym znakem (vlastnosti) je vyska postavy. Pro prvni
populaci vytvoiime reprezentativni vzorek zméfenim vysky postavy my; muzu. Ziskdme tak prvni ndhodny vybér
Xi1,...,X1n,. Pro druhou populaci vytvoiime reprezentativni vzorek zméfenim vysky postavy ng zen. Ziskame
tak druhy ndhodny vybér Xoi, ..., Xan,. Poznamenejme, ze rozsahy ndhodnych vybéra n; a ns se mohou lisit, tj.
muzeme mit jiny po¢et naméfenych vysek muzu a jiny pocet naméienych vysek zen. Nasim cilem by potom mohlo
byt porovnani stfedni hodnoty vysky muzu se stfedni hodnotou vysky zen pomoci procesu testovani hypotéz.

Dalsim pifkladem vyuzit{ dvouvybérovych testu je napiiklad porovnéni téhoz znaku (sifka nado¢nicového oblouku,
délka levé klieni kosti, interorbitalni sitka, apod.) u dvou populaci (napiiklad malajské a ¢inské populace, némecké
a bantuské populace, ¢i fecké a indické populace, apod.), nebo u dvou ruznych sexudlnich orientaci (heterosexudlni

populace a homosexudlni populace).

Metody uvedené v této kapitole jsou prevazné rozsifenim teorie uvedené v kapitole ?? na situaci dvou ndhodnych
vybéri. Konkrétné si zde predstavime test o podilu rozptyli o?/03 dvou ndhodnych vybéri pochdzejicich z
normélnich rozdéleni N(ui,0?) a N(us,03), test o rozdilu stiednich hodnot p; — pe dvou nahodnych vybéri
pochdzejicich z normalnich rozdéleni N(u1,07) a N(uz,03), kde rozptyly o7 a o3 jsou neznadmé, ale shodné, tj.
0? = 03 = 02, a test o rozdilu stiednich hodnot p; — po dvou ndhodnych vybéri pochézejicich z normélnich
rozdéleni N(u1,0%) a N(uz,07), kde rozptyly o7 a 02 jsou neznamé a rizné. Déle si predstavime test o rozdilu
dvou korelaénich koeficientu p; — pa dvou ndhodnych vybéru z dvourozmérnych normélnich rozdéleni No(pq, 1) a
Na(pq, X2) a test o rozdilu pravdépodobnosti p; — pa dvou ndhodnych vybéra z alternativnich rozdéleni Alt(p;) a

Metody uvedené v této kapitole, jsou, stejné jako metody uvedené v kapitole 77, tzv. parametrickymi metodami.
To znamend, Ze stejné, jako v pfedchozi kapitole piedpokldddme, Ze sledovany znak zkoumany at uz v prvni
nebo v druhé populaci, pochdzi z néjakého zndmého rozdélen{ (normélniho nebo alternativniho) s prislusnymi
parametry (i1, p2, 0%, 02, p1, p2, P1, P2) a na hladiné vyznamnosti « testujeme potom hypotézy o téchto vybranych
parametrech.

V piipadé testu o podilu rozptyli 0? /o3 predpokladame, 7e znak sledovany v dané populaci pochdz{ z normalnfho
rozdéleni a tedy také reprezentativni vzorky namérenych hodnot tohoto znaku v prvni i v druhé populaci pochazi z
normélntho rozdéleni. Proto je potieba pfed samotnym testem o podilu rozptyli o3 /03 provést test normality pro
kazdy ndhodny vybér zvlast. Pokud ndhodny vybér, reprezentujici at uz prvni nebo druhou populaci, nepochédzi z
normalniho rozdéleni, nemuzeme parametricky test provést. Neparametrickou alternativu testu o podilu rozptyla si v
tomto textu neuvadime. Pokud naopak oba ndhodné vybéry splnuji predpoklad normality, provedeme parametricky
test o podilu rozptylti 03 /o3 (viz sekce 10.1). Pro lepsf orientaci uvadime rozhodovaci cestu k pouzit{ parametrického
testu o podilu rozptylu v zdvislosti na splnéni pfedpokladu normality na obrazku 1.

V piipadé testu o rozdilu sttednich hodnot p1 — p2, kde rozptyly o7 a 03 jsou neznamé, ale shodné, musime
rovnéz nejprve otestovat normalitu obou ndhodnych vybéru. Pokud alespon jeden z ndhodnych vybéru nepochézi
z normalniho rozdéleni, nemuzeme parametricky test provést a musime pouzit neparametricky test o medidnech
(viz kapitola ??). Pokud naopak oba ndhodné vybéry spliuji pFedpoklad normality, pokracujeme cestou paramet-
rického testovani. Druhym piedpokladem, ktery musfme ovéfit, je predpoklad shody obou rozptylt 0% a 03. K tomu
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Obrazek 1: Rozhodovaci cesta k pouzit{ parametrického testu o podilu rozptyli o3 /o3

vyuzijeme vySe zminény test o podilu rozptylu. Pokud na zakladé testu o podilu rozptylu dojdeme k zavéru, ze roz-
ptyly jsou shodné, tj. 02 = 02, pouzijeme na otestovani hypotézy o rozdilu stfednich hodnot klasicky dvouvybérovy
t-test o rozdilu stfednich hodnot py — p2 (viz sekce 10.2). Pro lepsi orientaci uvadime rozhodovaci cestu k pouziti
klasického dvouvybérového t-testu na obrazku 2.
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Obrazek 2: Rozhodovaci cesta k pouziti klasického dvouvybérového t-testu o rozdilu stiednich hodnot py — po

Pokud na zékladé testu o podilu rozptylt dojdeme k zavéru, ze rozptyly nejsou shodné, tj. o7 # 032, pouzijeme na
otestovan{ hypotézy o rozdilu stiednich hodnot Welchtuiv dvouvybérovy ¢-test o rozdilu stfednich hodnot 3 — s (viz
sekce 10.3). Pro lepsf orientaci uvddime rozhodovaci cestu k pouziti Welchova dvouvybérového t-testu na obrazku
3.
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Obréazek 3: Rozhodovaci cesta k pouziti Welchova dvouvybérového t-testu o rozdilu stiednich hodnot g — o

V pripadé testu o rozdilu dvou korelacnich koeficientu p; — po predpokladdme, ze oba ndhodné vybéry pochazi
z dvourozmérnych normélnich rozdéleni. Proto pfed samotnym testem o podilu rozptylu musime otestovat dvou-
rozmérnou normalitu zvl4st pro kazdy ndhodny vybér. Pokud alespont jeden z obou ndhodnych vybéri nesplituje
predpoklad dvourozmérné normality, nemuzeme parametricky test o rozdilu dvou korela¢nich koeficientu provést.
Neparametrickou alternativu testu o rozdilu rozdilu korela¢nich koeficientt si v tomto textu neuvadime. Na obrazku
4 je zobrazena rozhodovaci cestu k pouziti parametrického testu o rozdilu korelacnich koeficienti v zavislosti na
splnéni predpokladi dvourozmérné normality obou ndhodnych vybéru.

Konec¢né, v piipadé testu o rozdilu dvou pravdépodobnosti p; — ps predpokladdme, ze oba nahodné vybéry
pochézi z alternativnich rozdéleni. Tento pfedpoklad vSak nijak netestujeme, nebot charakter alternativnich dat je
ziejmy na prvni pohled. Test o rozdilu dvou pravdépodobnosti p; — p2 je vSak asymptotickym testem, coz znamena,
ze zavery testovani se stavaji spolehlivymi s dostatecné velkym rozsahem obou nahodnych vybéra. Zda jsou rozsahy
obou ndhodnych vybéru k otestovani nulové hypotézy dostacujici, ovérime podminkou dobré aproximace (viz sekce
10.5). V pripadé, ze podminka dobré aproximace nenf splnéna, je tieba pfed samotnym testem rozsitit oba datové
soubory, tak aby rozsah kazdého z nich byl dostacujici. Pro lepsi orientaci uvadime rozhodovaci cestu k pouziti
testu o rozdilu pravdépodobnosti p; — p2 na obrazku 5.
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Obrazek 4: Rozhodovaci cesta k pouziti parametrického testu o rozdilu korela¢nich koeficientt p; — po
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Obrézek 5: Rozhodovaci cesta k pouziti testu o rozdilu pravdépodobnosti p; — pa



10.1 Test o podilu rozptyli o? a o3

Necht X711, ..., X1,, je ndhodny vybér z N(u1,02), a Xa1, ..., Xon, je na ném nezavisly ndhodny vybeér z rozdélen{
N(pg2,0?), piicemz ny > 2, ny > 2. Na hladiné vyznamnosti a testujeme jednu z nésledujicich tif hypotéz oproti
prislusné alternativni hypotéze.

Hoy : 0202 = o oproti Hyy :0%/03 # 02  (oboustranna alt.)
Hos : 0% )03 < o} oproti His:0%/03 > 02 (pravostrannd alt.)

Hos : 02 /03 > 02 oproti Hiz:0%/03 < o? (levostrann alt.)

Test nazyvame dvouvybérovy F-test o podilu rozptylii 0?/02. Testovaci statistika ma tvar

St

Fy =21
w ng

(10.1)
kde S? je vybérovy rozptyl prvniho ndhodného vybéru a S2 je vybérovy rozptyl druhého ndhodného vybéru. Za
platnosti nulové hypotézy pochazi statistika Fyy z Fisherova-Snedecorova F-rozdéleni o n; — 1 a ny — 1 stupnich
volnosti, tj.

S2 4
FW = Sig '\9 ni—1lng—1-
Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar
Hiy :0f/03 # op W =(0; Fn,—1,n,-1(/2)) U (Fny—1,n,-1(1 — /2) 5 00)
Hio:0})03 > 03 W = (Fp,—1n,—1(1 — ) ; 00)
Hyz:0%/03 < of W =(0; Fn,—1n,-1(a))

kde Fy, —1np—1(a/2), Fry—1mp—1(1 — a/2), Fy,—1py—1(@), Fry—1ny—1(1 — @) jsou kvantily F' rozdéleni o nqy — 1 a
ng — 1 stupnich volnosti, jejichz hodnoty ziskdme pomoci softwaru @ a implementované funkce gf().

Interval spolehlivosti ma podle zvolené alternativni hypotézy jeden z nédsledujicich tvara

2/ 9 2 /.2
2 ih ( s1/s5 ; 51/53 >
11:01/03 # 04 (d, h) Fnrlm,/l(l—a/?) Foy—1n,—1(0/2)
His:02/02 > o2 d’ooz 1752 ; 00
121 01/03 0 ( ) Froi—im,—1(1 —a)
s1/s
Hiz:0%/03 < o? 0,h :(0§12>
/o3 0 (0, 1) Froi—1n,-1()

Pozndmka: Protoze parametry o2 i o3 jsou z definice véts{ nez 0, je i jejich podil of /02 vidy vétsi nez 0. Proto
pravostranny interval spolehlivosti omezime zdola hodnotou 0, namisto minus nekone¢nem.

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hyy : 03 )03 # o3 p-hodnota = 2min{Pr(Fw < fw), Pr(Fw > fw)}
His:0?/03 > 02 p-hodnota = Pr(Fy > fw) =1 —Pr(Fw < fw)
Hiz:01/03 <o} p-hodnota = Pr(Fyw < fw)

kde Fy je ndhodnd veli¢ina, fy je realizace testovaci statistiky Fy (viz vzorec 10.1), tedy konkrétni ¢islo, a
Pr(Fw < fw) je distribuénf funkce F' rozdélenf o ny — 1 A ny — 1 stupnich volnosti, jejiz hodnotu ziskdme pomoci

@ a implementované funkce pf().
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Piiklad 10.2. Test o podilu rozptyla

Mgjme datovy soubor 16-anova-head.txt a proménnou bigo.W popisujici siftku dolni ¢elisti v mm (viz sekce ?7).
Predpokladejme, ze ndhodnd veli¢ina X, popisujici sirku dolni celisti u muzu orientovanych jinak nez vjlucné hete-
roserudiné, pochézi z normalntho rozdéleni N(u1,0%), a ze ndhodna veli¢ina Y, popisujici §@ku dolni celisti u Zen
orientovanyjch jinak neZ vijluéné heterosezudiné, pochézi z normalnfho rozdéleni N (u2,03). Na hlading vyznamnosti

a = 0.05 otestujte hypotézu o shodé rozptyli o7 a o3.

Reseni piikladu 10.2

Pomoci piikazu read.delim() nacteme datovy soubor a pifkazem na.omit() odstranime ze souboru NA hodnoty.
Pomoci operdtoru [] vybereme z datové tabulky tdaje o sifce dolni celisti (bigo.W) u muzi (sex == 'm’), resp. u
zen (sex == 'f'), orientovanych jinak nez vyluéné heterosexudlné (sexor == 'sa’). Piikazem length() zjistime rozsahy
obou nédhodnych vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)

data <- na.omit(data)

#head (data, n = 3)

bigo.Wms <- data[data$sex == ’m’ & data$sexor == ’sa’, ’bigo.W’]
bigo.Wfs <- datal[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’sa’, ’bigo.W’]

nl <- length(bigo.Wms) # 11
n2 <- length(bigo.Wfs) # 23

Datovy soubor obsahuje celkem 11 udaju o §itce dolni Celisti u muzu orientovanych jinak nez heterosexudlné a
23 tdaju o sfce dolni celisti u zen orientovanych jinak nez heterosexudlné. Regeni pifkladu vede na test o podilu
rozptylu. Pfed samotnym testovanim hypotézy ze zaddni musime nejprve ovéfit splnéni predpokladu normality
kazdého ndhodného vybéru.

Na nédmi zvolené hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme nulovou hypotézu Hyi: Ndhodny vybér sirek dolni
celisti muzu pochdzi z normdlniho rozdélent. oproti alternativni hypotéze Hy1: Ndhodny vijbér Sitek dolni celisti muzu
nepochdzi z normdiniho rozdéleni. Jelikoz nahodny vybér sestava z 11 pozorovani, coz je méné nez 30, provedeme test
normality Shapiro-Wilkovym testem. Normalitu ovérime téz graficky vykreslenim kvantilového diagramu (viz sekce
?7?) a pomoc{ histogramu superponovaného kfivkou normélniho rozdéleni (viz sekce ?7?). Datovy soubor rozdélime
na zékladé Sturgerova pravidla (viz sekce ?7?) do ¢tyt ekvidistatnich intervala s sitkou 8 mm prostfednictvim sta-
novenych hranic 93,101, ...,125 (viz obrazek ?7?).
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Obréazek 6: Histogram a kvantilovy diagram sitky dolni ¢elisti muzu

Protoze p-hodnota = 0.1731 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Nahodny vybér vysek lebky Zen tedy pochazi z normélniho rozdéleni. Pfi pohledu na histogram bychom mozna o
normalnim rozdéleni dat mohli pochybovat. Nezapomenme vsak, ze nahodny vybér obsahuje pouze 11 pozorovani.
Pii tak malém poc¢tu hodnot je obtizné posuzovat normalitu hodnot graficky, proto se spoléhdame na vysledek



Shapiro-Wilcoxonova testu.

Analogicky testujeme na hladiné vyznamnosti a = 0.05 nulovou hypotézu Hyo: Ndhodny vybér sitek dolni celisti Zen
pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze Hio: Nahodny vybér sivek dolni celisti Zem nepochdzi z
normdlniho rozdéleni. Kvuli nizkému rozsahu ndhodného vybéru otestujeme normalitu Shapiro-Wilkovym testem.
V réamci histogramu rozdélime soubor do péti ekvidistatnich intervalu s §itkou 4 mm prostiednictvim stanovenych
hranic 91,95, ...,111 (viz obrazek 7.
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Obrazek 7: Histogram a kvantilovy diagram sifky dolni celisti zen

Protoze p-hodnota = 0.0.1672 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néahodny vybér sitky dolni celisti zen také pochazi z normalniho rozdéleni.

Jelikoz oba ndhodné vybéry splnuji predpoklad normality, muzeme k testovani hypotézy ze zaddni pouzit parame-
tricky test o podilu rozptyla. Reseni si nyni uvedeme v posloupnosti Sesti kroku.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Rozptyl sitky dolni celisti muzi orientovanych jinak neZ heterosexudlné a Zen orientovanych jinak
nezZ heterosexudlné je shodnj.
Hy : Rozptyl sitky dolni celisti muzu orientovanych jinak neZ heterosexudlné a Zen orientovanich jinak
nez heterosexudlné neni shodny.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy:02=03 — 0?/02=02 kdeo =1

Hy:02#03 —  02/0%+# 02, kde 02 =1 (oboustrann alternativa)
2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

S 10.142622  102.8727
sz = =

— = = 3.60482 = 3.6048
S22 5.3420552  28.53755

e Kriticky obor
W= (0; Fﬂ1—17n2—1(a/2)> U <Fn1—17n2—1(1 - 0&/2) ) OO)
= (O; F10$22(0.025)> @] <F10’22(0.975) ; OO)
— (0; 0.2950131) U (2.699813 ; 50)



9 alpha <- 0.05

10 sl <- sd(bigo.Wms)

11 s2 <- sd(bigo.Wfs)

12 Fw <- s172 / 8272 # 3.60482

13 qf(alpha/2, nl -1, n2 - 1) # 0.2950131
14 qf (1 - alpha/2, nl -1, n2 - 1) # 2.699813

e Zaveér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky fy = 3.6048 nalezi do kritického oboru, tj. fir € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

( 51/52 . 3%/53 >
711 1,np— 1 1 - 04/2) Fn1—17n2—1(a/2)
(10 142622 /5.3420552  10.142622 /5.3420552>

F106,214(0.975) ’ F106,214(0.025)
3.60482 3.60482 >

2.699813 ° 0.2950131
= (1.335211; 12.21919) = (1.3352; 12.2192)

e Zavér testovani
Protoze 02 = 1 nendlez{ do Waldova 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o =
1 ¢ IS, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Fw < fw), Pr(Fw > fw)}
= 2min{Pr(Fy < 3.60482), 1 — Pr(Fy < 3.60482)}
= 2min{0.9941918, 0.005808181}
= 2 x 0.005808181
= 0.01161636 = 0.01162

156 p.val <- 2*min(pf(Fw, nl - 1, n2 - 1), 1 - pf(Fw, nl - 1, n2 - 1)) # 0.01161636

e Zavér testovani
Protoze p-hdonota = 0.01162 je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledkii: Na zakladé vsech tif zplisobti testovani zamitdme hypotézu o shodé rozptyli o? a
o3. Mezi rozptylem &fiky dolni ¢elisti muzi orientovanych jinak nez heterosexudlné a rozptylem &fiky dolnf
Celisti zen orientovanych jinak nez heterosexudlé existuje statisticky vyznamny rozdil.

Pozndmka: K otestovani nulové hypotézy o podilu rozptyli mizeme vyuzit funkei var.test(). Vstupnimi para-
metry budou nejprve dva vektory reprezentujici ndhodné vybéry, tj. bigo.Wms a bigo.Wfs, dédle hodnota hladiny
vyznamnosti a zadana prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « nastavenim hodnoty argumentu conf.level
= 0.95 a nakonec typ zvolené alternativni{ hypotézy (oboustrannd), zadany pomoci argumentu alternative ==
"two.sided’.



var.test (bigo.Wms, bigo.Wfs, conf.level = 0.95, alternative = ’two.sided’)

F test to compare two variances

data: Dbigo.Wms and bigo.Wfs
F = 3.6048, num df = 10, denom df = 22, p-value = 0.01162
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
1.335211 12.219186
sample estimates:
ratio of variances
3.60482

Soucasti vystupu je hodnota testovaci statistiky F = 3.6048, pocty stupinu volnosti Fisherova rozdéleni num df =
10 a denom df = 22, hranice intervalu spolehlivosti 1.335211 a 12.219186 a p-hodnota p-value = 0.01162. Jediné, co
musime stanovit zvlast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru.

*
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Priiklad 10.3. Test o podilu rozptyla

Méjme datovy soubor 11-two-samples-means-skull.txt a proménnou (skull.H), popisujici basion-bregmatickou vysku
lebky v mm (viz sekce ??). Pfedpoklddejme, ze ndhodnd velicina X, popisujici vysku lebky u Zen, pochdzi z
normélnfho rozdélenf N(u1,0%), a ze ndhodna velicina Y, popisujici vysku lebky u mu#i, pochdzi z normélniho
rozdéleni N (uz,03). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 otestujte nulovou hypotézu, ze rozptyl vysky lebky u muzi
je vétsi nebo roven vysce u zen.

Reseni piikladu 10.3

Pomoci piikazu read.delim() nacteme datovy soubor a piikazem na.omit() odtranime ze souboru NA hodnoty. Pomoci
operdtoru [] vybereme z datové tabulky tdaje o basion-bregmatické vysce lebky (skull.H) u muzi (sex == 'm’),
resp. u zen (sex == 'f'). Déle zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//l11l1-two-samples-means-skull.txt’)
data <- na.omit (data)

#head (data, n = 3)

skull .Hm <- datal[data$sex == ’m’, ’skull.H’]

skull .Hf <- datal[data$sex == ’f’, ’skull.H’]

nl <- length(skull.Hm) # 215
n2 <- length(skull.Hf) # 107

Datovy soubor obsahuje celkem 215 ddaju o basion-bregmatické vysce lebky u muzu a 107 udaju o basion-
bregmatické vysce lebky u zen. Regeni piikladu vede na test o podilu rozptyli. Pied testovanim hypotézy ze zadéni
musime ovérit predpoklad normality pro oba ndhodné vybéry.

Jelikoz neni uvedeno jinak, zvolime pro test normality hladinu vyznamnostia = 0.05. Nejprve testujeme nulovou
hypotézu Hyy: Ndahodnij vybér vysek lebky muzu pochdzi z normdlniho rozdélent. oproti alternativni hypotéze Hyq:
Ndhodny vybér vysek lebky muzi nepochdzi z normalniho rozdéleni. Protoze rozsah nahodného vybéru n = 215
je vétsi nez 30, zvolime na test normality Lillieforsuv test. Normalitu ovérime graficky pomoci kvantilového di-
gramu a histogramu superponovaného kfivkou normélnfho rozdéleni (viz obrazek ?7?). Datovy soubor rozdélime na
zékladé Sturgerova pravidla do deviti ekvidistatnich intervalu s §ifkou 3 mm prostiednictvim stanovenych hranic
119, 121,...,146.
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€ 0.04 / S |
5 / ' 5 130
® 002 , % ',k ] S 1254
0.00 4 % ,/% %///27///,;: 120 —
1T T 1T T T T T1
120.5 126.5 132.5 138.5 144.5 -3 -2 -1 0 1 2 3
teoreticky kvantil
vyska lebky (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota®:1263

Obrézek 8: Histogram a kvantilovy diagram vysky lebky muzu

Protoze p-hodnota = 0.1263 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Nédhodny vybér vysek lebky muzu tedy pochédzi z normélniho rozdéleni.

Analogicky testujeme na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 nulovou hypotézu Hyy: Ndhodny vybér viysek lebky Zen
pochdzi z mormdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze His: Ndhodny vybér visek lebky Zem mepochdzi z
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normdalniho rozdéleni. Protoze rozsah ndhodného vybéru n = 107 je vétsi nez 30, zvolime na test normality opét Lil-
lieforstuv test. V rdmeci histogramu rozdélime soubor do osmi ekvidistatnich intervali s $itkou 3 mm prostiednictvim
stanovenych hranic 114, 117,...,138 (viz obrédzek 9).
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vyska lebky (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota®:0989

Obrézek 9: Histogram a kvantilovy diagram vysky lebky zen

Protoze p-hodnota = 0.0989 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néahodny vybér vysek lebky zen tedy pochézi z normélniho rozdéleni.

Jelikoz oba ndhodné vybéry pochédzi z normalnich rozdéleni, muzeme k testovani hypotézy ze zadani pouzit para-
metricky test o podilu rozptyli. Zde je vhodné upozornit, Ze v zadani mame uvedené piesné znéni nulové hypotézy.
Zbyva tedy vhodné zvolit hypotézu alternativni.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Rozptyl vysky lebky muzi je vétsi nebo roven rozptylu vijsky lebky Zen.
Hy : Rozptyl vysky lebky muzi je mensi nezZ rozptyl vysky lebky Zen.
e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy:02>03 — o0}/03>03,kdeol =1
Hi:0?2 <0} — 0%/03 <03, kde 03 =1 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime ze zadani jako o = 0.01.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

2 2
ST 4.835494 _ 23.382 — 1079861 = 1.0799

F = — =
W S2  4.6532562  21.65279

alpha <- 0.01

sl <- sd(skull.Hm)

s2 <- sd(skull.Hf)

Fw <- 8172 / 8272 # 1.079861
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e Kriticky obor

W= (07 F7L1—1,7L2—1(a)>
= (03 F514,107(0.01))
= (0; 0.683192) = (0; 0.6832)

40 qf(alpha, nl - 1, n2 - 1) # 0.683192

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky fyr = 1.0799 nendlezi do kritického oboru, tj. fyr ¢ W, Hy ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti
e Interval spolehlivosti

0; — 51/% )

n1 1,n0— 1(01)

(0 4.8354942 /4. 6532562)

F314,106(0.01)
1.079861
0.683192

= (0; 1.580611) = (0; 1.5806)

0;

41 HH <- (s1°2 / s2°2) / qf(alpha, nl - 1, n2 - 1) # 1.580611

e Zavér testovani
Protoze 03 = 1 nalezi do Waldova 99% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. 03 =1 €
1S, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Fyw < fw)
= Pr(Fy < 0.92060453)
=0.3165

42 p.val <- pf(Fw, nl - 1, n2 - 1) # 0.3165

e Zavér testovani
Protoze p-hdonota = 0.3165 je vétsi nez a = 0.01, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Interpretace vysledku: Rozptyl vysky lebky muzu neni statisticky vyznamné vyssi nez rozptyl vysky lebky
Zen.

Pozndmka: K otestovan{ nulové hypotézy o podilu rozptylu muzeme vyuzit funkei var.test(), kde hodnotu argumentu
conf.level nastavime na hodnotu 0.99 a typ alternativni hypotézy zvolime pomoci argumentu alternative = 'less’ jako
levostranny.

11



var.test (skull .Hm, skull.Hf, conf.level = 0.99, alternative = ’less’)

F test to compare two variances

data: skull.Hm and skull.Hf
F = 1.0799, num df = 214, denom df = 106, p-value = 0.6685
alternative hypothesis: true ratio of variances is less than 1
99 percent confidence interval:

0.000000 1.580611

sample estimates:
ratio of variances

1.079861

Soucasti vystupu je hodnota testovaci statistiky F = 1.0799, pocty stupnu volnosti Fisherova rozdéleni num df = 214
a denom df = 106, hranice 99% Waldova empirického pravostranného intervalu spolehlivosti 0 a 1.5806 a p-hodnota
p-value = 0.6685. Jediné, co musime stanovit zvlast, je horni hranice kritického oboru. *
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Piiklad 10.4. Test o podilu rozptyla

Meéjme datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt a proménnou cla.L popisujici nejvétsi délku kliéni kosti
7z pravé strany v mm (viz sekce ??). Piedpoklddejme, Ze ndhodnd velicina X, popisujici nejvétsi délku klicni kosti
z pravé strany u anglické populace, pochzi z normalnfho rozdéleni N(u1,0%), a Ze ndhodn4 velicina Y, popisujici
nejuétsi délku klicni kosti z pravé strany u indické populace z Amritsaru, pochézi z normalntho rozdéleni N (g, 03).
Na hladiné vyznamnosti @ = 0.10 zjistéte, zda je rozptyl nejvétsi délky kliéni kosti z pravé strany u anglické popu-
lace statisticky vyznamné vétsi nez u indické populace z Amritsaru.

Reseni piikladu 10.4

Pomoci pifkazu read.delim() nac¢teme datovy soubor a pifkazem na.omit() odtranime ze souboru NA hodnoty.
Pomoci operatoru [| vybereme z datové tabulky udaje o nejvétsi délce kliéni kosti z pravé strany (cla.L) u jedincu
anglické populace (pop == 'eng’), resp. indické populace z Amritsaru (pop == 'ind1l’). Nakonec zjistime rozsahy
obou ndhodnych vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//18-more-samples-variances-clavicle.txt’)
data <- na.omit (data)

#head (data, n = 3)

cla.Le <- datal[data$pop == ’eng’, ’cla.L’]

cla.Li <- datal[data$pop == ’indl’, ’cla.L’]

nl <- length(cla.Le) # 70
n2 <- length(cla.Li) # 120

Datovy soubor obsahuje celkem 70 tidaju o nejvétsi délce kliéni kosti z pravé strany u jedincu anglické populace
a 120 udaji o nejvétsi délee klieni kosti z pravé strany u jedinct indické populace z Amritsaru. Reseni prikladu vede
na test o podilu rozptylu. Pred testovdnim nulové hypotézy ze zaddni musime ovéfit normalitu obou nadhodnych
vybéru.

Hladinu vyznamnosti a pro test normality stanovime standartné, t. a = 0.05. Nejprve testujeme hypotézu
Ho1: Ndhodny vybér nejvétsich délek klicnich kosti z pravé strany u jedincu anglické populace pochdzi z normdlniho
rozdélend. oproti alternativni hypotéze Hi1: Ndhodng vgbér nejuétsich délek klicnich kosti z pravé strany u jedinci
anglické populace nepochdzi z normdiniho rozdéleni. Protoze rozsah ndhodného vybéru je vétsi nez 30, ovéiime
predpoklad normality Lillieforsovym testem. Grafické ovéreni provedeme na zdkladé kvantilového diagramu a his-
togramu superponovaného kiivkou normalniho rozdéleni (viz obrézek ??). Datovy soubor rozdélime do deviti ekvi-

distatnich intervalu s §ifkou 3 mm stanovenim hranic 126,133,...,175.
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Obrazek 10: Histogram a kvantilovy diagram délky pravé kliéni kosti u muzu anglické populace

Jelikoz p-hodnota = 0.1958 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.
Nahodny nejvétsich délek kliénich kosti z pravé strany u jedinct anglické populace pochédzi z normalniho rozdéleni.
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Analogicky testujeme na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 nulovou hypotézu Hyo: Ndhodny vgbér nejvétsich délek
klicnich kosti z pravé strany u jedincu indické populace z Amritsaru pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alter-
nativni hypotéze Hio: Ndhodny vybér nejvétsich délek klicnich kosti z pravé strany u jedinct indické populace z
Amritsaru nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Protoze rozsah ndhodného vybéru n = 120 je vétsi nez 30, ovérime

predpoklad normality opét Lillieforsovym testem. V rameci histogramu rozdélime data do osmi ekvidistatnich inter-

valu s $ifkou 8 mm prostFednictvim stanovenych hranic 122,130, ...,170 (viz obrdzek E10-Test-ss-cla.LAI).
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Obrazek 11: Histogram a kvantilovy diagram délky pravé kli¢ni kosti u muzi indické populace

Protoze p-hodnota = 0.0956 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Nahodny vybér nejvétsich délek klicnich kosti z pravé strany u jedincu indické populace z Amritsaru
pochézi z normalniho rozdéleni.

Jelikoz oba ndhodné vybéry pochézi z normalnich rozdéleni, muzeme k testovani hypotézy ze zadani pouzit parame-
tricky test o podilu rozptyla. Zde je vhodné upozornit, ze v zadani piikladu se nepiSe nic o znéni nulové hypotézy.
Ze zadani vime, ze se snazime prokazat, ze rozptyl u anglické populace je vétsi nez rozptyl u indické populace
z Armitsaru. Jak bylo zminéno v uvodni ¢asti kapitoly 77, tvrzeni, jehoz platnost se snazime dok&azat, je vzdy
soucasti alternativni hypotézy. Ze zadéni tedy zname tvar alternativni hypotézy, zatimto znéni nulové hypotézy
vhodné doplnime.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Rozptyl nejvétsi délky klicni kosti z pravé strany u anglické populace je mensi nebo roven rozptylu u
indické populace z Amritsaru.
Hy : Rozptyl nejvétsi délky klicni kosti z pravé strany uw anglické populace je vétsi nez rozptyl u indické
populace z Amritsaru.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy:0i<03 — 0?/03<o} kdeo? =1
Hy:02>02 —  0?/0% > 02, kde 02 =1 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime jako e = 0.10 (viz zadani piikladu).
3. Testovani kritickym oborem

o Testovaci statistika

S210.510072 110.4616
Fy =21 = = = 1.448243 = 1.4482
W T S2 T 87334322 76.27283
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63 alpha <- 0.10

64 s1 <- sd(cla.Le)

65 s2 <- sd(cla.Li)

66 Fw <- s1°2 / 8272 # 1.448242

e Kriticky obor

W= (Fnlflﬂufl(l - a>; OO>
= (F697119(0.90); OO>
= (1.30745900) = (1.3075; 00)

67 qf(1 - alpha, nl - 1, n2 - 1) # 1.307459

e Zaveér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky fy = 1.4482 nélezi do kritického oboru, tj. fir € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

< 51/52 )
7’L1 1,n2— 1 ) ; OO
(10 510072/8 7334322)

F9,119(0.90)
1. 448243
1.307459 °

= (1.107678 ; 00) = (1.1077; c0)

68 (DH <- (s1°2 / s2°2) / qf(1 - alpha, nl - 1, n2 - 1)) # 1.107677

[[11 1.107677 69

e Zavér testovani
Protoze 03 = 1 nenélezi do Waldova 90% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. o3 =1 €
1S, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Fw > fw) =1 —Pr(Fw < fw)
=1 Pr(Fy < 1.307459)
= 0.03845745 = 0.0385

e Zavér testovani
Protoze p-hdonota = 0.0385 je mensi nez o« = 0.10, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.1.

6. Interpretace vysledku: Za zakladé vSech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti
a = 0.10. Rozptyl nejvétsi délky kliéni kosti z pravé strany u anglické populace je statisticky vyznamné vétsi
nez rozptyl u indické populace z Amritsaru.
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70

71

p.val <- 1 - pf(Fw, nl - 1, n2 - 1) # 0.03845745

Pozndmka: K otestovani nulové hypotézy o podilu rozptyli muzeme vyuzit funkei var.test(), kde hodnotu argumentu
conf.level nastavime na hodnotu 0.90 a typ alternativni hypotézy zvolime pomoci argumentu alternative = 'greater’
jako pravostranny.

var.test (cla.Le, cla.Li, conf.level = 0.90, alternative = ’greater’)

F test to compare two variances

data: cla.Le and cla.Li
F = 1.4482, num df = 69, denom df = 119, p-value = 0.03846
alternative hypothesis: true ratio of variances is greater than 1
90 percent confidence interval:

1.107677 Inf
sample estimates:
ratio of variances

1.448242

Soucasti vystupu je hodnota testovaci statistiky F = 1.4482, pocty stupiitu volnosti Fisherova rozdéleni num df = 69
a denom df = 119, hranice 90% Waldova empirického levostranného intervalu spolehlivosti 1.1077 a Inf a p-hodnota
p-value = 0.0385. Jediné, co musime stanovit zvl4st, je dolni hranice kritického oboru. *
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Priiklad 10.5. Test o podilu rozptyla

Meéjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou intorb.B popisujici interorbitalni siiku v
mm (viz sekce 7?7). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 zjistéte, zda je rozptyl interorbitdlni sifky muzu malajské
populace statisticky vyznamné vétsi nez rozptyl interorbitalni sitky muzu ¢inské populace.

Reseni piikladu 10.5

Pomocf pifkazu read.delim() nac¢teme datovy soubor a odstranime ze souboru chybéjici hodnoty. Pomoci operdtoru
[] vybereme z datové tabulky tidaje o interorbitdln{ &fce (intorb.B) u muzu malajské populace (pop == 'mal’), resp.
u muzu ¢inské populace (pop == 'cin’). Nakonec zjistime rozsahy obou ndhodnych vybért.

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
data <- na.omit(data)

intorb.BM <- data[data$pop == ’mal’, ’intorb.B’]

intorb.BC <- data[data$pop == ’cin’, ’intorb.B’]

nl <- length(intorb.BM) # 73
n2 <- length(intorb.BC) # 19

Datovy soubor obsahuje celkem tudaje o interorbitalni sifce 73 muzu malajské populace a 19 muzi ¢inské popu-
lace. Reseni pifkladu vede na test o podilu rozptyli. Pred testovanim hypotézy ze zadani musime ovéFit normalitu
obou ndhodnych vybéru. Hladinu vyznamnosti zvolime pro tento el o = 0.05.

Protoze rozsah ndhodného vybéru interorbitdlnich §ifek muzi malajské populace je vétsi nez 30, pouzijeme na
ovéfeni predpokladu normality Lillieforsuv test. Rozdéleni datového souboru vizualizujeme pomoci kvantilového
diagramu a histogramu (viz obrazek 12). Datovy soubor rozdélime do sedmi ekvidistatnich intervala s §fikou 2 mm
stanovenim hranic 16, 18,...,30 mm.
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Obrazek 12: Histogram a kvantilovy diagram interorbitdlni sifky muzu malajské populace

Jelikoz p-hodnota = 9 x 10~ je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Takéz histogram ukazuje poruseni predpoklaud normality zejména vySikmenim naméfenych hodnot doleva oproti
predpokladanému rozdéleni. V kvantilovém diagramu vidime odklon hodnot od referenéni ptimky v pravém hornim
rohu. Ndhodny vybér interorbitalnich sifek muzu malajské populace nepochdzi z normalniho rozdéleni.

Déle otestujeme hypotézu o normalité ndhodného vybéru interorbitalnich §itek muzu ¢inské populace. Protoze
rozsah ndhodného vybéru n = 19 je mensi nez 30, ovéfime piedpoklad normality Shapiro-Wilkovym testem. V
ramci histogramu rozdélime data do péti ekvidistatnich intervalua s sifkou 2 mm prostrednictvim stanovenych hranic
18,20,...,28 (viz obrézek 13).

Protoze p-hodnota = 0.3475 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Z obrazku 13 vidime, ze histogram vérné kopiruje tvar kiivky normélniho rozdéleni. Kvantilovy diagram
ukazuje tésnou piichylnost bodu k referenéni piimce vyjma krajného levého bodu. Odchyleni tohoto bodu vsak
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Obrazek 13: Histogram a kvantilovy diagram interorbitalni sitky muzu ¢inské populace

podle Shapiro-Wilkova testu nenarusuje fatdlné predpoklad normality ndhodného vybéru. Ndhodny vybér interor-
bitalnich sitek u muzu ¢éinské populace pochézi z norméalnho rozdéleni.

Jelikoz ndhodny vybér interorbitalnich sifek muzu malajské populace nespliiuje predpoklad normality, nemtzeme
provést parametricky test o podilu rozptylu. *
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10.2 Klasicky dvouvybérovy t—test o rozdilu strednich hodnot p; — o

Necht X711, ..., X1,, je ndhodny vybér z N(u1,0%), a Xo1, ..., Xon, je na ném nezavisly ndhodny vybeér z rozdélen{
N(uz,03), pticemz ny > 2, ng > 2 a 0 a 03 jsou nezndmé ale shodné rozptyly, tj. o7 = o3. Necht pg je konstanta.
Na hladiné vyznamnosti « testujeme jednu z nasledujicich tii hypotéz oproti piislusné alternativni hypotéze.

Hop @y — p2 = o oproti Hyp i pp — po # o (oboustrannd alt.)
Hoo : i1 — po < po oproti Hyg:pg —pe > po  (pravostrannd alt.)
Hosz @y — pa > po oproti Hyz:pp —p2 < po (levostrannd alt.)

Test nazyvame klasicky dvouvybérovy t-test o rozdilu stfednich hodnot py — pe. Testovaci statistika mé tvar
My — M) — o
Siv/ms + g

ni ng

Ty = (10.2)

kde M, je vybérovy prumeér a my je rozsah prvniho ndhodného vybéru, Ms je vybérovy prumér a ns je rozsah
druhého ndhodného vybéru, dile S, je aritmeticky primér vybérovych rozptylt S? a S3 (viz kapitola ??), kde S?
je vybérovy rozptyl prvntho ndhodného vybéru a S3 je vybérovy rozptyl druhého ndhodného vybéru a koneéné
Lo je konstanta z nulové hypotézy. Za platnosti nulové hypotézy pochazi statistika Ty ze Studentova rozdéleni o
n1 + ng — 2 stupnich volnosti, tj.

(My — Ms) — po H,

~ tn1+n2—2~
1 1

Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Tw =

Huy :py = p2 # o W = (=005 tny4ny—2(/2)) U (tn; 4n,—2(1 — a/2) ; o0)
Hyg i — p2 > pio W = (tn,+n,—2(1 — @) ; 00)
Hyz :py — po < o W = (=005 tny4n,—2(a))

kde tny4no—2(0/2), tn, 1ny—2(1—/2), tny4nyo—2(a) &ty 4n,—2(1—a) jsou kvantily Studentova rozdéleni o ny +ng—2
stupnich volnosti, jejichz hodnoty ziskdme pomoci @ a implementované funkce qt().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

Hiy:pn — po # o (d,h) = (ml — My = 8uy/ 7=+ obnytna—2(1 — @/2) 5 my —my — suy /7 + %tnﬁnrz(a/?))

Hig:pq — pa > po (d,00) = (ml — M — Sxy /= + n%tnﬁ-m—z(l —a); OO)

ny
Hys i — p2 < po (=00, h) = (—OO; mp —ma — 8*\/7%1 + n%tnﬁnrz(a))

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hyp:p# o p-hodnota = 2min{Pr(Tw < tw), Pr(Tw > tw)}
Hig:pp > po p-hodnota = Pr(Tw > tw) = 1 — Pr(Tw <tw)
His:p < po p-hodnota = Pr(Ty < tw)

kde Ty je ndhodnd veli¢ina, ¢ty je realizace testovaci statistiky Ty (viz vzorec 10.2), tedy konkrétni ¢islo, a
Pr(Tw < tw) je distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni o ny 4+ ny — 2 stupnich volnosti, jejiz hodnotu ziskdme
pomoci @ a implementované funkee pt().
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Priklad 10.6. Test o rozdilu stiednich hodnot

Méjme datovy soubor 0l-one-sample-mean-skull-mf.txt a proménnou skull.B popisujici nejvétsi sitku mozkovny v
mm (viz sekce ?7?). Predpoklddejme, ze ndhodnd veli¢ina X, popisujici nejuétsi §irku mozkovny u muzi, pochézi
z normélniho rozdéleni N(u1,0%), a Ze ndhodnd veli¢ina Y, popisujici nejuétsi §irku mozkovny u Zen, pochdz{ z
normélnfho rozdéleni N(uz,03). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 otestujte hypotézu o shodé stfednich hodnot
nejvetsi §itky mozkovny u muzu a u Zen.

Reseni piikladu 10.6

Piikazem read.delim() nacteme datovy soubor a piikazem na.omit() z néj odtranime NA hodnoty. Pomoci operdtoru
[] vybereme z datové tabulky tdaje o nejvétsi sifce mozkovny (skull.B) u muzi (sex == 'm’), resp. u Zen (sex ==
'f') a zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//0Ol-one-sample-mean-skull-mf.txt’)
data <- na.omit (data)

#head (data, n = 3)

skull .Bm <- datal[data$sex == ’m’, ’skull.B’]

skull.Bf <- datal[data$sex == ’f’, ’skull.B’]

nl <- length(skull.Bm) # 216
n2 <- length(skull.Bf) # 109

Datovy soubor obsahuje celkem 216 udaju o nejvétsi sifce mozkovny u muzi a 107 udaju o nejvétsi sifce
mozkovny u zen. Reseni piikladu vede na test o rozdilu stfednich hodnot. Pied testovanim nulové hypotézy ze
zadéni musime ovéfit splnéni predpokladu normalitu obou ndhodnych vybért, abychom zjistili, zda pouzit parame-
tricky nebo neparametricky test. V pripadé splnéni predpokladu normality musime provést test o shodé rozptylu,
abychom ur¢ili, zda mame pouzit klasicky dvouvybérovy parametricky ¢-test nebo Welchtuv dvouvybérovy ¢-test.
Jelikoz neni stanoveno jinak, zvolime pro testy normality i pfipadny test o podilu rozptyli hladinu vyznamnosti
a = 0.05.

Nejprve testujeme hypotézu Hgy: Ndhodnyj vgbér nejuétsich §irek mozkovny u muzi pochdzi z normdlniho rozdéleni.
oproti alternativni hypotéze Hy1: Ndhodny vybér nejuétsi §irce mozkovny u muzi nepochdzi z normdlniho rozdélent.
Jelikoz ndhodny vybér sestdva z 215 pozorovani, coz je vice nez 30, provedeme test normality Lillieforsovym testem.
Normalitu ovéfime téz graficky vykreslenim kvantilového diagramu (viz sekce ??) a pomoci histogramu superpono-
vaného kiivkou normélniho rozdéleni (viz sekce ??). Datovy soubor rozdélime na zdkladé Sturgerova pravidla (viz
sekce 77) do deviti ekvidistatnich intervala s §ifkou 3 mm prostiednictvim stanovenych hranic 123,126, ..., 150 (viz
obrazek 14).

0.08 “/,/ _ 150 |
g 0.06 — V/%%% % o
© %/ < 140
§ 0044 %% S 135
% 0.02 %% % 130
) o:oo _ %% 125 —
n;ejvetsi s.irka mc.)zkovn); (v mm.) LiIIieforsj?/c;:aztti:cl;{rljgz:glta@m?GG

Obréazek 14: Histogram a kvantilovy diagram nejvétsi sitky mozkovny muzi

Protoze p-hodnota = 0.0766 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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98

Nahodny vybér nejvétsich sitek mozkovny muzu pochdzi z normalniho rozdéleni. Vykresleny histogram i kvantilovy
diagram vysledek testu normality podporuji. Histogram kopiruje tvar kfivky normalniho rozdéleni a ve vykresleném
kvantilovém diagramu se body pohybuji okolo referenc¢ni ¢ary.

Analogicky testujeme hypotézu Hys: Nahodnij vijbér nejuétsich Sitek mozkovky Zen pochdzi z normdlniho rozdélend.
oproti alternativni hypotéze His: Ndhodny vybér nejvétsich sirek mozkovny Zen nepochdzi z normdiniho rozdélent.
Jelikoz rozsah ndhodného vybéru je dostateéné vysoky, pouzijeme na otestovani hypotézy o normalité Lillieforsuv
test. V ramci histogramu rozdélime soubor do osmi ekvidistatnich intervala s §itkou 4 mm prostiednictvim stano-
venych hranic 116,120.. ., 148 (viz obrazek 15).
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teoreticky kvantil
nejvetsi sirka mozkovny (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota®:0638

Obrézek 15: Histogram a kvantilovy diagram nejvétsi sitky mozkovny zen

Protoze p-hodnota = 0.0638 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néhodny vybér nejvetsi sitky mozkovny zen také pochazi z normalniho rozdéleni. Vykresleny histogram i kvantilovy
diagram podporuji vysledek testovani.

Jelikoz oba ndhodné vybéry splnuji predpoklad normality, muzeme k testovani hypotézy ze zadani pouzit parame-
tricky test. Zda je vhodné zvolit klasicky dvouvybérovy t-test nebo Welchuv dvouvybérovy t-test rozhodneme na
zékladé vysledku testu o shodé rozptylu obou ndhodnych vybéru.

Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme hypotézu Hy : 07 /03 = 1 (rozptyly o? a o3 jsou shodné) oproti
alternativni hypotéze H; : 0?/03 # 1 (rozptyly o? a o3 nejsou shodné). Nulovou hypotézu otestujeme pomoci
p-hodnoty ziskané pomoci funkce var.test(). Kompletni postup testovani by byl analogicky postupu uvedenému v
prikladu 10.2.

var.test (skull .Bm, skull.Bf, alternative = ’two.sided’)$p.val

[[11 0.761025 99

Jelikoz p-hodnota = 0.761025 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé rozptyli nezamitame na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Na zakladé vysledk testovani tedy predpokladame, ze oba rozptyly jsou shodné.

Protoze oba vybéry pochdazi z normalnich rozdéleni, jejichz rozptyly jsou shodné, pouzijeme na otestovani hypotézy
ze zadani klasicky dvouvybérovy t-test o rozdilu stfednich hodnot p; — po. ReSeni si nyni uvedeme v posloupnosti
sedmi kroku.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Stiedni hodnota nejvétsi sirky mozkovny muzi a Zen jsou shodné.
H; : Stredni hodnota nejuétsi sirky mozkovny muzu a Zen nejsou shodné.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:pp=p2 —  p1— p2 = po, kde g =0
Hy:tpn #p2 = pa1— p2 # po, kde po =0
(oboustrannd alternativa)
2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime ze zadani a = 0.05.

3. Testovani kritickym oborem

e Aritmeticky priamér vybérovych rozptyla

. \/(m —1)S2 + (ny — 1)S2

ny+mng —2

B \/(216 1) x 4.8246422 + (109 — 1) x 4.6959912

216 + 109 — 2
B \/215 X 23.27717 + 108 x 22.05233
B 323
7386.243
=\ /W = v/22.86763 = 4.7820109 = 4.7820

100 s1 <- sd(skull.Bm)
101 s2 <- sd(skull.Bf)
102 sh <- sqrt(((nl - 1) * 8172 + (n2 - 1) * s2°2) / (nl + n2 - 2)) # 4.7820109

e Testovaci statistika

(M — M3) — po

1 1
S*‘/E_‘_E

(137.1852 — 134.1468) — 0

4.78201094/ 515 + 109

3.038396

~ 17820109 x 0.1174902

3.038396
= ———— =540794 =54
0.5618394 54079 54079

Tw =

103 alpha <- 0.05

104 muO <- 0

105 m1 <- mean(skull.Bm)

106 m2 <- mean (skull.Bf)

107 tw <- ((m1l - m2) - muO0) / (sh * sqrt(l1 / nl + 1 / n2)) # 5.40794

Kriticky obor

w

(*OO§ tnl-&-nz—Q(O‘/z» U <tn1+n2—2(1 - 0‘/2) 5 OO)

(—OO; ﬁ216+109_2(0.05/2)> U <t216+109_2(1 — 005/2) ] OO)
(

(

—00; t323(0.025)> U <t323(0.975) ; OO)
—o0; —1.967336) U (1.967336 ; o)
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108 qt(alpha/2, nl + n2 - 2) # -1.967336
109 qt(l-alpha/2, nl + n2 - 2) # 1.967336

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky ty = 5.4079 nélezi do kritického oboru, tj. tyy € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

1 1 1 1
(d, h) = (m1 — M2 — Sk H + nigtnl+n272(1 — 04/2) ;M — Mo — Sk H + mtn1+n22(a/2)>

1 1 1 1
— ((137.1852 — 134.1468) — 4.78201091/ = + ——t323(0.975) ; (137.1852 — 134.1468) — 4.78201094/ —— + ——
(( ) 515 T 109 323 )i ( ) 515 T 109
= (3.038396 — 4.7820109 x 0.1174902 x 1.967336; 3.038396 — 4.7820109 x 0.1174902 x (—1.967336))

= (1.933069; 4.143723) = (1.9331 ; 4.1437)

110 dh <- (ml1 - m2) - sh * sqrt(1 / nl + 1 / n2) * qt(1 - alpha / 2, nl + n2 - 2) # 1.93307
111 hh <- (m1 - m2) - sh * sqrt(l / nl + 1 / n2) * qgt(alpha / 2, nl + n2 - 2) # 4.143723

e Zavér testovani
Protoze 1o = 0 nendlezi do Waldova 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. po =
0 ¢ IS, Hy zamitdame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Tw < tw), Pr(Tw > tw)}
= 2min{Pr(Ty < 5.40794), 1 — Pr(Ty < 5.40794)}
= 2min{0.9999999, 6.212613 x 10~%}
=2 x (6.212613 x 10~%)
=1.242523 x 1077 = 1.2425 x 1077

112 p.val <- 2*min(pt(tw, nl + n2 - 2), 1 - pt(tw, nl + n2 - 2)) # 1.242523e-07

e Zaveér testovani
Protoze p-hodnota = 1.2425x 10~ je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Graficka vizualizace vysledku testovani
Vhodny grafem porovnévajicim stfedn{ hodnoty obou ndhodnych vybéru je krabicovy diagram (obrdzek 16).

7. Interpretace vysledkii: Na zdkladé viech ti{ zpusobu testovani zamitdame hypotézu o shodé stfednich hodnot
nejvetsi sifky mozkovny muzu a zen. Mezi nejvétsi Sitkou mozkovny muzu a Zen existuje statisticky vyznamny
rozdil.

23



113

€ 155
£ ® prumer
> 150 - —— median
> )
S 145 ! .
) ! |
N ! |
o 140 - 1
S ® "
g 135 . ®
2130 : -
a : .
G) —
'a>7 125 o
c

120

T T
muzi zeny

pohlavi
Obrazek 16: Krabicovy diagram nejvétsi sitky mozkovny muzu a zen

t.test (skull.Bm, skull.Bf, conf.level = 0.95, alternative = ’two.sided’, var.equal = T)

Pozndmka: K otestovan{ nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot muzeme vyuzit funkei t.test(). Vstupnimi
parametry budou nejprve dva vektory reprezentujici nahodné vybeéry, tj. skull.Bm a skull.Bf, dale hodnota hladiny
vyznamnosti o zadana prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — o nastavenim hodnoty argumentu conf.level =
0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (oboustrannd) zadany pomoci argumentu alternative = "two.sided’ a nakonec

argument var.equal == T volbu klasického t-testu zalozeného na piedpokladu shody rozptyli o? a o3.

Two Sample t-test

data: skull.Bm and skull.Bf
t = 5.4079, df = 323, p-value = 1.243e-07
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
1.933070 4.143723
sample estimates:
mean of x mean of y

137.1852 134.1468

Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky t = 5.4079, pocet stupnu volnosti Studentova rozdéleni num df =
323, hranice intervalu spolehlivosti 1.933070 a 4.143723 a p-hodnota p-value = 1.243e-07. Jediné, co musime stanovit
zv14st, jsou dolni a horni hranice kritického oboru.

*
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Priiklad 10.7. Test o rozdilu stifednich hodnot

Mgjme datovy soubor 15-anova-means-skull.txt a proménnou upface.H popisujici vysku horni ¢asti tvafe v mm (viz
sekce ?77). Predpoklddejme, Ze ndhodnd veli¢ina X, popisujici vysku hornd édsti tvdre ¢inské populace, pochdzi z
normélnfho rozdéleni N(ui,0%), a Ze ndhodnd velicina Y, popisujici viisku horni édsti tvdre malajské populace,
pochazi z normélniho rozdéleni N (juz2,03). Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 provéite, zda je stfedni hodnota vysky
horni ¢asti tvare ¢inské populace statisticky vyznamné vétsi nez stfedni hodnota vysky horni ¢asti tvare malajské
populace.

Reseni piikladu 10.7

Pifkazem read.delim() nacteme datovy soubor a pifkazem na.omit() z néj odtranime NA hodnoty. Pomoc{ operdtoru
[] vybereme z datové tabulky namefené hodnoty vysky horni ¢dsti tvafe (upface.H) ¢inské populace (pop == 'cin’),
resp. malajské populace (pop == 'mal’) a zjistime rozsahy obou ndhodnych vybeéru.

data <- read.delim(’00-Data//15-anova-means-skull.txt’)
data <- na.omit(data)

#head (data, n = 3)

upface.Hc <- datal[data$pop == ’cin’, ’upface.H’]
upface.Hm <- dataldata$pop == ’mal’, ’upface.H’]

nl <- length(upface.Hc) # 18
n2 <- length(upface.Hm) # 69

Datovy soubor obsahuje naméfené hodnoty vysky horni ¢dsti tvafe u 18 jedincu ¢éinské populace a 69 jedincu
malajské populace. Reseni ptikladu vede na test o rozdilu stfednich hodnot.

Nejprve otestujeme normalitu obou ndhodnych vybéru. Na hladiné vyznamnosti « testujeme hypotézu Hyi: Nahodny
vybér nameérenych vysek horni édsti tvare cinské populace pochdzi z normdiniho rozdéleni. oproti alternativni hy-
potéze Hi1: Nahodny vybér namérengch vysek horni édsti tvdre ¢inské populace nepochdzi z normdlniho rozdélent.
K otestovani predpokladu normality pouzijeme Shapiro-Wilkuv test spolu s kvantilovym diagramem a histogra-
mem (viz obrdzek 17). Datovy soubor rozdélime do péti ekvidistatnich intervalu s sifkou 4 mm prostiednictvim
stanovenych hranic 59,63, ...,79.
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Obrazek 17: Histogram a kvantilovy diagram vysky horni ¢dsti tvafe muzu ¢inské populace

Protoze p-hodnota = 0.0513 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néhodny vybér vysek horni ¢asti tvare ¢inské populace pochézi z normélniho rozdéleni. Vykresleny histogram
vhodné kopiruje tvar kiivky normélniho rozdéleni, namérené hodnoty jsou pouze mirné vysikmené doprava. Tentyz
jev je viditelny i na kvantilovém diagramu, kde se krajni bod umistény nalevo dole odchyluje od referenc¢ni kiivky.
P1i tak nizkém poctu pozorovani vSak nemusi jit nutné o poruseni normélniho charakteru dat. Proto se klonime k
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zavéru Shapiro-Wilkova testu a data povazujeme za normalné rozdélenad.

Analogicky testujeme hypotézu Hgo: Ndhodni vybér namérenych vysek horni ¢asti tvdre malajské populace pochdzi z
normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze Hio: Ndhodnyg vijbér namérengch vysek horni c¢dsti tvdre malajské
populace nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru pouzijeme k otestovani norma-
lity Lillieforsuv test. Datovy soubor rozdélime do sedmi ekvidistatnich intervalu s sifkou 4 mm prostiednictvim
stanovenych hranic 54,58...,82 (viz obrazek 18).
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vyska horni casti tvare (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota®2703

Obrézek 18: Histogram a kvantilovy diagram vysky horni ¢asti tvdfe muziu malajské populace

Protoze p-hodnota = 0.2703 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néhodny vybér naméfenych vysek nejvétsi ¢asti tvare malajské populace pochéazi z normélniho rozdéleni. Vykres-
leny histogram i kvantilovy diagram podporuji vysledek testovani.

Nyni zbyva rozhodnout o splnéni nebo nesplnéni predpokladu o shodé rozptyla obou ndhodnych vybéru. Na hladiné
vyznamnosti a = 0.05 testujeme hypotézu Hy : 07/05 = 1 (rozptyly o} a o3 jsou shodné) oproti alternativn{
hypotéze H; : 02 /02 # 1 (rozptyly o} a o3 nejsou shodné). Nulovou hypotézu otestujeme pomoci funkce var.test()
na zdkladé p-hodnoty (viz piiklad 10.2).

var .test (upface.Hc, upface.Hm, alternative = ’two.sided’)$p.val

[[11 0.7340571

Jelikoz p-hodnota = 0.7341 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé rozptyli nezamitame na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Na zdkladé vysledku testovani tedy predpokladame, Ze oba rozptyly jsou shodné.

Protoze oba ndhodné vybéry jsou normélné rozdélené, a o jejich rozptylech predpokladame, ze jsou shodné, pouzijeme
na otestovani hypotézy ze zadani klasicky dvouvybérovy t-test o rozdilu stiednich hodnot p; — po. Poznamenejme,
ze v zadani neni zaddna zminka o tvaru nulové hypotézy. Zadanym tkolem je provérit, zda je stfedni hodnota
vysky horni ¢asti tvare u ¢inské populace statisticky vyznamné vétsi u malajské populace. Toto tvrzeni je znénim
alternativni hypotézy, zatimco nulova hypotéza tvoii doplnék tohoto tvrzeni.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Stredni hodnota vysky horni casti tvdre éinské populace je mensi nebo rovna stredni hodnoté vysky
horni ¢dsti tvdre malajské populace.
H, : Stredni hodnota vysky horni cdsti tvdre ¢inské populace je vétsi nezZ stiedni hodnota vysky horni
casti tvare malajské populace.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:po <p2 —  p1—p2 < po, kde po =0
Hy:ipa>pe  — p1— pe > po, kde pig =0
(pravostranng alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime ze zadani o = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Aritmeticky prumér vybérovych rozptylu

. \/(m —1)S2 + (ny — 1)S2

niy + ng — 2

_ [(18 —1) x 4.563281% + (69 — 1) x 4.952459?
N 18 +69 — 2

B \/17 X 20.82353 + 68 X 24.52685

85
2021.826 e oA
=4.877109 = 4.8771

135 s1 <- sd(upface.Hc)
136 s2 <- sd(upface.Hm)
137 sh <- sqrt(((nl - 1) * s1°2 + (n2 - 1) * s2°2) / (nl + n2 - 2)) # 4.877109

e Testovaci statistika
(M — M) — o

/1 1
(72 — 70.13043) — 0
4.8771094/ 15 + 55

69
1.86957

T 4877109 x 0.2646664

1.86957
=———=144 =1.4484
1.290807 837 8

Tw =

138 alpha <- 0.05

139 mu0 <- 0

140 ml1 <- mean (upface.Hc)

141 m2 <- mean(upface.Hm)

142 tw <- ((m1 - m2) - muO) / (sh * sqrt(1 / nl + 1 / n2)) # 1.448369

e Kriticky obor
w

(tni+no—2(1 — a); 00)

= (t18+69—2(1 — 0.05) ; 00)
(t85(0.95) ; o)

= (1.662978; o)
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143 qt(1 - alpha, nl + n2 - 2) # 1.662978

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky ty = 1.44837 nendlezi do kritického oboru, tj. ty ¢ W, Hy ne-
zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

1 1
(d,00) = <m1 — My = Sxy [ + n—2tn1+n2_2(1 —a); oo)

I 1
= ((72 — 70.13043) — 4877109 [ T + =5155(0.95) oo>

= (1.869565 — 4.877109 x 0.2646664 x 1.662978; o)
= (—0.277018; c0) = (—0.2770; o)

144 DH <- (m1 - m2) - sh * sqrt(l1 / nl + 1 / n2) * qt(1l - alpha, nl + n2 - 2) # -0.2770188

e Zavér testovani
Protoze g = 0 ndlezi do Waldova 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 € IS,
Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota
p-hodnota = Pr(Tyw > tw) =1 —Pr(T, < tw)

=1 - Pr(Ty < 1.44837)
= 0.9999

145 p.val <- 1 - pt(tw, nl + n2 -2) # 0.07559631

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.07556 je vétsi nez a = 0.05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

6. Graficka vizualizace vysledku testovani
Vhodny grafem porovnavajicim stiedni hodnoty obou ndhodnych vybeéru je krabicovy diagram (viz obrézek
19).

7. Interpretace vysledkiu: Na zdkladé vSech tii zpusobu testovani nezamitdme hypotézu o tom, Ze stiedni
hodnota vysky horni ¢asti tvare ¢inské populace je mensi nebo rovna stfedni hodnoté vysky horni ¢asti tvare
malajské populace. Testovani tedy neprokazalo, ze by vyska horni ¢asti tvaie ¢inské populace byla statisticky
vyznamné vysSi nez u malajské populace.

Poznamka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot muzeme vyuzit funkei t.test() s argumenty
conf.level = 0.95 pro volbu hladiny vyznamnosti o = 0.05, alternative = 'greater’ pro volbu pravostranné alternativni
hypotézy a var.equal = T pro volbu klasického t-testu.
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Obrazek 19: Krabicovy diagram vysky horni ¢asti tvafe muzu ¢inské a malajské populace

t.test (upface.Hc, upface.Hm, conf.level = 0.95, alternative = ’greater’, var.equal

T)

Two Sample t-test

data: wupface.Hc and upface.Hm
t = 1.4484, df = 85, p-value = 0.0756
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
-0.2770188 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
72.00000 70.13043
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Priklad 10.8. Test o rozdilu stiednich hodnot

Mgjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou nose.B popisujici $ifku nosu v mm (viz
sekce ?7). Predpoklddejme, Ze ndhodnd veli¢ina X, popisujici §iku nosu nemécké populace, pochdzi z norméalniho
rozdéleni N (uy,0%), a Ze ndhodnd veli¢ina Y, popisujici §#7ku nosu bantuské populace, pochdzi z normélniho rozdélen{
N (2, 0%). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 zjistéte, zda §fika nosu némecké populace je statisticky vyznamné mensf
nez §itka nosu bantuské populace.

Reseni piikladu 10.8

Piikazem read.delim() nac¢teme datovy soubor a piikazem na.omit() odstranime NA hodnoty. Pomoci{ operatoru [|
vybereme z datové tabulky tidaje o $ifce nosu (nose.B) némecké (pop == 'nem’), resp. bantuské (pop == 'ban’)
populace.

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
data <- na.omit(data)

#head (data, n = 3)

nose.Bn <- datal[data$pop == ’nem’, ’nose.B’]

nose.Bb <- datal[data$pop == ’ban’, ’nose.B’]

nl <- length(nose.Bn) # 20
n2 <- length(nose.Bb) # 14

Datovy soubor obsahuje naméfené hodnoty $ifek nosu 20 jedinci némecké populace a 14 jedinci bantuské
populace.
Nejprve otestujeme predpoklad normality obou ndhodnych vybéru. Na hladiné vyznamnosti « testujeme hypotézu
Hoy1: Nahodny vybér $itky nosu némecké populace pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze Hyy:
Ndhodny vybér $itky nosu némecké populace nepochdzi z normdlniho rozdéleni. K otestovani predpokladu normality
pouzijeme Shapiro-Wilkiv test, kvantilovy diagram a histogram. Datovy soubor rozdélime do péti ekvidistatnich

intervalt s §ftkou 3 mm prostiednictvim stanovenych hranic 17,20, ..., 32 (viz obrazek 20).
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Obrézek 20: Histogram a kvantilovy diagram §itky nosu muzu némecké populace

Protoze p-hodnota = 0.5899 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Nahodny vybér sifky nosu némecké populace pochazi z normdlniho rozdéleni. Vykresleny histogram dostatecnym
zpusobem kopiruje tvar kiivky normdlniho rozdéleni. Splnéni pfedpokladu normality je tentokrat viditelné na kvan-
tilovém diagramu, kde se vSechny body pohybuji okolo referenéni piimky.

Déle testujeme hypotézu Hyo: Nahodny vyber sirky nosu bantuské populace pochdzi z normdalniho rozdélent. oproti al-
ternativni hypotéze His: Ndhodnyg vybér sirky nosu bantuské populace nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Predpoklad
normality otestujeme Shapiro-Wilkovym testem, kvantilovym diagramem a histogramem. Datovy soubor rozdélime
do péti ekvidistatnich intervalu s sffkou 2 mm prostfednictvim stanovenych hranic 21,23...,31 (viz obrdzek 21).
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Obrazek 21: Histogram a kvantilovy diagram §ifky nosu muzt bantuské populace

Protoze p-hodnota = 0.1511 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
N&ahodny vybér sitky nosu bantuské populace pochézi z normalniho rozdéleni. P#i pohledu na histogram bychom
o normalnim rozdéleni naméfenych hodnot mohli pochybovat. Nesmime vSak zapominat, ze pro takto nizky pocet
pozorovani muze i nepiili§ piiznivé vypadajici histogram reflektovat normélné rozdélend data. Kvantilovy diagram
naproti tomu normlani charakter dat popisuje uspokojive.

Zbyvé ovérit potencidlni shodu rozptylu obou ndhodnych vybériu. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme

hypotézu Hy : 07 /03 = 1 oproti alternativni hypotéze H; : 07 /o5 # 1. Nulovou hypotézu testujeme pomoci funkce
var.test() na zdkladé p-hodnoty (viz piiklad 10.2).

var.test (nose.Bn, nose.Bb, alternative = ’two.sided’)$p.val

[[1] 0.2877778

Jelikoz p-hodnota = 0.2878 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé rozptylu nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Na zakladé vysledku testovani tedy predpokladdame, Ze rozptyly obou vybéru jsou shodné.

Protoze oba ndhodné vybéry pochéazi z norméalnich rozdéleni, o jejichz rozptylech predpokladame, ze jsou shodné,
pouzijeme na otestovani hypotézy ze zadani klasicky dvouvybérovy t-test o rozdilu stfednich hodnot p; — po.
V zadani neni uvedeno znéni nulové hypotézy. Zadanym tkolem je provérit, zda je Sitka nosu némecké populace
statisticky vyznamné mensi, nez $itka nosu malajské populace. Toto tvrzeni je znénim alternativni hypotézy. Nulova
hypotéza tvoii potom doplnék tohoto tvrzeni.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Stredni hodnota sirky nosu némecké populace je vétsi nebo rovna stiredni hodnoté $itky nosu bantuské
populace.
H, : Stredni hodnota s$itky nosu némecké populace je mensi neZ stredni hodnota sirky nosu bantuské
populace.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:p2p2  —  pa—p2 2> po, kde po =0
Hy:pyo <p2 — pa—p2 < po, kde po =0
(levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladina vyznamnosti o = 0.01 (viz zadani piikladu).
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3. Testovani kritickym oborem

e Aritmeticky prumér vybérovych rozptylu

. \/(nl —1)S2 + (nz — 1)S3

n1+n2—2

20+14 -2

B \/19 % 5.85263 + 13 x 9.91758
N 32

- X z. + — X o.
/(20— 1) x 2.419221% 4 (14 — 1) x 3.149219?

240.1285 =

= 2.739346 = 2.7393

168 s1 <- sd(nose.Bn)
169 s2 <- sd(nose.Bb)
170 sh <- sqrt(((mnl - 1) * s1°2 + (n2 - 1) * s2°2) / (nl + n2 - 2)) # 2.739346

e Testovaci statistika

Tor — (My — Mj) — o
W 1, 1

(24.2 — 26.92857) — 0

2.739346/ & + &
—2.72857

2.739346 x 0.348466

—2.72857
= 0 985843 = —2.8584
0.9545689 80843 858

171 alpha <- 0.01

172 muO <- 0

173 m1 <- mean(nose.Bn)

174 m2 <- mean (nose.Bb)

175 tw <- ((m1 - m2) - muO) / (sh * sqrt(l1 / nl + 1 / n2)) # -2.858432

e Kriticky obor

(

(—00; ta0+14—2(0.01))
= (—00; t32(0.01))

(—o00; —2.448678)

176 qt(alpha, nl + n2 - 2) # -2.448678

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky tyy = —2.8584 nélezi do kritického oboru, tj. tyy € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.01.
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4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

1 1
(d,0) = (oo; My — My — 544 ) + n—ztn1+n2_2(1 —a); oo>
/1 1
= <—OO; (24.2 — 26.92857) — 2.739346 20 + ﬁt32(0'01) )

— (—o0; —2.72857 — 2.739346 x 0.348466 x (—2.448678))
= (—o00; —0.39113) = (—o0; —0.3911)

HH <- (ml1 - m2) - sh * sqrt(l1 / nl + 1 / n2) * qt(alpha, nl + n2 - 2) # -0.3911394

e Zaveér testovani
Protoze pg = 0 nendlezi do Waldova 99% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. pg =
0 ¢ IS, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Tw < tw)
= Pr(Tw < —2.858432)
= 0.003714569 = 0.0037

p-val <- pt(tw, nl + n2 -2) # 0.003714569

e Zaveér testovani
Protoze p-hodnota = 0.0037 je mensi nez o = 0.01, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Graficka vizualizace vysledki testovani
Vysledek testovani vizualizujeme pomoci krabicového diagramu (viz obrdzek 22).

7. Interpretace vysledku: Na zdkladé vsech ti{ zpusobu testovani zamitame hypotézu o tom, Ze stifedni hod-
nota §itky nosu némecké populace je vétsi nebo rovna stfedni hodnoté sitky nosu bantuské populace. Testovani
tedy prokazalo, ze §itka nosu némecké populace je statisticky vyznamné nizsi nez §itka nosu bantuské populace.

Pozndmka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot muzeme vyuzit funkei t.test() s argumenty
conf.level = 0.99 pro volbu hladiny vyznamnosti o = 0.01, alternative = 'less’ pro volbu levostranné alternativni
hypotézy a var.equal = T pro volbu klasického t-testu.

t.test (nose.Bn, nose.Bb, conf.level = 0.99, alternative = ’less’, var.equal = T)

Two Sample t-test

data: nose.Bn and nose.Bb
t = -2.8584, df = 32, p-value = 0.003715

alternative hypothesis: true difference in means is less than O
99 percent confidence interval:

-Inf -0.3911394

sample estimates:
mean of x mean of y

24.20000 26.92857
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Obrézek 22: Krabicovy diagram $ifky nosu muzu némecké a bantuské populace
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Priklad 10.9. Test o rozdilu stiednich hodnot

Méjme datovy soubor 10-two-samples-means-birth.txt a proménnou weight.W popisujici porodni hmotnost novoro-
zence v g (viz sekce 7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda se porodni porodni hmotnost novorozence
bez starstho sourozence a porodni hmotnost novorozence s jednim star$im sourozencem lisi.

Reseni piikladu 10.9

Pifkazem read.delim() nac¢teme datovy soubor a odstranime chybéjici hodnoty. Pomoci operatoru [| vybereme z
datové tabulky tdaje o porodni hmotnosti (weight.W) novorozencu bez starstho sourozence (o.sib.N == 0), resp.
novorozencu s jednim starsim sourozencem (o.sib.N == 1) populace.

data <- read.delim(’00-Data//10-two-samples-means-birth.txt’)
data <- na.omit (data)

#head (data, n = 3)

weight .WO <- data[data$o.sib.N == 0, ’birth.W’]

weight .W1l <- datal[data$o.sib.N 1, ’birth.W’]

nl <- length(weight.W0) # 297
n2 <- length(weight.W1) # 276

Datovy soubor obsahuje naméfené porodni hmotnosti 297 novorozencii bez star§iho sourozence a 276 novorozencu
s jednim starsim sourozencem.
Nejprve otestujeme predpoklad normality obou ndhodnych vybéru (a = 0.05). ProtoZe rozsah ndhodného vybéru
porodnich hmotnosti novorozencu bez starsiho sourozence je vétsi nez 30, pouzijeme na ovéieni predpokladu nor-
mality ndhodného vybéru Lillieforsuv test v kombinaci s kvantilovym diagramem a histogramem (viz obrézek 23).
Datovy soubor rozdélime do deviti ekvidistatnich intervali s Sitkou 453 mm prostiednictvim stanovenych hranic
886,1339,...,4064 g.
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porodni hmotnost (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota®0014

Obrézek 23: Histogram a kvantilovy diagram porodni hmotnosti novorozencu bez starsiho sourozence

Protoze p-hodnota = 0.0014 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Vykresleny histogram je oproti kiivce hustoty normalniho rozdéleni posunuty doprava. Taktéz kvantilovy diagram
ukazuje odlehlost vykreslenych bodu od referenéni primky. Nahodny vybér porodni hmotnost novorozencu bez
star$tho sourozence nepochézi z normalniho rozdéleni.

Déle testujeme hypotézu o normalité ndhodného vybéru porodnich hmotnosti novorozencu s jednim starsim sou-
rozencem. Predpoklad normality otestujeme opét Lillieforsovym testem, kvantilovym diagramem a histogramem.
Datovy soubor rozdélime do deviti ekvidistatnich intervalii s $ifkou 443 mm prostiednictvim stanovenych hranic
986, 1429, ...,4973 g (viz obréazek 24).

Error in quantile(y, probs, names = FALSE, type = qtype, na.rm = TRUE): object ’weigth.W1’ not
found
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Obrézek 24: Histogram a kvantilovy diagram porodni hmotnosti novorozenct s jednim starsim sourozencem

Protoze p-hodnota = 1 x 107% je mensf nez 0.05, nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
P#i pohledu na histogram vidime jednak posunuti naméfenych hodnot oproti kfivce normalntho rozdéleni smérem
doprava a vétsi Spicatost. Kvantilovy digram ukazuje odlehlost hodnot od referen¢ni kiivky. Ndhodny vybér po-
rodnich hmotnosti novorozencu s jednim star$im sourozencem nepochézi z normalniho rozdéleni.

Jelikoz ani jeden z ndhodnych vybéru nepochézi z normalniho rozdéleni, nemuzeme na hypotézu ze zadani pouzit

parametricky test o rozdilu stfednich hodnot p; — pe. Hypotézu ze zadani bychom testovali nékterou z metod
uvedenych v sekci ?7. *
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10.3 Welchiuv dvouvybérovy t-test o rozdilu strednich hodnot iy — o

Necht X711, ..., X1,, je ndhodny vybér z N(u1,0%), a Xo1, ..., Xon, je na ném nezavisly ndhodny vybeér z rozdélen{
N(uz,03), piicemz nq > 2, ny > 2 a 07 a 03 jsou nezndmé rizné rozptyly, tj. o3 # o3. Necht g je konstanta. Na
hladiné vyznamnosti « testujeme jednu z nasledujicich tii hypotéz oproti piislusné alternativni hypotéze.

Hop @y — p2 = o oproti Hqq i p1 — po # po (oboustrannd alt.)
Hoo : g — po < g oproti Hyg:pg —pe > po  (pravostrannd alt.)
Hosz : gy — pa > o oproti Hyz:pp —p2 < po (levostrannd alt.)

Test nazyvame Welchuv dvouvybérovy t-test o rozdilu stfednich hodnot py — po. Testovaci statistika ma tvar

My, — My) —
Ty = w (10.3)

kde Mj je vybérovy prumér a ny je rozsah prvniho ndhodného vybéru, Ms je vybérovy prumeér a ny je rozsah druhého
nadhodného vybéru, S, je aritmeticky primér vybérovych rozptyli S? a S2 (viz kapitola ??) a po je konstanta z
nulové hypotézy. Za platnosti nulové hypotézy pochazi statistika Ty ze Studentova rozdéleni o df stupnich volnosti,
tj.

(My — Mz) — po

Tw = taf,

kde

2
S2] 522
nq

na

RONO)

Tll—l n2—1

(10.4)

je Welchova aproximace stupiitt volnosti Studentova rozdélenf navrzena tak, aby zohledfiovala riiznost rozptyli o2
a o3. Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy m4 tvar

Hiy i # po W = (—o0; tar(a/2)) U (tgr (1 — a/2); 00)
His: > pp W = (tgr(1 —a); 00)
Hys: n < Lo W = (_OO; tdf(Oé))

kde tgr(/2), tar(1 — /2), tas(c) a tgr(1 — ) jsou kvantily Studentova rozdéleni o df stupnich volnosti, jejichz
hodnoty ziskime pomoci @ a implementované funkce qt().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

82 52
Hyy:py — po # po (d,h) = <m1 —ma — /3t + ttar (L —a/2) 5 mi —mo — \/n% + nlztdf(a/2)>
2 ",2
Hig @y — pa > po (d,oo)z(ml—mg—\/;ilz—&—;étdf(l—a);oo)
52 52
Hiz s pr — p2 < po (—o00,h) = <—00;m1—m2—\/nll+nztdf(a))

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hii:p # pg p-hodnota = 2 min{Pr(Tw < tw), Pr(Tw > tw)}
Hio:p> g p-hodnota = Pr(Ty > tw) =1 —Pr(Tw < tw)
Hisz:p < po p-hodnota = Pr(Ty < tw)

kde Ty je ndhodnd velicina, ty, je realizace testovaci statistiky Ty (viz vzorec 10.3), tedy konkrétni ¢islo, a
Pr(Tw < tw) je distribuéni funkce Studentova rozdéleni o df stupnich volnosti, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @
a implementované funkce pt().
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Priklad 10.10. Test o rozdilu stiednich hodnot

Mgjme datovy soubor 16-anova-head.txt a proménnou bigo.W popisujici siftku dolni ¢elisti v mm (viz sekce ?7).
Predpokladejme, ze ndhodnd veli¢ina X, popisujici $irku dolni celisti u Zen orientovangch heterosexudlné, pochazi
z normélntho rozdéleni N(uq,0%), a Ze ndhodnd veli¢ina Y, popisujici §irku dolni celisti Zen orientovanych jinak
neZ vijhradné heterosexudiné, pochézi z normalniho rozdéleni N (uz,03). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte,
zda $itka dolni celisti Zzen orientovanych heterosexudlné je statisticky vyznamné mensi nez $itka dolni celisti zen
orientovanych jinak nez vyhradné heterosexudlné.

Reseni piikladu 10.10

Pifkazem read.delim() nac¢teme datovy soubor a pifkazem na.omit() odstranime NA hodnoty. Pomoci operédtoru []
vybereme z datové tabulky udaje o sifce dolni celisti (bigo.W) u Zen (sex == 'f’) orientovanych heterosexudlné
(sexor == "op'), resp. orientovanych jinak nez heterosexudlné (sexor == 'sa’) .

data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)

data <- na.omit (data)

#head (data, n = 3)

bigo.Wfo <- datal[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’op’, ’bigo.W’]
bigo.Wfs <- datal[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’sa’, ’bigo.W’]

nl <- length(bigo.Wfo) # 62
n2 <- length(bigo.Wfs) # 23

Datovy soubor obsahuje hodnoty sifek dolni ¢elisti u 62 Zen orientovanych heterosexuélné a 23 Zen orientovanych
jinak nez heterosexudlné.
Reseni pifkladu zacneme testovanim predpokladu normality obou ndhodnych vybért. Na hladiné vyznamnosti a
testujeme hypotézu Hyi: Ndhodny vybér sirky dolni celisti u Zen orientovangjch heterosexudiné pochdzi z normdlniho
rozdéleni. oproti alternativni hypotéze Hi1: Ndhodny vybér sirky dolni celisti u Zen orientovanych heterosexudlné
nepochdzi z normdlniho rozdéleni. K otestovani normality ndhodného vybéru pouzijeme Lillieforsuv test, kvantilovy
diagram a histogram (viz obrézek 25). Datovy soubor rozdélime na zdkladé Sturgesova pravidla do sedmi t¥idicich

intervalu s ekvidistantni §itkou 3 mm prostiednictvim stanovenych hranic 90,93, ...,111.
110
. 0.15 — _
g E
c g 105
6 S
o 0.10 —;
E § 100+
ks - 8
S 0.05 S o5-
0.00 — 90 —
| T T T T T | | | | | |
91.5 97.5 103.5 109.5 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
sirka dolni celisti (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnotaG4252

Obrazek 25: Histogram a kvantilovy diagram sitky dolni Celisti heterosexudlné orientovanych zen

Protoze p-hodnota = 0.4252 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néahodny vybér sitky dolni celisti heterosexudlné orientovanych zen pochézi z normalniho rozdéleni. Histogram,
stejné jako kvantilovy diagram, predpoklad normality téz potvrzuji.

Déle testujeme hypotézu Hgo: Ndhodny vybér sirky dolni celisti Zen orientovanych jinak neZ heterosexudlné pochdzi

z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze Hyo: Ndhodny vybér sirky dolni celisti Zen orientovanych jinak
neZ heterosexudiné nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Pfedpoklad normality otestujeme Shapiro-Wilkovym testem,

38



208

kvantilovym diagramem a histogramem. Datovy soubor rozdélime do péti ekvidistatnich intervalu s §ifkou 4 mm

prostfednictvim stanovenych hranic 91,95...,111 (viz obrézek 26).
110 —
2 0.06 =
g g 105
5 <
= 0.04
S g 100 -
ks 8
o 0.02 2 95 _
0.00 —
T 1T 1T 1T 1T 1T T°1 | I I I I
93 97 101 105 109 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
sirka dolni celisti (v mm) Shapiro-Wilkuv test: p—hodnotad=1672

Obrazek 26: Histogram a kvantilovy diagram sitky dolni Celisti zen orientovanych jinak nez heterosexualné

Protoze p-hodnota = 0.1672 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néahodny vybér sitky dolni celisti zen orientovanych jinak nez heterosexualné pochéazi z normélniho rozdéleni.

Zbyvéa ovérit predpoklad shody rozptyli obou ndhodnych vybéru. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme

nulovu hypotézu Hy : 0%2/03 = 1 oproti hypotéze Hy : 07/05 # 1. Nulovou hypotézu testujeme pomoci funkce
var.test() na zékladé p-hodnoty (viz piiklad 10.2).

var.test (bigo.Wfo, bigo.Wfs, alternative = ’two.sided’)$p.val

[[1] 0.0336774

Jelikoz p-hodnota = 0.03368 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé rozptyli zamitame na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Rozptyly obou ndhodnych vybéru se statisticky vyznamné lisi.

Oba ndhodné vybéry pochézi z normalniho rozdéleni. Na otestovani hypotézy ze zadéni tedy muzeme pouzit para-
metricky test. Protoze vsak neni splnén piredpoklad shody rozptylu obou ndhodnych vybért, pouzijeme na otestovani
hypotézy ze zaddni namisto klasického dvouvybérového t-tesu Welchuv dvouvybérovy t-test. Zadanym tkolem je
provérit, zda je §itka dolni celisti heterosexudlné orientovanych zen statisticky vyznamné mensi, nez §itka dolni
celisti zen orientovanych jinak nez heterosexudlné. Toto tvrzeni je znénim alternativni hypotézy a nulova hypotéza
tvori doplnék tohoto tvrzeni.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Stredni hodnota $itky dolni celisti heterosexudlné orientovanych Zen je vétsi nebo rovna stredni
hodnoté sirky dolni celisti Zen orientovangch jinak neZ heterosexudiné.
H, : Stredni hodnota $itky dolni celisti heterosexudlné orientovanych Zen je mensi nez stredni hodnota

o~

sitky dolni celisti Zen orientovangch jinak neZ heterosexudiné.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:p2p2  —  pa—p2 > po, kde po =0
Hy:pn <p2 —  pa—p2 < po, kde po =0
(levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
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e Hladina vyznamnosti o = 0.05 (viz zadani piikladu).
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

My — M) —
TW:( 1 22)2M0

514 52

ni no

(99.5 — 103.08695) — 0
\/3.766627662 4 5.3422?5)552

_ —3.58696

- V/1.46961

_ 08096 ) o58867 = —2.9580

1.212275

210 alpha <- 0.05

211 mu0 <- O

212 ml1 <- mean(bigo.Wfo)

213 m2 <- mean(bigo.Wfs)

214 tw <- ((ml - m2) - mu0) / (sqrt(sl -~ 2 / nl + s2 ~ 2 / n2)) # -2.958864

e Welchova aproximace poctu stupnu volnosti

(5 8)

ny no

G, G)

nlfl 77,271

af =

2
3.766766 + 5.3420552
62 23

(3,76(?27662 )2 (5.34228?552 )2
62—1 + 23—1
(0.2288473 + 1.240763)

0.22884732 4 1.2407632
61 22

_ 2.159754
~0.07083549
= 30.48972

215 df <- (s1 -~ 2 / n1l + s2 -~ 2 / n2)"2 / ((s1t ~ 2 / n1) -~ 2/ (n1 - 1) + (s2 -~ 2 / n2) -~ 2
/ (n2 - 1)) # 30.48972

e Kriticky obor
w

(—o0; tgr (@)
(—00; t30.48072(0.05))
(—00; —2.448678)

216 qt(alpha, df) # -1.696393
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e ZAvér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky ty = —2.9589 nalezi do kritického oboru, tj. tyy € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

s2 2
(d,00) = | —00; M1 —mo — —1+n—2tdf(1—oz); 00
1 2

3.766766%  5.3420552
(oo; (99.5 — 103.08695) — \/ 3 + 73 t30.48972(0.05) )

= (—o0; —3.586957 — 1.212275 x (—1.696393))
= (—00; —1.530462) = (—o00; —1.5305)

217 HH <- (m1l - m2) - sqrt(s1"2 / nl + s27°2 / n2) * qt(alpha, df) # -1.530462

e Zaveér testovani
Protoze pg = 0 nendlezi do Waldova 95% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. pug =
0 ¢ IS, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Ty < tw)
= Pr(Tw < —2.958864)
= 0.002961084 = 0.002961

218 p.val <- pt(tw, df) # 0.002961084

e Zaveér testovani
Protoze p-hodnota = 0.002961 je mensi nez o = 0.05, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Graficka vizualizace vysledku testovani
Vysledek testovani vizualizujeme pomoci krabicového diagramu (viz obrézek 27).

7. Interpretace vysledkua: Na zdkladé vsech ti{ zpusobu testovdni zamitame hypotézu o tom, Ze stifedni hod-
nota sifky dolni celisti heterosexudlné orientovanych zen je vétsi nebo rovna stfedni hodnoté sitky dolni celisti
7en orientovanych jinak nez heterosexudlné. Sifka doln{ Gelisti Zen orientovanych heterosexuslné je statisticky
vyznamné mensi nez Sitka dolni ¢elisti zen orientovanych jinak nez heterosexualné.

Poznamka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot muzeme vyuzit funkci t.test(). Vstupnimi
parametry budou nejprve dva vektory reprezentujici ndhodné vybéry, tj. bigo.Wfo a bigo.Wfs, dale hodnota hladiny
vyznamnosti « zadana prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « nastavenim hodnoty argumentu conf.level
= 0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (levostrannd) zadany pomoci argumentu alternative == 'less’ a nakonec
argument var.equal == F pro volbu Welchova dvouvybérového t-testu zalozeného na predpokladu rozdilu mezi
rozptyly o? a o2.

41



219

€ ® prumer
g 1157 —— median
2
S 110 © :
N -
B 105 ;
3 - ®
c -
< 100 © ‘
© !
£ 95~ : |
@ | 1

90 - L

| |
heterosexualni vyhradne jina

orientace

Obrézek 27: Krabicovy diagram sitky dolni ¢elisti zen orientovanych heterosexudlné a zen orientovanych jinak nez
heterosexualné

t.test(bigo.Wfo, bigo.Wfs, conf.level = 0.95, alternative = ’less’, var.equal = F)

Welch Two Sample t-test

data: Dbigo.Wfo and bigo.Wfs
t = -2.9589, df = 30.49, p-value = 0.002961
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf -1.530462

sample estimates:
mean of x mean of y

99.500 103.087

Soucdsti vystupu je hodnota testovaci statistiky t = -2.9589, Welchova aproximace poc¢tu stupiiu volnosti Stu-
dentova rozdéleni num df = 30.49, hranice intervalu spolehlivosti -Inf a -1.530462 a p-hodnota p-value = 0.002961.
Jediné, co musime stanovit zv1ast, je dolni hranice kritického oboru. *
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Priklad 10.11. Test o rozdilu stiednich hodnot

Mgjme datovy soubor 13-two-samples-correlations-trunk.txt a proménnou tru.L popisujici délku trupu v mm (viz
sekce 77?). Predpoklddejme, ze ndhodnd velicina X, popisujici délku trupu muzi, pochdzi z normalniho rozdéleni
N(u1,0%), a ze ndhodnd velicina Y, popisujici délku trupu Zen, pochézi z normédlniho rozdéleni N (uz,o3). Na hla-
diné vyznamnosti o = 0.01 zjistéte, zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi délkou trupu muzu a zen.

Reseni piikladu 10.11

Pifkazem read.delim() nacteme datovy soubor a pifkazem na.omit() odstranime piipadné NA hodnoty. Pomoci
operétoru [| vybereme z datové tabulky ddaje o délce trupu (tru.L) muzi (sex == 'm’), resp. zen (sex == 'f’) a
zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//13-two-samples-correlations-trunk.txt’)
data <- na.omit (data)

#head (data, n = 3)

tru.Lm <- datal[data$sex == ’m’, ’tru.L’]

tru.Lf <- datal[data$sex == ’f’, ’tru.L’]

nl <- length(tru.Lm) # 75
n2 <- length(tru.Lf) # 100

Datovy soubor obsahuje tdaje o délkdch trupu 75 muzi a 100 Zen. ReSeni pifkladu vede na test o rozdilu
stfednich hodnot. Nejprve otestujeme normalitu obou ndhodnych vybéra. Hladinu vyznamnosti pro testy normality
zvolime o = 0.05.

Nejprve testujeme hypotézu Hgy: Ndhodny vibér délky trupu muzi pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alter-
nativni hypotéze Hq1: Ndhodny vgbér délky trupu muzu nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Normalitu otestujeme
Lillieforsovym testem, kvantilovym diagramem a histogramem (viz obrdzek 28). Naméfené hodnoty rozdélime do

sedmi ekvidistatnich intervalu s §ifkou 22m mm prostfednictvim stanovenych hranic 397,419, ..., 154.
0.015 550 o
é 0.010 ] // § 500 —
% 0.005 %%%% % 450
0.000 //////%L 400 —
I I I I I I I
408 452 496 540 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
delka trupu (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota®8055

Obrazek 28: Histogram a kvantilovy diagram délky trupu muzu

Protoze p-hodnota = 0.8055 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néhodny vybér naméfenych délek trupu muzu pochdzi z normélniho rozdéleni. Stejné tak je normalita zietelna z
histogramu, kde data kopiruji tvar k¥ivky hustoty a kvantilového diagramu, kde se vykreslené body zdrzuji okolo
referencni piimky.

Analogicky testujeme hypotézu Hgo: Nahodny viybér délky trupu Zen pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alterna-
tivni hypotéze Hqo: Ndhodny vybér délky trupu Zen nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Normalitu otestujeme Lilliefor-
sovym testem. V ramci histogramu rozdélime soubor do osmi ekvidistatnich intervalu s §itkou 22 mm prostiednictvim
stanovenych hranic 228,250...,495 (viz obrazek 29).

43



239

0.012
£ 0.010 -
e
£0.008
o
Z 0.006 —
=
% 0.004 —
o
0.002 — 350
0.000 —

450 —

400 —

vyberovy kvantil

330 374 418 462 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
delka trupu (v mm) Lillieforsuv test: p—hodnota:5386

Obrazek 29: Histogram a kvantilovy diagram délky trupu zen

Protoze p-hodnota = 0.5386 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Néhodny vybérdélky trupu zen pochazi z norméalniho rozdéleni. Vykresleny histogram i kvantilovy diagram podpo-
ruji vysledek testovani.

Déle ovéiime, zda rozptyly obou vybéru jsou shodné. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme hypotézu Hy :

0?/03 = 1 oproti alternativni hypotéze H; : 07 /o5 # 1. Nulovou hypotézu otestujeme pomoci p-hodnoty ziskané
piikazem var.test() (viz piiklad 10.2).

var.test (tru.Lm, tru.Lf, alternative = ’two.sided’)$p.val # 0.04256397

[[11 0.04256397

Jelikoz p-hodnota = 0.04256 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé rozptylu zamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Na zdkladé vysledku testovani tedy predpokladame, Ze oba rozptyly jsou shodné.

Protoze oba ndhodné vybéry pochézi z normalniho rozdéleni, pouzijeme na otestovani hypotézy ze zadani paramet-
ricky test. Jelikoz neni splnén predpoklad shody rozptyli obou ndhodnych vybéru, zvolime na test hypotézy ze zadani
Welchuv dvouvybérovy t-test. Zadanym tkolem je zjistit, zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi délkou trupu
muzi a Zen. Toto tvrzeni je znénim alternativni hypotézy, nebot v nulové hypotéze nikdy nepfedpokldddme nerov-
nost.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Stredni hodnota délky trupu muzi a stiedni hodnota délky trupu Zen jsou shodné.
H; : Stiedni hodnota délky trupu muzi a stiedni hodnota délky trupu Zen nejsou shodné.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:pr=p2 —  p1— po = po, kde o =0
Hy:tpn #p2 = pa— p2 # po, kde po =0
(oboustrannd alternativa)
2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime ze zadani a = 0.01.

3. Testovani kritickym oborem
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e Testovaci statistika

My — M) — o
St s3

ni no
(457.1867 — 423.17) — 0

27.155552 + 34.022882
75 100

34.0167
21.40788

34.0167
= ———— =17.35199 = 7.351
1626365 7.35199 = 7.35199

Ty =

241 alpha <- 0.01

242 mu0 <- 0

243 ml1 <- mean(tru.Lm)

244 m2 <- mean(tru.Lf)

245 s1 <- sd(tru.Lm)

246 s2 <- sd(tru.Lf)

247

248 tw <- ((ml - m2) - mu0) / (sqrt(sl -~ 2 / nl + s2 -~ 2 / n2)) # 7.351989

¢ Welchova aproximace poctu stupini volnosti

(845

ni na

AN a2
&), &)

71171 ’ngfl

df =

2 2\ 2
27.15555 + 34.02288
75

100
B (34022882 )2 (34.022882 )2
75 + 100
75—1 100—1

(9.832319 + 11.57556)°

9.8323192 + 11.575562
74 99

~ 458.2973
"~ 2.659883
= 172.2998

249 df <- (s1 -~ 2 / nl + 82 -~ 2 / n2)"2 / ((st ~ 2 / n1) ~ 2/ (n1 - 1) + (s2 -~ 2 / n2) -~ 2
/ (n2 - 1)) # 172.2998

Kriticky obor

w

(=005 tar(a/2)) U (tar (1 — a/2) 5 00)
(—00; t172.2098(0.005)) U (t172.2998(0.995) ; 00)
(—o0; —2.604664) U (2.604664 ; o)

250 qt(alpha/2, df) # -2.604664
261 qt(1-alpha/2, df) # 2.604664
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e ZAvér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky ty = 7.35199 nalezi do kritického oboru, tj. tyw € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

(d, h) T, B, (1—a/2) %, 82, (@/2)
=|my—mg—/—=+—= —a/2);my —mg — ] = + —tg(a
, 1 2 ol Tt ;M 2 al bt

27.155552  34.022882
((457.1867 — 423.17) — \/ = + 100

= (34.0167 — 4.626865 x 2.604664 ; 34.0167 — 4.626865 x (—2.604664))
= (21.96527; 46.06813) = (21.9653 ; 46.06813)

27.155552 n 34.02
75 1C

t172.2008(0.995) ; (457.1867 — 423.17) — \/

262 dh <- (m1 - m2) - sqrt(s1”°2 / nl + s2°2 / n2) * qt(1 - alpha / 2, nl + n2 - 2) #
21.96578
253 hh <- (m1 - m2) - sqrt(s1"2 / nl + s2°2 / n2) * qt(alpha / 2, nl + n2 - 2) # 46.06755

e Zavér testovani
Protoze g = 0 nendlezi do Waldova 99% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. g =
0 ¢ IS, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Tw < tw), Pr(Tw > tw)}
= 2min{Pr(Tyw < 7.35199), 1 — Pr(Tyw < 7.35199)}
= 2min{0.9999999, 3.774536 x 10~'2}
=2 x (3.774536 x 10~ '2)
= 7.549072 x 10712 = 1.5490 x 10~ *2

254 p.val <- 2*min(pt(tw, df), 1 - pt(tw, df)) # 7.549072e-12

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 1.5490 x 107!2 je mensi nez o = 0.01, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.01.

6. Graficka vizualizace vysledkl testovani
Rozdil mezi stiednimi hodnotami populaci muzi a Zen vizualizujeme pomoci krabicového diagramu (viz
obréazek 30).

7. Interpretace vysledkii: Na zdkladé vSech ti{ zpusobu testovani zamitdme hypotézu o shodé stiednich hod-
not. Mezi délkou trupu muzu a Zen existuje statisticky vyznamny rozdil.

Poznamka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot muzeme vyuzit funkei t.test() s argumenty
conf.level = 0.99 pro volbu hladiny vyznamnosti o = 0.01, alternative = "two.sided’ pro volbu oboustranné alternativni
hypotézy a var.equal = F pro volbu Welchova dvouvybérového t-testu.
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Obrazek 30: Krabicovy diagram délky trupu muzu a Zen

t.test(tru.lm, tru.Lf, conf.level = 0.95, alternative = ’two.sided’, var.equal = F)

Welch Two Sample t-test

data: tru.Lm and tru.Lf
t = 7.352, df = 172.3, p-value = 7.549e-12
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
24.88403 43.14930
sample estimates:
mean of x mean of y
457.1867 423.1700

Soucasti vystupu je hodnota testovaci statistiky t = 7.352, Welchova aproximace poctu stupint volnosti Studentova
rozdéleni num df = 172.3, hranice intervalu spolehlivosti 24.88403 a 43.14930 a p-hodnota p-value = 7.549e-12.
Jediné, co musime stanovit zvlast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru. *
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Priklad 10.12. Test o rozdilu stiednich hodnot

Mgjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou nose.B popisujici $ifku nosu v mm (viz
sekce ?7). Predpoklddejme, Ze ndhodnd veli¢ina X, popisujici §iku nosu bantuské populace, pochdzi z normélniho
rozdéleni N (u1,0%), a Ze ndhodna veli¢ina Y, popisujici §@ku nosu ¢inské populace, pochdzi z normalniho rozdélen{
N(u2,0%). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte nulovou hypotézu o tom, Ze sitka nosu éinské populace je
mensi nebo rovna $ifce nosu bantuské populace.

Reseni piikladu 10.12

Piikazem read.delim() nacteme datovy soubor a piikazem na.omit() z néj odtranime NA hodnoty. Pomoc{ operdtoru
[] vybereme z datové tabulky namefené hodnoty sifky nosu (nose.B) ¢inské populace (pop == 'cin’), resp. bantuské
populace (pop == 'ban’) a zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéra.

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
data <- na.omit(data)

#head (data, n = 3)

nose.Bc <- data[data$pop == ’cin’, ’nose.B’]

nose.Bb <- datal[data$pop == ’ban’, ’nose.B’]

nl <- length(nose.Bc) # 19
n2 <- length(nose.Bb) # 14

Datovy soubor obsahuje namétené hodnoty sifky nosu u 19 jedincu ¢inské populace a 14 jedinct bantusképopulace.
Reseni ptikladu vede na test o rozdilu stfednich hodnot.

Nejprve otestujeme normalitu obou ndhodnych vybérta. Na hladiné vyznamnosti « testujeme hypotézu Hyy: Nahodny
vgbér namérenych $itek nosu cinské populace pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze Hyi:
Ndhodny vybér namérenych sirek nosu cinské populace nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Vzhledem k rozsahu
nahodného vybéru pouzijeme k otestovani normality Shapiro-Wilkuv test, kvantilovy graf a histogram (viz obrdzek
31). Datovy soubor rozdélime do péti ekvidistatnich intervalu s §ffkou 1 mm prostiednictvim stanovenych hranic
23,24...,28.

28
g 0.3 E 27
g g
[} < —]
S 024 >
s 9 95
= @
o 0.1 =
= > 24
0.0 23
| | | | | | | | | |
235 245 255 265 275 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
sirka nosu (v mm) Shapiro-Wilkuv test: p—hodnote0=1173

Obrazek 31: Histogram a kvantilovy diagram sifky nosu muzt ¢inské populace

Protoze p-hodnota = 0.1173 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Nahodny vybér naméfenych §ifek nosu ¢inské populace pochazi z normélniho rozdéleni. Vykresleny kvantilovy graf
vysledek testovani podporuje, histogram viceméné také.

Analogicky testujeme hypotézu Hys: Nahodny vijbér namérengch §irek nosu bantuské populace pochdzi z normdalniho

rozdéleni. oproti alternativni hypotéze His: Ndhodny viybér namérenych Sirek nosu bantuské populace nepochdzi z
normdlniho rozdéleni. K otestovani predpokladu normality pouzijeme Shapiro-Wilkuv test, kvantilovy diagram a
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histogram. Datovy soubor rozdélime do péti ekvidistatnich intervalu s Sifkou 2 mm prostfednictvim stanovenych
hranic 21,23, ...,31 (viz obrézek 32).

= 0.15 — = 307
o c
£ S 28+
4
© 0.10 + >
S S 26
ke 0.05 — g
o > 24
0.00 22
I I I I I I I I
22 24 26 28 30 -1 0 1
teoreticky kvantil
sirka nosu bantuske populace (v mm) Shapiro-Wilkuv test: p—hodnotad=1511

Obrazek 32: Histogram a kvantilovy diagram sitky nosu muzu bantuské populace

Protoze p-hodnota = 0.1511 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
Nédhodny vybér sitek nosu bantuské populace pochdzi z norméalniho rozdéleni. Ackoli pohled na histogram nés o
normalité dat pfili§ nepfesvédcil, nemuzeme piipadnou normalitu naméfenych hodnot navrhnout kvuli malému
rozsahu ndhodného vybéru. Kvantilovy graf normalitu naméfenych hodnot podporuje. Proto se klonime k zavéru
Shapiro-Wilkova testu a data povazujeme za normélné rozdélend.

Nyni zbyva rozhodnout o splnéni nebo nesplnéni predpokladu o shodé rozptyla obou ndhodnych vybéra. Na hladiné
vyznamnosti a = 0.05 testujeme hypotézu Hy : 07 /05 = 1 (rozptyly o} a o3 jsou shodné) oproti alternativni
hypotéze H; : 03 /03 # 1 (rozptyly 07 a 03 nejsou shodné). Nulovou hypotézu otestujeme pomoci funkce var.test()
na zékladé p-hodnoty (viz pitklad 10.2).

var.test (nose.Bc, nose.Bb, alternative = ’two.sided’)$p.val

[[1] 0.01257845

Jelikoz p-hodnota = 0.01258 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé rozptylu zamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Testovani tedy prokézalo statisticky vyznamny rozdil v rozptylech obou ndhodnych vybéru.

Nédhodné vybéry pochdzi z normélnich rozdéleni s vzajemné odliSnymi rozptyly, proto na otestovani hypotézy ze
zadéni pouzijeme Welchuv dvouvybérovy t-test o rozdilu sttednich hodnot p1 —pus. V zadéni piikladu mame vyslovné
definované znéni hypotézy Hy, zbyva ndm tedy dodefinovat znéni alternativni hypotézy H;.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Stredni hodnota $itky nosu ¢inské populace je mensi nebo rovna stredni hodnoté sirky nosu bantuské
populace.

o o~

H; : Stredni hodnota $itky nosu ¢inské populace je vétsi nez stiedni hodnota $itky nosu bantuské populace.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:p <p2  —  p1—p2 < po, kde po =0
Hy:py>p2 — pa—p2 > po, kde po =0
(pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
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e Hladinu vyznamnosti volime ze zadani a = 0.05.

3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

T _(Ml—Mg)—/J,()

W=
st 53
ny no

(25.21053 — 26.92857) — 0

1.6525722 + 3.1492192
19 14

—1.71804

v0.8521351
—1.71804

T 09231117

—1.86114 = —1.8611

<- ((m1 - m2) - mu0) / (sqrt(sl =~ 2 / nl + s2 ~ 2 / n2)) # -1.861145

¢ Welchova aproximace poctu stupni volnosti

277 alpha <- 0.05

278 mu0 <- 0

279 ml1 <- mean(nose.Bc)
280 m2 <- mean(nose.Bb)
281 s1 <- sd(nose.Bc)
282 s2 <- sd(nose.Bb)
283

284 tw

285 df <-

/ (n2 - 1)) # 18.26753

e Kriticky obor

EH A%
ni ny
(ﬁ)Z (ﬁ)Z
= 2

nlfl 77,271

df =

2
(1.6525722 n 3.1492192>

19 14
o (1.5525722>2 (3.1492192)2
19 14
19—1 + 14—1

(0.1437365 + 0.7083986)°

0.14373652 4 0.70839862
18 13

~0.7261342
~0.03974999
= 18.26753 = 18.2675

(st ~ 2/ n1 + s2 ~ 2 / n2)"2 / ((s1 =~ 2/ n1) -~ 2/ (n1 - 1) + (s2 -~ 2 / n2)

W = (ta(1 = a); o0)
= (t18.26753(1 — 0.05) ; o0)
— (1.732689 ; c0)
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286 qt(1 - alpha, df) # 1.732689

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky ¢y = —1.861145 nendlezi do kritického oboru, tj. tw ¢ W, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

d,oo)=|mi—mg— | — 4+ =ty (1l —a); 00
( ) 1 2 nl o df( )v

1.6525722 3.1492192
((25.21053 — 26.92857) - \/ 19 + 14 t18‘26753(0~95) ] OO>

= (—1.71804 — x0.9231117 x 1.732689 ; c0)
= (—3.31751; 00) = (—3.3175; o0)

287 DH <- (ml - m2) - sqrt(s1”2 / nl + s2°2 / n2) *x qt(1 - alpha, df) # -3.317511

e Zavér testovani
Protoze po = 0 nélezi do Waldova 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. po = 0 € IS,
Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti @ = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota
p-hodnota = Pr(Tyw > tw) =1 —Pr(T, < tw)

=1-—Pr(Tw < —1.861145)
= 0.960552 = 0.9606

288 p.val <- 1 - pt(tw, df) # 0.960552

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.9606 je vétsi nez o = 0.05, Hp nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Graficka vizualizace vysledki testovani
Vhodny grafem porovnavajicim stfedni hodnoty obou ndhodnych vybéru je krabicovy diagram viz obrazek

33).

7. Interpretace vysledku: Na zakladé vSech tii zpusobu testovani nezamitame hypotézu o tom, ze stiedni
hodnota $ifky nosu ¢inské populace je mensi nebo rovna stfedni hodnoté Sitky nosu bantuské populace.
Nemame tedy dostatek indicii k zamitnuti{ tvrzeni, ze Sifka nosu ¢inské populace je statisticky vyznamné
mensi nebo rovna $ifce nosu bantuské populace.

Pozndmka: K otestovani nulové hypotézy o rozdilu stfednich hodnot muzeme vyuzit funkci t.test() s argumenty
conf.level = 0.95 pro volbu hladiny vyznamnosti o = 0.05, alternative = 'greater’ pro volbu pravostranné alternativni
hypotézy a var.equal = F pro volbu Welchova dvouvybérového t-testu.
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Obrézek 33: Krabicovy diagram sifky nosu muzu ¢inské a bantuské populace

289 t.test(nose.Bb, nose.Bc, conf.level = 0.95, alternative = ’greater’, var.equal

F)

Welch Two Sample t-test

data: nose.Bb and nose.Bc
t = 1.8611, df = 18.268, p-value = 0.03945
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
0.1185797 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
26.92857 25.21053
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10.4 Test o rozdilu korela¢nich koeficientt p; — ps

Necht (X11,Y11)T ... (X1n,, Yin,)T je ndhodny vybér z No(py, 1) a (Xo1,Y21)T, ... (Xan,, Yon,)? je na ném
nezavisly ndhodny vybér z Na(p,, X3). Necht py je konstanta. Na hladiné vyznamnosti a testujeme jednu z
nésledujicich t¥{ hypotéz oproti piislusné alternativni hypotéze.

Hoy1: p1— p2 = po oproti Hyy:p1 —p2# po  (oboustranng alt.)
Hys : p1— p2 < po oproti His:p1 —p2 > po (pravostrannd alt.)
Hos : p1— p2 > po oproti Hiz:p1 —p2 < po (levostranna alt.)

Test nazyvame dvouvybérovym Z-testem o rozdilu korelacnich koeficientu p; — po. Testovaci statistika mé tvar

Ty = ———, (10.5)
T
71,173 77/273
kde Z; = %ln i§17 Zy = %ln %fgi jsou Fisherovy Z-transformace vybérovych korela¢nich koeficienti R; a Ro
aé = %ln% je Fisherova Z-transformace konstanty pg z nulové hypotézy, ny je rozsah prvniho ndhodného

vybéru a ns je rozsah druhého ndhodného vybéru. Testovaci statistika Zy pochézi ze standardizovaného normalniho
rozdéleni, tj.

Z1— Zy —
Zw = 11—250 ~ N(0,1).
ni—3 ngo—3

Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hyy:p1— p2 # po W = (=005 Ug/2) U (U1—a/2; )
His:p1 —p2 > po W = (u1_q; 00)
Hiz:p1—p2<po W = (—00; uqa)

kde uq /2, U1—a/2, Ua, U1—qo jsou kvantily standardizovaného normdlnfho rozdélent, jejichz hodnoty ziskdme pomoci
@ a implementované funkce qnorm().

Interval spolehlivosti ma podle zvolené alternativni hypotézy jeden z nédsledujicich tvara

Hyy: p1— p2 # po (d,h) = (tanh (zl — 29 — sgul_a/g) ; tanh (zl — 29 — sgua/2))
His: p1— p2 > po (d,2) = (tanh (21 — 22 — SqUu1—qa) ; 2)
Hiz:p1— p2 < po (—2,h) = (—2; tanh (21 — 22 — S4uq))

kde s, = y/7-5 + -5 a tanh je hyperbolicky tangens, jehoz hodnotu ziskame pomoci @ a implementované
funkce tanh().

Poznamka: Dé se ukdzat, ze mezi korelaénim koeficientem py a &y plati vztah pg = tanh(&p), ktery je inverzi ke
vztahu & = %ln izg Vsimnéme si, Ze 21 — 22 — S4U1_q/2 @ 21 — 22 — Sgla 2 jsou dolnf a horni hranice intervalu
spolehlivosti pro Z-transformaci &y, nebot z; i 25 jsou Z-transformacemi korela¢nich koeficientt. Hyperbolicky tan-
gens potom funguje jako zpétnd transformace, ktera prevede hranice intervalu spolehlivosti pro £y zpatky na hranice

intervalu spolehlivosti pro korelacni koeficient pq.

Pozndmka: Protoze parametry p; i pa jsou korelacni koeficienty, plati, ze p; € (—1;1) a ps € (—1,1). Rozdil
p1 — p2 nabyva tedy hodnoty z intervalu (-2, 2). Proto levostranny interval spolehlivosti omezime shora hodnotou 2,
namisto nekone¢nem, a pravostranny interval spolehlivosti omezime zdola hodnotou -2, namisto minus nekone¢nem.

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hii:p1— p2 # po p-hodnota = 2min{Pr(Zw < zw), Pr(Zw > zw)}
His:p1—p2 > po p-hodnota = Pr(Zw > zw) =1 — Pr(Zw < zw)
His:p1 — p2 < po p-hodnota = Pr(Zy < zw)
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kde Zw je ndhodna veli¢ina, zy je realizace testovaci statistiky Zw (viz vzorec 10.5), tedy konkrétni ¢islo, a
Pr(Zw < zw) je distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozdélen, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @@ a
implementované funkce pnorm().

Piiklad 10.13. Test o rozdilu dvou korela¢nich koeficientu p; — po

Megjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt, proménnou nose.H popisujici délku nosu a proménnou
nose.B popisujici §iiku nosu (viz sekce 7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda se korelacn{ koeficient
délky a sifky nosu muzu bantuské populace vyznamné lisi od korelacniho koeficientu délky a sitky nosu muzu
peruanské populace.

Reseni piikladu 10.13

Datovy soubor na¢teme pifkazem read.delim() a odstranime z néj chybéjici hodnoty piikazem na.omit(). Operdtorem
[] vybereme z tabulky nejprve tdaje o délce nosu (nose.H), resp. sifce nosu nose.B u muzu bantuské populace pop
== 'ban’ a ndsledné didaje o délce nosu (nose.H), resp. sifce nosu nose.B u muzu perudnské populace pop == "per’.
Pomoci piikazu length() déle zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru a pomoci pifkazu range() zjistime rozsahy
naméfrenych hodnot kazdé proménné. Datovy soubor obsahuje tdaje o vysce a §ifce nosu u 14 muzu bantuské

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
data <- na.omit(data)

nose.HB <- datal[data$pop
nose.BB <- data[data$pop
nose .HP <- data[data$pop
nose.BP <- datal[data$pop

’ban’, ’nose.H’]
’ban’, ’nose.B’]
’per’, ’nose.H’]
’per’, ’nose.B’]

nl <- length(nose.HB) # 14
n2 <- length(nose.HP) # 46
range (nose .HB) # 41-58
range (nose.BB) # 22-31
range (nose .HP) # 44-57
range (nose .BP) # 19-26

populace, pricemz namérené vysky nosu nabyvaji hodnot v rozmezi 41-58 ;mm, namérené §itky nosu nabyvaji
hodnot v rozmez{ 22-31 mm. Soubor dédle obsahuje 1idaje o vysce a Sifce nosu u 46 muzu perudnské populace,
pricemz naméfené vysky nosu nabyvaji hodnot v rozmezi 44-57 mm a naméfené s$itky nosu nabyvaji hodnot v
rozmez{ 19-26 mm.

Abychom mohli hypotézu ze zadani otestovat pomoci parametrického testu, musi oba datové soubory splinovat
predpoklad dvourozmeérné normality. Pfed samotnym testovanim hypotézy uvedené v zadani je potieba ovérit, zda
oba vybéry tento predpoklad spliuji. Zavér o dvourozmérné normalité obou ndhodnych vybéru stanovime na zakladé
Mardiova testu v kombinaci s grafickou vizualizaci dat pomoci 3D grafu a teckového diagramu superponovaného
95 % elipsou spolehlivosti, analogicky, jako je uvedeno v sekci ??7. Hladinu vyznamnosti zvolime o = 0.05. Zaéneme
s nahodnym vybérem muzu bantuské populace.

MVN::mvn(cbind (nose.HB, nose.BB), mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality
# sikmost: 0.9610029 # spicatost: 0.4619885

Protoze p-hodnota testu o nevyznamnosti koeficientu Sikmosti, tj. 0.9610, je vétsi nez 0.05, hypotézu o ne-
vyznamnosti koeficientu Sikmosti nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Déle protoze p-hodnota testu o
nevyznamnosti koeficientu Spicatosti, tj. 0.3198, je vétsi nez 0.05, nezamitdme hypotézu o nevyznamnosti koeficientu
Spicatosti. Protoze ndhodny vybér nevykazuje statisticky vyznamné znamky zeSikmeni ani ze$picaténi, nezamitame
na hladiné vyznamnsoti o = 0.05 hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru vysek a sifek nosu u muzu
bantuské populace. Ke stejnému zavéru bychom dosli také pouzitim Henze-Zirklerova testu (p-hodnota = 0.7110 >
0.05) i Roystonova testu (p-hodnota = 0.3198 > 0.05).

Nyni se podivdme na grafickou vizualizaci ndhodného vybéru (viz graf 34). Z 3D grafu i teckového diagramu je
ziejma dvourozmérnd normalita ndhodného vybéru. 3D graf nam ukazuje kopcovity tvar ndhodného vybéru muzu
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bantuské populace. Pri pohledu na teckovy diagram vidime, ze vSechny body lezi uvniti 95 % elipsy spolehlivosti.
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Obrézek 34: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro vysku nosu a $itku nosu muzua bantuské
populace (v mm)

Déle se zamétime na ovéfeni predpoklad normality vysky a §ifky nosu u muzu perudnské populace.

316 MVN::mvn(cbind (nose.HP, nose.BP), mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality # sikmost:
0.409373 # spicatost: 0.2925019

Jelikoz p-hodnota testu o nevyznamnosti koeficientu Sikmosti, tj. 0.4094, je vétsi nez 0.05, hypotézu o nevyznamnosti
koeficientu sikmosti nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Déle jelikoz p-hodnota testu o nevyznamnosti
koeficientu $picatosti, tj. 0.2925, je vétsi nez 0.05, nezamitdme hypotézu o nevyznamnosti koeficientu Spicatosti.
Protoze nahodny vybér nevykazuje statisticky vyznamné zeSikmeni ani zeSpic¢aténi, nezamitdme hypotézu o dvou-
rozmérné normalité ndhodného vybéru vysek a sifek nosu u muzu bantuské populace na hladiné vyznamnsoti
a = 0.05. Stejny zdvér byhcom ziskali také pouzitim Henze-Zirklerova testu (p-hodnota = 0.1306 > 0.05). N
azakladé Roystonova testu bychom hypotézu o dvourozmérné normalité ndhodného vybéru hraniéné zamitli (p-
hodnota = 0.4543 < 0.05). Podivame se tedy, co ndm na dvourozmérnou normalitu ndhodného vybéru povi graficka
vizualizace (viz obrdzek 35). 3D graf i teckovy diagram ukazuj{ na dvourozmérné normaln{ rozdélen{ s jednim od-
lehlym pozorovéanim, které se neveslo do 95 % elipsy spolehlivosti. Vzhledem k tomu, ze rozsah ndhodného vybéru
je 46, pozadujeme, aby elipsa spolehlivosti pokryvala alepson 44 bodu. Zbylé dva body mohou lezet mimo elipsu
spolehlivosti. V nasem piipadé lezi mimo elipsu spolehlivosti pouze jeden bod, proto se klonime k zdvéru Mardiova
a Henze-Zirklerova testu o dvourozmeérné normalité ndhodného vybéru vysek a sifek nosu u muzu perudnské popu-
lace.

Protoze oba vybéry pochdzi z dvourozménrého normalniho rozdéleni, muzeme hypotézu ze zadani otestovat para-
metrickym testem o rozdilu korelaénich koeficientu p; — po. Testovani provedeme v posloupnosti Sesti krok.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Korelacni koeficient proménngch vijska nosu a §itka nosu u muzi bantuské a korelaéni koeficient
proménngch vyska nosu a §irka nosu u muil perudnské populace jsou shodné.
H, : Korelacni koeficient proménngch vijska nosu a §irka nosu u muzi bantuské a korelacni koeficient
proménngch vyska nosu a $iTka nosu u muzu perudnské populace nesou shodné.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:pr=p2 —  p1—p2=po, kde po =0

Hy:pir#p2  —  p1—p2# po, kde pg =0
(oboustrannd alternativa)
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Obréazek 35: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro vysku nosu a $itku nosu muzu peruénské
populace (v mm)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddanim o = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Fisherovy Z-transformace vybérovych korelacnich koeficientu
K vypoctu Fisherovych Z-transformaci potfebujeme znat hodnoty vybérovych korela¢nich koeficienti.
Tyto hodnoty ziskdme pomoci pifkazu cor() s nastavenym argumentem method == "pearson’. Vybérovy
korelaéni koeficient vysky a $itky nosu muzi bantuské populace r; = 0.6719, vybérovy korela¢ni koe-
ficient vysky a &ifky nosu perudnské populace vysel ro = 0.1371. Nyni jiz muzeme vypocitat Fisheroy
Z-transformace téchto korela¢nich koeficientu i Fisherovu Z-tranformaci konstanty pg = 0 z nulové hy-

potézy.
1. 14+R,
7, = =1
L S
1. 1406719065 1
= S Y ) 5.095816
2 1206719065 2 -
— 0.5 x 1.62842 = 0.81421 = 0.8142
1. 1+ Ry
Zy = =1
2751 TR,
1. 1401370691 1
= Y 1.317683
2 1201370691 2

= 0.5 x 0.2758746 = 0.1379373

1. 1
§o=5n o
2 1—po
1. 1 1
:fln7+0 =—-Inl
2 1-0 2
=05x0=0
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317 alpha <- 0.05

318 ksiO <- 0

319

320 rl <- cor(nose.HB, nose.BB) # 0.6719065

321 r2 <- cor(nose.HP, nose.BP) # 0.1370691

322

323 zl1 <- 1 / 2 % log((1 + r1) / (1 - rl)) # 0.8142106
324 z2 <- 1 / 2 x log((1 + r2) / (1 - r2)) # 0.1379373

e Testovaci statistika

Z1— 23— &
1‘+ 1

Tllf-ﬂ ’I’L273

_0.8142106 — 0.1379373 — 0

Vst s
B 0.6762733
~ /0.09090909 + 0.02325581
0.6762733
v/0.1141649
_0.6762733

©0.337883
= 2.001501

Zw =

326 zw <- (z1 - 22 - ksiO) / sqrt(1 / (n1 - 3) + 1 / (n2 - 3)) # 2.001502

e Kriticky obor

=
I

$ Uay2) U (U1—q/2; 00)

; U0.05/2) U (U1-0.05/2; ©°)

; u0.025) U (u0.975 5 00)

© —1.959964) U (1.959964 ; o0)

I
kD
g€ 8 8 8

326 qnorm(alpha / 2) # -1.95996/
327 qnorm(1l - alpha / 2) # 1.959964

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky zy, = 2.001501 nalezi do kritického oboru, tj. zyw € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pro vypocet intervalu spolehlivosti si nejdifve vypocitdme hodnotu s,.

\/ 1 " 1
S =
g 'fl1—3 n2—3

1 1
= =+0. .02325581
14—3+46—3 v/0.09090909 + 0.0232558

=10.1141649 = 0.337883 = 0.3379
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(d; h)

(tanh (z1 — 29 — sgul_a/g) ; tanh (z1 — 29 — sgua/g))

(tanh (0.8142106 —0.1379373 — 0.337883 x u1_0,05/2) ; tanh (0.8142106 —0.1379373 — 0.337883 x U0405/2))
(tanh (0.6762733 — 0.337883 x 1.959964) ; tanh (0.6762733 — 0.337883 x (—1.959964)))

(tanh (0.01403478) ; tanh (1.338512))

= (0.01403386; 0.8713144)

328 sg <- sqrt(l / (n1 - 3) + 1 / (n2 - 3)) # 0.337883
329 dh <- tanh(zl - z2 - sg * qnorm(l - alpha / 2)) # 0.01403392
330 hh <- tanh(zl - z2 - sg * qnorm(alpha / 2)) # 0.8713143

e Zavér testovani
Protoze pp = 0 nenélez{ do Waldova 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. po = 0 ¢
1S, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Z,, < zy), Pr(Zw > 2y)}
=2min{Pr(Z, < zy),1 — Pr(Zw < z)}
= 2min{Pr(Z, < 2.001502), 1 — Pr(Zy < 2.001502)}
= 2min{0.9773308,0.02266918}
= 2 x 0.02266918
= 0.04533837

331 2 *x min(pnorm(zw), 1 - pnorm(zw)) # 0.04533837

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.04533837 je mensi nez a = 0.05, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Graficka vizualizace vysledku testovani
Vhodny grafem porovnéavajicim miru zavislosti v obou ndhodnych vybérech je teckovy diagram superpono-
vany linedrnimi regresnimi pfimkami proklddajicimi zobrazené body (viz obrézek 36). Nejprve piikazem plot()
vykreslime body vysky a §itky nosu muzu bantuské populace. Koeficienty linedrni regresni piimky ziskdme
pomoci funkce Im(), jejimz jedninym argumentem bude vztah nose.BB nose.HB, tj. vztah vyjadiujici zdvislost
mezi proménnou nose.BB na ose y a proménnou nose.HB na ose x. Koeficienty regresni piimky, které jsou
vlozeny v polozce coeffcieints, ziskdme z vystupu funkce Im pomoci odkazu $coef. Déle vytvorime posloupnost
tisice bodu x v rozsahu hodnot proménné nose.HB a vypocitdme hodnoty regresni piimky v bodech posloup-
nosti x, které vlozime do proménné y. Nakonec vykreslime linearni regresni pfimku v bodech x,y piikazem

lines().

Do grafu déle piikreslime body vysky a §ifky nosu perudnské populace pifkazem points(), které opét super-
ponujeme linedrni regresni piimkou ziskanou funkef Im(), jejimz vstupnim argumentem bude vztah nose.BP
nose.HP budou proménné nose.HP, tj. vztah vyjadiujici zavislost mezi proménnou nose.BP na ose y a proménnou
nose.HP na ose x. Koeficienty regresni primky opét ziskdme z vystupu funkce Im pomoci odkazu $coef. Déle vy-
tvofime posloupnost tisice bodu x v rozsahu hodnot proménné nose.HP, vypocitdme hodnoty regresni piimky v
bodech posloupnosti x a vlozime je do proménné y. Vykreslime linearni regresni ptfimku v bodech x,y piikazem
lines(). Nakonec do grafu doplnime pod osu x popisek obsahujici hodnoty vybérovych korelacnich koeficienta
(piikaz mtext()) a legendu (piikaz legend()).
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par(mar = c(5, 4, 1, 1), family = ’Times’)

plot (nose.HB, nose.BB, xlab = ’’, ylab = ’sirka nosu (v mm)’,
x1lim = c (40, 60), las = 1,
pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’olivedrab2’)

k <- 1lm(nose.BB ~ nose.HB)$coef

x <- seq(min(nose.HB), max(nose.HB), length = 1000)

y <- k[1] + x * k[2]

lines(x, y , col = ’darkgreen’, lwd = 2)

points (nose.HP, nose.BP, pch = 21, col = ’tomato4’, bg = ’yellow’)
k <- 1m(nose.BP ~ nose.HP)$coef

x <- seq(min(nose.HP), max(nose.HP), length = 1000)

y <- k[1] + x * k[2]

lines(x, y, col = ’tomato4’, lwd = 2)

rl <- round(rl, digit 4)
r2 <- round(r2, digit = 4)
mtext (’vyska nosu (v mm)’, side = 1, line = 2.3)

mtext (bquote (paste (rho[1] = (r1), °, ’, rho[2] == .(r2))), side = 1, line = 3.7)
legend (’topleft’, pch = 21, pt.bg = c(’olivedrab2’, ’yellow’),
col = c(’darkgreen’, ’tomato4’), legend = c(’bantuska p.’, ’peruanska p.’),

bty = ’n’)

7. Interpretace vysledki:
Na zékladé vsech ti{ zpusobu testovani zamitdame hypotézu o shodé korela¢nich koeficientt pro vysku nosu a
§ifku nosu bantuské a peruanské populace. Mezi korela¢nim koeficientem vysky a $ifky nosu u muzu bantuské
populace a u muzu peranské populace existuje statisticky vyznamny rozdil. Mezi vyskou a $ikou nosu u muzu
bantuské populace existuje vyzna¢ény stupen pifmé linedrni zdvislosti (p; = 0.6719). Mezi vyskou a sitkou
nosu u muzu perudnské populace existuje nizky stupen piimé linedrni zévislosti (p = 0.1379) (viz stupnice
miry zdvislosti pro Pearsonuv korelaénf koeficient, kapitola ?7?).

*
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Obrézek 36: Teckovy diagram zavislosti vysky nosu a $itky nosu u muzi bantuské a perudnské populace
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Priklad 10.14. Test o rozdilu dvou korela¢nich koeficientu p; — ps

Méjme datovy soubor 16-anova-head.txt, proménnou head.W popisujici §itku hlavy a proménnou bizyg.W popisujici
sitku tvére (viz sekce ?77). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu o shodé korelaéniho koeficientu sirky
hlavy a siiky tvdie muzu a korela¢niho koeficientu §itky hlavy a sifky tvaie Zen.

Reseni piikladu 10.14

Datovy soubor na¢teme pifkazem read.delim() a odstranime z néj chybéjici hodnoty piikazem na.omit(). Operdtorem
[] vybereme z tabulky tidaje o sifce hlavy (head.W) a siice tvafe (bizyg.W) u muzi (sex == 'm’), resp. Zen (sex
== "f"). Déle zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru piikazem length() a rozsahy nameéfrenych hodnot kazdé
proménné pifkazem range(). Datovy soubor obsahuje naméfené hodnoty sitky hlavy a sitky tvdie u 63 muzu,

data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)
data <- na.omit (data)

head.WM <- datal[data$sex == ’m’, ’head.W’]
bizyg.WM <- datal[data$sex == ’m’, ’bizyg.W’]
head .WF <- data[data$sex == ’f’, ’head.W’]
bizyg.WF <- datal[data$sex == ’f’, ’bizyg.W’]

nl <- length(head.WM) # 63
n2 <- length(head.WF) # 85
range (head .WM) # 142-170
range (bizyg.WM) # 113-155
range (head .WF) # 135-162
range (bizyg.WF) # 120-151

pricemz naméfené §itky hlavy nabyvaji hodnot v rozmezi 142-170 mm, naméfené sitky tvafe nabyvaji hodnot v
rozmezi 113-155 mm. Soubor dile obsahuje tidaje o sifce hlavy a Sifce tvafe 85 Zen, pficemz naméfené sitky hlavy
nabyvaji hodnot v rozmezi 135-162 mm a naméfené Sitky tvare nabyvaji hodnot v rozmezi 120-151 mm.

Aby bylo mozné otestovat hypotézu ze zaddni pomoci parametrického testu o rozdilu dvou korela¢nich koeficienti,
musi oba datové soubory pochazet z dvourozmérného normalniho rozdéleni. Pfed samotnym testem hypotézy ze
zadani je tedy potieba ovérit, zda oba vybéry tento predpoklad spliuji. Zavér o dvourozmérné normalité obou
ndhodnych vybéru stanovime na zdkladé Roystonova testu (o = 0.05) v kombinaci s grafickou vizualizac{ dat

MVN::mvn(cbind (head .WM, bizyg.WM), mvnTest = ’royston’)$multivariateNormality #
0.003572831

Protoze p-hodnota Roystonova testu, tj. 0.003573 je mensi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité
niéhodného vybéru sitky lebky a §itky tvdre u muzi zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05. Ke stejnému
zdveéru dojdeme také pouzitim Henze-Zirklerova testu (p-hodnota = 0.002498 < 0.05) i Mardiova testu (p-hodnota
pro koeficient sikmosti = 0.006636 < 0.05, p-hodnota pro koeficient $picatosti = 0.2778 > 0.05). Nyni se podivame
na grafickou vizualizaci ndhodného vybéru (viz obrdzek 37).

Loading required package: viridisLite |

3D graf ndm nabizi pohled na dvourozmérné normalni rozdéleni, tvofené pospolitym kopcem s jednou vyrazné od-
lehlou hodnotou a nékolika méné odlehlymi hodnotami. Aby data pochéazela z dvourozmérného normalniho rozdéleni,
je potieba, aby alespon 60 bodu lezelo uvniti 95% elipsy spolehlivosti. Zbylé 3 body se mohou realizovat mimo
elipsu spolehlivosti. Z grafu vidime, ze mimo elipsu spolehlivosti lezi pravé 3 body, coz ukazuje na dvourozmérnou
normalizu ndhodného vybéru. V tomto piipadé tedy nastavé rozkol mezi grafickou vizualizaci a zavéry testovani
dvourozmérné normality. Protoze vSak vSechny tii testy ukazuji na poruseni predpokladu normality, predpokladame,
ze datovy soubor sifek hlavy a Sifek tvafe muzu nepochézi z normalniho rozdéleni.

Nyni prozkouméame predpoklad normality sitky hlavy a sitky tvare u zen.

Jelikoz p-hodnota Roystonova testu, tj. 0.02646746, je mensi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité
nahodného vybéru sitky hlavy a §itky tvafe zen zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Ke stejnému zavéru
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Obréazek 37: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro §itku hlavy a §ffku tvéfe muzu (v mm)

369 MVN::mvn(cbind(head.WF, bizyg.WF), mvnTest = ’royston’)$multivariateNormality #

0.02646746

bychom dosli také Mardiovym testem (p-hodnota pro koeficient Sikmosti = 0.00289277 > 0.05, p-hodnota pro
koeficient §picatosti = 0.10385298 > 0.05). Na zakladé Henze-Zirklerova testu bychom hypotézu o dvourozmérné
normalité ndhodného vybéru nezamitli (p-hodnota = 0.2727 > 0.05). Zde tedy nastavé rozkol mezi vysledky testa

normality. Pfed stanovenim zévéru o rozdéleni ndhodného vybéru se podivejme na vizualizaci datového souboru
(viz obrazek 38).
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Obrézek 38: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro §ifku hlavy a $ifku tvdfe Zen (v mm)

3D graf ndm nabizi pohled na dvourozmérné normélni rozdéleni tvorené pospolitym kopcem s alespon jed-
nou vyrazné odlehlou hodnotou a nékolika méné odlehlymi hodnotami. Aby data pochézela z dvourozmérného
normalniho rozdéleni, je potreba, aby alespon 81 bodu lezelo uvniti 95% elipsy spolehlivosti. Zbylé 4 body mohou
lezet mimo elipsu spolehlivosti. Z tec¢kového grafu je ziejmé, ze mimo elipsu spolehlivosti vsak lezi 5 bodu. V tomto
piipadé tedy graficka vizualizace podporuje vysledek Roystonova a Mardiova testu. Na zakladé vysledku testovani a

grafické vizualizace tedy zamitame hypotézu o dvourozmérném normalnim rozdéleni ndhodného vybéru sitek hlavy
a §irek tvare zen.

Protoze predpoklad dvourozméné normality obou ndhodnych vybéru je poruSen, nemuzeme k testovani hypotézy
ze zadani pouzit parametricky test o rozdilu korelacnich koeficienta p; — pa. *
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Priklad 10.15. Test o rozdilu dvou korela¢nich koeficientu p; — ps

Méjme datovy soubor 05-one-sample-correlation-skull-mf.txt, proménnou skull.pH popisujici nejvétsi vysku mozkovny
a proménnou face.H popisujici morfologickou vysku tvaie (viz sekce ?77). Na hladiné vyznamnosti o = 0.10 zjistéte,
zda korelaéni koeficient nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvafe muzu je statisticky vyznamné veétsi
nez korela¢ni koeficient nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvére zen.

Reseni piikladu 10.15

Datovy soubor na¢teme pifkazem read.delim() a odstranime z néj chybéjici hodnoty piikazem na.omit(). Operdtorem
[] vybereme z tabulky nejprve idaje o nejvétsi vysce mozkovny (skull.pH), resp. morfologické vysce tvare (face.H) u
muzu (sex == 'm’) a nésledné udaje o nejvétsi vysce mozkovny (skull.pH), resp. morfologické vysce tvaie (face.H)
u zen (sex == 'f'). Déle zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru (length()) rozsahy namérenych hodnot (range())
kazdé proménné. Datovy soubor obsahuje tidaje o nejvétsi vysce mozkovny a morfologické vysce tvare u 164 muzu,

data <- read.delim(’00-Data//05-one-sample-correlation-skull-mf.txt’)
data <- na.omit (data)
head (data)

skull.pHM <- data[data$sex == ’m’, ’skull.pH’]
face.HM <- datal[data$sex == ’m’, ’face.H’]
skull.pHF <- datal[data$sex == ’f’, ’skull.pH’]
face.HF <- data[data$sex == ’f’, ’face.H’]

nl <- length(skull.pHM) # 164
n2 <- length(skull.pHF) # 78
range (skull.pHM) # 127-149
range (face.HM) # 100-136
range (skull.pHF) # 120-142
range (face.HF) # 95-119

pficemz naméfené vysky mozkovny nabyvaji hodnot v rozmezi 127-149 mm, nameéfené morfologické vysky tvare
nabyvaji hodnot v rozmez{ 100-136 mm. Soubor déle obsahuje tidaje o nejvétsi vysce mozkovny a morfologické vysce
tvafe u 78 zZen, pficemz naméfené vysky mozkovny nabyvaji hodnot v rozmezi 120-142 mm a naméfené hodnoty
morfologické vysky tvare nabyvaji hodnot v rozmezi 95-119 mm.

Resen{ piikladu vede na test o rozdilu dvou korela¢nich koeficientii. Aby bylo mozné provést parametricky test o
rozdilu dvou korelacnich koeficientu, musi oba datové soubory spliiovat piedpoklad dvourozmeérné normality. Pred
samotnym testovanim je tedy potfeba ovérit, zda oba vybéry tento pfedpoklad spliuji. Zavér o dvourozmérné
normalité obou ndhodnych vybéru stanovime na zdkladé Henze-Zirklerova testu (o = 0.05) v kombinaci s grafickou
vizualizaci dat.

MVN::mvn(cbind (skull.pHM, face.HM), mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality # 0.719099

Protoze p-hodnota Henze-Zirklerova testu, tj. 0.7191 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité
nghodného vybéru nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvaie u muzu nezamitame na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Ke stejnému zdvéru bychom dosli také pouzitim Mardiova testu (p-hodnota pro koeficient Sikmosti =
0.3853 > 0.05, p-hodnota pro koeficient $picatosti = 0.4620 > 0.05) i Roystonova testu (p-hodnota = 19998 > 0.05).

Nynf se podivdme na grafickou vizualizaci ndhodného vybéru (viz obrazek 39). 3D graf ndm nabiz{ pohled na
dvourozmérné normalni rozdéleni, tvorené dvéma vzajemné se prolinajicimi kopci s nékolika odlehlymi hodnotami.
Zda je mnozstvi odlehlych hodnot v normé, zjistime pohledem na teckovy diagram. Aby data pochézela z dvou-
rozmérného norméalniho rozdéleni staci, aby alespon 95% bodu, tj. 156 bodu, lezelo uvniti elipsy spolehlivosti.
Zbylych 8 bodi muze lezet mimo elipsu spolehlivosti. Z grafu vidime, ze mimo elipsu spolehlivosti lezi pravé 8
bodu, coz je v porddku. O ndhodném vybéru nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvare u muzu tedy na
zakladé testovani i grafické vizualizace predpokladame, ze pochazi z dvourozmérného normélniho rozdéleni.

Nyni prozkoumame predpoklad normality nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvéare u zen.

Jelikoz p-hodnota Henze-Zirklerova testu, tj. 0.9997 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité

ndhodného vybéru nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvare Zen nezamitdme na hladiné vyznamnosti
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Obrazek 39: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro nejvétsi vysku mozkovny a morfologickou
vysku tvdfe muzu (v mm)

385 MVN::mvn(cbind (skull.pHF, face.HF), mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality # 0.9997521

a = 0.05. Ke stejnému zavéru bychom dosli také Mardiovym testem (p-hodnota pro koeficient Sikmosti = 0.9674 >
0.05, p-hodnota pro koeficient $picatosti = 0.6223 > 0.05) i Roystonovym testem (p-hodnota = 0.4054 > 0.05).
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Obrazek 40: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro nejvétsi vysku mozkovny a morfologickou
vysku tvéfe zen (v mm)

3D graf nabizi pohled na pospolité dvourozmérné normdlni rozdéleni tvofené jednim souvislym kopcem (viz
obrazek 40). Aby data pochdzela z dvourozménrého normalniho rozdéleni, je potieba, aby 95% elipsa spolehlivosti
pokryvala alesponn 74 bodu. Zbylé ¢tyfi body se mohou realizovat mimo elipsu spolehlivosti. Pohledem na teckovy
diagram zjistujeme, Ze mimo elipsu spolehlivosti lezi pouze tii body, coz podporuje na§ zavér o dvourozmérné nor-
malité ndhodného vybéru. O ndhodném vybéru nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvare u zen tedy na
zakladé testovani i grafické vizualizace predpokladame, ze pochdzi z dvourozmérného normalniho rozdéleni.

Protoze oba vybéry pochazi z dvourozmérného normélniho rozdéleni, muzeme k testovani pouzit parametricky test
o rozdilu korela¢énich koeficientt p; — p2. Zadanym ukolem je zjistit, zda korela¢ni koeficient nejvétsi vysky mozkovny
a morfologické vysky tvaie muzu je statisticky vyznamné vétsi nez korelaéni koeficient nejvétsi vysky mozkovny

a morfologické vysky tvare zen. Toto tvrzeni je znénim alternativni hypotézy a nulové hypotéza tvoii doplnék k
alternativni hypotéze.
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1.

Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Korelacni koeficient nejvétsi vijsky mozkovny a morfologické vysky tvdre muzu je mensi nebo roven
korelacnimu koeficientu nejvétsi visky mozkovny a morfologické vysky tvdre Zen.
H : Korelaéni koeficient nejuétsi vijsky mozkovny a morfologické vijsky tvare muzu je vétsi nez korelacni
koeficient nejvetsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvare Zen.
e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:pi <ps —  p1—p2<po, kde pg =0
Hy:pi>p2  —  p1—p2>po, kde pg =0
(pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime podle zadani o = 0.10.

3. Testovani kritickym oborem

e Fisherovy Z-transformace vybérovych korelacnich koeficientu
K vypoctu Fisherovych Z-transformaci je potieba nejprve stanovit hodnoty vybérovych korela¢nich koe-
ficientt, a to pomoci pifkazu cor(). Vybérovy korelaéni koeficient vysky morkovny a morfologické vysky
tvafe muzu r; = 0.33064, vybérovy korelaéni koeficient vysky a $ifky nosu perudnské populace vysel
ro = 0.06417. Nyni vypocitdme Fisherovy Z-transformace obou vybérovych korelaénich koeficientu a
konstanty pg = 0 z nulové hypotézy.

7y =

In -2 0% Dy 98794
U1 03306431 2 198748

5 x 1.62842 = 0.81421 = 0.8142

1
2
1. 1403306431 1
2
0.

Zy

1+0.06417166 1

5 % 0.1285199 = 0.06425995

1
)
1
=-1
2
=0.

1, 1
§o=;ln o
2 1=po
1, 1
Sl M0 1y,
2 1-0 2
=05x0=0

alpha <- 0.10

ksi0 <- 0
rl <- cor(skull.pHM, face.HM) # 0.3306431
r2 <- cor(skull.pHF, face.HF) # 0.06417166
z1 <- 1 / 2 x log((1 + r1) / (1 - rl)) # 0.3435501
z2 <- 1 / 2 * log((1 + r2) / (1 - r2)) # 0.06425996
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e Testovaci statistika

Z1—Zy— &
ZW - _—

1 1
’I’L1—3 ’I’L2—3

~0.3435501 — 0.06425996 — 0

1 1
164—3 + 78—3

_ 0.2792901

~ /0.00621118 + 0.01333333
0.2792901

v/0.01954451

~0.2792901

"~ 0.1398017
= 1.997759

392 zw <- (zl1 - z2 - ksiO) / sqrt(1l / (n1 - 3) + 1 / (n2 - 3)) # 1.997759

e Kriticky obor

393 gnorm(1l - alpha) # 1.281552

e ZAvér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky zy = 1.9978 nalezi do kritického oboru, tj. zyw € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pro vypocet intervalu spolehlivosti si nejdfive vypoc¢itdme hodnotu s,.

\/ 1 + 1
S, =
g n1—3 n2—3

1 1
= = 1/0.0062111 01
\/164_3+78_3 v/0.00621118 + 0.01333333

= v/0.01954451 = 0.1398017 = 0.1398

(d,2) = (tanh (21 — 22 — Sgu1—q) ; 2)

(tanh (0.3435501 — 0.06425996 — 0.1398017 X u1_0.10) ; 2)
(tanh (0.2792001 — 0.1398017 x 1.281552) ; 2)

(
(

tanh (0.100127) ; 2)
= (0.09979368 ; 2)
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sg <- sqrt(1 / (n1 - 3) + 1 / (n2 - 3)) # 0.1398017
dh <- tanh(zl - z2 - sg * qnorm (1l - alpha)) # 0.0997938

e Zavér testovani
Protoze po = 0 nendlezi do Waldova 90% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. pp = 0 ¢
1S, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Zy > z,)
=1-Pr(Zw < zy)
=1-Pr(Zw < 1.997759)
= 0.02287137

1 - pnorm(zw) # 0.02287137

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.02287 je mensi nez o = 0.10, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

6. Graficka vizualizace vysledki testovani

Rozdil v mife zavislosti mezi obéma ndhodnymi vybéry vizualizujeme pomoci teckového diagramu s linedrnimi
regresnimi piimkami prokladajicimi zobrazené body (viz obrazek 44). Koeficienty linedrni regresni pfimky pro
nejvétsi vysku mozkovny a morfologickou vysku tvére muzu ziskdme pomoci funkce Im(), jehoZ argumentem
bude vztah face. HM skull.pHM vyjadiujici zavislost mezi proménnou face.HM na ose y a proménnou skull.pHM
na ose z. Do grafu déle dokreslime body nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvare zen, které
superponujeme linedrni regresni primkou ziskanou funkci Im() s argumentem face.HF  skull.pHF. Nakonec do
grafu doplnime popisek obsahujici hodnoty vybérovych korela¢nich koeficientu a legendu.

par (mar = c(5, 4, 1, 1), family = ’Times’)

plot (skull.pHM, face.HM, xlab = ’’, ylab = ’morfologicka vyska tvare (v mm)’,
xlim = ¢(120, 150), ylim = c(95, 135), las = 1,
pch = 21, col = ’blue’, bg = ’cornflowerblue’)

k <- Im(face.HM ~ skull.pHM)$coef
x <- seq(min(skull.pHM), max(skull.pHM), length = 1000)
y <- k[1] + x * k[2]

lines(x, y, col = ’darkblue’, lwd = 2)

points (skull.pHF, face.HF, pch = 21, col = ’red’, bg = ’salmon’)

k <- Im(face.HF ~ skull.pHF)$coef

x <- seq(min(skull.pHF), max(skull.pHF), length = 1000)

y <- k[1] + x * k[2]

lines(x, y, col = ’darkred’, lwd = 2)

rl <- round(rl, digit = 4)

r2 <- round(r2, digit = 4)

mtext (’nejvetsi vyska mozkovny (v mm)’, side = 1, line = 2.3)

mtext (bquote (paste(rho[1] == . (r1), ’, ’, rho[2] == .(r2))), side = 1, line = 3.7)

legend (’topleft’, pch = 21, pt.bg = c(’cornflowerblue’, ’salmon’),
col = c(’blue’, ’red’), legend = c(’muzi’, ’zeny’),

bty = ’n’)
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Obrézek 41: Krabicovy diagram nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvére zen (v mm)

7. Interpretace vysledkii:
Na zakladé vSech ti{ zpusobu testovani zamitdme hypotézu Hy. Korelaéni koeficient nejvétsi vysky mozkovny
a morfologické vysky tvare u muzu je statisticky vyznamné veét$i nez korelacni koeficient nejvétsi vysky
mozkovny a morfologické vysky tvare u zen. Mezi nejvétsi vyskou mozkovny a morfologickou vyskou tvare
u muzi existuje mirny stupenn piimé linedrni zdvislosti (p; = 0.3306). Mezi nejvétsi vyskou mozkovny a
morfologickou vyskou tvére u Zen existuje velmi nizky stupen piimé linedrn{ zévislosti (p; = 0.0642).

*
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Priklad 10.16. Test o rozdilu dvou korela¢nich koeficientu p; — ps

Meéjme datovy soubor 13-two-samples-correlations-trunk.txt, proménnou lowex.L popisujici délku dolni koncetiny v
mm a proménnou tru.L popisujici délku trupu v mm (viz sekce ?7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 zjistéte,
zda je korela¢ni koeficient délky dolni koncetiny a délky trupu u muzu mensi nez korela¢ni koeficient délky dolni
koncetiny a délky trupu zen.

Reseni piikladu 10.16

Datovy soubor nacteme piikazem read.delim() a odstranime z néj chybéjici hodnoty. Operdtorem [| vybereme z
tabulky nejprve tdaje o délce dolni koncetiny (lowex.L) a délce trupu (tru.L) u muzi (sex == 'm’), resp. u zen (sex
== "f"). Déle zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru a rozsahy naméfrenych hodnot kazdé proménné. Datovy

data <- read.delim(’00-Data//13-two-samples-correlations-trunk.txt’)
data <- na.omit(data)

lowex.LM <- data[data$sex == ’m’, ’lowex.L’]
tru.LM <- datal[data$sex == ’m’, ’tru.L’]
lowex.LF <- data[data$sex == ’f’, ’lowex.L’]
tru.LF <- datal[data$sex == ’f’, ’tru.L’]

nl <- length(lowex.LM) # 75
n2 <- length(lowex.LF) # 100
range (lowex.LM) # 915-111/
range (tru.LM) # 400-548
range (lowex .LF) # 836-1076
range (tru.LF) # 323-492

soubor obsahuje idaje o délce dolni koncetiny a délce trupu u 75 muzi, piricemz naméiené délky dolni koncetiny
nabyvaji hodnot v rozmez{ 915-1114 mm, naméfené délky trupu nabyvaji hodnot v rozmezi 400-548 mm. Sou-
bor dale obsahuje udaje o nejvétsi délce dolni koncetiny a délce trupu u 100 Zen, pficemz naméiené délky dolni
koncetiny nabyvaji hodnot v rozmezi 836-1076 mm a namétené délky trupu nabyvaji hodnot v rozmezi 323-492 mm.

Resen{ piikladu vede na test o rozdilu dvou korelaénich koeficientil. Pfed provedenim parametrického testu o rozdilu
korelacnich koeficientu je potieba ovérit predpoklad dvourozmérné normality obou ndhodnych vybéru. Zavér o
dvourozmérné normalité obou vybéru stanovime na zdkladé Henze-Zirklerova testu (o« = 0.05) v kombinaci s
grafickou vizualizaci dat.

MVN::mvn(cbind (lowex.LM, tru.LM), mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality # 0.543489

Protoze p-hodnota Henze-Zirklerova testu, tj. 0.5435 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité
nghodného vybéru délky dolni konéetiny a délky trupu muzi nezamitdme na hladiné vyznamnosti « = 0.05. Ke
stejnému zavéru bychom dosli také pouzitim Mardiova testu (p-hodnota pro koeficient sikmosti = 0.5599 > 0.05,
p-hodnota pro koeficient Spicatosti = 0.4298 > 0.05) i Roystonova testu (p-hodnota = 0.1876 > 0.05).

Na 3D grafu vidime dvourozméné normélni rozdéleni tvoreni jednim kopcem (viz obrézek 42). Aby data pochézela
z dvourozmérného normélniho rozdéleni staci, aby alespon 71 bodu lezelo uvniti 95% elipsy spolehlivosti. Zbylé 4
body mohou lezet mimo elipsu spolehlivosti. Z teckového diagramu vidime, ze mimo elipsu spolehlivosti lezi pouze
dva body a jeden bod lezi na hranici elipsy spolehlivosti. O ndhodném vybéru nejvétsi délky dolni koncetiny a délky
trupu muzu tedy predpokladame, ze pochdzi z dvourozmérného normalniho rozdéleni.

Nyni prozkoumame predpoklad normality délky dolni konéetiny a délky trupu u Zen.

MVN::mvn(cbind (lowex.LF, tru.LF), mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality # 0.587225

Jelikoz p-hodnota Henze-Zirklerova testu, tj. 0.5872 je vétsi nez 0.05, hypotézu o dvourozmérné normalité
nahodného vybéru nejvétsi vysky mozkovny a morfologické vysky tvare zen nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Ke stejnému zavéru bychom dosli také Mardiovym testem (p-hodnota pro koeficient sikmosti = 0.1769 >
0.05, p-hodnota pro koeficient picatosti = 0.8360 > 0.05) i Roystonovym testem (p-hodnota = 0.6339 > 0.05).
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Obrazek 42: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro délku dolni koncetiny a délku trupu u muzu
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Obréazek 43: 3D graf a teckovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro délku dolnf koncetiny a délku trupu u zen
(v mm)

3D graf nabizi pohled na dvourozmérné normalni rozdéleni tvorené jednim souvislym kopcem a nékolik od-
lehlymi hodnotami (viz obréazek 43). Aby data pochdzela z dvourozménrého normdlniho rozdélent, je potieba, aby
odlehlych hodnot nebylo vice nez pét. Pohledem na teckovy diagram zjistujeme, Ze mimo elipsu spolehlivosti lezi
pouze ¢tyii body. O ndhodném vybéru délky dolni koncetiny a délky trupu zen tedy predpoklddame, ze pochézi z
dvourozmérného normalniho rozdéleni.

Protoze oba vybéry pochédzi z dvourozmérného normélniho rozdéleni, muzeme k testovani pouzit parametricky test
o rozdilu korela¢nich koeficienti p; — pa. Zadanym tikolem je zjistit, zda korela¢ni koeficient délky dolni koncetiny
a délky trupu muzu je statisticky vyznamné mensi nez korela¢ni koeficient délky dolni koncetiny a délky trupu Zen.
Toto tvrzeni je znénim alternativni hypotézy a nulové hypotéza tvoii doplnék k alternativni hypotéze.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy

Hy : Korelaéni koeficient délky dolni koncetiny a délky trupu muzu je vétsi nebo rovek korelaénimu
koeficientu délky dolni koncetiny a délky trupu Zen.

H, : Korelacéni koeficient délky dolni koncetiny a délky trupu muzu je mensi nez korelacni koeficient délky
dolni koncetiny a délky trupu Zen.

70



434
435
436
437
438
439

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:p1>p2 —  p1—p2=>po, kde pg =0
Hy:pr<p2 —  p1—p2<po,kde pg=0
(levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime podle zadani a = 0.05.

3. Testovani kritickym oborem

e Fisherovy Z-transformace vybérovych korela¢nich koeficient
K vypoctu Fisherovych Z-transformaci je potieba nejprve stanovit hodnoty vybérovych korelaénich koe-
ficientu. Vybérovy korela¢ni koeficient délky dolni konc¢etiny a délky trupu muza 1 = 0.05976, vybérovy
korela¢ni koeficient délky dolni koncetiny a délky trupu zen vysel ro = 0.285256. Nyni vypocitame Fishe-
rovy Z-transformace obou vybérovych korelac¢nich koeficientu a konstanty pg = 0 z nulové hypotézy.

14+ Ry
Zy = -1
LT 9T TR,
= L 1005976 Ly o116
2 12005976 2

= 0.5 x 0.1196626 = 0.0598313 = 0.05983

1+ Ry
Zy = —1
2 TR,

2
L, 1+0.285256 _ 1
2

2020050 1.7982
NI 0.285056 2 m 179820

= 0.5 x 0.5867888 = 0.2933944

1. 1+ po
:—1 _—
&o B nl—po
1. 140 1
— 21 — Inl
21 -0 2"
—05x0=0

alpha <- 0.01
ksi0 <- 0

ri
r2
z1
z2

<- cor(lowex.LM, tru.LM) # 0.05975781

<- cor(lowex.LF, tru.LF) # 0.285256

<- 1/ 2 % log((1 + r1) / (1 - r1)) # 0.0598291
<= 1/ 2 % log((1 + r2) / (1 - r2)) # 0.2933943

o Testovaci statistika
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Z1—Zy =&

1 1
ny—3 ng—3

_0.0598291 — 0.2933944 — 0

/_1 1
753 T 1003
—0.2335653

B 1v/0.01388889 + 0.01030928
—0.2335653

v0.02419817

—0.2335653

0.1555576
= —1.501471

Zw =

440 zw <- (z1 - z2 - ksiO) / sqrt(1 / (n1 - 3) + 1 / (n2 - 3)) # -1.501471

e Kriticky obor
w

(=005 Ua)
(—00; uo.01)
(—o0; —1.644854)

441 qgnorm(alpha) # -2.326348

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky zy = —1.5015 nendlez{ do kritického oboru, tj. zw ¢ W, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pro vypocet intervalu spolehlivosti si nejdiive vypoc¢itdme hodnotu s,.

S_\/ Lo, 1
g n1—3 n2—3

1 1
\/75_3+100_3 v/0.01388889 + 0.01030928

= v/0.02419817 = 0.1555576 = 0.1556

(—2; tanh (21 — 22 — SgUq))
(—2; tanh (0.0598291 — 0.2933944 — 0.1555576u0.01))
= (—2; tanh (—0.2335653 — 0.1555576 x (—2.326348)))
(—2

(-2

 tanh (0.1283158))
: 0.1276162)
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sg <- sqrt(1 / (n1 - 3) + 1 / (n2 - 3)) # 0.1555576
hh <- tanh(zl - z2 - sg * qnorm(alpha)) # 0.1276162

e Zavér testovani
Protoze pg = 0 nélezi do Waldova 99% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. po = 0 €
1S, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Zy < z,)
= Pr(Zw < —1.501471)
= 0.06661688

pnorm(zw) # 0.06661688

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.06662 je vétsi nez o = 0.01, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Graficka vizualizace vysledki testovani
Miru z&avislosti obou ndhodnych vybéru vizualizujeme pomoci teckového diagramu s linedrnimi kiivkami
proklddajicimi naméfené body (viz obrazek 44). Koeficienty linedrni pifmky pro délku dolni koncetiny a
délku trupu muzu, resp. zen, ziskdme pomoci funkce Im(), analogicky jako v predchozich piikladech.

par (mar = c(5, 4, 1, 1), family = ’Times’)
plot (lowex.LM, tru.LM, xlab = ’’, ylab = ’delka trupu (v mm)’,
xlim = c(820, 1100), ylim = c(350, 550), las = 1,
pch = 21, col = ’blue’, bg = ’cornflowerblue’)

k <- Im(tru.LF ~ lowex.LF)$coef

x <- seq(min(lowex.LF), max(lowex.LF), length = 1000)

y <- k[1] + x * k[2]

lines(x, y, col = ’darkred’, lwd = 2)

points(lowex.LF, tru.LF, pch = 21, col = ’red’, bg = ’salmon’)
k <- Im(tru.LM ~ lowex.LM)$coef

x <- seq(min(lowex.LM), max(lowex.LM), length = 1000)

y <- k[1] + x * k[2]

lines(x, y, col = ’darkblue’, lwd = 2)
rl <- round(rl, digit = 4)
r2 <- round(r2, digit = 4)

mtext (’delka dolni koncetiny (v mm)’, side = 1, line = 2.3)

mtext (bquote (paste(rho[1] == . (r1), ’, ’, rho[2] == .(r2))), side = 1, line = 3.7)
legend (’topleft’, pch = 21, pt.bg = c(’cornflowerblue’, ’salmon’),

col = c(’blue’, ’red’), legend = c(’muzi’, ’zeny’),

bty = ’n’)

7. Interpretace vysledki:
Na zékladé vSech t¥{ zpusobu testovdni nezamitdme hypotézu Hy. Korelaéni koeficient délky dolni konéetiny a
délky trupu muzu neni statisticky vyznamné mensi nez korelaéni koeficient délky dolni konéetiny a délky trupu
zen. Mezi délkou dolni koncetiny a délkou trupu muzu existuje velmi nizky stupen piimé linedrni zavislosti
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p1=0.0598 p, =0.2853

Obréazek 44: Krabicovy diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro délku doln{ konéetiny a délku trupu u zen (v mm)

(p1 = 0.0598). Mezi délkou dolni konéetiny a délkou trupu Zen existuje nizky stupen primé linedrni zdvislosti

(p1 = 0.2853).
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10.5 Test o rozdilu parametra p; — p» dvou alternativnich rozdéleni

Necht X711,... X1y, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(p;) a Xo1, ... Xan, je na ném nezdvisly ndhodny
vybér s alternativniho rozdéleni Alt(ps). Necht pg je konstanta. Na hladiné vyznamnosti a testujeme jednu z
nésledujicich t¥{ hypotéz oproti pirislusné alternativni hypotéze.

Hyy : p1 — p2 = po oproti Hy1:p1 —p2 #po  (oboustrannd alt.)
Hos : p1 —p2 < po oproti Hys:p1 —p2 >po (pravostrannd alt.)
Hos : p1 — p2 > po oproti Hyz:p1 —p2 <po (levostrannd alt.)

Test nazyvame dvouvybérovym Z-testem o rozdilu pravdépodobnosti p; — ps. Testovaci statistika ma tvar

My — My —
oy = L 0 N (10.6)
My (1—M,) + My (1—Ms)
N1 No

kde M; = Nil Z].Vll X1i, kde X3; nabyva hodnot 0 nebo 1, je vybérovy prumér prvniho ndhodného vybéru, My =

1=

NLZ Ei\fl X5, kde Xs5; nabyva hodnot 0 nebo 1, je vybérovy prumér druhého ndhodného vybéru, Nj je rozsah
prvniho ndhodného vybéru, Ns je rozsah druhého ndhodného vybéru a pg je konstanta z nulové hypotézy. Testovaci
statistika Zy pochézi asymptoticky ze standardizovaného normalniho rozdéleni, tj.

My — My —po A

Zw = ~ N(0,1).
W \/M1(1—M1) +1\42(1—1\42) (0,1)
N1 N2

To znamend, ze pro malé rozsahy ndhodnych vybéru N; a Ny nemusi mit rozdéleni statistiky Zy, charakter stan-
dardizovaného normélniho rozdéleni. To je ale problém, nebof testovani kritickym oborem, intervalem spolehlivosti
i p-hodnotou je zalozeno na ptredpokladu, ze Zy méa charakter standardizovaného normalniho rozdéleni. Proto pro
malé rozsahy N; ¢ Ny ndhodnych vybéri nemizeme statistiku Zy k testovani nulové hypotézy pouzit, nebot
zéveéry takového testovani by mohly byt mylné. S rostoucimi rozsahy ndhodnych vybéru Ny a Ny se vSak rozdéleni
statistiky Zy ¢im dal vice blizi ke standardizovanému normalnimu rozdéleni, ziskava tak vSechny jeho vlastnosti a
zavery testovani se stavaji spolehlivé spravnymi.

Zda mame dostatecny pocet pozorovani k provedeni testu o rozdilu pravdépodobnosti p; — pa provérime pod-
minkami dobré aproximace, které maji obecné tvar

Nipi(1—=p1) >9 a Nopo(1 —p2) > 9. (10.7)

V pripadé, ze skutet¢né hodnoty parametri p; a ps nezndme, nahrazujeme je jejich nestrannymi odhady, tj.
vybérovymi praméry M; a Ms,. Podminky dobré aproximace potom vypadaji nasledujicim zpusobem

NlMl(lfMl) >9 a NQMQ(l*MQ) > 9. (108)

Pokud je podminka 10.7 (resp. 10.8) dobré aproximace pro oba parametry p; i ps splnéna, muzeme test o rozdilu
pravdépodobnosti p; — ps pouzit, aniz bychom se vystavili riziku zavadéjicich vysledku testovéni. Pokud by vsak
podminka dobré aproximace pro jeden z parametru nebo pro oba parametry p; a ps nebyla splnéna, nemuzeme test
pouzit, dokud nerozsitime jeden nebo oba datové soubory o dalsi pozorovani a nezvysime tak dostatecné rozsahy
N7 i Ny obou ndhodnych vybéru.

Poznamka: Problému s nedostatkem pozorovani pii pouziti testu o rozdilu pravdépodobnosti p; — pa se muzeme vy-
varovat, pokud si ve fazi planovani experimentu spocitdme minimdlni potiebné rozsahy obou ndhodnych vybéru.Ve
fazi sbéru dat si potom jiz snadno ohliddme, aby oba datové soubory obsahovaly potfebny pocet pozorovani, idealné
s néjakou rezervou. K vypoctu minimélniho rozsahu ndhodného vybéru potiebujeme znat pouze predpokladanou
hodnotu pravdépodobnosti p; a po.
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Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hiy :p1—p2 # Do W = (—00; tay2) U(Ui_q/2; o0)
Hiz :p1 —p2 > po W = (u1-4a; )
Hys : p1 —p2 < po W = (-00; ua)

kde uq/2, U1—a/2; Ua, U1—q jsou kvantily standardizovaného normalntho rozdélent, jejichz hodnoty ziskdme pomoci

@ a implementované funkce gnorm().

Interval spolehlivosti ma podle zvolené alternativni hypotézy jeden z nésledujicich tvaru

Hit s pr —po % po (d, h) = (ml —mg— ml(}v—lmﬂ + m2(}v—2mz)ulia/2; my — my — ml(}v—lmﬂ + m2(}v—2m2)ua/2>
His:p1 —py > po (d,1) = <m1 —mg — \/m1(]1V:m1) + mz(}vzmz)ul_a; 1
Hiz:p1—p2 <po (—=1,h) = (—1; mi —mo — \/ml(}\,—lml) + 7”2(}\[—27”2)ua>

Pozndmka: Protoze parametry p; i py znaéi pravdépodobnosti, plati, ze p; € (0;1) a pa € (0,1). Rozdil p; — po
nabyva tedy hodnoty z intervalu —1 az 1, tj. p1 — pa € (—1,1). Proto levostranny interval spolehlivosti omezime
shora hodnotou 1, namisto nekone¢nem, a pravostranny interval spolehlivosti omezime zdola hodnotou -1, namisto
minus nekone¢nem.

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hip:p1—pa2 # po p-hodnota = 2min{Pr(Zw < zw), Pr(Zw > zw)}
His :p1 —p2 > po p-hodnota = Pr(Zw > zw) =1 — Pr(Zw < zw)
His:p1 —p2 <po p-hodnota = Pr(Zy < zw)

kde Zw je ndhodna veli¢ina, zy je realizace testovaci statistiky Zw (viz vzorec 10.6), tedy konkrétni ¢islo, a
Pr(Zw < zw) je distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozdélent, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @ a
implementované funkce pnorm().
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Piiklad 10.17. Test o rozdilu parametru p;-ps
Méjme k dispozici tidaje o frekvenci vyskytu epigenetického znaku sutura metopica (binomické proménna) na lebkach
jedincu z Anatolské populace (viz tabulka 1; (Eroglu, 2008)).

Tabulka 1: Vyskyt epigenetického znaku sutura metopica u jedinci Anatolské populace

|| sutura metopica Y

26 334
15 153

muzi
zeny

Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 zjistéte, zda je frekvence vyskytu epigenetického znaku sutura metopica u
muzu Anatolské populace nizsi nez u zen Anatolské populace.

Reseni piikladu 10.17

Nejprve se zorientujme v zadani piikladu. Ze zadani vime, ze proménnd popisujici frekvenci vyskytu epigenetického
znaku sutura metopica je bindrniho typu, tj. nabyvé pouze hodnoty 1 (zdstupny symbol pro ispéch, coz je v naSem
pifpadé vyskyt epigenetického znaku sutura metopica) a hodnoty 0 (netspéch, coz je v nasem piipadé absence
epigenetického znaku sutura metopica). Ndhodné velicina X popisujici frekvenci vyskytu epigenetického znaku su-
tura metopica u muzu tedy pochdz{ z alternativniho rozdéleni, tj. X ~ Alt(p;), kde p; je pravdépodobnost nastani
uspéchu, tedy pravdépodobnost vyskytu epigenetického znaku sutura metopica u muzu. Analogicky ndhodnd veli¢ina
Y popisujici frekvenci vyskytu epigenetického znaku sutura metopica u zen také pochézi z alternativniho rozdéleni,
tj. X ~ Alt(p2), kde ps je pravdépodobnost vyskytu epigenetického znaku sutura metopica u zen.

Nejprve vytvorime datovy soubor pomoci piikazu data.frame().

(data <- data.frame(sutura.metopica = c(26, 15), suma = c(334, 153),
row.names = c(’muzi’, ’zeny’)))

sutura.metopica suma
muzi 26 334
zeny 15 153

Z tabulky vidime, Ze z celkového poctu 334 lebek muzu byl zaznamenan vyskyt epigenetického znaku sutura me-
topica) na 26 lebkéch. Déle z celkového poctu 153 lebek Zen byl zaznamendn vyskyt epigenetického znaku sutura
metopica) na 15 lebkdch. Rozsah ndhodného vybéru lebek muzi Ny = 334, rozsah ndhodného vybéru lebek zen
Ny = 153. Protoze oba vybéry pochazi z alternativnich rozdéleni, pouzijeme pro ovéreni hypotézy ze zadani test o
rozdilu parametrii p; — ps. K pouZiti tohoto testu je nejprve potieba ovéfit podminku dobré aproximace zvlast pro
kazdy ndhodny vybér. Jelikoz piesné hodnoty parametru p; a ps nezndme, musime je v podmince dobré aproximace
nahradit jejich bodovymi odhady, tedy hodnotami vybérovych pruméru M; a M.

1 & 1
=—Y @i=—(1+1+1+1+1+1+40+--+0
my Nll.:lx g3 1+1+14+14+1+04---40)

26
— 20— 0.07784431.
5gq = 00778443
1 X 1
— ;= 14+ 4+14+0+---40
mo NQ;% 153(+ +14+0+---40)
15
- 22.
T = 0.098039
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479

480

N1 <- 334

N2 <- 153
x1 <- 26
x2 <- 15

ml <- x1 / N1 # 0.07784431
m2 <- x2 / N2 # 0.09803922

Podminky dobré aproximace potom dopoéitame nésledujicim zpusobem

Ny My (1 — My) = 334 x 0.07784431 x (1 — 0.07784431)
— 334 % 0.07784431 x 0.9221557
= 23.97605

N1 * m1 * (1 - ml) # 23.97605

Jelikoz ¢islo 23.9761 > 5, je podminka dobré aproximace pro muze splnéna.

Ny Mo (1 — M,) = 153 x 0.09803922 x (1 — 0.09803922)
= 153 x 0.09803922 x 0.9019608
= 13.52941

N2 * m2 *x (1 - m2) # 13.52941

Jelikoz ¢islo 13.5294 > 5, je podminka dobré aproximace pro zeny splnéna.

Obé podminky dobré aproximace jsou splnény, muzeme tedy pfistoupit k testovani otdzky ze zadéni. Zde po-
znamenejme, ze v zadani piikladu neni zminka o znéni nulové hypotézy, pouze o zaméru zjistit, zda je frekvence
vyskytu znaku sutura metopica u muzu nizsi nez u zen. Toto tedy bude znéni alternativni hypotézy, zatimco nulovou
hypotézu musime vhodné dodefinovat. Testovdni nulové hypotézy potom provedeme v posloupnosti Sesti kroki.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Frekvence vijskytu epigenetického znaku sutura metopica u muzu je vy$si nebo rovna frekvenci znaku
sutura metopica u Zen.
H, : Frekvence vyskytu epigenetického znaku sutura metopica v muzu je niZsi nezZ u Zen.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy:pizp2 —  p1—p22po, kde pg =0
Hy:pr<p2 —  p1—p2<po, kde po =0
(levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladina vyznamnosti o = 0.01 (viz zadani pifkladu).

3. Testovani kritickym oborem
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e Testovaci statistika
(My — M) — po

My(1—M,) |, My(1—M>)
\/ e + 2 e 2

(0.07784431 — 0.09803922) — 0
\/0.07784431(170,07784431)

Zw =

0.09803922(1—0.09803922)

334 + 153
B —0.02019491
~ /0.0002149239 + 0.0005779577
—0.02019491
= T 07171959 = —0.7172
0.02815815

481 alpha <- 0.01
482 p0 <- 0
483 zw <- ((m1 - m2) - p0) / (sqrt(mil * (1 - m1) / N1 + m2 * (1 - m2) / N2)) # -0.7171956

e Kriticky obor

N
I

(—o0; ua>
(—00; uo.01)
(—o0; —2.3263)

484 qnorm(alpha) # -2.326348

e Zavér testovani

Protoze realizace testovaci statistiky zy = —0.7172 nendlez{ do kritického oboru, tj. zw ¢ W, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

mi(l—mq)  ma(l—ma)
~Lh)= | —1;mq —mg— o
(=1,h) ;M1 — Mo \/ N + N u

—o0; (0. 4431 — 0. 22) —
00; (0.07784431 — 0.09803922) \/ 331 153

(—1; —0.02019491 — 1/0.0002149239 + 0.0005779577 x (—2.326348))
= (—1; —0.02019491 — 0.02815815 x (—2.326348))
= (—1; 0.04531075) = (—1; 0.04531)

I
/N

0.07784431(1 — 0.07784431) n 0.09803922(1 — 0.09803922)u >
0.01

485 HH <- (m1 - m2) - sqrt(ml * (1 - m1) / N1 + m2 * (1 - m2) / N2) x gnorm(alpha) #
0.04531075

e Zavér testovani

Protoze pg = 0 nélezi do Waldova 99% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. pg = 0 €
1S, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou
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e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Zy < zw)
= Pr(Zw < —0.7171956)
= 0.2366267 = 0.2366

486 p.val <- pnorm(zw) # 0.2366267

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.2366 je vétsi nez o = 0.01, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Graficka vizualizace vysledkl testovani
Vysledek testovani vizualizujeme pomoci sloupcového diagramu relativnich ¢etnosti (viz obréazek 45), ktery
vygenerujeme pifkazem rel.barplot.two(). Funkce rel.barplot.two() je implementovdna v RSkriptu Sbirka-AS-I-
2018-funkce.R. Pted pouzitim samotné funkce je tedy potfeba nacist RSkript piikazem source().

H %////////%%%f////////%%//////%%//////% vyskyt sutura m.
b utu
g O absence suturan
% 0.6
E 92.22 % 90.2 %
% 0.4 —
0.2
0.0 -
muzi zeny
pohlavi

Obrézek 45: Sloupcovy diagram relativnich ¢etnosti vyskytu epigenetického znaku sutura metopica muzu a Zen
Anatolské populace

7. Interpretace vysledku: Na zakladé vSech tii zpusobu testovani nezamitame hypotézu Hy. Frekvence vyskytu

epigenetického znaku sutura metopica u muziu neni statisticky vyznamné nizsf nez u zZen.

*
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Piiklad 10.18. Test o rozdilu parametru p;-ps

Meéjme datovy soubor 20-more-samples-probabilities-pubis.txt obsahujici tidaje o frekvenci vyskytu tii stupna zmén
kostniho reliéfu (nepfitomné zmeény, malé zmény, stfedni az vyrazné zmeény) na vnitin{ strané stydké kosti (os pubis)
v blizkosti stydké spony sedaci (symphysis publica) u zen z t¥{ kosternich souboru (evropského puvodu, afrického
puvodu a Inuit). Pro vice informaci o datovém souboru viz sekci ??. Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 testujte
hypotézu, ze frekvence vyskytu stiednich zmén na stydké kosti u zen afrického puvodu je vétsi nebo rovna frekvenci
vyskytu stiednich zmén na stydké kosti u inuitskych zen.

Reseni piikladu 10.18
Datovy soubor nacteme pifkazem read.delim() a odstranime z néj NA hodnoty pifkazem na.omit().

data <- read.delim(’00-Data/20-more-samples-probabilities-pubis.txt’)
data <- na.omit (data)
head (data)

origin absence trace.to.small moderate.to.large number.of.cases

1 European 30 20 10 60
2 African 56 37 17 110
3 Inuits 16 6 13 35

Nactend tabulka obsahuje tii fadky, z nichz nds zajimaji pouze radky tykajici se africké a inuitské populace (tj.
fadek 2 a 3), a pét sloupct, z nichz nds zajimaji pouze sloupce obsahujici obsahujici idaje o vyskytu strednich
zmén na vnitini strané stydké kosti (trace.to.small) a celkovy pocet skeletu (number.of.cases). Pouze tyto tdaje si
vlozime do nové tabulky data.Al, a to pomoci operatoru [] a mnozinového operatoru %in%.

data.AI <- datal[data$origin %in% c(’African’, ’Inuits’), c(’trace.to.small’, ’number.of.
cases’)]

row.names (data.AI) <- c(’African’, ’Inuits’)

data.AI

trace.to.small number.of.cases
African 37 110
Inuits 6 35

Meéjme nyni ndhodnou veli¢inu X popisujici frekvenci vyskytu stfednich zmén na vnitini strané stydké kosti v po-
pulaci Africkych zen. Tato veli¢ina nabyva hodnoty 1 (ispéch; vyskyt stfednich zmén na vnitini strané stydké kosti)
nebo hodnoty 0 (netspéch; vyskyt jiného typu zmén (vyraznd nebo Zaddnd zména) na vnitin{ strané stydké kosti).
Piedpokladame tedy, ze ndhodnd veli¢ina X pochézi z alternativniho rozdéleni, tj. X ~ Alt(p1), kde p; je vyskytu
stfednich zmén na vnitini strané stydké kosti v populaci africkych Zen. Analogicky méjme nadhodnou veli¢inu Y
popisujici frekvenci vyskytu stfednich zmén na vnitini strané stydké kosti v populaci Inuitek. Tato ndhodnd veli¢ina
pochdzi rovnéz z alternativniho rozdéleni, tj. Y ~ Alt(pz2), kde ps je pravdépodobnost vyskytu stfednich zmén na
vnitini strané stydké kosti v populaci Inuitek.

Z tabulky data.Al vidime, Ze z celkového poctu 110 skeletu africkych zen byl zaznamenan vyskyt stfednich zmén
na vnitini strané stydké kosti u 37 skelett. Z celkového poctu 35 skeletu Inuitek byl zaznamenan vyskyt stiednich
zmén na vnitini strané stydké kosti u 6 skeletu. Rozsah nahodného vybéru skeletu africkych zen N7 = 110, rozsah
nahodného vybéru skelett Inuitek No = 35. Protoze oba vybéry pochézi z alternativnich rozdéleni, pouzijeme pro
ovéteni hypotézy ze zadani test o rozdilu parametru p; — pa. Nejprve vsak ovéiime podminku dobré aproximace
zvl4st pro kazdy ndhodny vybér. Pfesné hodnoty parametri p; a pp nezndme, nahradime je proto v podmince dobré
aproximace jejich bodovymi odhady, tedy hodnotami vybérovych prumeéra M; a M.

1 37
my ==Y @i = 115 = 0.3363636.
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500

501

1 6
my = — Zw = = 0.1714286.

Podminky dobré aproximace potom dopocitdme nésledujicim zpusobem

Ny M (1 — M) =110 x 0.3363636 x (1 — 0.3363636)
= 110 x 0.3363636 x 0.6636364
= 24.55454 = 24.5545

N1 * ml % (1 - ml) # 24.55/55

Jelikoz ¢islo 24.5545 > 5, je podminka dobré aproximace pro populaci africkych Zen splnéna.

NoMs(1 — Ms) = 35 x 0.1714286 x (1 — 0.1714286)
=35 x 0.1714286 x 0.8285714
=4.971429 = 4.9714

N2 * m2 * (1 - m2) # 4.971429

Jelikoz ¢islo 4.9714 < 5, neni podminka dobré aproximace pro populaci Inuitskych zen splnéna.

Jelikoz podminka dobré aproximace pro populaci Inuitskych Zzen nenf splnéna, nemizeme otestovat nulovu hypotézu
zadanou v zadani piikladu pomoci test o rozdilu parametra p; — po. Pfipomenme, Ze test o rozdilu parametru p; — po
je asymptotickym testem, tj. testem, jehoz vysledky jsou spolehlivé pouze pro dostateéné rozsahy obou nahodnych
vybért, které ndm zajistuje pravé splnéni obou podminek dobré aproximace.

*

Pozndmka: Pti analyze redlnych dat bychom méli nékolik moznosti, jak se se situaci podobnou situaci nastalé v
prikladu 10.18 vyporadat. Prvni moznosti je zamyslet se, zda by bylo mozné doplnit datovy soubor o dalsi idaje.
Doplnéni tidaji neni v ptikladé 10.18 preferovdno, nebot data byla nasbirdna v rdmci studie (Stewart, 1970) a
nasbirani dalsich hodnot v podobné kvalité na podobnych skeletech by nebylo snadné. Druhou moznosti by bylo
zvolit na otestovani hypotézy ze zadani jiny test, ktery neni tak striktni na splnéni podminek dobré aproximace.
O takovych testech si povime vice v kapitole ?7?. V praxi bychom vsak pravdépodobné volili postup, v ramci
kterého bychom do striktné analytického postupu vlozili Spetku lidskosti, zamhou#ili obé o¢i nad mirnym porusSenim
podminky dobré aproximace a po fadném okomentovani a zduvodnéni bychom test o rozdilu parametria p; — po
na analyzu nulové hypotézy ze zadani ptikladu 10.18 pouzili. Je vSak nezbytné pracovat s timto postupem velmi
nebo zauvazovat o rozsiteni datového souboru.

V pripadé piikladu 10.18 jsme zustali z duvodu vétsi nazornosti striktni, test nulové hypotézy ze zadani jsme
neprovedli a piiklad jsme hned po zjisténi poruseni podminky dobré aproximace ukon¢ili.

Zavérem poznamenejme, ze této nepiijemné situaci bychom se vyvarovali, kdybychom v ramci faze planovéani
experimentu na zékladé podminek dobré aproximace stanovili minimélni rozsahy obou ndhodnych vybéru, a to
analogicky, jako tomu bylo v ptfikladech 7?7 a 7?7 v kapitole 77?.
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Piiklad 10.19. Test o rozdilu parametru p;-ps

Meéjme datovy soubor 14-two-samples-probabilities-sexratio.txt. Necht bindrni proménnd sex obsahuje idaje o pohlavi
novorozencu a bindrni proménnd o.sib.N obsahuje tidaje o po¢tu starsich sourozencu novorozence (viz sekce ??). Na
hladiné vyznamnosti o = 0.01 testujte hypotézu, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je stejnd u novorozencu s
zadnym sourozencem a u novorozencu s jednim sourozencem.

Reseni piikladu 10.19
Datovy soubor nacteme pifkazem read.delim() a odstranime z néj NA hodnoty pifkazem na.omit().

data <- read.delim(’00-Data/14-two-samples-probabilities-sexratio.txt’)
data <- na.omit (data)
head (data)

sex o.sib.

N
0
0
0
0
0
1

o O WN
8 8 B B

Nactend tabulka obsahuje dva sloupce. Sloupec sex, popisujici pohlavi novorozence, disponuje dvéma variantami
(m = muzské pohlavi a f = Zenské pohlavi). Sloupec o.sib.N, popisujici pocet starsich sourozencu, disponuje téz
dvéma variantami (0 = zadny satars{ sourozenec, 1 = jeden stars{ sourozenec). Datovy soubor nyn{ rozdélime po-
moci operétoru [] na dva subsoubory. Prvn{ bude obsahovat pouze tdaje tykajici se novorozencu s zédnym starsim
sourozencem (data0) a druhy bude obsahovat idaje tykajici se pouze novorozencu s jednim starsim sourozencem
(datal). Meéjme nyni ndhodnou veli¢inu X popisujici frekvenci narozeni novorozencu muzského pohlavi s zddnym

data0 <- data[data$o.sib.N
datal <- data[data$o.sib.N =

O’ ]
1, 1

starsim sourozencem. Tato veli¢ina nabyvéd hodnoty 1 (tspéch; narozeni chlapce) nebo hodnoty 0 (netispéch; na-
rozeni dévcete).Piedpokldddme tedy, ze ndhodnd veli¢ina X pochdzi z alternativniho rozdéleni, tj. X ~ Alt(p;),
kde p; je pravdépodobnost nastani uspéchu, neboli pravdépodobnost narozeni chlapce u populace novorozencu s
zadnym starsim sourozencem. Analogicky méjme ndhodnou veli¢inu Y popisujici frekvenci narozeni novorozencu
muzského pohlavi s zaddnym starsim sourozencem. Tato ndhodnd veli¢ina pochézi rovnéz z alternativniho rozdéleni,
tj. Y ~ Alt(p2), kde ps je pravdépodobnost narozeni chlapce v populaci novorozencit s jednim starsim sourozencem.

Nyni zjistime pocet narozenych chlapct v populaci novorozencu s zadnym a s jednim starsim sourozencem a rozsahy
obou ndhodnych vybéru. 7 tabulky vidime, ze z celkového poctu 595 novorozencu s zéddnym starsim sourozencem

x1 <- sum(dataO$sex == ’m’)

x2 <- sum(datal$sex == ’m’)

N1 <- length(dataO$sex)

N2 <- length(datal$sex)

tab <- data.frame(x = c(x1, x2), N = c(N1, N2))

bylo 310 novorozenci muzského pohlavi a ze z celkového poctu 518 novorozencu s jednim starsim sourozencem
bylo 277 novorozenctu muzského pohlavi. Rozsah ndhodného novorozencu s zadnym sourozencem Ni = 595, roz-
sah ndhodného novorozenctl s jednim starsim sourozencem Ny = 518. Protoze oba vybéry pochézi z alternativnich
rozdéleni, pouzijeme pro ovéfeni hypotézy ze zadani test o rozdilu parametri p; —ps. Nejprve vsak ovéfime podminku
dobré aproximace zvlast pro kazdy ndhodny vybér. Protoze pfesné hodnoty parametrii p; a p, neznédme, nahradime
je v podmince dobré aproximace jejich bodovymi odhady, tedy hodnotami vybérovych pruméra My a Ms.
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1 310
my = — Zmi = 2 = 0.5210084.

1 277
my = — Zaz =R = 0.534749.

519 ml1 <- x1 / N1 # 0.5210084
520 m2 <- x2 / N2 # 0.534749

Podminky dobré aproximace potom dopocitame nésledujicim zpusobem

Ny M (1 — My) =595 x 0.5210084 x (1 — 0.5210084)
= 595 x 0.5210084 x 0.4789916
— 148.4874

521 N1 * m1 * (1 - ml) # 5.804348

Jelikoz ¢islo 148.4874 > 5, je podminka dobré aproximace pro populaci novorozencu s zadnym star§$im souro-
zencem splnéna.

Ny My (1 — My) = 518 x 0.534749 x (1 — 0.534749)
=518 x 0.534749 x 0.465251
= 128.8745

522 N2 * m2 * (1 - m2) # 128.8745

Jelikoz ¢islo 128.8745 > 5, je podminka dobré aproximace populaci novorozenci s jendim star$im sourozencem
splnéna.

Obé podminky dobré aproximace jsou splnény, muzeme tedy piistoupit k testovani otdzky ze zadani. V zadani mdame
uvedeno presné znéni nulové hypotézy, zbyva stanovit alternativni hypotézu tak, aby byla doplikem k hypotéze
nulové.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Pravdépodobnost narozeni chlapce je shodnd pro populaci novorozencu s Zadnym starsim sourozen-
cem a pro populaci s jednim starsim sourozencem.
H : Pravdépodobnost narozeni chlapce neni shodnd pro populaci novorozencu s Zdadnym starsim souro-
zencem a pro populaci s jednim starsim sourozencem.

¢ matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:pr=p2 —  p1—p2=po, kde po =0
Hy:pi#p2 —  p1—p2#po, kde pp =0
(oboustrannd alternativa)
2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladina vyznamnosti o = 0.01 (viz zadani piikladu).
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3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

(My — Ma) —
\/M1(1 M) Mg(l M3)

2
(0.5210084 — 0.534749) — 0
\/o 5210084(1-0.5210084) , 0.534749(1-0.534749)

595 518
B —0.0137406
~ /0.0004104263 + 0.0004802944
 —0.0137406
_——— 4580912 = —0.4
0 0.02999534 04580 5809

523 alpha <- 0.01
524 pO <- 0
525 zw <- ((ml1 - m2) - p0) / (sqrt(ml * (1 - m1) / N1 + m2 * (1 - m2) / N2)) # -0.4580921

e Kriticky obor

(=005 ttay2) U (u1-ay2; )

= ( 00; U0.01/2> U <U1—0.01/2; 00)
= (—00; u0.005) U (u0.975 ; 00)
(—o00; —2.5758) U (2575829 ; 00)

526 qnorm(alpha / 2) # -2.575829
527 qnorm(1 - alpha / 2) # 2.575829

e Zaveér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky zy = —0.45809 nenédlez{ do kritického oboru, tj. zw ¢ W, Hy

nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.
4. Testovani intervalem spolehlivosti
e Interval spolehlivosti

ml(l—ml) mg(l—mg) ml(l—ml) mg(l—mg)
(da h) = mi —mg — \/ Nl + N2 ulfa/Z; mi; —mg — Nl + N2 ua/Q

0.5210084(1 — 0.5210084 0.534749(1 — 0.534749
0.5210084 — 0.534749 — \/ ( ) + ( )ul_o_m/g ; 0.5210084 — 0.534
595 518
(
= (=

—0.0137406 — 1/0.0004194263 + 0.0004802944u¢ 975 ; —0.0137406 — 1/0.0004194263 + 0.0004802944 v, 005)
0.0137406 — 0.02999534 x 2.575829 ; —0.0137406 — 0.02999534 x (—2.575829))
0.09100347 ; 0.06352227)

e Zavér testovani
Protoze py = 0 nélez{ do Waldova 99% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. pp = 0 € IS,

Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.
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Piiklad 10.20. Test o rozdilu parametru p;-ps

Méjme datovy soubor 26-two-samples-probabilities-palmar.txt obsahujici idaje o vysokém, stfednim, nizkém a jiném
zakonéeni dlaniovych lini{ na pravé a levé strané 50 Zen z mechské populace a 87 Zen z populace Rajbanshi (viz
sekce 77 a tabulky 2 a 3). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda je frekvence vyskytu nizkého zakonéenf tif
dlaniovych linif na levé strané u zen z mechské populace vyssi nez frekvence vyskytu nizkého zakonceni t#{ dlanovych
linif na levé strané u zen z populace Rajbanshi.

Tabulka 2: Frekvence zakonceni dlafiovych linii u zen z mechské populace

f-mech H | r n

Hi 5 6 11
Mi 16 15 31
Lo 19 22 41

others 10 7 17

Tabulka 3: Frekvence zakonceni dlaiovych linif u zen z populace Rajbanshi

f-raj H 1 r n
Hi 27 37 64
Mi 17 26 43
Lo 21 10 31

others || 22 14 36

Reseni piikladu 10.20

7Z obou tabulek si vytahneme pouze relevantni idaje, a sice pocet vyskytu nizkého zakonéeni tii dlanovych linii na
levé strané u zen mechské populace (z1 = 19) a pocet vyskytu nizkého zakonéeni ti{ dlafiovych linif na levé strané
u zZen z populace Rajbanshi (x2 = 21). Ze zaddni piikladu déle vime, Ze rozsah ndhodného vybéru Zen z mechské
populace N1 = 50 a rozsah ndhodného vybéru zen z populace Rajbanshi Ny = 87.

x1 <- 19
x2 <- 21
N1 <- 50
N2 <- 87

tab <- data.frame(x = c(x1, x2), N = c(N1, N2))

Nasim tkolem je porovnat frekvenci vyskytu nizkého zakonceni t¥i dlaniovych linii na levé strané u dvou indickych
populaci. U mechské populace mame k dispozici pocet uspécht, tj. pocet vyskytu nizkého zakonceni tii dlanovych
lini{ na levé strané. Ndhodna veli¢ina X popisujici vyskyt nizkého zakonceni tii dlanovych linii na levé strané u
zen z mechské populace pochdzi z alternativntho rozdéleni, tj. X ~ Alt(py), kde p; je pravdépodobnost nastdnf
uspéchu, tedy pravdépodobnost vyskytu nizkého zakonceni tii dlanovych linii na levé strané. Podobné u populace
zen 7z Rajbanshi médme k dispozici pocet vyskytu nizkého zakonceni ti{ dlanovych linii na levé strané. Nahodna
veli¢ina Y popisujici vyskyt nizkého zakonceni ti{ dlanovych linif na levé strané u zen z populace Rajbanshi pochézi
z alternativniho rozdéleni, tj. X ~ Alt(p2), kde p; je pravdépodobnost vyskytu nizkého zakonceni ti¥{ dlanovych
linif na levé strané. Redeni piikladu vede na situaci, kdy pravdépodobnost pl porovnavéme s pravdépodobnosti ps,
tedy na dvouvybérovy test o rozdilu p; — po.Pfed pouzitim tetsu je potieba ovéfit pro kazdy ndhodny vybér zv14st
podminku dobré aproximace. Protoze pfesné hodnoty parametri p; a po nezndme, nahradime je v podmince dobré
aproximace jejich bodovymi odhady, tedy hodnotami vybérovych prumeéra M; a M.

N
1 19
= =S o= =038
"MTN ;x 50
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m —iix-—§—02413793
TNy '

536 ml <- x1 / N1 # 0.38
537 m2 <- x2 / N2 # 0.2413793

Podminky dobré aproximace potom dopoéitame nésledujicim zpusobem

Ny My (1 — My) =50 x 0.38 x (1 — 0.38)
=50 x 0.38 x 0.62
=11.78

538 N1 * m1 *x (1 - ml) # 11.78

Jelikoz ¢islo 11.78 > 5, je podminka dobré aproximace pro zeny z mechské populace splnéna.

NoMs(1 — Ms) = 87 x 0.2413793 x (1 — 0.2413793)
= 87 x 0.2413793 x 0.7586207
= 15.93103

539 N2 * m2 * (1 - m2) # 15.93103

Jelikoz ¢islo 15.93103 > 5, je podminka dobré aproximace pro zeny z populace Rajbanshi splnéna.

Obé podminky dobré aproximace jsou splnény, muzeme se tedy zamérit na otazku v zadani. Nasim tkolem je zjistit,
zda je frekvence vyskytu nizkého zakonceni t¥{ dlanovych lini{ na levé strané u Zzen z mechské populace vyssi nez
frekvence vyskytu nizkého zakonceni ti{ dlanovych linii na levé strané u zen z populace Rajbanshi. Protoze v zadani
neni zminka o nulové hypotéze, je tvrzeni z pfedchozi véty znénim alternativni hypotézy. Zbyva stanovit nulovou
hypotézu tak, aby byla doplikem k alternativni hypotéze.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : frekvence vyskytu nizkého zakonéend tii dlariovych linii na levé strané u Zen z mechské populace je
mensi nebo rovna frekveni vyskytu nizkého zakonceni tii dlariovijch linii na levé strané u Zen z populace

Ragbanshi.
H, : Frekvence vyskytu nizkého zakonceni tii dlariovych linid na levé strané u Zen z mechské populace je
vy$si nez frekvence viyskytu nizkého zakoncent tri dlaniovych linii na levé strané u Zen z populace Rajbanshi.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Ho:p1r<p» —  p1—p2<po, kdepg=0
Hy:pi>ps —  p1—p2>po, kde pp =0
(pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim o = 0.05.

3. Testovani kritickym oborem
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e Testovaci statistika

(My — M) —po

7 =
W \/Ml(l—Ml) | M0y
N, No

(0.38 — 0.2413793) — 0

\/0.38(1—0.38) . 0.2413793(1-0.2413793)
87

50
B 0.1386207
~ /0.004712 + 0.002104774

0.1386207

v/0.006816774
~0.1386207
~0.08256376
= 1.678953 = 1.6790

540 alpha <- 0.05
541 pO0 <- O

542 zw <- ((ml - m2) - p0) / (sqrt(ml * (1 - ml) / N1 + m2 * (1 - m2) / N2)) # 1.678953

e Kriticky obor

543 qgnorm (1 - alpha) # 1.644854

e Zavér testovani

Protoze realizace testovaci statistiky zy = 1.6790 néalezi do kritického oboru, tj. zyw € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

mi(l—m mao(l —m
(d,h) = ml_m2_\/ 1(N1 1)+ 2(N2 2)Ul—a/2;1

50 87

= (0.1386207 — 1/0.004712 + 0.002104774 x 1.644854; 1)
0.1386207 — 0.08256376 x 1.644854 ; 1)
0.0028153; 1)

.38(1 —0. 241 1-0.241
= <0.38 —0.2413793 — \/0 38(1 — 0.38) + 0.2413793(1 — 0.2413793) U1-0.05 1)

—~
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544 dh <- (ml - m2) - sqrt(ml * (1 - m1) / N1 + m2 * (1 - m2) / N2) * gnorm(l - alpha) #
0.002815394

e Zavér testovani
Protoze pp = 0 nendlezi do Waldova 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. po = 0 ¢
1S, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = 2Pr(Zy > zw) = 1 — Pr(Zw < zw) = Pr(Zy < 1.678953) = 0.04658058 = 0.04658

545 p.val <- 1 - pnorm(zw) # 0.04658058

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.04658 je mensi nez 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Graficka vizualizace vysledku testovani
Rozdily mezi obéma populacemi vizualizujeme sloupcovym diagramem relativnich ¢etnosti (viz obrdzek 47).

546 source(’Sbirka-AS-I-2018-funkce.R’)
547 data <- cbind(c(19, N1 - 19), c(21, N2 - 21))

548 par(mar = c(5, 4, 1, 1), family = ’Times’)

549 rel.barplot.two(data, col = c(’orange2’, ’darkseagreen3’),

550 border = ’grey40’,

551 names = c(’Mech’, ’Rajbanshi’),

552 legend = c(’nizke zakonceni’, ’jine zakonceni’),
553 density = 60, col.number = ’black’, main = ’’,
554 xlab = ’populace’, ylab = ’relativni cetnost’)

7. Interpretace vysledki:
Na zakladé vSech tii zptisobi testovani zamitame hypotézu Hy. Frekvence vyskytu nizkého zakonéeni dlaniovych
linif na levé strané u zen z mechské populace je statisticky vyznamné vyssi nez frekvence vyskytu nizkého
zakonceni dlaniovych linif na levé strané u zen z populace Rajbanshi.

*
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