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Dualni prostory, skalarni soucin

Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V je opét
vektorovy prostor, znaéime jej V*. Pokud je V kone€nérozmérny, je
V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomorfismu je dana
napf. volbou tzv. dualni baze k zvolené bazi na V/, jejimiz prvky «;
jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Sesquilinearni formy jsou takové formy a na komplexnim
vektorovém prostoru, které jsou linearni nad R, zatimco pro
komplexni a plati a(av) = 3a(v).

Definition (Unitarni vektorovy prostor)

Skalarni soucin na (komplexnim) vektorovém prostoru V' je forma
(,):VxV =R, ktera je linearni v prvnim argumentu,

(u,v) = (v,u), (v,v) >0 a nulova hodnota nastava pouze pri

v =0.

Pro skalarni soucin se Casto pouziva také obvyklé tecky, tj.
(uyv) =u-v.
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Ortonormalni baze

Definition

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogonalni, jestlize (v, w) = 0.
Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V
slozena z ortogonalnich vektorti se nazyva ortogonalni baze.
Jsou-li bazové vektory navic i normované, je to ortonormalni baze.

| A

Theorem
Skalarni soucin je v kazdé ortonormalni bazi dan vyrazem

<X7y>:XT'}7‘

V obecné bazi V existuje symetrickd matice S takova, Ze

(xoy) =xT-S 7.

N

Grammova-Schmidtova ortogonalizace vzdy da ortonormalni baze.
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Dualni prostory a zobrazeni

Pevné zvoleny vektor v € V dosazeny za druhy argument ve
skalarnim souéinu da zobrazeni V — V* = Hom(V,R)
Vove (w— (v,w) €R).

Nedegenerovanosti skalarniho soucinu zarucuje, ze je to bijekce. Je
vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou zobrazeny na formy tvorici
bazi dualni.

Liearni f : V — W zadava tzv. duélni zobrazeni f* : W* — V*
mezi formami, definované pro vsechny w* € W*, v € V

Fr(w*)(v) = wi(f(v)).
V libovolnych bazich na V a W a jejich dualnich bazich na V* a
W* pak tentyz definicni vztah ma tvar (piSeme A pro matici
zobrazeni f*, xT soufadnice formy w*, y soufadnice v)

(AxT) -y =x"-(A-y)

a proto dualni zobrazeni ma v dualnich bazich matici A”.
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Adjungovana a samoadjungovana zobrazeni

V pripadé vektorovych prostorii se skalarnim soucinem (realné nebo
komplexni), prevadi vyse uvedené bijekce dualni zobrazeni f* na
tobrazeni * : W — V zadané vztahem

(f(u),v) = (u, F*(v))

a tomuto zobrazeni se fika adjungované zobrazeni k . Predchozi
vypocet v soufadnicich pro symetricka zobrazeni nam ve skute€nosti
sdélil, ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni bazi, pak matice
adjungovaného zobrazeni f* je matice konjugovana a
transponovana A* := AT

Zobrazenim f : V — V/, ktera jsou rovna svym adjungovanym
zobrazenim f*, se fika samoadjungovana.
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Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva projekce, jestlize plati
fof=*fF.
V takovém pfipadé je pro kazdy vektor v € V
v="Ff(v)+(v—"~f(v)) €Im(f)+ Ker(f) =V

aje-livelm(f)af(v)=0, pak jei v=0. Je tedy prechozi
soucet podprostorii pfimy. Rikame, ze f je projekce na podprostor
W = Im(f) podél podprostoru U = Ker(f). Slovy se da projekce
popsat pfirozené takto: rozlozime dany vektor na komponentu ve
W a v U a tu druhou zapomeneme.
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Predpokladejme nyni, ze na V je definovan skalarni soucin. Pro
kazdy pevné zvoleny podprostor W C V definujeme jeho
ortogonalni doplnek

WL = {ue V; (u,v) =0 pro véechny v € W}.

P¥imo z definice je zjevné, ze W' je vektorovy podprostor. Jestlize
W C V ma bazi (u1, ..., ux) je podminka pro W+ dana jako k
homogennich rovnic pro n proménnych. Bude tedy mit W dimenzi
alespoit n — k. Zaroven ale u € W N W+ znamena (u,u) =0 a
tedy i u = 0 podle definice skalarniho soucinu. Zfejmé je tedy vzdy

V=Wwaew.

Kazdy podprostor W # V definuje kolmou projekci na W. Je to
projekce na W podél W
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Pokud mame zadan podprostor W C V a jeho ortonormalni bazi
(e1,...,ek), jde ji jisté doplnit na ortonormalni bazi (e,...,e,)
celého V. Kolma projekce obecného vektoru v € V do W pak bude
dana vztahem

v (e, v)er + -+ (en, v)ex.

Pro kolmou projekci ndm tedy staci znat jen ortonormani bazi
podprostoru W, na nejz promitame.

Povsimnéme si také, ze obecné jsou projekce f na podprostor W
podél U a projekce g na U podél W svazany vztahem g = idy —f.
Je tedy u kolmych projekci na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi
pocitat ortonormalni bazi toho z dvojice W, W, ktery ma mensi
dimenzi.
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Ortogonalni a unitarni zobrazeni

Zobrazeni f : V — W, které zachovava velikosti pro viechny
vektory u € V/, se nazyva ortogonalni zobrazeni. Pozadujeme tedy

(F(u), F(u)) = (u, u).

Z linearity f a symetrie skalarniho soucinu plyne

(Fu+v), f(u+v)) = (f(u), f(u)) + (F(v), £(v)) + 2(f(v), F(v)),

je tedy ekvivalentni podminkou i zdanlivé silnéjsi pozadavek, aby
(f(u), f(v)) = (u,v),

pro vsechny vektory u,v € V.
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Obecné, ortogonalni zobrazeni musi vzdycky byt injektivni, protoze
podminka

(f(u), f(u)) =0

znamend i (u,u) =0 a tedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pripadé
dimenze oboru hodnot alespon takova, jako je dimenze definiéniho
oboru f.

Bez Gjmy na obecnost proto miizeme rovnou pfedpokladat, ze jsou
stejné a f : V — V (pokud by nebyly, doplnime ortonormalni bazi
na oboru hodnot).

Matice ortogonalniho zobrazeni v ortonormalni bazi spliuje pro
vsechny vektory x a y v prostoru K”:

(A-x)" (A7) =x"-(AT-A)-y=xT-7.

Specialnimi volbami vektord standardni baze za x a y dostaneme
piimo, ze AT - A = E, tedy tentyz vysledek jako v realné dimenzi 2!



Spektralni rozklad
00000@0000000000000

Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni:

Necht' V je realny nebo komplexni vektorovy prostor se skalarnim
soucinem a f : V. — V je linedrni zobrazeni. Pak f je ortogonalni
praveé, kdyz v nékteré ortonormdlni bazi (a pak uz vsech) ma matici
A spliujici AT = A=1.

Skute€né, jestlize zachovava f velikosti, musi mit uvedenou
vlastnost v kazdé ortonormalni bazi. Naopak, predchozi vypocet
ukazuje, ze vlastnost matice v jedné bazi uz zaru€uje zachovavani
velikosti.
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Disledkem této véty je také popis viech matic prechodu S mezi
ortonormalnimi bazemi. Kazda totiz musi zadavat zobrazeni
K" — K" zachovavajici velikosti a spliuji tady také pravé
podminku S~1 = ST,
P¥i pfechodu od jedné ortonormalni baze ke druhé se tedy matice
ortogonalniho/unitarniho zobrazeni méni podle vztahu (v readlném
pfipadé je S* = ST)

A = S*AS.
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Invariantni podprostory

Necht f : V — V je linearni a predpokladejme, ze pro néjaky
podprostor W C V plati f(W) C W. Rikame, ze W je invariantni
podprostor pro zobrazeni f. Jestlize je V kone¢nérozmérné a
vybereme né&jakou bazi (us,. .., ux) podprostoru W, miizeme ji
vzdy doplnit na bazi (ui, ..., u,) celého V a v kazdé takové bazi
ma nase zobrazeni matici A tvaru

(5 ) o

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je Etvercova matice
dimenze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize
existuje v néjaké bazi matice zobrazeni f tvaru (1), je

W = (u1, ..., ux) invariantni podprostor zobrazeni f.
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Extrémni pripady jsme vidéli pfi hledani baze z vlastnich vektord. V
pfipadé existence n riiznych vlastnich Cisel zobrazeni f jsme dostali
rozklad V' na pfimy soucet n vlastnich podprostori a v bazich z
vlastnich vektorti ma nase zobrazeni diagonalni tvar s vlastnimi Cisly
na diagonale.

Zaroven jsme vidéli dva razné priklady divoda, pro¢ zobrazeni
diagonalni matici mit nemusi. Prvni souvisel s nilpotentnimi
zobrazenimi, druhy s rotacemi v dvourozmérnych podprostorech.
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Rozklad ortogonalniho/unitarniho zobrazeni

Necht je zobrazeni f : V — V ortogonalni, s matici A v néjaké
ortonormalni bazi.

Jestlize pro libovolny podprostor W C V a ortogonalni zobrazeni
f:V — Vplati f(W) C W, pak také plati pro vsechny v € W+,
we W

(f(v), w) = (f(v),fofH(w)) = (v,f}(w)) =0

protoze i f~1(w) € W. To ale znamena, ze také f(W1) C W,

Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru je také
invariantni.




Pro unitarni prostory uz toto tvrzeni zaruCuje existenci baze z
vlastnich vektor@i! Skuteéné, zazeni unitarniho zobrazeni f na
ortogonalni doplnék invariantniho podprostoru je opét unitarni
zobrazeni, takze mizeme do baze pribirat jeden vlastni vektor za
druhym, az dostaneme cely rozklad V.

Kdyby byla vlastni Cisla ortogonalniho, dostali bychom stejny
vysledek také.

Nicméné vétsinou nejsou vlastni &isla ortogonalnich zorbazeni
realna. Musime si proto pomoci opét vyletem do komplexnich
vektorovych prostord.

Theorem

Necht f : V — V je ortogonalni zobrazeni na prostoru se skalarnim
soucinem. Pak vsechny koreny charakteristického polynomu f maji
velikost jedna a existuje rozklad VV na jednorozmérné vlastni
podprostory odpovidajici vlastnim Eisliim A = +1 a dvourozmérné
podprostory P, 5, na kterych pisobi f rotaci o dhel rovny
argumentu komplexniho ¢isla \. V/Schny tyto riizné podprostory jsou
po dvou ortogonalni.
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Naznak dtikazu

Jestlize povazujeme matici A za matici linearniho zobrazeni na
komplexnim prostoru C" (ktera je jen shodou okolnosti realna),
budeme mit pravé n kofend charakteristického polynomu, véetné
jejich algebraické nasobnosti. Navic, protoze charakteristicky
polynom zobrazeni bude mit vyhradné realné koeficienty, budou
tyto koreny bud' realné, nebo piijde o dvojice komplexné sdruzenych
kofenii A a \. Pislusné vlastni vektory v C" k takové dvojici
vektorti budou také komplexné sdruzené, protoze budou FeSenim
dvou komplexné sdruzenych systémi linearnich rovnic.
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Oznagme vy vlastni vektor pfislusny k vlastnimu &islu A = o + i3,
B # 0. Realny vektorovy podprostor Py generovany realnou a
imaginarni Casti xy = revy, y\ = imv) je zjevné invariantni vici
nasobeni matici A a dostavame

A-xy=axy — Byn, A-yr = ayy+ Bx\.

To ale neznamena nic jiného, nez ze zizeni naseho zobrazeni na P
je dano slozenim rotace o argument vlastni honoty A (thel
arccos —=2—) s nasobenim velikosti vlastni hodnoty A (skalarem

/a2+52
/a2 + 32). Protoze naSe zobrazeni zachovava velikosti, musi byt
velikost vlastni hodnoty A rovna jedné.
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V dimenzi tfi ma charakteristicky polynom alespon jeden reélny
koren, kterym musi byt bud jednicka nebo minus jednicka. Dalsi
dva musi byt opét +1 nebo dva komplexné sdruzené nerealné. V
poslednim pfipadé zadava vlastni vektor odpovidajici readlnému
vlastnimu ¢&islu osu rotace o argument vlastniho ¢isla druhého.
Pokud je realné vlastni €islo —1, bude navic jesté uplatnéno
zrcadleni podle roviny rotace.

Uvazme tedy zobrazeni s matici ve standardni bazi
0
0

-1

01
fRESR3 A= 10
0 0
Dostaneme polynom —A3 +22 — A+ 1=—(A—-1)(A\2+1)s

kofeny \; =1, A =i a A = —i. Pochopitelné matice zadava rotaci
o devadesat stupnii podle osy y.
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Theorem (Spektralni rozklad symetrického zobrazent)

Pro kazdé symetrické/samoadjungované zobrazeni f : V — V na
vektorovém prostoru se skalarnim soucinem existuje ortonormalni
baze z vlastnich vektorid. Jsou-li \1, ..., ¢ vsechna riizna vlastni
Cisla f a Py,..., Py prislusné kolmé a navzajem kolmé projektory
na vlastni podprostory, pak

f=MP1+- -+ MPu

Vlastni ¢isla jsou pritom i v unitarnim pfipadé vzdy realna.

Zde o projektoru P : V — V fikame, ze je kolmy, je-li

Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q jsou vzajemné kolmé,
je-lilmP L ImQ.

Véta opét vyplyva ze zkoumani invariance ortogonalnich dopliki a
vlastnich Cisel.



Jestlize pro libovolny podprostor W C V a symetrické zobrazeni
f:V — Vplati f(W) C W, pak také plati pro vsechny v € W+,
weWw

(f(v),w) = (v,f(w)) =0.
To ale znamena, ze takeé f(W+) c Wt
Predstavme si dale, Ze A je matice symetrického zobrazeni a
A - x = Ax pro n&jaky komplexni vektor x € C". Rozsifime si
definici skalarniho soucinu (, ) na C" vztahem

<X7y>:XT'.)7

kde y je vektor v C" s komplexné konjugovanymi soufadnicemi.
Zjevné plati i pro rozsifené zobrazeni x — A - x vztah

<A'X7y> = <X7A.y>
a pro nas vlastni vektor x tedy dostavame
A, x) = Ax, x).

Kladnym realnym cislem (x, x) mazeme kratit a proto musi byt
A = A, tj. vlastni Cisla jsou skute¢né realna.
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Komplexnich kofenti ma charakteristicky polynom det(A — \E)

tolik, kolik je dimenze Etvercové matice A, a viechny jsou ve
skutecnosti realné.

Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru pro symetrické
zobrazeni je také invariantni. Navic jsou vsechna vlastni cisla
symetrické matice A realna.

Ze samotné definice je zfejmé, ze zGzeni symetrického zobrazeni na
invariantni podprostor je opét symetrické. Pfedchozi tvrzeni nam
tedy zarucuje, ze bude vzdy existovat baze V' z vlastnich vektorg.
Skutecné, zazeni f na ortogonalni doplnék invariantniho
podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze miizeme do baze
pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad
V. Vlastni vektory prislusejici riiznym vlastnim Eislim jsou navic
kolmé, protoze z rovnosti f(u) = Au, f(v) = pv vyplyva

)‘<U7 V> = <f(u)7 V> = <u7 f(V)> = N<U, V>‘
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Nezaporna zobrazeni a odmocniny

Nezaporna realna Cisla jsou pravé ta, ktera umime psat jako druhé
mocniny. Zobecnéni takového chovani pro matice a zobrazeni Ize
vidét u soucinti B = AT - A (tj. slozeni zobrazeni f* o f):

(B-x,x) = (AT - A-x,x) = (A-x,A-x) >0
pro vsechny vektory x. Navic zjevné
BT =(AT-AT=AT.A=B.

Symetrickym maticim B s takovou vlastnosti fikime nezaporné a
pokud nastane nulova hodnota pouze pro x = 0, pak jim fikdime
kladné. Obdobné hovofime o kladnych a nezapornych
zobrazenich f : V — V.
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Pro kazdé nezaporné zobrazeni f : V — V umime najit jeho
odmocninu, tj. zobrazeni g takové, ze g o g = f. Nejjednoduseji to
uvidime v ortonormalni bazi, ve které bude mit f diagonalni matici.
Takova podle nasich predchozich tvah vzdy existuje a matice A
zobrazeni f v ni bude mit na diagonale nezaporna realna vlastni
Cisla zobrazeni f. Kdyby totiz bylo nékteré z nich zaporné, nebyla
by splnéna podminka nezapornosti jiz pro néktery z bazovych
vektordl. Pak oviem staci definovat zobrazeni g pomoci matice B s
odmocninami pfislusnych vlastnich €isel na diagonale.
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Nilpotentni a cyklickd zobrazeni — pfipomenuti

Definition

Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni, jestlize
existuje celé Cislo k > 1 takové, Ze iterované zobrazeni f¥ je
identicky nulové. Nejmensi Cislo k s touto vlastnosti se nazyva
stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f : V — V se
nazyva cyklické, jestlize existuje baze (uy, ..., up) prostoru V
takova, ze f(u1) =0 a f(uj) = uj—1 pro viechna i =2,...,n.
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Jinymi slovy, matice f v bazi z definice cyklického zobrazeni je tvaru
010
A=1]10 01

Je-li f(v) = a- v, pak pro kazdé piirozené k je fK(v) = a* - v.

Zejména tedy miize spektrum nilpotentniho zobrazeni obsahovat
pouze nulovy skalar (a ten tam vzdy je).
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Pfimo z definice plyne, ze kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni,
navic je jeho stupen nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V.
Operator derivovani na polynomech je pfikladem cyklického
zobrazeni. Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni
je pfimym souc¢tem cyklickych. Navic pro kazdé linearni zobrazeni
f:V — V, pro které je soucet algebraickych nasobnosti vlastnich
Cisel roven dimenzi (to nastane vzdy pro prostory nad komplexnimi
skalary), existuje jednoznaény rozklad V' na invariantni podprostory
V; prislusné k jednotlivym vlastnim &islim A;, na kterych je
zobrazeni f — \;idy, nilpotentni.
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V Jordanové rozkladu vystupuji vektorové (pod)prostory a linearni
zobrazeni na nich s jedinym vlastnim &islem A a matici

A1 0 ... 0
o x 1 ... 0
00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podprostoriim)
se fida Jordaniiv blok.
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Theorem (Véta o Jordanové kanonickém tvaru)

Necht V je vektorovy prostor dimenze n a f : V — V je linedrni
zobrazeni s n vlastnimi Cisly véetné algebraickych nasobnosti. Pak
existuje jednoznacny rozklad prostoru V' na primy soucet
podprostorii

V=WVio &V

takovych, ze f(V;) C V;, zazeni f na kazdé V; ma jediné vlastni
Cislo \; a zizeni f — \; -id na V; je bud’ cyklické nebo nulové
zobrazeni.

Véta tedy fika, ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zobrazeni
blokové diagonalni tvar s Jordanovymi bloky podél diagonaly.
Celkovy pocet jednicek nad diagonalou v takovém tvaru je roven
rozdilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou nasobnosti
vlastnich Cisel.

Vsimnéme si, ze jsme tuto vétu plné dokazali v pfipadech, kdy jsou
vSechna vlastni &isla rtizna nebo kdyz jsou geometrické a
algebraické nasobnosti vlastnich Cisel stejné.
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Diikaz fakt komplikovany — v u€ebnici je a zde snad v jiné
prezentaci (pro narocné).
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