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| pFi poéitani s redlnymi Eisly uzivdme pro zjednoduseni rozklady na
souciny. Nejjednodussim je vyjadreni kazdého realného cisla
jednoznaéné ve tvaru a = sgn(a) - |a|, tj. jako soucin znaménka a
abolutni hodnoty. Obdobné rozklady se uzivaji u matic a maji
dalekosahlé dasledky pro numeriku. Zde jen naznacime.
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LU rozklad

Gausova eliminace spociva v postupném nasobeni nasi matice
invertibilnimi maticemi P;, které postihovaly pric¢itani nasobki
radkt pod pravé zpravovavanym. Predpokladejme pro
jednoduchost, ze nepotfebujeme pfi eliminaci prehazovat radky, tj.
vSechny nase matice P; mohou byt dolni trojahelnikové s jednickami
na diagonalach. Kone¢nég, inverzni matice k takovymto P; jsou opét
dolni trojahelnikové s jednickami na diagonalach a dostavame

U=P-A=P---P,-A
kde U je horni trojahelnikova matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojahelnikova matice s jednickami na diagonale a U
je horni trojahelnikova.




Pfimym dasledkem Gausovy eliminace bylo také zjisténi, ze az na
volbu vhodnych bazi na defini¢nim oboru a oboru hodnot, je kazdé
zobrazeni f : V — W zadano matici v blokové diagonalnim tvaru s
jednotkovou matici s rozmérem danym dimenzi obrazu f nulovymi
bloky viude kolem. To Ize pfeformulovat takto:

Kazdou matici A typu m/n nad polem skalari K Ize rozlozit na
soucin
E O
A—P. ( ‘ 0) Q.

Pro Etvercové matice jsme ukazali pfi diskusi vlastnosti linearnich
zobrazeni f : V — V na komplexnich vektorovych prostorech, ze
kazdou ¢tvercovou matici A dimenze m umime rozlozit na soucin

A=P.-B-pP!
kde B je blokové diagonalni s Jordanovymi bloky pfislusnymi k
vlastnim Cislim na diagonale. VSimnéme si, ze nasobeni matici P a
jeji inverzi z opaénych stran odpovida v tomto pfipaé pravé zméné
bize na vektorovém bprostoru Vo




Rozklady matic
00000

Véta o singularnim rozkladu

Jestlize se omezime na ortonormalni baze, ale chceme znat vice
informaci o struktufe obecnych linearnich zobrazeni, musime
postupovat o hodné rafinovanéji, nez v pripadé bazi libovolnych:

Theorem

Necht A je redlna matice typu m/n. Pak existuji ctvercové
ortogonalni matice U a V' dimenzi m a n, a redlna diagonalni matice
s nezapornymi prvky D dimenze r, r < min{m, n}, takové, ze

e < (DO
A=USVT, 5_(0 o)

kde r je hodnost matice AAT . Pritom je S urcena jednoznacné az
na poradi prvkii a prvky diagonalni matice D jsou druhé odmocniny
vlastnich ¢cisel d; matice AAT .
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Geometricka interpretace singularniho rozkladu

Diagonalnim hodnotam matice D z predchozi véty se fika singularni
hodnoty matice A. Pro prislusné zobrazeni ¢ : R” — R™ maji
jednoduchy geometricky vyznam: Necht K C R" je jednotkova
sféra pro standardni skalarni souin. Obrazem ¢(K) pak vzdy bude
(pfipadné degenerovany) m-rozmérny elipsoid. Singularni Cisla
matice A jsou pfitom velikosti hlavnich poloos a véta navic ¥ika, ze
plvodni sféra vzdy pfipousti ortogonalni sdruzené priiméry, jejichz
obrazem budou pravé viechny poloosy tohoto elipsoidu.

Pro ¢tvercové matice je vidét, ze A je invertibilni pravé, kdyz
vSechna singularni €isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho a
nejmensiho singularniho &isla je dilezitym parametrem pro
robustnost fady numerickych vypoctdl s maticemi, nap¥. pro
vypocCet inverzni matice.
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Polarni rozklad

Jestlize prepiseme vztah ze singularniho rozkladu
A= USVx = USU*x UVx = PW,

pak P = USUx je zjevné samoadjungovana, pozitivné semidefinitni,
zatimco W je unitarni.
Tomuto rozkladu se fika polarni rozklad. Navic je

P = VAA*

zadana jednoznacné a, pokud je A invertibilni, pak i W je
jednoznacné uréena.
Vsimnéte si ze jde o péknou analogii goniometrického tvaru

komplexniho ¢&isla.
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Definition

Necht A je realna matice typu m/n a nechtA = USV' T je jeji

singularni rozklad, S = <g 8> Matici AL .= vs§'UT s

0

D! . : .
S = ( 0 nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze dilezité zobecnéni
pojmu inverzni matice.
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Necht A je redlna matice typu m/n. Plati
© Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercova), pak

AL = A7L

Q@ pro pseudoinverzi ACY) plati, ze ACDA | AACY jsou
symetrické a

AACDA= A  ACDAACD = AED),

© Uvazme pro danou matici A systém linearnich rovnic Ax = b,
be R™. Pak y =AYb e R" minimalizuje vzdalenost
||Ax — b|| pro vsechny x € R".
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Linearni regrese

Aproximacéni vlastnost (3) pfedchozi véty je velice uzitecna v
pripadech, kdy mame najit co nejlepsi priblizeni (neexistujiciho)
FeSeni preurceného systému Ax = b, kde A je realna matice typu
m/n a m je vétsi nez n.

Napf. mame experimentem dano mnoho namérenych hodnot b; a
chceme najit linearni kombinaci nékolika funkci f;, kterd bude co
nejlépe aproximovat hodnoty b;. Skutecné hodnoty zvolenych funkci
v bodech y; € R zadaji matici a;j = fi(y;) a nasim tkolem je tedy
urcit koeficienty x; € R tak, aby Y21, (b — (327 xja;))* byla
minimalni. Jinymi slovy, hleddame linearni kombinaci funkci f;
takovou, abychom "dobre" prolozili zadané hodnoty b;. Diky
predchozi vété jsou hledané optimalni koeficienty A-1p.
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