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Definition

Afinnim prostorem A se zaméfenim V' rozumime mnozinu bodia P,
spolu se zobrazenim P x V — P, (A, v) — A+ v, splaujici
vlastnosti (1)—-(3). Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak
definovana translace 7, : A — A jako z(zené zobrazeni

Tv:P~Px{v}—>P, A—A+v.

Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméreni.




Afinni prostory
®00

Definition

Afinnim prostorem A se zaméfenim V' rozumime mnozinu bodia P,
spolu se zobrazenim P x V — P, (A, v) — A+ v, splaujici
vlastnosti (1)—-(3). Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak
definovana translace 7, : A — A jako z(zené zobrazeni

Tv:P~Px{v}—>P, A—A+v.

Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméreni.

Nadale nebudeme rozlisovat A a P v oznaceni. Z axiomd okamzité
plyne pro libovolné body A, B, C v afinnim prostoru A

A-A=0eV

B-A=—(A-B)
(B—A)+(C—B)=(C—A).
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Volba jednoho pevného bodu Ag € A nam urcuje bijekci mezi V a

A.
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Volba jednoho pevného bodu Ag € A nam urcuje bijekci mezi V a
A.

P¥i volbé pevné baze u ve V tak dostavame pro kazdy bod A € A
jednoznacné vyjadreni

A=Ay + xiuy + -+ Xpun.

Afinni souradnice

Hovofime o afinni soustave souradnic (Ao; u1, ..., u,) zadané
pocatkem afinni souradné soustavy Ag a bazi zaméreni u.
Hovofime také o afinnim repéru (A, u).
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Volba jednoho pevného bodu Ag € A nam urcuje bijekci mezi V a
A.

P¥i volbé pevné baze u ve V tak dostavame pro kazdy bod A € A
jednoznacné vyjadreni

A=Ay + xiuy + -+ Xpun.

Afinni souradnice

Hovofime o afinni soustave souradnic (Ao; u1, ..., u,) zadané
pocatkem afinni souradné soustavy Ag a bazi zaméreni u.
Hovofime také o afinnim repéru (A, u).

Afinni soufadnice bodu A v soustavé (Ag, u) jsou soufadnicemi
vektoru A — Ag v bazi u zaméreni V.

Volba afinniho soufadného systému ztotoziuje n-rozmérny afinni
prostor A se standardnim afinnim prostorem A,,.
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Definition (Afinni podprostory)

Neprazdna podmnozina @ C A afinniho prostoru A se zaméfenim
V se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina

W ={B— A A B e Q} C V vektorovym podprostorem a pro
libovolnée Ae Q, ve WijeA+veQ.
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Definition (Afinni podprostory)

Neprazdna podmnozina @ C A afinniho prostoru A se zaméfenim
V se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina

W ={B— A A B e Q} C V vektorovym podprostorem a pro
libovolnée Ae Q, ve WijeA+veQ.

Skutecné je rozumné mit obé podminky v definici, protoze je
snadné najit priklady podmnozin, které budou spliovat prvni, ale
nikoliv druhou. (Napf. pfimka v roviné s vyjmutym jednim bodem.)
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Podmnozina M afinniho prostoru se nazyva konvexni, jestlize s
kazdymi svymi dvéma body A, B obsahuje i celou tsecku A(A, B).
Pfimo z definice je vidét, ze kazda konvexni mnozina obsahuje s
kazdymi k + 1 body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex.
Konvexnimi mnozinami jsou napf.

(1) prazdna podmnozina

(2) afinni podprostory

(3) usecky, polopfimky p = {P +t-v; t > 0}, obecnéji k-
rozmérné poloprostory

a={P+ti-vi+- 4tk vk t1,...,tx €ER t, >0}, Ghly v
dvojrozmérnych podprostorech

5:{P+t1~v1+t2~vz; t120,t220}, atd.

P¥imo z definice také plyne, ze priinik libovolného systému
konvexnich mnozin je opét konvexni. Pranik vsech konvexnich
mnozin obsahujicich danou mnozinu M nazyvame konvexni obal
(M) mnoziny M.
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Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

S
K(M) = {t1A1 + - - - + t;As; Zt,. =1, t; >0}
i=1

Konvexni obaly kone¢nych mnozin bodi se nazyvaji konvexni
mnohosteny. Jsou-li definujici body Ao, ..., Ax konvexniho
mnohosténu v obecné poloze, dostavame pravé k-rozmérny
simplex. V prfipadé simplexu je vyjadreni jeho bodil ve tvaru afinni
kombinace definujicich vrchold jednoznacné.
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V problému linearniho programovani je mnozina pfipustnych hodnot
vzdy konvexni.

Linearni formy nabyvaji maxima & minima na konvexni mnoziné
vzdy na hranici v nékterém z vrcholt z pfislusného konvexniho
mnohoclenu.
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Zobrazeni f : A — B je afinni, pravé kdyz existuje linearni
zobrazeni ¢ mezi zaméfenimi takové, ze

f(x+v)="rf(x)+¢(v)
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Zobrazeni f : A — B je afinni, pravé kdyz existuje linearni
zobrazeni ¢ mezi zaméfenimi takové, ze

f(x+v)="rf(x)+¢(v)

Zobrazeni f je afinni, pravé kdyz zachovava afinni kombinace bodd.
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Afinni kombinace dvojice bodi miizeme také dobfe vyjadfit pomoci
tzv. pomeéru bodi na pfimce. Jeli bod C afinni kombinaci bodt A
a B+# C, C =rA+ sB, pak fekneme ze Cislo

A= (C;A B) = —%
je pomérem bodu C vzhledem k danym bodiim A a B. Protoze bod
C mizeme vyjadrit jako

C=A+s(B-A)=B+r(A-B),

je pomér A ve skutecnosti pomérem velikosti orientovanych vektori
C—Aa C— B.Zejména je A = —1 pravé, kdyz je C stfedem
asecky dané body A a B (tj. v nasi afinni kombinaci bude
r=s=3).

Nase charakterizace afinnich zobrazeni prostfednictvim afinnich
kombinaci tedy ma velice srozumitelné zngjici dasledek:

Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zachovéavaji poméry.
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Zmény souradnic

Volbou afinnich souradnic (Ag, u) na A a (Bp,v) na B dostavame
souradné vyjadreni afinniho zobrazeni f : A — B. Pfimo z definice
je zfejmé, ze stadi vyjadfrit obraz f(Ap) pocatku soufadnic v A

v soufadnicich na B, tj. vyjadrit vektor f(Ag) — By v bazi v jako
sloupec soufadnic yp a v3e ostatni je pak uréeno nasobenim matici
zobrazeni ¢ ve zvolenych bazich a prictenim vysledku. Kazdé afinni
zobrazeni tedy v soufadnicich vypada takto:

x—=y+Y- X,

kde yp je jako vySe a Y je matice zobrazeni .
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Transformace afinnich soufadnic odpovida vyjadreni identického
zobrazeni ve zvolenych afinnich repérech. Zména souradného
vyjadreni afinniho zobrazeni v disledku zmény bazi se snadno
spolte pomoci nasobeni a séitani matic a vektorii: pfi zméné baze
na definiénim oboru daném posunutim w a matici M, pficemz staré
soufadnice pomoci novych jsou

x=w+M-x,

a zméné na oboru hodnot s posunutim z a matici N, pficemz nové
soufadnice jsou pomoci starych

y=z+N-y,
dostavame pro zobrazeni dané v piivodnich bazich vektorem
posunuti yg a matici Y pfimym vypocCtem
y=z+N-y=z+N-(yo+ Y x)
=(z+N-yo+N-Y-w)+(N-Y- M) x.
Je tedy afinni zobrazeni v novych bazich dano vektorem posunuti
z+N-y+N-Y-wamatici N- Y- M.
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