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Afinni pohled na kvadriky

Geometricka formulace naseho popisu kvadrik je, ze pro dva riizné
objekty — kvadriky, zadané v obecné riiznych kartézskych
soufadnicich, existuje euklidovska transformace na &, (tj. afinni
bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy,
pokud vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az
na poradi soufadnic.
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Afinni pohled na kvadriky

Geometricka formulace naseho popisu kvadrik je, ze pro dva riizné
objekty — kvadriky, zadané v obecné riiznych kartézskych
soufadnicich, existuje euklidovska transformace na &, (tj. afinni
bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy,
pokud vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az
na poradi soufadnic.

Pochopitelné se mizeme ptat, do jaké miry umime podobnou véc v
afinnich prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni souradné
soustavy. NapF. v roviné to bude znamenat, Ze neumime rozlisit
kruznici od elipsy, samozfejmé bychom ale méli odlisit hyperbolu a
vSechny ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi sebou
vechny hyperboly atd.
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Afinni pohled na kvadriky

Geometricka formulace naseho popisu kvadrik je, ze pro dva riizné
objekty — kvadriky, zadané v obecné riiznych kartézskych
soufadnicich, existuje euklidovska transformace na &, (tj. afinni
bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy,
pokud vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az
na poradi soufadnic.

Pochopitelné se mizeme ptat, do jaké miry umime podobnou véc v
afinnich prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni souradné
soustavy. NapF. v roviné to bude znamenat, Ze neumime rozlisit
kruznici od elipsy, samozfejmé bychom ale méli odlisit hyperbolu a
vSechny ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi sebou
vechny hyperboly atd.

Ukazeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych formach.
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Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V a
jeji analytické vyjadreni f(u) = xT Ax vzhledem ke zvolené bazi na
V. Pro vektor u = xyuy + - - - + xnu, pak také zapisujeme formu f

ve tvaru
Xla E ajjXjXj,

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skalarniho soucinu
ukazali, ze pro vhodnou bazi bude matice A diagonalni, tj. ze pro
prislusnou symetrickou formu F bude platit F(u;, uj) = 0 pfi i # j.
Kazdou takovou bazi nazyvame polarni baze kvadratické formy f.
Samozrejmé si pro takovy Gcel mazeme vzdy skalarni soucin vybrat.
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Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V a
jeji analytické vyjadreni f(u) = xT Ax vzhledem ke zvolené bazi na
V. Pro vektor u = xyuy + - - - + xnu, pak také zapisujeme formu f

ve tvaru
Xla E ajjXjXj,

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skalarniho soucinu
ukazali, ze pro vhodnou bazi bude matice A diagonalni, tj. ze pro
prislusnou symetrickou formu F bude platit F(u;, uj) = 0 pfi i # j.
Kazdou takovou bazi nazyvame polarni baze kvadratické formy f.
Samozrejmé si pro takovy Gcel mazeme vzdy skalarni soucin vybrat.
Existuje daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou polarni
bazi najit mezi viemi bazemi. Tim se zaroven dovime podstatné
informace o afinnich vlastnostech kvadratickych forem. Nasledujici
véta byva v literatufe uvadéna pod nazvem Lagrangeiv
algoritmus.
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Lagrangetiv algoritmus doplhovani na ctverce

Necht V je realny vektorovy prostor dimenze n, f : V — R
kvadraticka forma. Pak na V ziskdme polarni bazi pro f takto:
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Lagrangetiv algoritmus doplhovani na ctverce

Necht V je realny vektorovy prostor dimenze n, f : V — R
kvadraticka forma. Pak na V ziskdme polarni bazi pro f takto:
(1) Necht A je matice f v bazi u = (u1,...,up) na V a
predpokladejme a;; # 0. Pak miizeme psat

2 2
f-(Xl7 e ,X,,) = a11x] + 2apx1x2 + -+ - + anxy; + ...
—-1 2
= ap; (a11x1 + aoxo + - - + a1nXn)
+ €leny neobsahujici x;

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu baze) tak, aby v
novych souradnicich bylo

/ / /
X] = a11X1 + a12x2 + + - + A1pXn, Xop = X2,. .., X, = Xp.
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pokracovani

To odpovida nové bazi

vi = al_llul, Vo = Uy — al_llalzul, eV = Up — al_llal,,ul a tak jak
Ize oCekavat, v nové bazi bude pfislusna symetricka bilinerani forma
spliovat g(v1, v;) = 0 pro vsechny i > 0. Ma tedy f v novych
soufadnicich analyticky tvar a1_11X{2 + h, kde h je kvadraticka forma
nezavisla na proménné xj.

Z technickych divodi byva lepsi zvolit v nové bazi vi = u;, opét
dostaneme vyraz f = f; + h, kde fi zavisi pouze na x{, zatimco v h
se x; nevyskytuje. Pfitom pak g(vi,v1) = a11.
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pokracovani

To odpovida nové bazi

vi = al_llul, Vo = Uy — al_llalgul, eV = Up — al_llal,,ul a tak jak
Ize oCekavat, v nové bazi bude pfislusna symetricka bilinerani forma
spliovat g(v1, v;) = 0 pro vsechny i > 0. Ma tedy f v novych
soufadnicich analyticky tvar a1_11X{2 + h, kde h je kvadraticka forma
nezavisla na proménné xj.

Z technickych divodi byva lepsi zvolit v nové bazi vi = u;, opét
dostaneme vyraz f = f; + h, kde fi zavisi pouze na x{, zatimco v h
se x; nevyskytuje. Pfitom pak g(vi,v1) = a11.

(2) Predpokladejme, ze po provedeni kroku (1) dostaneme pro h
matici (Fadu o jednicku mensiho) s koeficientem u x52 rtiznym od
nuly. Pak miizeme zopakovat presné stejny postup a ziskame
vyjadreni f = f1 + f, + h, kde v h vystupuji pouze proménné s
indexem vétsim nez dvé. Tak miizeme postupovat tak dlouho, az
bud provedeme n — 1 krokil a ziskdme diagonalni tvar, nebo v
feknéme /-tém kroku bude prvek a; dosud ziskané matice nulovy.
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pokracovani

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek
ajj # 0 s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a
pokracovat podle predeslého postupu.
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pokracovani

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek

ajj # 0 s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a
pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpokladejme, zZe jsme narazili na situaci ajj = 0 pro vechny
J = i. Pokud pfitom neexistuje ani Zadny jiny prvek aj #0s j > i,
k > i, pak jsme jiz Gplné hotovi nebot jsme jiz dosahli diagonalni
matici. Predpokladejme, Ze aj # 0. PouZijeme pak transformaci

Vj = Uj + uj, ostatni vektory baze ponechame (tj. x, = xx — x;,
ostatni zdstavaji). Pak

h(\/j, VJ) = h(Uj, uj-) T h(uk, uk) T 2h(uk, Uj) = 2ajk # 0 a mazeme
pokracovat podle postupu v (1).
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Po vypoctu polarni baze Lagrangeovym algoritmem miizeme jesté
vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skalarem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadreni nasi formy vystupovaly v roli
koeficientt u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze skalary 1, —1 a
0.
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Po vypoctu polarni baze Lagrangeovym algoritmem miizeme jesté
vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skalarem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadreni nasi formy vystupovaly v roli
koeficientt u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze skalary 1, —1 a
0.

Pocty jedniek a minus jednicek nazyvame signaturou
kvadratické formy. Opét tedy dostavame Gplny popis
kvadratickych forem ve smyslu, ze dvé takové formy jsou
pfevoditelna jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a
jen tehdy, kdyz maji stejnou signaturu:
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Theorem (véta o setrvacnosti)

Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na realném
vektorovém prostoru V existuje celé ¢islo 0 < p < r a r nezavislych

linearnich forem 1, ..., @, € V* takovych, ze
2 2 2 2
F(u) = (pr(L))” + -+ + (pp(v)” = (Pps2(u))” — - = (or(v))"
Jinak feceno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni
f(x1,-..,Xn) :X12—|—-"—|—XI§—X§+1—"-—Xr2.

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.
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Theorem (véta o setrvacnosti)

Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na realném
vektorovém prostoru V existuje celé ¢islo 0 < p < r a r nezavislych

linearnich forem 1, ..., @, € V* takovych, ze
2 2 2 2
F(u) = (pr(L))” + -+ + (pp(v)” = (Pps2(u))” — - = (or(v))"
Jinak feceno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni
f(x1,-..,Xn) :X12—|—-"—|—XI§—X§+1—"-—Xr2.

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téze
kvadratické formy v riiznych bazich pravé, kdyz maji stejnou
hodnost a kdyz matice pfislusnych forem v polarni bazi maji stejny
pocet kladnych koeficienti.
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Pfi diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o definitnich a
semidefitnich zobrazenich. Tataz diskuse ma jasny smysl i pro
symetrické bilinearni formy a kvadratické formy.

Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém prostoru V
nazyvame
@ positivne definitni, je-li f(u) > 0 pro viechny u # 0
@ positivne semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vsechny u € V
© negativne definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0
Q@ negativne semidefinitni, je-li f(u) <0 pro viechny u € V
@ indefinitni, je-li f(u) >0 a f(v) <0 pro vhodné u,v € V.

Stejné nazvy pouzivame i pro symetrické realné matice, jsou-li
maticemi patfiénych kvadratickych forem. Signaturou symetrické
matice pak rozumime signaturu pfislusné kvadratické formy.
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Sylvestrovo kritérium

Kvadraticka forma je pozitivné definitni pravé, kdyz vsechny hlavni
minory jeji matice S v néjaké bazi jsou kladné.

Negativné definitni je pravé tehdy kdyz hlavni minory stridaji
znaménka, pocinaje zapornym.
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Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni geometrie
stadi, na jiné bohuzel ale nikoliv:
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Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni geometrie
stadi, na jiné bohuzel ale nikoliv:

@ pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany thly a
rovnobézné primky se mohou (ale nemusi) protinat.

@ robustnost a jednoduchost numerickych operaci pfi zpracovani
scén.
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Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni geometrie
stadi, na jiné bohuzel ale nikoliv:

@ pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany thly a
rovnobézné primky se mohou (ale nemusi) protinat.

@ robustnost a jednoduchost numerickych operaci pfi zpracovani
scén.

Zakladni ideou projektivni geometrie je rozsifeni afinnich prostorti o
body v nekone¢nu zptisobem, ktery bude dobfe umoznovat
manipulace s linearnimi objekty typu bodi, pfimek, rovin, projekci,
apod.
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Body roviny Aj si predstavime jako rovinu z = 1 v R3. Pak kazdy
bod P predstavuje vektor u = (x,y,1) € R a tim i jednorozmérny
podprostor (u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R3 protina
nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou dany soufadnicemi (x, y, z) jednoznacné, az na
spolecny skalarni nasobek. Zadny pranik s nasi rovinou nebudou mit
pouze podprostory s body o soufadnicich (x,y,0).
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Body roviny Aj si predstavime jako rovinu z = 1 v R3. Pak kazdy
bod P predstavuje vektor u = (x,y,1) € R a tim i jednorozmérny
podprostor (u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R3 protina
nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou dany soufadnicemi (x, y, z) jednoznacné, az na
spoleény skalarni nasobek. Zadny priinik s nasi rovinou nebudou mit
pouze podprostory s body o soufadnicich (x,y,0).

Definition

Projektivni rovina P, je mnozina viech jednorozmérnych
podprostorii v R3. Homogenni souradnice bodu P = (x:y : z) v
projektivni roviné jsou trojice realnych cisel uréené az na spolecny
skalarni nasobek a alespon jedno z nich musi byt nenulové. Primka
v projektivni roviné je definovana jako mnozina jednorozmérnych
podprostorii (tj. bodii v P;), které spoleéné vyplIni rovinu v R3.
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Example

V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; :y —x—1=0 a
Lr:y—x+1=0.

Jsou-li body primek L; a Ly koneéné body v projektivnim prostoru
P2, jsou jejich homogenni soufadnice (x : y : z) dany:

Li:y—x—2z=0, Ly:y—x+z=0.
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Example

V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; :y —x—1=0 a
Lr:y—x+1=0.

Jsou-li body primek L; a Ly koneéné body v projektivnim prostoru
P2, jsou jejich homogenni soufadnice (x : y : z) dany:

Li:y—x—2z=0, Ly:y—x+z=0.

Jak dostaneme rovnice téchto pfimek v souradnicich v afinni roviné
s y = 17 Dosadime y = 1 do predchozich rovnic:

Li:1—-x—2z=0, Ly:1-x+2z=0
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Example

V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; :y —x—1=0 a
Lr:y—x+1=0.

Jsou-li body primek L; a Ly koneéné body v projektivnim prostoru
P2, jsou jejich homogenni soufadnice (x : y : z) dany:

Li:y—x—2z=0, Ly:y—x+z=0.

Jak dostaneme rovnice téchto pfimek v souradnicich v afinni roviné
s y = 17 Dosadime y = 1 do predchozich rovnic:

Li:1—-x—2z=0, Ly:1-x+2z=0

Nyni jsou ,,nekonecné” body nasi pdvodni afinni roviny dany
vztahem z = 0 a nase pfimky L} a L} se protinaji v bodé (1,1, 0).
To odpovida geometrické predstavé, ze rovnobézné primky Ly, Ly v
afinni roviné se protinaji v nekoneénu (a to v bodé (1:1:0)).




Volbou libovolné afinni nadroviny A, ve vektorovém prostoru R"*1,
ktera neprochazi pocatkem, mazeme ztotoznit body P € A, s
jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a
fikame jim ,,nekoneéné body" v projektivnim rozsifeni P, afinni
nadroviny A,. Zjevné je vzdy mnozina nekoneénych bodi v P,
projektivnim prostorem dimenze o jednic¢ku nizsim. Abstraktnéji
hovofime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny
vektorovy prostor V dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P C V; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.



Volbou libovolné afinni nadroviny A, ve vektorovém prostoru R"*1,
ktera neprochazi pocatkem, mazeme ztotoznit body P € A, s
jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a
fikame jim ,,nekoneéné body" v projektivnim rozsifeni P, afinni
nadroviny A,. Zjevné je vzdy mnozina nekoneénych bodi v P,
projektivnim prostorem dimenze o jednic¢ku nizsim. Abstraktnéji
hovofime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny
vektorovy prostor V dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P C V; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné baze u ve V dostavame tzv. homogenni
souradnice na P(V) tak, ze pro P € P(V) pouzijeme jeho
libovolny nenulovy vektor u € V' a souradnice tohoto vektoru v bazi
u. Afinni pfimka ma tedy ve svém projektivnim rozsifeni pouze
jediny bod (oba konce se ,,potkaji* v nekoneénu a projektivni
primka vypada jako kruznice), projektivni rovina ma projektivni
pfimku nekoneénych bodu atd.
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PF¥i zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich
hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylou€ime viechny body
projektivniho prostoru s touto soufadnici nulovou) a ziskdme tak
vlozeni n-rozmérného afinniho prostoru A, C P(V). To je presné
konstrukce, kterou jsme pouzili v opaéném sméru v prikladu
projektivni roviny.
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PF¥i zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich
hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylou€ime viechny body
projektivniho prostoru s touto soufadnici nulovou) a ziskdme tak
vlozeni n-rozmérného afinniho prostoru A, C P(V). To je presné
konstrukce, kterou jsme pouzili v opaéném sméru v prikladu
projektivni roviny.

Kazdé prosté linearni zobrazeni 7 : V4 — V5 mezi vektorovymi
prostory samozfejmé zobrazuje jednorozmérné podprostory na
jednorozmérné podprostory. Tim vznika zobrazeni na
projektivizacich T : P(V1) — P(V2). Takovym zobrazenim fikame
projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projektivni zobrazeni je
takové zobrazeni mezi projektivnimi prostory, ze v kazdé soustavé
homogennich soufadnic na defini¢nim oboru i obrazu je toto
zobrazeni zadano nasobenim vhodnou matici. Obecnéji, pokud nase
pomocné linedrni zobrazeni neni prosté, definuje projektivni
zobrazeni pouze mimo svoje jadro, tj. na bodech, jejichz homogenni
soufadnice se nezobrazuji na nulu.
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llustrujme vyhodu projektivni geometrie na perspektivni projekci
R3 — R2. Bod (X, Y, Z) ,realného svéta” se promita na bod
(x,y) na primétné takto:

X Y

=—f= =—f=.

=T Y=z

To je nejen nelinearni formule, ale navic pfi Z malém bude velice

problematicka presnost vypocti.
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llustrujme vyhodu projektivni geometrie na perspektivni projekci
R3 — R2. Bod (X, Y, Z) ,realného svéta” se promita na bod
(x,y) na primétné takto:

X Y
X = _f?’ y = —f?.
To je nejen nelinearni formule, ale navic pfi Z malém bude velice
problematicka presnost vypocti.
Pri rozsifeni této transformace na zobrazeni P; — P> dostavame
zobrazeni (X : Y :Z: W) (x:y:z)=(—X:—fY:2), .
popsané prostou linearni formuli

X —f 0 00 );
yl=10 —f 00 7
z 0 0 10 W



Projektivni geometrie
000000800

Tento jednoduchy vyraz zadava perspektivni projekci pro viechny
koneéné body v R3 C Ps3, které dosazujeme jako vyrazy s W = 1.
Navic jsme odstranili problémy s body, jejichz obraz lezi v
nekone¢nu. Skutecné, je—li Z-ova soufadnice skuteéného bodu
scény blizka nule, bude hodnota tfeti homogenni soufadnice obrazu
mit soufadnici blizkou nule, tj. bude predstavovat bod blizky
nekonecnu.
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Invertibilni projektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe
odpovidaji v homogennich soufadnicich invertibilnim maticim
dimenze n+ 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se lisi o konstantni nasobek.
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Invertibilni projektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe
odpovidaji v homogennich soufadnicich invertibilnim maticim
dimenze n+ 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se lisi o konstantni nasobek.

Jestlize si zvolime prvni souradnici jako tu, jejiz nulovost urcuje
nekoneéné body, budou transformace, které zachovavaji koneéné
body, dany maticemi, jejichz prvni Fadek musi byt az na prvni ¢len
nulovy. Jestlize budeme chtit prejit do afinnich soufadnic koneénych
bodi, tj. zafixujeme si hodnotu prvni soufadnice na jednicku, musi
byt prvni prvek na prvnim fadku byt také rovny jedné.



Projektivni geometrie
00000000e

Matice projektivnich transformaci zachovavajicich kone¢né body
tedy maji tvar:

1 0 --- 0
by a1 - ain
bn anl - ann
kde b= (b1,...,b,)T € R" a A= (aj) je invertibilni matice
dimenze n. Plsobeni takové matice na vektoru (1,xi,...,x,) je

pravé obecna afinni transformace.
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Jestlize popiseme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné
kvadratické rovnice, viz vy3e, jejim pfepsanim v homogennich
souradnicich dostaneme vzdy vylu¢né homogenni vyraz, jehoz
vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Divod je ten, ze pouze takové
homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
nezavisle na zvoleném konstantnim nasobku soufadnic

(x0, X1, - .., Xn). Hledame tedy takovy, jehoz zazenim na afinni
soufadnice, tj. dosazenim xy = 1, ziskdme pivodni vyraz. To je ale
mimoradné jednoduché, prosté dopiseme dostatek xg ke vsem
vyraztim — zadny ke kvadratickym €lentim, jedno k linearnim a x2
ke konstantnimu ¢lenu.
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Jestlize popiseme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné
kvadratické rovnice, viz vy3e, jejim pfepsanim v homogennich
souradnicich dostaneme vzdy vylu¢né homogenni vyraz, jehoz
vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Divod je ten, ze pouze takové
homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
nezavisle na zvoleném konstantnim nasobku soufadnic

(x0, X1, - .., Xn). Hledame tedy takovy, jehoz zazenim na afinni
soufadnice, tj. dosazenim xy = 1, ziskdme pivodni vyraz. To je ale
mimoradné jednoduché, prosté dopiseme dostatek xg ke vsem
vyraztim — zadny ke kvadratickym €lentim, jedno k linearnim a x2
ke konstantnimu ¢lenu.

Ziskame tak dobre definovanou kvadratickou formu na nasem
pomocném vektorovém prostoru R"1, ale jsme uz viéi libovolné
volbé baze klasifikovali. Zkuste si samostatné prevést tuto
klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké a naro¢né cviceni
na zavér semestrul)
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Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R3 — R, ktera je ve
standardni bazi dana predpisem

f(x1,x2,X3) = x1X2 + X1X3.
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SEE

Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R3 — R, ktera je ve
standardni bazi dana predpisem

f(x1,x2,X3) = x1X2 + X1X3.

Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostavame:

1 3
“yE - 2y8 + o2

f(x1,x2,x3) = 5 5
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Example (pokracovani)

V souradnicich y1, y3, x3 ma tedy dana kvadraticka forma
diagonalni tvar, to znamena Ze baze pfislusna témto soufadnicim je
polarni bazi dané kvadratické formy. Pokud ji mame vyjadfit musime
ziskat matici pfechodu od této polarni baze ke standardni bazi. Z
definice matice prechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory
polarni bazi. Matici prechodu ziskame tak, ze bud vyjadfrime staré
proménné (x1, x2, x3) pomoci novych proménnych (y1, y3, x3),
nebo ekvivalentné vyjadfime nové proménné pomoci starych (coz
jde jednoduseji), pak ale musime spoéitat inverzni matici.
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Example (pokracovani)

V souradnicich y1, y3, x3 ma tedy dana kvadraticka forma
diagonalni tvar, to znamena Ze baze pfislusna témto soufadnicim je
polarni bazi dané kvadratické formy. Pokud ji mame vyjadfit musime
ziskat matici pfechodu od této polarni baze ke standardni bazi. Z
definice matice prechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory
polarni bazi. Matici prechodu ziskame tak, ze bud vyjadfrime staré
proménné (x1, x2, x3) pomoci novych proménnych (y1, y3, x3),
nebo ekvivalentné vyjadfime nové proménné pomoci starych (coz
jde jednoduseji), pak ale musime spoéitat inverzni matici.

Mame y;3 = 2x1 + y» + %X3 =2x1 + (x2 — x1) + %X3 a

y3 = %yz — %x;; = —%xl + %X3 — %Xg,. Matice prechodu od
standardni baze ke zvolené polarni je tedy

2
T=|-
0

1
2

1

N[
O NI =
NI~
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Example (pokracovani)

Pro inverzni matici pak mame

N

7-471

O WIFW[—
[@XRIES
= N

Jedna z polarnich bazi dané kvadratické formy je tedy napriklad
baze

{(1/3,1/3,0),(—2/3,4/3,0),(—1/2,1/2,1)}.
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Urcete typ kuzelosecky dané rovnici:

3X12 —3x1x0 +x2 —1=0.
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Urcete typ kuzelosecky dané rovnici:

3X12 —3x1x0 +x2 —1=0.

Pomoci algoritmu Gpravy na ¢tverec postupné dostavame:

1 3
3x —3xx 4+ x0—1 = 5(3X1—§X2)2—ZX22+X2—1:
1, 43 1, 1 _
= i glpe gyl
1, 4, 2

Podle uvedeného seznamu kuzeloseCek se tedy jedna o hyperbolu.
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