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Vektorové prostory
©0000

Uvazujme systém m lineadrnich rovnic pro n proménnych a
predpokladejme, ze jde o rovnice tvaru A- x =0, tj.

all ... din X1 0

aml --- amn Xn 0

Diky vlastnosti distributivity pro nasobeni matic je okamzité zfejmé,
Ze soucet dvou feseni x = (x1,...,x5) @y = (y1,...,yn) spliuje

A (x+y)=A-x+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak zistava resenim i skalarni
nasobek a- x.
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Mnozina vech feseni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzavfena na scitani vektorl a nasobeni
vektori skalary. To byly zakladni vlastnosti vektorti dimenze n v K”.
Ted ale mame vektory v prostoru Feseni s n souradnicemi a
»dimenze" tohoto prostoru urcité nema byt n (pokud matice
systému neni nulova).
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Mnozina vech feseni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzavfena na scitani vektorl a nasobeni
vektori skalary. To byly zakladni vlastnosti vektorti dimenze n v K”.
Ted ale mame vektory v prostoru Feseni s n souradnicemi a
»dimenze" tohoto prostoru urcité nema byt n (pokud matice
systému neni nulova).

Pfipad dvou rovnic pro dvé neznamé jsme potkali pfi feseni
geometrickych problémi v roviné a pro dvé zavislé rovnice byl
mnozinou viech feseni , jednorozmérny" prostor — pfimka. U dvou
nezavislych rovnic to byl priisecik dvou pfimek, tj. ,,nularozmérny*
prostor.
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Mnozina vech feseni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzavfena na scitani vektorl a nasobeni
vektori skalary. To byly zakladni vlastnosti vektorti dimenze n v K”.
Ted ale mame vektory v prostoru Feseni s n souradnicemi a
»dimenze" tohoto prostoru urcité nema byt n (pokud matice
systému neni nulova).

Pfipad dvou rovnic pro dvé neznamé jsme potkali pfi feseni
geometrickych problémi v roviné a pro dvé zavislé rovnice byl
mnozinou viech feseni , jednorozmérny" prostor — pfimka. U dvou
nezavislych rovnic to byl priisecik dvou pfimek, tj. ,,nularozmérny*
prostor.

Potfebujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho
dimenze.



[ele] lele]
Vektorovy prostor V nad polem skalart K je mnozina s operaci

sitani, pro kterou plati axiomy komutativni grupy, a nasobeni
skalary takoveé, ze plati

a-(v+w)=a-v+a-w (V1)
(a+b)-v=a-v+b-v (V2)
a-(b-v)y=(a-b)-v (V3)
l.v=v (V4)

Necht' V' je vektorovy prostor nad polem skalarii K, dale uvazme
a, b, a; € K, vektory u,v,u; € V. Potom

©Q a-u=0 pravé kdyz a= 0 nebo u=10

Q@ (1) - u=—-u

Q@a (u—v)y=a-u—a-v

Q@ (a—b)ru=a-u—b-u

0 (XiLia)- (ijzl uj) =i jm=1 2l
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi radki matice.
S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky: Vyrazy
tvaru ay - vi + - - - + ax - v, nazyvame linedrni kombinace vektoril

Vi,...,vg C V.
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi radki matice.
S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky: Vyrazy
tvaru ay - vi + - - - + ax - v, nazyvame linedrni kombinace vektoril
Vi,...,vg C V.

Mnozina vektorti M C V ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi,...,Vx € M a kazdé skalary ay, ..., ax € K plati:
a-vi+---+a-vw=0 — ag=a=---=a=0.
Posloupnost vektoril vy, ..., v, nazveme linedrné nezavislou jestlize

Vi,...,Vk jsou po dvou riizné a {vi,..., v} je linearné nezavisla.
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi radki matice.
S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky: Vyrazy
tvaru ay - vi + - - - + ax - v, nazyvame linedrni kombinace vektoril
Vi,...,vg C V.

Mnozina vektorti M C V ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi,...,Vx € M a kazdé skalary ay, ..., ax € K plati:
31'V1+"'+3k'Vk:0 — 31232:---:ak:0.
Posloupnost vektoril vy, ..., v, nazveme linedrné nezavislou jestlize
Vi,...,Vk jsou po dvou riizné a {vi,..., v} je linearné nezavisla.

Mnozina M vektorti je linearné zavisla, jestlize neni linearné
nezavisla.
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Pfimo z definice pak vyplyva, ze neprazdna podmnozina M vektoril
ve vektorovém prostoru nad polem skalari K je zavisla pravé, kdyz
je jeden z jejich vektort vyjadritelny jako linearni kombinace
ostatnich.
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Pfimo z definice pak vyplyva, ze neprazdna podmnozina M vektoril
ve vektorovém prostoru nad polem skalari K je zavisla pravé, kdyz
je jeden z jejich vektort vyjadritelny jako linearni kombinace
ostatnich.

P¥imo z definic plyne, Ze kazda podmnozina linearné nezavislé
mnoziny M je linearné nezavisla. Stejné snadno vidime, ze M C V
je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz kazda kone¢na podmnozina v
M je linearné nezavisla.
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Generatory
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Podmnozina M C V se nazyva vektorovym podprostorem
jestlize spolu se zGzenymi operacemi s¢itani a nasobeni skalary je
sama vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme

Va,be K, YVwywe M, a-v+b-we M.

Prostor n—tic skalarti R™ se s¢itanim a nasobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft.
pro m = 2, jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linearné nezavislé,
protoze z a- (1,0) + b- (0,1) = (0,0) plyne a = b = 0. Dale,
vektory (1,0), (v/2,0) € R? jsou linearné zavislé nad R, protoze
V2 (1,0) = (v/2,0), ovdem nad Q jsou line4rné nezavislé! Nad R
tedy tyto dva vektory ,,generuji” jednorozmérny podprostor,
zatimco nad Q je dvourozmérny.



Generatory
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Polynomy stupné nejvyse m tvofi vektorovy prostor Rp,[x].
Polynomy miizeme chapat jako zobrazeni f : R — R a scitani a
nasobeni skalary definujeme takto: (f 4+ g)(x) = f(x) + g(x),
(a-f)(x) = a- f(x). Polynomy viech stupnii také tvori vektorovy
prostor Roo[x] @ Rpy[x] C Rp[x] je vektorovy podprostor pro
viechna m < n < co. Podprostory jsou napf. vsechny sudé
polynomy nebo liché polynomy (f(—x) = £f(x)).

Uplné analogicky jako u polynomti mazeme definovat strukturu
vektorového prostoru na mnoziné viech zobrazeni R — R nebo
vsech zobrazeni M — V libovolné pevné zvolené mnoziny M do
vektorového prostoru V.



Generatory
coeo

Protoze podminka v definici podprostoru obsahuje pouze univerzalni
kvantifikatory, je jisté priinik podprostorii opét podprostor. Snadno
to ovéfime i pfimo: Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve
V,a,beK, u,venjW,;. Pak pro vsechny i € I,

a-u+b-ve W, toaleznamena, zea-u+ b-v € NiggW;.
Zejména je tedy podprostorem priinik viech podprostord W C V/,
které obsahuji predem danou mnozinu vektortd M C V. Rikame, ze
takto M generuje podprostor (M), nebo ze prvky M jsou
generatory podprostoru (M).



Generatory
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Pro kazdou podmnozinu M C V plati
Q@ M)y={ar-un+---+acu; keNageKuyeM,j=
1,...,k}
@ M = (M) pravé kdyz M je vektorovy podprostor
@ Jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor
Q (V) = {0} c V, triviaIni podprostor.
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Baze a souradnice
©0000000

Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor generovany
jejich sjednocenim, tj. (Ujc;V;), nazyvame souctem podprostorii
V;. Znacime ) ;. V;. Zejména pro V1,..., Vi, C V,

Vit 4 Vi= (LU VU U Vi),

Vidéli jsme, ze kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostori
miizeme vyjadFit jako linearni kombinaci vektori z podprostoril V;.
Protoze vsak je scitani vektorii komutativni, Ize k sobé poskladat
¢leny patfici do stejného podprostoru a pro koneény soucet k
podprostorii tak dostavame

VitVot o+ Vi={vit - +w; vieVii=1.. k}
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Soucet W = Vi + -+ - + V| C V se nazyva primy soucet
podprostori, jsou-li priniky kteréhokoliv V; s podprostory
generovanymi ostatnimi podprostory V; trivialni. V takovém pripadé
|ze kazdy vektor w € W napsat pravé jednim zptsobem jako soucet

W:V1+"'+Vk7
kde v; € V;. Pro pfimé soucty piseme

W=W&  &V=a V.
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Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V,
jestlize (M) = V a M je linearné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery
ma konecnou bazi nazyvame konecnérozmerny, mohutnost baze
nazyvame dimenzi V1. Nema-li V konecnou bazi, fikame, ze V je
nekonecnerozmerny. Piseme dim V = k, k € N, pfipadné k = co.
Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici
v = (vi,...,vk) bazovych vektord. Jde tu predeviim o zavedeni
konvence: U kone¢nérozmérnych podprostorii budeme totiz vzdy
uvazovat bazi v€etné zadaného poradi prvki i kdyz jsme to takto,
striktné vzato, nedefinovali.

Zjevng, je-li (v1,...,v,) bazi V, je cely prostor V pfimym souctem
jednorozmérnych podprostori

V=)D - ®(Va).

1Vsimnéme si, ze trivialni podprostor je generovan prazdnou mnozinou,
ktera je "prazdnou"bazi. Ma tedy trivialni podprostor dimenzi nulovou.



Baze a souradnice
000®0000

Z libovolné koneéné mnoziny generatorii vektorového prostoru V
Ize vybrat bazi. Kazda baze V. ma pritom stejny pocet prvki.

Silngjsi tvrzeni je Steinitzova veta o vymene, ktera fika, ze pro
kazdou kone¢nou bazi a kazdy systém linearné nezavislych vektoril
ve V umime najit podmnozinu bazovych vektoril, které zaménou za
zadané nové vektory daji opét bazi. Miizeme si také sformulovat
zjevné disledky:
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Corollary

© Kazdé dvé baze konecnérozmérného vektorového prostoru maji
stejny pocet vektorii, tzn. Ze nase definice dimenze nezavisi na
volbé baze.

@ Ma3-1i V konecnou bazi, Ize kazdou linearné nezavislou mnozinu
doplnit do baze.

© Baze koneénérozmérnych vektorovych prostorii jsou pravé
maximalni linearné nezavislé mnoziny

@ Baze prostoru s kone¢nou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoZiny generatori
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Necht W, Wy, W, C V jsou podprostory v prostoru konecné
dimenze. Pak plati

Q@ dmW <dmV
Q@ V = W pravé kdyz dim V = dim W
© dim Wi +dim W, = dim(W1 + W2) -+ dim(W1 N WQ).
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Kdyz je mnozina {vi1,...,v,} C V baze, miizeme kazdy vektor
v € V vyjadrit jako linearni kombinaci v = ajvy + -+ + apv,.
Predpokladejme, Ze to udélame dvéma zplisoby:

v=aivi+ -+ apvh = bivi + -+ byvp.

Potom ale

0= (a1 b1) v+t (an— b)- s
a proto a; = b; pro véechna i = 1,..., n. Lze tedy kazdy vektor
zadat pravé jedinym zpasobem jako linearni kombinaci bazovych
vektord.
Koeficienty této jediné linearni kombinace vyjadfujici dany vektor
v € V ve zvolené bazi (vi, ..., v,) se nazyvaji souradnice vektoru

v v této bazi.
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Prifazeni, které vektoru u = ayvi + - - - + apv, pfifadi jeho
soufadnice v bazi v, budeme znacit stejnym symbolem
v:V = K". Ma tyto vlastnosti:?

o viu+w)=yv(u)+v(w), Yuwe V

o v(a-u)=a-v(u); VaeKVue V.

2\/simnéme si, ze operace na levych a pravych stranach téchto rovnic nejsou
totozné, naopak, jde o operace na riznych vektorovych prostorech! Pri této
prilezitosti se také mizeme zamyslet nad obecnym pripadem baze M (mozna
nekoneénérozmérného) prostoru V. Baze pak nemusi byt spocetna, porad ale
jesté mazeme definovat zobrazeni M : V — KM (tj. soufadnice vektoru jsou
zobrazeni z M do K).
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Linearni zobrazeni
®00

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalari K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(ut+v)="~F(u)+f(v), Yu,veV

Q f(a-u)=a-f(u), VaekK, Yue V.



Linearni zobrazeni
®00

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalari K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(ut+v)="~F(u)+f(v), Yu,veV

Q f(a-u)=a-f(u), VaekK, Yue V.
Samoziejmé, ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni

matic:
K'ax— A -xe K"

s matici typu m/n nad K.
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Obraz Imf := (V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina vsech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.
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Obraz Imf := (V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina vsech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.

Theorem

Necht f : V. — W je linearni zobrazeni. Pro vsechny

uuy,...,ux €V, a,...,a € K plati:
Q f(0)=0
Q@ f(—u)=—f(v)

e f(al.u1+...+ak.uk):al.f(u1)+...+ak.f(uk)
© pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz f( V)
vektorovy podprostor ve W.

@ Pro kazdy podprostor Wy C W je mnozina
f~Y(Wy) = {v e V; f(v) € Wi} vektorovy podprostor ve V.




ooe
Jednoduché dusledky

@ Slozeni go f : V — Z dvou linearnich zobrazeni f : V — W a
g : W — Z je opét linearni zobrazeni.

@ Linearni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé kdyz
Imf =W a Kerf = {0} C V. Inverzni zobrazeni k

izomorfismu je opét izomorfismus.
© Pro podprostory Vi, V5, a linearni zobrazeni £ : V — W plati
f(\/l + Vg) = f(Vl) + f(\/g), f(\/l N V2) C f(\/l) N f(V2)
@ Zobrazeni "pfifazeni soufadnic” u : V — K" dané libovolné
zvolenou bazi u = (uy, ..., u,) vektorového prostoru V je
izomorfismus.

© Dva koneénérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé
kdyz maji stejnou dimenzi.

O Slozeni dvou izomorfismii je izomorfismus.
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Opét souradnice
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Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K s dim V = n,
dim W = m a méjme linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou
volbu bazi u = (u1,...,up) na V, v=(v1,...,vp) na W, mame k
dispozici pFislusna pfifazeni soufadnic:

% f - w
-
KI‘I == >Km

Pritom je kazdé linearni zobrazeni jednoznaéné ureno svymi
hodnotami na libovolné mnoziné generatordl, zejména tedy na bazi
u. Odtud pfimo vidime, Ze f,, je dano jako nasobeni matici, do
jejichz sloupci jsou vepsany soufadnice hodnot zobrazeni f(u;) v
bazi v.
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Jestlize za V i W zvolime tentyz prostor, ale s riiznymi bazemi, a
za f identické zobrazeni, vyjadfuje nas postup vektory baze u v
soufadnicich vzhledem k v. Oznaéme vyslednou matici T. Kdyz pak
zadame vektor u

Uu=xiuy + -+ XpUn

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u;, obdrzime souradné
vyjadreni X téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu preskladat poradi
sCitancil a vyjadrit skalary u jednotlivych vektort baze. Podle vyse
uvedeného postupu musi vyjit X = T - x. Tuto matici nazyvame
matice pfechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici
identického zobrazeni idy : V — V:




Opét souradnice
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Matici T prechodu (od baze u k bazi v) ziskame tak, Ze souradnice
vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcti matice T.




Opét souradnice
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Matici T prechodu (od baze u k bazi v) ziskame tak, Ze souradnice
vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcti matice T.

Funkce matice pfechodu je takova, Ze zname-li souradnice x
vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi
vynasobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). Protoze inverzni
zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni, je matice
pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice pfechodu
opacnym smérem, tj. od baze v k bazi u.



Opét souradnice
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Nyni snadno vidime, jak se skladaji soufadna vyjadreni linearnich
zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k
s bazi w, linearni zobrazeni g : W — Z a oznaéme pfislusnou matici
8v.w- Pro matice téchto zobrazeni dostavame ¢imz jsme odvodili:

Bvw o fuy(x) =B - (A-x)=(B-A) x=(gof)uw(x)

pro vsechny x € K". Vsimnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé
invertibilnim maticim.
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Stejny postup nam dava odpovéd na otazku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

idy

Vv vV f w9y

u’i: Ui: :lv :lw’
fuv -1

Kn T > Kn == > Km S > Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/
k v. Je-li tedy A piivodni matice zobrazeni, bude nova dana jako
A = STIAT.
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Stejny postup nam dava odpovéd na otazku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

v idy W dw W

u’i: Ui: :lv :lw’
f, -1

K" T ~ K" u,v - K™ S ~ Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/
k v. Je-li tedy A piivodni matice zobrazeni, bude nova dana jako
A = STIAT.

Ve specialnim prfipadé linearniho zobrazeni f : V — V vyjadfujeme
zpravidla f pomoci jedné baze u prostoru V/, to je prechod k nové
bazi v’ bude znamenat zménu na A’ = T~ LAT.
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