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Permutace

Z mnoziny n pfedmétid vytvarime poradi jejich prvki.
Pro volbu prvniho prvku je n moznosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az nAm nakonec zbude jediny posledni prvek.
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Permutace

Z mnoziny n pfedmétid vytvarime poradi jejich prvki.
Pro volbu prvniho prvku je n moznosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az nAm nakonec zbude jediny posledni prvek.
Proto je na dané kone¢né mnoziné S s n prvky pravé n! riiznych
poradi. Hovofime o permutacich prvkii mnoziny S.
Jestlize si predem prvky v S ocislujeme, tj. ztotoznime si S s
mnozinou S = {1,...,n} n prirozenych Cisel, pak permutace
odpovidaji moznym poradim Cisel od jedné do n.
Dokazali jsme tak:
Pocet rtiznych poradi na konecné mnoziné s n prvky je dan funkci
faktorial:

f(n) = n!
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Kombinace

Pro pocet kombinaci k-tého stupné z n prvki plati (samozrejmé
je k <n)

_(n\ _n(n—=1)...(n—k+1) n!
cln, k) = (k) T k(k—1)...1 (n— kI

Cislam c(n, k) fikame binomicka cisla.

Pokud nam ale zalezi i na poradi vybrané k-tice prvkil, hovofime o
variaci k-tého stupne.
Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro vsechny 0 < k < n (a nula jinak).



Kombinatorické vzorce
®00

Poradi n prvkil, z nichz mezi nékterymi nerozlisujeme, nazyvame
permutace s opakovanim. Necht je mezi n danymi prvky p;
prvki prvniho druhu, py prvkid druhého druhu, ..., px prvki k-tého
druhu, p1 + po + -+ - + px = n, potom pocet poradi téchto prvki s
opakovanim budeme znaéit P(p1, ..., px). Zfejmé plati:

n!

P 1yeeyPk) = —/—.
(1) = o
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Volny vybér prvki z n moznosti, véetné poradi, nazyvame variace
k-tého stupneé s opakovanim, jejich pocet budeme znacit

V(n, k). Predpokladame, ze stale mame pro vybér stejné moznosti,
napf. diky tomu, ze vybrané prvky pred dalsim vybérem vracime
nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Ziejmé plati:

V(n, k) = n*.
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Pokud nas vybér zajima bez zohlednéni poradi, hovofime o
kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet piseme C(n, k).

Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvkii je pro vsechny
0<kalO<n

C(n, k) = (”*:_1).
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V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem
pravdépodobnosti. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou
matematiku (ta ale umi pomoci).
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V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem
pravdépodobnosti. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou
matematiku (ta ale umi pomoci).

Jde o teorii umoznujici posoudit, do jaké miry Ize ocekavat, ze
vybrany model je ve shodé s realitou. K jejimu studiu bude jiz
potfebny dosti rozsahly matematicky aparat a budete ji mit jako
specializovany predmét pozdéji.
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Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkil, kterou nazyvame zakladni prostor.
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Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkil, kterou nazyvame zakladni prostor.
Pro jednoduchost bude pro nas Q konecna mnolina s prvky
w1, ...,w,, pfedstavujicimi jednotlivé mozné vysledky.
Kazda podmnozina A C € predstavuje mozny jev.
Systém podmnozin A zakladniho prostoru se nazyva jevové pole,
jestlize
o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
@ je-li A,B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i
jejich mnozinovy rozdil,
@ jsou-li A,B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich sjednoceni.
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (koneéného) zakladniho
prostoru uzavfieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (koneéného) zakladniho
prostoru uzavfieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Prinik dvou jevil opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\B)=AnNB.




Pravdépodobnost
000®0000

Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevii A;, i € I, odpovida jevu N;c/A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAi,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li ANB =0,

@ jev A ma za dasledek jev B, kdyz A C B,

o je-li A€ A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, pisSeme B = A°.
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:
@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,
@ je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABeA,
@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

@ je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

Diisledky
Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

@ je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

|

Diisledky

Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).

Additivnost plati pro jakykoliv koneény pocet neslucitelnych jevii
A CQ, i€l tj.

P(UiciA)) = > P(A;), kdykoliv je AiVA; =0, i #j, i,j€l.
iel
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Priklad pravdépodobnosti:

Definition (Klasicka konecna pravdépodobnost)

Nech» € je koneény zakladni prostor a necht jevové pole A je
pravé systém vsech podmnozin v €. Klasicka pravdepodobnost je
takovy pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) s pravdépodobnostni
funkci P: A — R,

1Al

P(A) = ar
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Nasledujici véta je promitnutim tzv. kombinatorického principu
inkluze a exkluze do nasi kone¢né pravdépodobnosti:

Theorem
Budte Ay, ..., A, € A libovolné jevy na zakladnim prostoru Q s

Jjevovym polem A. Pak plati
k k=1 K
P(U1A) = D P(A) =) Y P(AINA)
i=1 i=1 j=i+1
k=2 k=1  k

Y3 ) PANANA)

i=1 j=i+16=j+1

+ (=) P(ALN AN N A).
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Nasledujici véta je promitnutim tzv. kombinatorického principu
inkluze a exkluze do nasi kone¢né pravdépodobnosti:

Theorem
Budte Ay, ..., A, € A libovolné jevy na zakladnim prostoru Q s

Jjevovym polem A. Pak plati
k k=1 K
P(U1A) = D P(A) =) Y P(AINA)
i=1 i=1 j=i+1
k=2 k=1  k

+Z Z Z P(AiNA;NA)

i=1 j=i+16=j+1

+ (=) P(ALN AN N A).

Jde o dobry priklad matematického tvrzeni, kde nejtézsi je najit
dobrou formulaci a pak se da fici, ze (intuitivné) je tvrzeni ziejmé.
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Princip inkluze a exkluse

Specialnim pripadem predchozi véty je situace, kdy vsechny
koneéné podmnolniny zakladniho prostoru jsou jevy a viechny
elementarni jevy maji stejnou pravdépodobnost. Ve formuli z
predchozi véty pak vsechny pravdépodobnosti davaji pravé pocet
prvki pfislusnych podmnozin, az na spolecny faktor % kde n je
pocet prvkid zakladniho prostoru. Pak miizeme vycist nasledujici
tvrzeni pro obecnou koneénou mnozinu M a jeji podmnoziny

A1, ..., Ak. Budeme psat |[M| pro pocet prvki mnoziny M, tj. pro
mohutnost mnoziny M.

k
M\ (U1A)] = M| +Z((—1)" Y A m---nA,-j>|).
j=1

1<ii<--<ij<k

Tomuto tvrzeni o mnozinach se fika princip inkluze a exkluze.
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Definition (Nezavislé jevy)

Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor (€,.4, P) a v ném
néjaké jevy Aq, ..., Ax. Rekneme, Ze tyto jevy jsou stochasticky
nezavislé (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné
z nich vybrané jevy A;, ..., A;,, 1 </ < k plati

P(A,’1 n--- ﬂA,‘l) = P(A,’l) % aa© P(A;L,).
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Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevil opét
stochasticky nezavisly. Dale si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoctéme

P(ANB®) = P(A\B) = P(A)—P(ANB) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B)
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Definition (Nezavislé jevy)

Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor (€,.4, P) a v ném
néjaké jevy Aq, ..., Ax. Rekneme, Ze tyto jevy jsou stochasticky
nezavislé (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné
z nich vybrané jevy A;, ..., A;,, 1 </ < k plati

P(A,’1 n--- ﬂA,‘l) = P(A,’l) % aa© P(A;L,).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevil opét
stochasticky nezavisly. Dale si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoctéme

P(ANB®) = P(A\B) = P(A)—P(ANB) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B)

Odtud uz snadno dovodime, ze zaménou jednoho nebo vice
stochasticky nezavislych jevil za jejich opacné jevy obdrzime opét
stochasticky nezavislé jevy.
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Casto se hleda pravdépodobnost, ze nastane alespoit jeden ze
stochasticky nezavislych jevd, tzn. hleddme P(A; U --- U Ag).
Muazeme pak pouzit elementarni vlastnosti mnozinovych operaci,
tzv. de Morganova pravidla,

Al U---UAg :(Aiﬁ"'ﬂAi)C
a dostavame:

P(A1U- - -UAL) = 1—P(ASN- - -NAS) = 1—(1—P(A1)) ... (1—-P(Ay)).
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