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Predmluva

Ptiprava tohoto u€ebniho textu byla motivovdna pfedndSkami pro informatické obory na Masa-
rykové univerzité. Studijni programy jsou tam zaloZeny na preciznim matematickém pfistupu. Chtéli
jsme proto rychle, ale zdroveil pofddné, pokryt zhruba tolik matematiky, jako je obvyklé u vétSich
kurzl v klasickych technickych oborech opfenych o matematické metody. Zaroveii jsme ale nechtéli
rezignovat na Gplny a matematicky korektni vyklad. Chtéli jsme vedle sebe vyloZit i obtiZnéjsi partie

v,
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skute¢nosti pracovat. Nechtéli jsme pfitom za Ctenére feSit, v jakém potadi a kolik ,teorie ¢i ,,praxe*
proditat.

7. téchto podnéth vznikl dvousloupcovy format s oddélenymi teoretickymi tivahami a praktickymi
postupy. Snazime se tim vyjit vstiic jak ¢tendiim, kteff si napred chtéji procvicit postupy pfi feseni
uloh a teprve pak premyslet, pro¢ a jak algoritmy funguji, tak tém druhym, ktef{ si napred chtéji délat

vvvvv

vvvvv

meéli precist iplné vSe. Naopak, méli by mit radost z brouzdan{ textem a prozitku objevovan{ vlastn{
cesticky k matematickému pfibéhu.

Text se v obou svych ¢astech snazi prezentovat standardni vyklad matematiky s akcentem na
smysl a obsah predstavovanych matematickych metod. Resené dlohy procvicuji zdkladni pojmy, ale
zaroven obsahuji i komplexné&jsi piiklady uZiti matematickych modeld.

Teoreticky text je prezentovdn dosti kompaktnim zplisobem, mnoho prostoru je ponechdno pro
dotaZeni podrobnosti ¢tendfi. Uvadéné pifklady se snazi pokryt celou §kdlu sloZitosti, od velmi jed-
noduchych az po perlicky ke skute¢nému premysleni.

Ctendiim bychom radi pomohli:

e presné formulovat definice zdkladnich pojmt a dokazovat jednoduchd matematicka tvrzent,

e vnimat obsah i priblizn€ formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhledt pouZiti matematic-
kych nastroja,

e vstiebat ndvody na uZivani matematickych modelt a osvojit si jejich vyuziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétSinu lidi to znamend hledat si vlastn{ cestu
s tdpanim riznymi sméry (s potfebnym prekondvanim odporu ¢i nechuti). I proto je cely vyklad
strukturovén tak, aby se pojmy a postupy vZdy nékolikrat vracely s postupné rostouci sloZitosti a Sif{
diskuse. Jsme si védomi, Ze se tento postup muzZe jevit jako chaoticky. Domnivame se ale, Ze dava
mnohem lepsi Sanci na pochopeni u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kaZzdého obtiZny — pokud uZ ,rozumime*, nechce se ndm
premyslet o podrobnostech, pokud ,nerozumime®, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro
orientaci v matematice je hledat porozuméni v mnoha pokusech, a to pokud mozno pfi cetb€ v riznych
zdrojich a pfemysleni o souvislostech. Urcité nepovazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj pro
kazdého. Doufdme, Ze miize byt dobrym zacatkem a pifpadné€ i dlouhodobym pomocnikem zvlasté
pro ty, kdo se k jednotlivym ¢4stem budou znovu a znovu vracet.

Pro ulehéeni vicekolového piistupu ke ¢tenf je text doprovazen emotivné ladénymi ikonkami,

v, v

které snad nejen oZivi obvyklou strohou strukturu matematického textu, ale naznaci ¢tendfi, kde by

vvvvvv

ndro¢né pasdze prinejmensim napoprvé viibec necist.

Volba jednotlivych ikonek samozifejmé odrdzi hlavné pocity a pfedstavy autorii. M¢ly by byt
presto dobrym voditkem pro jednotlivé Ctendie, ktefi si sami postupné vytvofi jejich vyznam. Sloupec

zamétfeny na vyklad teorie (uZsi a hust$i sloupec) a sloupec zaméfujici se na piikladovou ¢ast jsou

v, oz

pritom opatfeny odlisnymi sadami ikonek. Co se tyce sloupce teorie, pouzivame ikonky varujici pied
pracnosti/sloZitosti/ndro¢nosti, napf.
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Dalsi oznacuji ne tplné pohodovou zdlouhavost prace a potfebu trpélivosti ¢i nadhledu pfi
proc¢itani nasledujicich odstavci:

A kone¢n€ médme také ikonky vyjadiujici pohodu nebo radost ze hry, tieba ndsledujici

A

Co se tyce prikladového sloupce, tak pouZivdme ikonky
%

AN
v
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pro zékladni piiklady, které by ¢tendf rozhodné mél byt schopen zvlddnout a pokracovat ve ¢teni az
po jejich vyfeSeni, ikonky
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znaci velmi obtizny piiklad a kone¢né ikonka

indikuje, Ze pfi feSeni piikladu je vhodné pouZit vypocetni software.

SnaZzili jsme se sloupce s piiklady sepsat tak, aby byly Citelné prakticky samostatné. Bez ambic{
pochopit hlubsi dGvody, pro¢ uvadéné postupy funguji (nebo s prostym cilem ,,projit pisemkou‘), by
mélo skoro stadit probirat se jen piiklady. To ale neznamend, Ze by bylo moZné je ¢ist bezmySlenkovité
a postupy jen mechanicky kopirovat. I v feSenych prikladech poéitdme s aktivni spolupraci ¢tendi,
ktefi si vétSinou sami musi rozmyslet, jak uvedené feseni funguje a co se vlastné piresné déla.

Definice pojma ¢i popisy jejich vlastnosti pouzivanych pii feSeni piikladt jsou v teoretickém
sloupci casto vyznaceny zatrZenim, aby o né bylo mozno snadno pohledem zavadit. Souvislost
feSenych piikladi s paraleln¢ studovanou teorif je pfitom spiSe volnd, snaZili jsme ale ulehcit preska-
kovani ,,z praxe do teorie a zpét™ co nejvice.

Obsahové je celd ucebnice ovlivnéna piedstavou, Ze pro praktické vyuziti jsou velmi podstatné
metody tzv. diskrétni matematiky, zatimco tzv. spojité modely jsou matematicky dobfe uchopitelna
pribliZzeni veskrze diskrétniho svéta kolem nds. Pocitat koneckonct stejné umime vZdy jen s kone¢né
mnoha raciondlnimi ¢isly nardz. Bez spojité matematiky si ale 1ze jen t€Zko dobfe predstavit koncepty
jako konvergence procesu k limitnimu stavu nebo robustnost vypoctu. Bylo by bez ni také obtizné
pracovat s odhady chyb pii numerickych procesech.



Vsechna témata a velmi podstatnou ¢ast textu jsme v 1étech 2005-2013 postupné ovétovali pii
vyuce studentti informatiky a pozdéji i matematiky na Masarykové univerzité. Paralelné jsme ptitom
vytvorili také podklady pro praktické semindfe matematického modelovini a numerickych metod.
V nich se studenti vénuji skuteénému vyuziti vypoctovych nastroji a modeld.

Celd ucebnice plné pokryva t€émata odpredndSend ve Ctyfech semestrdlnich kurzech matematiky,
a to v plné verzi se ¢tyfmi hodinami predndSek doplnénymi dv€ma hodinami cviceni tydné. V prv-
nim semestru jsme odpfedndseli kapitoly 1 a 2 a vybér z kapitol 3 a 4. V dalS§im semestru pak byly
odpiednaseny kapitoly 5 a 6 a ¢astecné i kapitola 7. Treti semestr je vénovan podstatné ¢asti kapitol
8 a 9 a na Ctvrty semestr pak zbyval vybér z kapitol 10-12, pficemzZ ale teorie graft byla jiz dfive
pfedndSena v jinych informatickych pfedmétech.

Samoziejmé predpokldddme, Ze si Ctendfi a predndSejici vyberou témata a jejich potfadi sami.
Naésledujici obrdzek naznacuje bloky, se kterymi 1ze takto nezdvisle zachdzet.
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Bez vaznych problémt s nadvaznostmi povaZzujeme za mozné zacit druhou, pitou nebo desitou
kapitolou, pfi¢emZ tvodni rozcvicka bude vice ¢i méné uZzitecnd pro vSechny piipady. Tucné Sipky
v obrdzku naznaluji podstatné z4vislosti, ¢drkovanymi oznacujeme piimou zdvislost nebo alespoil
doporuceny postup pro nékteré ¢4sti kapitol.

Kapitoly 11 a 12 jsou tedy do znacné miry nezdvislé na zbytku, naopak ¢4sti ndro€néjSich kapitol
3,4,7, 8,9 se patrné do zdkladnich kurzti matematiky viibec nevejdou. Prakticky v libovolném potady,
resp. paralelné lze prednaset bloky kapitol 1-4, 5-6, piipadné i 10—12 (nebo jejich ¢asti). Naopak
hodné zdvislé na nékterych piedchozich ¢4stech jsou kapitoly 7-9.

Uvodni motiva¢ni kapitola se snaZ{ ilustrovat nékolik pfistupt k matematickému popisu problémd.
PovaZujeme ji skute¢né za rozcvicku, kterou zacindme nejjednodussimi funkcemi (zdkladni kombi-
natorické vzorce). Pak naznaujeme, jak pracovat se zavislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén
(jednoduché diferencni rovnice), uziti kombinatoriky a mnoZinové algebry diskutujeme prostiednic-
tvim kone¢né klasické pravdépodobnosti. Pfedvddime maticovy pocet pro jednoduché tlohy rovinné
geometrie (prdce s pojmem pozice a transformace) a zdvérem vSe trochu zformalizujeme (relace,
uspordddani, ekvivalence). Nenechte se zde uvrhnout do chaotického zmatku rychlym stfidanim t€émat
— cilem je nashromazdit néco malo netrividlnich ndmét k pfemysleni a hledani jejich souvislosti
i pouZiti, jeSté nez zabiedneme do trovné problémi a teorif slozit€jSich. Ke v§em tématiim této tvodn{
kapitoly se ¢asem vratime.

Dalsi dveé kapitoly jsou vénovany zdkladim poctu, ktery umoziiuje praci s vicerozmérnymi daty
i grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry, které jsou zdkladem a kone¢nym vypocetnim ndstro-
jem pro véts§inu matematickych modelti. Nejprve probirdme jednoduché postupy pro préci s vektory
a maticemi, tfeti kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poctu v riiznych linedrnich modelech
(systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencni rovnice, Markovovy procesy, linedarni
regrese). Ctvrtd kapitola pak ilustruje pouZiti maticového poctu v geometrickych tlohdch. Dozvime
se néco malo o afinni, euklidovské a projektivni geometrii.

V tomto okamziku pferusime v textu diskusi diskrétnich modell a pfejdeme ke spojitym. Ukazu-
jeme, Ze pracovat i se slozitymi funkcemi byva jednoduché. Stru¢né feceno, velmi jednoduché Givahy
spojené s popisem okamzitych zmén sledovanych veli¢in umoziiuji délat zavéry pro jejich vlastnosti



lokdlng i globdln€. SloZitosti se poji skoro vyhradné se zvladnutim rozumné velké tfidy funkci, pro
které maji nase postupy byt pouZitelné.

Zalindme proto kapitolou, kde diskutujeme jaké funkce potfebujeme pro nelinedrni modely.
Po polynomech a splajnech postupné diskutujeme pojmy kontinuum redlnych cisel, spojitost, limity
posloupnosti a funkci a derivace funkct, ptipomeneme vSechny zdkladni elementdrni funkce a zivérem
se sezndmime s mocninnymi fadami. Tim je pripravena piida pro klasicky diferencidln{ a integralni
pocet. Ten prezentujeme v kapitole Sesté s dlirazem na co nejpiimocatej$i pochopeni souvislosti /i-
mitnich procesii, integrace a aproximaci.

Sedmad kapitola se vénuje ndznaktim aplikaci a snaZi se co nejvice pfipominat analogie k po-
stuptim jednoduché linedrni algebry. Misto linedrnich zobrazeni mezi kone¢né rozmérnymi vektoro-
vymi prostory tak pracujeme s linedrnimi operacemi mezi vektorovymi prostory funkci. Ty byvaji
definovany bud’integrdlnimi nebo diferencidlnimi operdtory. Zatimco diskusi diferencidlni rovnic ne-
chdvdme na pozdéji, zde studujeme nejprve aproximace funkci s pomoci vzddlenosti definované in-
tegralem (tzv. Fourierovy fady). Pak se vénujeme zdkladm tzv. Fourierovy analyzy, tj. souvislostem
s nékterymi integrdlnimi operdtory (napf. konvoluce) a integrdlnimi transformacemi (zejména Fou-
rierova transformace). Po cesté nahlédneme na abstraktni pojem vzdalenosti v kontextu metrickych
prostorii aneodpustime si ilustrace obecného principu, Ze spojité modely jsou zpravidla ideovym pod-
kladem a zéroveti dobrou aproximaci pro modely diskrétni. PoslouZi ndim k tomu stru¢né nahlédnut{
na problematiky tzv. waveletii a diskrétni Fourierovy transformace.

V osmé kapitole pokracujeme v naSem stru¢ném nastinéni analytickych spojitych metod, ten-
tokrat pro modely s vice proménnymi veli¢inami. Nejprve roz§ifime zdkladni postupy a vysledky
tykajici se derivaci na funkce vice promeénnych, véetné funkci zadanych implicitné a tzv. vazanych
extrémii. Hned poté roz§ifime teorii integrovani o tzv. ndsobné integraly a obecné integrovani po kiiv-
kach, plochédch apod., véetné vykladu obecné Stokesovy véty. Tuto pasaz je mozné vnimat jako stru¢né
nastinén{ zdkladi tzv. globdlnf analyzy. Poté se vénujeme modelim opfenym o zndmou okamZitou
zménu na$ich objektd, tj. diferencidlnim rovnicim.

Devitd kapitola je vénovdna popisné statistice, pravdépodobnosti a matematické statistice. Po
stru¢ném pfiblizeni terminologie a metod popisné statistiky se sezndmime s pojmy pravdépodob-
nostni prostor, nahodnad velicina, hustota pravdépodobnosti, stiedni hodnota ndahodné veliciny, me-
didn, kvantil, rozptyl. Potkdme ptitom piiklady prakticky dtlezitych diskrétnich a spojitych rozdéleni
a budeme se ndznakem vénovat statistickému zpracovani dat, tj. vyb&rovym statistikdm a jejich spo-
lehlivosti, v€etné strué¢nych naznaki rozdilti mezi klasickym frekvenénim a bayesovskym piistupem.

V dalsi kapitole zamifime zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvdme se v ni elementarni teorif
¢isel. Po zavedeni zdkladni terminologie a symboliky se spolu s feSenim hravych teoretickych dloh
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pomérné rychle snazime dospét k tomu, jaké praktické dlohy teorie ¢isel pomdhd fesit a se kterymi
(vyfeSenymi i otevienymi) problémy se tyto tlohy poji. V zavéreénych pasdZich kapitoly jsou strucné
zminény vypocetni aspekty teorie ¢isel a zdkladni postupy v kryptografii s vefejnym kli¢em.

Pfedposledni kapitola se vénuje nejprve obecnym algebraickym strukturdm s diirazem na elemen-
tarni poznatky z teorie grup a okruht polynomu. Jako prfiklady pouZiti jsou zminény zdkladni metody
pocitacové algebry, zejména pouZiti Grobnerovych bdzi pti eliminaci proménnych v polynomiélnich
systémech rovnic. Zminime i néco mélo o uspordddnich, svazech a boolovskych algebrdch a zdvérem
uvadime aplikace algebraickych metod pfi kédovdni dat.

Uplné poslednf kapitola se vraci k diskrétni matematice z jiného pohledu. Je vénovéna zakladnim
pojmim a poznatklim teorie grafl a jejich vyuZitim v praktickych problémech (napf. prohleddvani
do sitky a hloubky, minimdlni pokryvajici kostry, toky v sitich, hry popisované stromy). V zavéru ka-
pitoly jsou také studovany nékteré dalsi problémy a postupy souvisejici s kombinatorickymi vypocty
(zejména se vracime k feSeni rekurentnich rovnic ve chvili, kdy diky spolupréci spojitych a diskrétnich
metod mlzeme vyuZit vytvorujici funkce, které se ukazuji byt v této situaci docela silnym néstrojem).
Pouzita literatura. Jak je u u¢ebnic obvyklé, ptivodni je koncepce celkového usporadani textu a vybér
a kombinace obecnych témat. Autofi pfitom cerpali z mnoha zdroja, €asto jist€ i podvédomné, a necin{
si ndroky na autorstvi Zadnych vysledkt ¢i pouZitych postupti pfi jejich diikazech.

Nekolik u€ebnic vyrazné ovlivnilo jiZ piipravu pfednasek, ze kterych tento text vznikal. Byly to
zejména nasledujici zdroje:



K.F. Riley, M.P. Hobson, S.J. Bence, Mathematical Methods for Physics and Engineering, second
edition, Cambridge University Press, Cambridge 2004, ISBN 0-521-89067-5, xxiii+1232 s.
William J. Gilbert, W. Keith Nicholson, Modern algebra with applications, 2nd ed. John Wiley and
Sons (Pure and applied mathematics), 2004, ISBN 0-471-41451-4, xvii+330 s.
J. Herman, R. Kudera, J. Simga, Metody reSeni matematickych iiloh I, Brno: Masarykova univerzita,
2011. 278 s. ISBN 978-80-210-5636-7.
J. Herman, R. Kudera, J. Sim3a, Metody FeSeni matematickych iiloh II, Brno: Masarykova univerzita,
1997. 355 s. ISBN 80-210-1630-2.
Paul. J. Nahin, When Least is Best, Princeton University Press, 2004, ISBN-13:978-0-691-13052-1,
370 s.
Jifi MatousSek, Jaroslav NeSettil, Kapitoly z diskrétni matematiky, Univerzita Karlova v Praze, Karo-
linum, Praha, 2000, ISBN 80-246-0084-6, 377 s.
Karel Zvara, Josef gtépén, Pravdépodobnost a matematickd statistika, Matfyzpress, Universita Kar-
lova, 2006, ISBN 80-85863-93-6, 230 s.
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KAPITOLA 1

Rozcvicka

»hodnota, zména, poloha*

— co to je a jak to uchopit?

A. Cisla a funkce

S pfirozenymi, celymi, raciondlnimi a redlnymi &isly jiZz pocitat
umime. Zamyslime se, pro¢ raciondlni ¢isla nestaci (byt v poéitaci s ji-
nymi doopravdy pocitat neumime) a pfipomeneme si tzv. ¢isla kom-
plexni (protoZe ani s redlnymi ¢isly si pfi vypoctech nevysta¢ime).

1.1. Najdéte n€jaké redlné ¢islo, které nenf raciondlni.

ReSeni. Jedna z mnoha moznych odpovédi je ~/2. Jiz stafi Rekové
védéli, ze predepiSeme-li plochu &tverce a® = 2, pak nelze najit racio-
ndln{ a, které by piedpisu vyhovovalo. Pro¢?

Vime, Ze kazdé prirozené ¢islo n 1ze jednoznanym zptisobem vy-
jadfit jako sou¢in n = pi' - p5* ... p}*, aZ na poradi v soucinu, kde
D1, - -, Pr jsou po dvou riiznd prvocisla.

Pokud by tedy platilo (p/q)* = 2 pro pfirozend &isla p a g, pak
tedy p?> = 2¢*. Na levé strané mame v rozkladu na prvocisla 2" se
sudym r (pfipadné r = 0), na pravé strané ale bude vZdy mocnina
dvojky lichd. To je spor s na§im tvrzenim a tedy pfedpoklad nemiZe
platit a Zddné raciondlni ¢islo nemidZe mit za svoji druhou mocninu

dvojku. ]

Cilem prvni kapitoly je uvést ¢tenafe do fascinujiciho svéta
matematického mysleni. Vybirdme si k tomu co nejkonkrétné;jsi
priklady modelovan{ redlnych situaci pomoci abstraktnich objektt
a souvislosti. Zdroveti projdeme nékolik témat a postupt, ke kte-
rym se postupné budeme vracet a v zavéru kapitoly se budeme
chvili vénovat samotnému jazyku matematiky (se kterym budeme
jinak zachazet spiSe intuitivné).

Yy

O co jednoduss{ jsou vychodiska a objekty, se kterymi zde
budeme pracovat, o to sloZitéjsi je pochopit do diisledku jemnosti
pouZitych néstroji a postupti. VEtSinou je mozné proniknout k pod-
staté véci teprve v jejich souvislostech. Proto je také predstavujeme
hned z n€kolika pohledl zaroveri.

Piechazeni od tématu k tématu se moZnd bude zdat jako
zmatecné, ale to se jisté postupné spravi pii nasich ndvratech k jed-
notlivym dvahdm a pojmim v pozd&jsich kapitolach.

Nazev kapitoly Ize chépat i jako nabaddani k trpélivosti. I nej-
jednodussidlohy a dvahy budou snadné jen pro ty, kteti uZ podobné
fesili. K postupnému poznani a ovladnuti matematického myslen{
vede jen pozvolnd a spletita cesta.

Yy

Zac¢neme s tim nejjednodussim: obyCejnymi Cisly.

1. Cisla a funkce

Lidé odjakZiva cht&ji mit jasno, ,kolik” nééeho je, pfipadné

. »7a kolik® to je, ,jak dlouho™ néco trva apod.

“5» Vysledkem takovych tvah je vétSinou né&jaké

2 ,Cislo®. Za Cislo pfitom povaZujeme néco, co

i ~ umime sc¢itat a ndsobit a spliiuje to obvyklé

zakonitosti, al uz v8echny nebo jen nékteré. Napiiklad vysledek

s¢itan{ nezavisi na potadi, v jakém ¢isla s¢itdme. Mame k dispozici

¢islo nula, které prictenim vysledek nezméni, ¢islo jedna, kterym

muazeme ndsobit, aniz bychom zménili vysledek, apod.

Nejjednodussim prikladem jsou tzv. ¢isla prirozend, budeme

je znait N = {0, 1,2,3,...}. V§imnéme si, Ze jsme mezi pfiro-
zend Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v informatice.

Pocitat ,jedna, dv&, tfi, “ se ufi déti uz ve
Skolce. O néco pozdéji se setkdvdme s Cisly celymi

Z = {..,-2,—-1,0,1,2,...} a nakonec si zvykneme na
desetinna ¢isla a vime, co znamena 1,19-nasobek ceny diky 19%
dani z pfidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti ¢isel. Abychom mohli s &isly pracovat opravdu,
musime se jejich definici a vlastnostem véno-
vat porddnéji. V matematice se tém zdkladnim
tvrzenim o vlastnostech objektd, jejichz plat-
nost predpokldddme, aniZ bychom se zabyvali jejich dokazovanim,
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1.2. Poznamka. Lze dokonce dokézat, Ze odmocnina pfirozeného
stupné z prirozeného ¢isla je bud prirozend, nebo neni raciondln{ (viz
[T95])).

1.3. Najdéte feSeni rovnice x> = b pro libovolné redlné &islo b.
ReSeni. Vime, Ze tato rovnice ma vZdy feSeni x v oboru redlnych &isel,
pokud je b nezdporné. Jestlize je b = —1, pak ale zjevné takové redlné
x existovat nemiZze. Musime proto najit vétsi obor Cisel, ve kterém uz
feSeni existovat bude.

K redlnym ¢&islim nejprve pfiddme nové &islo i, tzv. imagindrni
Jednotku a zkusime dodefinovat s¢itdni a ndsobeni tak, abychom i na-
ddle zajistili obvyklé chovani ¢isel, jak je shrnuto v odstavci [Tl

Jist€ musime umét nové ¢islo i ndsobit redlnymi Cisly a vysledky
s¢itat s jakymikoliv redlnymi ¢isly. Nutné proto musime v novém
¢iselném oboru komplexnich cisel C pracovat s formdlnimi vyrazy
z=a+1ib.

Aby byly splnény vlastnosti asociativity a distributivity, zavedeme
s¢itdn{ tak, Ze se nezdvisle s¢itaji redlné sloZky a imagindrni slozky.
Stejné tak chceme ndsobeni tak, jak by se ndsobily dvoj¢leny redlnych
&isel s jedinym dodatednym pravidlem i? = —1, tj.

(@+ib)+(c+id) =@+c)+i(b+d),
(a+ib) - (c+id) = (ac —bd)+i(bc+ ad).
]

Redlnému Cislu a fikdme redlna slozka komplexniho Cisla z, redl-
nému c¢islu b pak imagindrni slozka komplexniho ¢isla z, piSeme
re(z) = a,im(z) = b.

1.4. Ovéfte, Ze skutecné€ plati vSechny vlastnosti (KG1-KG4),
(01-04) a (P) skalart z .

ReSeni. Nulou je &islo 0 4 i 0, jednickou &islo 1 + i 0, obg tato &fsla
pro jednoduchost opét piSeme jako 0 a 1. VSechny vlastnosti se ovefi

pfimocarym vypoctem. ]

Komplexni ¢islo je dano dvojici redlnych ¢isel, jde tedy o bod
v redlné roving R
1.5. Ukazte, Ze vzdalenost komplexniho ¢isla z = a+i b od pocatku
(znacime ji |z]) je ddna vyrazem zz, kde Z je komplexné sdruZené cislo
a—ib.
ReSeni. Sou¢in

7z = (@ +b» +i(—ab+ ba) = a* + b*

je vzdy redlné &islo a ddvd ndm skute¢né kvadrit vzdalenosti Cisla z
od po&itku 0. Plati tedy |z|* = zz. O

tikd axiomy. Vhodna volba axiomu predurcuje jak dosah z nich vy-
chézejici teorie, tak jeji pouZitelnost v matematickych modelech
skute¢nosti.

Uvedme si ted zdkladni vlastnosti operac{ s¢itiani a ndsobeni
pro nase pocty s Cisly, kterd piSeme jako pismenaa, b, c, . ... Ob¢

tyto operace funguji tak, Ze vezmeme dv€ Cisla a, b a aplikac{
s¢itani nebo ndsoben{ dostaneme vysledné hodnotya +b aa - b.

—

Vlastnosti s¢itani:

VLASTNOSTI SKALARU —

(KG1) (a+b)+c=a+ (b+c), provsechnaa, b, c
(KG2) a+b=>b+a, provsechnaa, b
existuje ¢islo 0 tak, Ze pro vSechna a plati
(KG3)
a+0=a
(KG4) pro v8echna a existuje b takové, Zea +b =0

Vlastnostem (KG1)-(KG4) fikime vlastnosti komutativni
grupy. Jsou to po tadé asociativita, komutativita, existence
neutrdlniho prvku (fikdme u s¢itani také nulového prvku), exis-
tence inverzniho prvku (fikdme u scitani také opa¢ného prvku
k a a zna¢ime ho —a).

Vlastnosti nasobeni:

(On) (a-b)-c=a-(b-c), provsechnaa, b, c

(02) a-b=>b-a, provsechnaa, b

(03) existuje ¢islo 1 tak, Ze pro vSechnaa plati 1 -a = a
(04) a-(b+c)=a-b+a-c, proviechnaa, b, c

Vlastnosti (O1)—(04) se postupné nazyvaji asociativita, komutati-
vita, existence jednotkového prvku a distributivita s¢itani vaci na-
soben.

MnoZiny s operacemi 4+, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4),
(O1)—~(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi vlastnosti nasobeni:

P) pro kazdé a # 0 existuje b takové, Zea - b = 1.
(O a-b =0, potombuda = 0nebo b = 0.

Vlastnost (P) se nazyvd existence inverzniho prvku vzhledem k na-
soben{ (tento prvek se pak znaci a~1) a vlastnost (Ol) fikd, 7 nee-
xistuji ,,délitelé nuly*.

je-li

Vlastnosti t€chto operaci s¢itdni a ndsobeni budeme soustavné

- vyuzivat, aniZ bychom museli pfesné védét, s ja-
kymi objekty skute¢né pracujeme. Tak se dostaneme
k obecnym matematickym ndstrojim, je v8ak vZdy
> dobré mit piedstavu o typickych piikladech.

Cela ¢isla Z jsou dobrym piikladem komutativni grupy, pfiro-
zena Cisla nikoliv, protoZe nespliiuji (KG4) (a ptipadné neobsahuji
neutraln{ prvek, pokud nékdo nulu do N nezahrnuje).

KdyZ komutativni okruh navic spliiuje i vlastnost (P),
hovotime o poli (Casto také o komutativnim télese).

Posledni uvedena vlastnost (Ol) je automaticky splnéna, po-
kud plati (P). Opa¢né to ovSem neplati a tak fikdme, Ze vlastnost
(O]) je slabsi nez (P). Napf. okruh celych ¢isel Z nesplituje (P), ale
splituje (OI). Hovoiime v takovém piipadé€ o oboru integrity.

Vsimnéme si, Ze mnoZina vSech nenulovych prvkd v poli
spole¢né s operaci ndsobeni spliiuje (O1), (02), (03), (P), a je
proto také komutativni grupa. Jen se misto s¢itdni mluvi o naso-
beni. Jako priklad midZeme vzit v§echna nenulova redlnd Cisla.
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1.6. Poznamka. Vzddlenost |z| nazyvame t€Z absolutni hodnotou

komplexniho ¢&isla z.

1.7. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Nejprve uvazme kom-
plexni ¢isla tvaru z = cos ¢ + i sin ¢, kde ¢ je redlny parametr udava-
jici thel mezi redlnou pfimkou a spojnici z s po¢atkem (méfeny v klad-
ném smyslu). Tato &isla popisuji pravé vSechny body na jednotkové
kruznici v komplexni rovin€. Kazdé nenulové &islo z pak lze pravé

jednim zpisobem napsat jako
z = |z|](cos ¢ + i sing).

Cislu ¢ fikdme argument komplexniho &fsla z.

1.8. Néasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru. Méjme
ddna &isla z; = |z1| (cos ¢y + i sing;) a zo = |z2] (cos @y + i singy),
a upravujme jejich soucin:
7122 = |z1] (cos @1 + i singy) - [z2] (cOs @ + i singy) =
= |z1llz21[cos 1 cos g, — sin g sin go+
+ i (cos @ sing; + sin g cos )] =
= |z1llz2] [cos(@1 + ¢2) + i sin(p1 + @2)],
kde posledni rovnost je disledkem souctovych vzorct pro goniomet-

rické funkce. Opakovanou aplikac{ pfedchoziho vztahu na soucin ¢isla

z sama se sebou dostavame tzv. ,,Moivreovu vétu“:

7" =[|z|(cos @ + i sin@)]" = |z|"(cos(ng) + i sin(ng)).

1.9. Vyjadrete ¢islo z; = 2 + 3i v goniometrickém tvaru a naopak
¢islo zo = 3(cos(mr/3) + i sin(w/3)) v algebraickém tvaru.

ReSeni. Absolutni hodnota daného &isla (vzddlenost bodu s kar-
tézskymi soufadnicemi [2,3] v roviné od pocatku soufadnic) je
V22432 = 4/13. Z pravouhlého trojdhelnika v obrdzku pak

snadno spoéteme sin(¢p) = 3/4/13, cos(p) = 2/+/13. Je tedy
@ = arcsin(3/4/13) = arccos(2/4/13) = 53,3°. Celkem

=13 |:cos (arccos \/%) +i sin (arcsin %)] .

Pfevod komplexniho &isla z goniometrického do algebraického tvaru

je jesté jednodussi:

1 3 3 343
Z2=3(cos%+isin£)=3(—+'£)=—+i£. O

3 2 2 2 2

Prvky né€jaké mnoZiny s operacemi + a - spliiujicimi (ne nutné
vSechny) vySe uvedené vlastnosti (tj. komutativni okruh, obor inte-
grity, pole) budeme nazyvat skaldry. Budeme pro n¢€ vesmés uZivat
mald latinskd pismena ze zacatku nebo konce abecedy.

Vsechny vlastnosti (KG1)-(KG4), (O1)-(04), (P), (OD)
z nasich dvah je tfeba brat jako axiomatickou definici ptislusnych
matematickych pojmt. Pro naSe potfeby bude stadit si prubéZzné
uvédomovat, Ze pri dalSich diskusich budeme dusledné pouZivat
pouze tyto vlastnosti skalarti a Ze i naSe vysledky proto budou
platné pro vSechny objekty s témito vlastnostmi.

V tomto je prava sfla matematickych teorii — nejsou platné
jen pro konkrétni feSeny piiklad. Naopak, pfi rozumné vystavbé
maji vZdy univerzilni pouziti. Budeme se snaZit tento aspekt
zdtirazhovat, pfestoZe nase ambice mohou byt v ramci dané¢ho roz-
sahu ucebnice jen velice skromné.

1.2. Existence skalart. K tomu, aby ale skute¢né bylo mozné
41, budovat matematickou teorii, je tfeba ovéfit, Ze takové

objekty mohou existovat. Pro pofadek si proto budeme
N v . . ~v_ 7 ~ z
A postupné ukazovat, jak je mozZné zkonstruovat zakladni
¢iselné obory. Pro konstrukei pfirozenych ¢isel zaéneme
s predpokladem, Ze vime, co jsou to mnoziny.

Prazdnou mnoZinu si ozna¢ime @ a definujeme

(1.1) 0:=0, n+1:=nU{n},

neboli
0:=0, 1:={0}, 2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Timto zdpisem fikdme, Ze pokud uZ mame definovana vSechna
¢isla 0, 1, 2, ...n, pak &islo n + 1 definujeme jako mnoZinu v§ech
predchozich (tj. jiz definovanych) &isel.

Pfirozena ¢isla takto ztotoZiiujeme s pocty prvkt konkrétnich
mnozin. Cislo n je mnoZina, kterd ma n prvki a dvé pfirozend &isla
a, b jsou stejnd, prave kdyz piisluiné mnoziny maji stejné mnoho
prvki. V teorii mnoZin se misto slovniho spojeni ,,pocet prvki
mnoZiny* pouZiva pojem ,,mohutnost mnoZiny*“. Tento pojem ma
smysl (na rozdil od toho pfedchoziho) i pro nekone¢né mnoZiny.

Na prvni pohled je také vidét obvykla definice usporadani
ptirozenych cisel podle velikosti (o Cislu a fekneme, Ze je ostie
mensi neZ b tehdy a jen tehdy, kdyZ a # b aa C b jako mnoZina).
Dalsim formalnim krokem by méla byt definice s¢itdni a ndsobeni
a diikaz vSech zdkladnich vlastnosti pfirozenych Cisel, véetné vyse
uvedenych axiomli komutativniho okruhu. Snadno 1ze napf. uka-
zat, Ze kazda podmnozina v N ma nejmensi prvek a spoustu dalSich
vlastnosti, o kterych zpravidla uz davno nepremyslime a mame je
za samoziejmé.

Nebudeme se tu konstrukei éiselnych oborti zabyvat podrobné
a predpokladame, Ze ¢tendr ¢isla raciondlni (Q), redlna (R) a kom-
plexni (C) divérné zna. Pfi dal§im vykladu budeme obcas jen
pripominat teoretické i praktické souvislosti. Podrobné bude kon-
strukce raciondlnich &isel z pfirozenych diskutovana v [C40. Kon-
strukei redlnych ¢isel bude vhodné zminit pfi studiu limitnich pro-
cest pozdéji a jiz difve budeme z rtiznych algebraickych pohledt
zkoumat ¢isla komplexni. Titulni obrazek kapitoly naznacuje, jak
je mozné vnimat ¢iselné obory jako vnorené jeden do druhého (tj.
komplexni rovina obsahuje mnohokrat vlozen4 pfirozend nebo celd
Cisla, redlnou primku atd.).
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1.10. Vyjadfete z = cos O+cos 5 +i sin 5 v goniometrickém tvaru.

ReSeni. Pro vyjddfeni &isla z v goniometrickém tvaru potfebujeme
zjistit jeho absolutni hodnotu a argument. Nejprve ur¢eme absolutni
hodnotu:

|z| = \/(cos0+cos ) + (sin§)? = \/(1 + %)2 + <*/7§>2 = 3.

Nyni pro argument ¢ plati:

re(z) 1+ % V3 . im(z) 1
cos @ = H = 7 =5 sing= E =5
tedy ¢ = m/6. Celkem jsme tak ziskali
z=\/§<cos%+isin%). |

1.11. Pomoci Moivreovy véty vypocitejte

b \31
(cosg + i sin g) .

ReSeni. Thned dostavame

( 7r+. . 7r> 3171+_ . 31m
cos — 4+ sin — =c0S — +1i sin— =
6 6 6 6 v
7 7 3 1
=cos?ﬂ+isin?ﬂ=—7—i§. |

i 14
1.12. Zjednoduste -
2+

ReSeni. Zjednoduienim rozumime zejména odstranéni komplexnich
¢isel ze jmenovatele zlomku. Zlomek proto roz$ifime komplexné
sdruzenym vyrazem ke jmenovateli (tim dostaneme ve jmenovateli
redlné Cislo):
1+
241

(I+iQ2—-i) 3+i

= = D
QC+H2—-10) 5

Dalsi piiklady pro osvojeni zdkladnich vlastnosti komplexnich
¢isel viz ||[C9A| a nasledujici piiklady.

1.13. Komplexni ¢isla nejsou pouze ndstrojem, abychom ziskali
»divnd“ feSeni kvadratickych rovnic, ale jsou potfeba i k tomu,
abychom urcili redlnd feSeni kubickych rovnic. Jak vyjadfit feSeni
kubické rovnice

X 4ax +bx+c=0

pomoci redlnych koeficientll a, b, ¢? Ukazme si metodu, na kterou
prisli v Sestnactém stoleti panové Ferro, Cardano, Tartaglia a mozna
dal§i. Zavedme substituci x := ¢ — a/3 (abychom odstranili kvadra-

ticky €len v rovnici), dostaneme rovnici:
£+ pt+q=0,

kde p = b—a*/3aq = ¢+ (2a® — 9ab)/27. Nyni zavedme neznimé

u, v splitujici podminky u 4+ v =t a 3uv + p = 0. Dosazenim prvni

Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s ¢isly ma-
nipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, af uZ jejich
hodnota je nebo neni pfedem zndma.

1.3. Skalarni funkee. Casto pracujeme s ¢&iselnou hodnotou,
kterd neni dana jako konkrétni &islo. Misto toho
néco vime o zdvislosti nasi hodnoty na hodnotach
jinych. Formdlng piSeme, 7e hodnota y = f(x) nasi
,,Zavislé” proménné veli¢iny y je ddna ,nezdvislou*
Vehcmou x. Pritom mtZeme znalost f brat formalné (prosté je to
néjakd, blize nespecifikovand, zavislost) nebo operacné, tj. f(x)
je dano vzorcem posklddanym z (prozatim si predstavme konecné
mnoha) zndmych operaci. Pokud je hodnotou skaldr, hovofime
o skaldrni funkci. Kazda funkce je definovana na néjaké mnoZing,
mluvime o definicnim oboru funkce, a mnoZina vSech hodnot je
pak tzv. obor hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f dany pouze ptiblizné
nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tivah pak byva z neformélniho po-
pisu zavislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je popisuji,
nebo asponi explicitn{ vyjadieni pro konkrétni hodnoty zavislych
proménnych, pfipadné jejich pfibliZeni. Podle typu tlohy a cile pra-
cujeme:

e s piesnym a kone¢nym vyrazem

e s nekoneénym vyrazem

e s priblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétSinou
s vyCislenou moZnou chybou)

e s odhadem hodnot s vy&islenim jejich pravdépodobnosti apod.

Skalarni funkci je napf. roénf mzda pracovnika néjaké firmy
(hodnoty nezdvislé veli€iny, tj. defini¢ni obor funkce, jsou jednot-
livi pracovnici x z mnoZiny vSech sledovanych pracovnikt, f(x)
je jejich ro¢ni mzda za dané€ obdobi). Stejné tak mtizeme sledovat
mésiéni mzdu konkrétntho pracovnika v Case (nezavislou hodno-
tou je Cas v mésicich, zavislou piijem v jednom kazdém mésici). Ji-
nym pfikladem je tfeba plocha obrazce v roving, objem télesa v pro-
storu, rychlost konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté pred-
stavit, Ze ve v8ech uvedenych pfipadech mize byt hodnota diana
néjakou volné popsanou souvislosti nebo naméfena priblizn€ nebo
odhadnuta atd.

14. Operacne definované funkce. Funkce muZeme mit dany
_ vyctem jejich hodnot — napt. ve firmé je jen konecné
mnoho zaméstnancll a umime sestavit tabulku s jejich

£ aktudlnimi mé&si¢nimi platy. Cast&ji ale mame misto
hodnot praV1dla jak k hodnotam dojit.

FUNKCE FAKTORIAL l

eh 1|
Dulezitou skalarni funkei na pfirozenych &islech je faktoridl,
ktery definujeme vztahy

JFO =1, fm)=n-f -1
pron=1,2,.... PiSeme f(n) = n! adefinice zjevné znamena

nl=n-(n—1)-...-1.
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podminky do ptivodni rovnice dostdvdme
u3—|—v3—|—(3uv—|—p)(u—|—v)+q =0,

dosazenim druhé pak

3
6 3 P
-2 =0,
u +qu 7

co? je kvadratickd rovnice v nezndmé s = u>. Mdme tedy

2 3

Joa ., @b
Y . QI 5 M
" \/2 4 27

Celkem pak zpétnym dosazenim

(1.1) x=—p/3u+u—a/3.

Ve vyrazu pro u se vyskytuje tfeti odmocnina. Abychom dostali
vSechna tfi feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocninami.
Rovnice x*

komplexnich ¢isel (Zakladni véta algebry, viz (T20)). Vsechna tato

= a,a # 0, snezndmou x ma totiz pravé tfi feSeni v oboru

feSeni nazyvame tieti odmocninou z &isla a. Je tedy vyraz /a v kom-
plexnim oboru trojznacny. Pokud se chce pfisoudit vyrazu /a jedno-
znacny vyznam, pak se za tfet{ odmocninu uvaZzuje feSeni s nejmensim
argumentem.

Navic jesté dodejme, Ze pri popsaném postupu se mohlo vyskyt-
nout déleni nulou. V tom piipad¢ je nutno pouZzit jiného (vétSinou

snadnéjsiho) postupu.

1.14. Reste rovnici

B4+ =-2x—1=0.

ReSeni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nema raciondlni kofeny Do-
sazenim do ziskanych vztahii ziskdme p = b — a?/3 = —7/3,

q = —7/27, pro u pak dostdvame
V28 £ 12/—147
6 b

kde miizeme teoreticky volit aZ Sest moZnosti pro u (dvé volby zna-

ménka plus ¢i minus a k tomu tfi nezdvislé volby tfeti odmocniny).
Jak v8ak snadno nahlédneme, dostavame pro x pouze tfi riizné hod-

noty. Dosazenim do (||I||) pak jeden z kofeni m4 tvar
14 V28 —84i/3 1
N 8 68 iv/3 Sy

V/3(28 — 84i/3)

Obdobné pro ostatni dva kofeny (pfiblizné¢ —0,445 a —1,802). Jak

jsme predeslali, vidime, Ze i kdyZ se ve vzorcich pro kofeny vyskytuji

komplexni &isla, tak vysledek je redlny. ] l

Nase definice funkce faktorial fik4, jak se zméni hodnota f (n),
kdyZ zménime hodnotu n o jednicku. Vzorec pro n! jiz explicitné
fik4, kolik to je doopravdy. V tomto pfipadé to neni piili§ efektivn{
vzorec, protoZe se jeho slozitost zvétSuje s rostoucim n, lepsi ale
tézko hledat.

Podivejme se jest¢ na obyCejné sCitani prirozenych Cisel jako
na opera¢né definovanou skaldrni funkci. Definiénim oborem je
mnoZina vSech dvojic (a, b) pfirozenych &isel. Definujeme a + b
jako vysledek procedury, ve které k a nékolikrat po sobé pficitame
1. Tak jsme vlastn€ obecné a + 1 definovali v rovnicich (). Pfi
kazdém pric¢teni odebereme z b nejvétsi prvek a postupujeme tak,
dokud neni b prazdna (tj. b se postupné zmensuje o jednicku a
v kazdém kroku nam k4, kolik jeSté zbyva pricist).

Je evidentni, Ze takto definované s¢itan{ sice je dano (iterativ-
nim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické pocitani. Tak
tomu bude v naSem vykladu ¢asto — teoreticky korektni definice
pojmu ¢i operace neznamend, Ze Gkony s nimi spojené jsou efek-
tivn€ vykonavatelné. Pravé k tomu budeme postupné rozvijet celé
teorie, abychom praktické nastroje ziskavali. Co se tyée pfiroze-
nych ¢isel, od Skolky je umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou
mald), pro vétsi zndme ze zdkladni Skoly algoritmus pisemného
s¢itani a s velkymi si poradi pocitace (pokud nejsou pfilis velkd).

2. Kombinatorické veli¢iny

Typickym , kombinatorickym™ problémem je napocitat, ko-
; lika riznymi zplsoby se miZe néco stat. Napf. ko-
_lika zpGsoby lze vybrat v samoobsluze dva rizné

sendvic¢e z dané nabidky? Myslime si pfitom, Ze
2 jsou vSechny sendvice v regalu po dvou rizné nebo
rozliujeme jen rdzné typy sendvic¢u? Pripoustime pak, Ze si také
muazeme vzit dva stejné? Nepieberné takovych otdzek mame u ka-

retnich a jinych her.

Pti feSeni konkrétnich problémt vét§inou pouzivime bud’tzv.
»pravidlo soucinu®, kdy v navzdjem nezdvislych tkonech kombi-
nujeme kazdy vysledek s kazdym, nebo ,pravidlo souctu”, kdy
s¢itdme pocty pro riizné neslucitelné moZnosti.

J PRAVIDLO sOUCTU A SOUCINU

Prakticky to uvidime v mnoha piikladech.

1.5. Permutace. Jestlize z mnoZiny n pfedméth vytvaiime néjaké
poradi jejich prvkil, mame pro volbu prvniho prvku n moZnosti,
dalsi je volen z n — 1 moZnosti atd., aZ ndm nakonec zbude je-
diny posledni prvek. Zjevné tedy je na dané kone¢né mnoziné
S s n prvky pravé n! riznych poradi. Procesu uspotfddavani prvki
mnozZiny S fikdme permutace prvkd mnoZiny S. Vysledkem per-
mutace je pak vZdy néjaké poradi prvka. JestliZe si pfedem prvky
v § olislujeme, tj. ztotoZnime si S s mnozinou S = {1,...,n},
kterd ma n pfirozenych Cisel, pak permutace odpovidaji moznym
pofadim ¢isel od jedné do n. Mame tedy piiklad jednoduché ma-
tematické véty a nasi pfedchozi diskusi je mozné povazZovat za jeji

dukaz:

J PocC¢ET PERMUTACT

Tvrzeni. Pocet p(n) riiznych poradi na konecné mnoziné s n prvky
Jje dan zndmou funkci faktorial:

(1.2) p(n) =n!

10
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B. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrat s pfirozenymi Cisly, kterd budou
popisovat rtizné nedélitelné predméty nachazejici se v naSem Zivotnim
prostoru a budeme se zabyvat tim, jak spocitat pocet jejich usporddéni,
pfeusporadani, vybért a tak podobné. Ve velké vétSin€ takovychto pro-
blému Ize vystacit se ,,selskym rozumem®. Sta¢i vhodné pouZzivat pra-

videl souctu a soucinu, kterd si ukdZeme na néasledujicich piikladech:

1.15. Maminka chce Jenikovi a Marence rozdélit pét hrusek a Sest
jablek. Kolika zptsoby to mizZe udé€lat? (Hrusky mezi sebou povazu-
jeme za nerozliSitelné, stejné tak jablka. Pfipoustime, Ze n&které z déti

nic nedostane.)

ReSeni. P&t hrusek samostatné miize maminka rozdélit Sesti zptisoby.
(Rozdé€leni je uréeno tim, kolik hrusek d4 Jenikovi, zbytek pfipadne
Mafence.) Sest jablek pak nezdvisle sedmi zptisoby. Podle pravidla

soucinu pak ob& ovoce soucasné muze rozdélit 6 - 7 = 42 zptisoby. [

1.16. Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel, kterd za¢inaji cifrou 1 a ne-

kondi cifrou 2, nebo konéi cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.

ReSeni. Mnozina uvazovanych &isel je slozend ze dvou disjunktnich
mnozin, totiz ¢isel, kterd zac¢inaji cifrou 1 a nekondi cifrou 2 (prvni
mnozina) a ¢isel, kterd nezacinaji cifrou 1 a koncf cifrou 2. Celkovy
pocet popsanych ¢isel dostaneme podle pravidla souétu tak, Ze se¢teme
podty cisel v t€chto dvou mnoZindch. V prvni z t€chto mnoZin mdme
¢isla tvaru ,,1XXY*, kde X je libovolnd cifra a ¥ je libovolnd cifra
mimo dvojky. MiiZeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezdvisle
na tom miZeme provést deset voleb tieti cifry a opét nezavisle devét
voleb posledni cifry. Tyto tfi nezdvislé volby jednozna¢né urcuji dané
¢islo a podle pravidla souc¢inu mdme tedy 10 - 10 - 9 = 900 takovych
¢isel. Obdobn€ ve druh€ skupiné mame 8 - 10 - 10 = 800 &isel (na
prvni cifru mdme pouze osm moZnosti, nebof ¢islo nemize zacinat
nulou a jedni¢ku mame zakazanu). Celkem podle pravidla souctu je
900 + 800 = 1700 uvaZovanych &isel. O

1.17. Urcete pocet zplisobd, jak 1ze na Sachovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a Cernou véZ tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném fadku
ani sloupci).
ReSeni. Nejprve umistime napf. bilou v&Z Pro ni mdme na vybér
z 8 poli. Ve druhém kroku umistime véZ ¢ernou. Nyni mame ,,k dis-
pozici* 72 poli. Podle pravidla sou¢inu je vysledek 82 - 72 = 3 136.
O
V nésledujicich piikladech uz budeme pfi feSeni pouzivat pojmt
kombinace, permutace, variace (pfipadné s opakovdnim), které jsme

definovali v odstavcich I3 a -4 teoretického sloupce.

1.6. Kombinace a variace. Dal$im jednoduchym piikladem
Y hodnoty uréené vzorcem jsou tzv. kombinacni ¢isla,
ktera vyjadruji, kolika zptsoby lze vybrat k riiznych
rozlisitelnych pfedmétd z mnoZiny n predmétd.
Zjevné mame
nn—1---(m—k+1)

moznych vysledki postupného vybéru nasich k prvka, pritom ale
stejnou vyslednou k—tici dostaneme v k! riznych poradich. Pokud
nam zaleZ{ i na pofadi vybrané k-tice prvkd, hovofime o k-prvkové
variaci.

Jak jsme si pravé ovéfili, poCet kombinaci a variaci udavaji
nasledujici vzorce, které také nejsou pro vypocet moc efektivni pfi
velikych k a n, protoZe obsahuji vyrazy pro faktorialy.

KOMBINACE A VARIACE

Tvrzeni. Pro pocet c(n, k) k-prvkovych kombinaci z n prvki, kde
0 <k <n, plati

c(n, k) = <

n) _nn=1)...(n—k+1)
(1.3) k . k(k—1)...1
T =k
Pro pocet v(n, k) variaci plati
(1.4) vin,k)=nn—1...n—k+1)

pro vSechna 0 < k < n (a nula jinak).

Kombinagni &islo (;) Steme ,n nad K a nazyvame ho
také nékdy binomickym cislem. Tento nazev Cisla dostala od tzv.
binomického rozvoje, tj. rozndsobeni n-t¢ mocniny dvojélenu.
Pocitdame-li totiZ (a + b)", bude koeficient u mocniny a*b"~* pro
kazdé 0 < k < n roven pravé poctu mozZnosti, jak vybrat k—tici
z n zavorek v soucinu (ty, kde bereme do vysledku a). Plati proto

n
(a +b)" = <n>akbn_k.
2
Vsimnéme si, Ze pro odvozeni jsme potiebovali pouze distributi-
vitu, komutativitu a asociativitu nasobeni a s¢itdni. Formule (CH)
proto plati v kazdém komutativnim okruhu.

Jako dal8i jednoduchou ukédzku, jak vypadd matematicky
dikaz, si odvodme nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinaénich
¢islech. Pro zjednodusSeni formulaci definujme (Z) = 0, kdykoliv
jebudk < Onebok > n.

(1.5)

1.7. Tvrzeni. Pro vSechna prirozend cisla k a n plati
(1) (Z) 1= (nzk)’
n+ n n

) () = () + ()
(3) 2h=o () =2".
(4) Yhook() =n2""".

Dtkaz. Prvnf tvrzeni je zjevné ptimo z formule (IL3). Jestlize
vy¢islime pravou stranu z tvrzen{ (2), dostdvame

n n n! n!
(k) + <k+ 1) S e T kT D —k—D!
(k + Dn! + (n — k)n!
T TGkt —h!
(n+1)!
Tk D)n—k!

11
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1.18. Béhem schlize md vystoupit 8 fe¢nikil. Stanovte pocet vSech
pofadi, v nichZ dva pfedem urcenfi fe¢nici nevystupuji ihned po sobé.

ReSeni. Oznaéme si zminéné dva fe¢niky jako osoby A a B. Pokud
hned po vystoupeni osoby A ndsleduje vystoupeni osoby B, miZeme
na to nahliZet jako na projev jediného fe¢nika. Pocet v§ech potadi, v ni-
chz vystupuje B ihned po A, je tedy roven poctu vSech permutaci ze
sedmi prvkd. Stejny je pochopitelné také pocet vSech potadi, v nichz
vystupuje A ihned po B. Nebof pocet v§ech moZnych poradi 8 fe¢niki

je 8!, ¢islo 8! — 2 - 7! uddv4 hledany pocet potadi. ]

1.19. Kolik existuje pfesmy&ek slova PROBLEM takovych, Ze v nich

a) pismena B a R stoji vedle sebe,
b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

ReSeni. a) Dvojici pismen B a R miZeme povaZovat za jedno
nedélitelné dvojpismeno. Celkem tedy mame k dispozici Sest riznych
pismen a Sestipismennych slov sloZenych z riiznych pismen je 6!.
V naSem pripadé vSak tento pocet musime jest€ vyndsobit dvéma,
nebof nase dvojpismeno miZe byt jak BR tak RB. Celkem dostdvame
2 - 6! riznych pfesmycek.

b) 7! — 2 - 6! (doplnék casti a) do poctu vSech sedmipismennych

slov sloZenych z riznych pismen). ]

1.20. Kolika zpGsoby miZe sportovec umistit 10 riznych pohart do
5 polic, jestliZe se na kazdou polici vejde vSech 10 pohara?

ReSeni. K poharim pridime 4 navzajem nerozligitelné predméty, kupt.
tuzky. PocCet vSech riiznych pofadi pohdrd a tuzek je ziejmé 14!/4!
(tuZky jsou nerozliSitelné€). Kazdé umisténi pohart do polic ov§em od-
povidd pravé jednomu sefazeni pohdrd a tuZek. Stacf tfeba fici, Ze po-
hary pred prvni tuzkou v poradi ddme do prvni police (pfi zachovani
poradi), pohdry pied druhou tuzkou do druhé police atd. To znamen4,
7Ze ¢islo 14!/4! je vysledkem. ]

1.21.

raznych cifer.

Urcete pocet Ctyfcifernych ¢isel sestavenych z pravé dvou

ReSeni. Dvé riizné cifry pouZité na zapis miZeme vybrat (120 ) zplsoby,
ze dvou vybranych cifer miZzeme sestavit 2* — 2 riiznych &tyicifer-
nych ¢isel (dvojku odecéitdme za dvé Cisla sloZzend pouze z jedné cifry).
Celkem mame (]20) (2* — 2) = 630 &isel. Nyni jsme ale zapocitali
i ¢isla zaCinajici nulou, téch je (?) (2° — 1) = 63. Celkové dostdvame
630 — 63 = 567 cisel. O

1.22. Urcete pocet sudych ctyfcifernych Cisel sestavenych z pravé

dvou rtznych cifer.

cozZ je ale leva strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) dokdZeme tzv. matematickou indukci. Tento typ
dikazu je vhodny praveé pro tvrzeni, ktera fikaji, Ze
0 néco md platit pro vSechna prirozena Cisla n. Mate-
TC=2 2 matickd indukee se skladé ze dvou kroki. V prvaim
se tvrzen{ dokdZe pro n = 0 (popiipadé n = 1 nebo dalsi hodnoty
n). V druhém, tzv. indukénim, kroku ptedpokladame, Ze tvrzen{
plati pro néjaké n (a vSechny ptedeslé hodnoty), a za pomoci to-
hoto predpokladu dokdzeme, Ze tvrzeni plati i pro n 4 1. Dohro-
mady z toho pak vyvodime, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozena
n.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoZe (8) =1=20
(Stejné tak je piimo vidét i pro n = 1.) Pfedpokladejme, Ze plati
pro n&jaké n a spoctéme piislusnou sumu pro n + 1 s vyuZitim
tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

n+1 n+1 n+1 n n
() -2l6) ()]
k=0 k=0
n n n+1 n i i il
=3 (k)+z<k>=2 42" =2l
k=—1 k=0

Vsimnéme si, Ze vzorec (3) udava pocet vSech podmnoZin
n—prvkové mnoziny, nebot (}) je pocet viech jejich k—prvkovych
podmnozin. V§imnéme si také, Ze tvrzeni (3) plyne pfimo z (I3)
volboua =b = 1.

Tvrzeni (4) dokaZeme opét matematickou indukci, podobné
jako (3). Zjevné plati pro n = 0, &lmzZ je hotov prvni krok. In-
dukéni predpoklad fika, Ze (4) platf pro néjaké n. Spoctéme nyni
pfislu$nou sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni (2) a indukéniho
predpokladu. Dostaneme

L) =2 )+ ()]

k=0
n n n+l n
=) k+ 1)<k> +]§k(k> =

k=—1
n n n n n n
=3 (1) + k() + k(1) -
k=0 k=0 k=0
=2"4+n2" ' 4 n2" = (n 4+ 1)2".
Tim je proveden indukéni krok a tvrzenf je dokdzano pro vSechna

pfirozend n. U

Druhd vlastnost z naseho tvrzeni umoZziuje sestavit v§echna
kombinac¢ni ¢isla do tzv. Pascalova trojithelniku, kde kazdé Cislo
obdrzime jako soucet dvou bezprostiedné nad nim leZicich sou-

sedu:

n=0: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich mame pravé koeficienty
u jednotlivych mocnin z vyrazu (I3), napt. posledni uvedeny fadek
fikd

(a+b)> =a + 5a*b + 10a°h* + 10a%b> + 5ab* + b°.
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ReSeni. Obdobné jako v predchozim piikladu se nejprve nebudeme
ohliZet na cifru nula. Dostaneme tak (;) (2* —2)+5-52% — 1) &isel
(nejprve pocitdme cisla pouze ze sudych cifer, druhy sc¢itanec udava
pocet sudych Etyfcifernych ¢isel sloZenych ze sudé a liché cifry). Opét
musime odecist ¢isla zacinajici nulou, téch je (23 — D4+ (22 - 1)5.
Hledany pocet cifer tak je

Q)2 —2)+5-52° -1 — (2}

1.23.

z nich maji fidi¢sky prikaz? Jak se miZe rozsadit 20 cestujicich a dva

—D4—- (2 -15=272. O

Jak se miiZe rozsadit pé€t osob v pétimistném auté, kdyZ jen dva

fidic¢i v 25-mistném minibuse?

ReSeni. Na misté fidi¢e mame dvé moZnosti a na zbylych mistech uz
je poradi libovolné, tzn. pro spolujezdce 4 moZnosti, pro dal§i misto 3,
pak 2 a 1. Celkové 2 - 4! = 48 moZnosti. Podobné v minibuse mdame
dvé moznosti na misté fidi¢e a druhy fidi¢ plus cestujici mohou na zby-
Iych 24 mistech sedét libovolné. Nejprve vybereme mista, kterd budou
obsazeni, tj. @?) a na téchto mfstech muze byt 21! riznych poradi.

Dohromady mame 2 - (24)21' 22 moZnosti. ]

1.24. Urcete pocet rtznych vét, které vzniknou piresmyckami v jed-
notlivych slovech véty SKOKAN NA KOKS (vzniklé véty ani slova

nemuseji ddvat smysl).

ReSeni. Uréime nejprve poéty presmyéek jednotlivych slov. Ze slova
SKOKAN dostaneme 6!/2 riiznych presmycek (permutace s opakova-
nim P(1, 1, 1, 1, 2)), obdobné ze slova NA dvé a ze slova KOKS 4!/2.
Celkem podle pravidla soucinu (6!/2) - 2 - (4!/2) = 8640. (I

1.25. Kolika zptisoby mizeme do péti riiznych dalkt vybrat po jedné
kouli, vybirdme-li ze Ctyf bilych, ¢tyf modrych a téf cervenych kouli?
ReSeni. Nejprve fesme tlohu v piipadé, Ze bychom méli k dispozici
alespoti pét kouli od kazdé barvy. V tomto piipade se jednd o volny
vybér péti prvkd ze tfi moznosti, tedy o variace s opakovanim (viz
IR). Mame

V(3,5 =3

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud pouze koule
stejné barvy (takové vybéry jsou tfi), nebo pravé ¢tyfi koule cervené
(takovych vybért je 2 - 5 = 10; nejprve vybereme barvu koule, kterd
nebude Cervend — dvé moznosti — a poté dilek, ve kterém bude — pét

mozZnosti). Celkem tedy mdme
3> —3-10=1230

moznych vybéra. ]

1.8. Vybér s opakovanim. Poradi n prvku, z nichZ mezi n¢kte-
rymi nerozliSujeme, nazyvame permutace s opakovd-
nim.

Nechf je mezi n danymi prvky pp prvka prvniho

> druhu, ps prvkd druhého druhu, az pg prvka k-tého
druhu a p1 + p2 + - - - + pr = n. Potom pocet potadi téchto prvki
s opakovanim budeme znadit P(p1, ..., pk).

Podobné jako u permutaci a kombinaci bez opakovani, pro
vybér prvniho z nich mame n moZnosti, pro dal§i n—1 a tak ddle, a7
po posledni, ktery zbude. Pritom ale za stejnd povaZujeme potadi
nerozliSitelnych objekti. Téch je pro kazdou skupinku o p; objek-
tech pravé p;!, takze zfejmé plati

PERMUTACE s OPAKOVANIM —

n!

P(pi,...,pr) =

it pel

Volny vybér k prvki z n moZnosti, vetné pofadi, nazy-
vame k-prvkové variace s opakovdnim, jejich po¢et budeme znacit
V(n, k). Volny vybér v tomto pfipadé znamen4, Ze predpokladame,
7e stdle mame pro vybér stejné mozZnosti, napi. diky tomu, 7e
vybrané prvky pfed dal$im vybérem vracime nebo tfeba hazime
porad stejnou kostkou. Ziejmé plati

VARIACE S OPAKOVANIM

—

V(n, k) = n*.

Pokud nds vybér zajima bez zohlednéni potadi, hovoiime
o kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet piSeme C(n, k).
Zde se na prvni pohled nezda tak jednoduché, jak vysledny pocet
zjistit. Diikaz nasledujici véty je pro matematiku typicky — podaii
se ndm novy problém prevést na problém jiny, ktery jsme uz diive
zvladli. V nasem piipadé je to pfevedeni na problém standardnich

KOMBINACE S OPAKOVANIM

kombinaci bez opakovani.

Véta. Pocet k-prvkovych kombinaci s opakovinim z n prvkii je pro
vSechnak > 0an > 1

C(n, k) = (”Jr]]z_ 1).

Dukaz. Dikaz je opfen o trik (jednoduchy, jakmile ho pocho-
7 pime). Uvedeme dva rizné postupy.
: Piedstavme si nejprve, Ze tahdme postupné
karty z baliku n rtznych karet. Abychom mohli
piipadné nékterou z nich vytdhnout vicekrat,
prldame si k baliku jesté k — 1 rtiznych Zolikd (alespoti jednou
ur¢ité chceme jednu z ptivodnich karet). Reknéme, 7e postupné
vytdhneme r ptivodnich karet a s Zolikd, tj. r + s = k. Zd4 se, Ze
bychom méli vymyslet postup, jak z téch s Zolikti poznat, které
karty nam zastupuji. Ve skute¢nosti ndm ale staci diskuse pocth
moznost{ takovych voleb.
K tomu miZeme pouZit matematickou indukci a predpokla-
dat, Ze dokazovana véta plati pro mensi argumenty neZ jsou n a k.
Skute¢né potiebujeme obsahnout s-prvkové kombinace s opakova-
nim z pouze r piivodnich karet, coz déva ("~

S = (1) cor
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1.26. Pro libovolné pevné n € N urlete pocet vSech FeSeni rovnice
Xi+x2+--F+x=n

v mnozin€ nezdpornych celych &isel.

Reseni. Kazdé feseni r1, ..., 1), Zle r; = n mizeme jednoznaéné

zaSifrovat jako posloupnost jedni¢ek a nul, ve které napiSeme nejprve

r1 jednicek, pak nulu, pak r, jedniCek, nulu a tak ddle. Posloupnost

bude celkem obsahovat n jedni¢ek a k — 1 nul. Kazd4 takova posloup-

nost navic zfejmé urcuje né¢jaké feSeni dané rovnice. Je tedy feSeni
. o1 s . n+k—1

tolik, kolik je posloupnosti, tedy ( N ) U

Dalsi kombinatorické piiklady naleznete v dopliiujicich dlohdch

ke kapitole od strany E4.

C. Diferencni rovnice

Diferenéni rovnice (jinak feceno téZ rekurentni vztahy) jsou
vztahy mezi ¢leny néjaké posloupnosti, pri¢emZ ndsledujici ¢len
je dan pomoci ¢lend predchozich. Vyfesit diferencni rovnici pak
znamend najit explicitni vzorec pro n-ty (libovolny) ¢len dané
posloupnosti. Rekurentni vztah ndm totiZ po zadan{ nékolika prvnich
¢lend posloupnosti zaddva n-ty ¢len pifimo pouze pomoci postupného
vycisleni vSech pfedchozich ¢lent.

Pokud je ndsledujici ¢len posloupnosti uréen pouze predchozim
¢lenem, hovoiime o diferen¢nich rovnicich prvntho fadu. S nimi se
mizZzeme v zivoté opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjis-
tit dobu spldceni néjaké pljcky pri pevné mésicni splitce, nebo na-
opak chceme zjistit vy$i mesicni spldtky, zaddme-li si dobu, za kterou

chceme pijcku splatit.

1.27. Mirek si chce koupit nové
auto, které stoji 300 000 K¢&. Mirek
by chtél auto koupit na meésicni
splatky. Proddvajici spolecnost
mu nabizi pdjcku na koupi auta

s rocnim drokem 6%. Mirek by

chtél auto splatit za tfi roky. Jak
vysokd bude mésicni splatka?

ReSeni. Oznaéme S Mirkovu mésiéni splatku. Predpoklddejme, Ze pfi
,koupi‘“ auta Mirek zaplati jednu mési¢ni spldtku a pak po mésici vZdy
dalsi. Céstku, kterou bude Mirek dluZit po uplynuti k mésicti, oznaéme
dy. Cenu auta ozna¢me C a mésicni drok u (je tedy u = %). Po

prvnim mésici bude Mirek dluzit

d=C—-S§S+u(lC-Y9)

je pravé pocet s-prvkovych kombinaci (bez opakovani) ze vSech
7olikti. Tim je véta dokazéana.
Druhy piistup (bez matematické indukce): Na mnoZiné

S :{als"~san}s

ze které vybirdme kombinace, si zafixujeme uvedené potadi prvki
a pro nase volby prvkt z S si ptipravime n pfihradek, do kterych si
jiZ pfedem dame v ndmi zvoleném potadi po pravé jednom prvku
7 S.

Jednotlivé volby x; € § pfidivame do pfihradky, kterd
jiz tento prvek obsahuje. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpoznini

pivodn{ kombinace nam stac¢i védét, kolik je prvkt v jednotlivych
prihradkach. Napiiklad

a| bbb |cc|d = x|%%x%|%xk|*

vypovida o volbé b, b, ¢ z mnoziny S = {a, b, c, d}.

V obecném piipad€ vybéru k prvkid z n moZnych tedy mame
fetézec n + k znakd a pocet C(n, k) je roven poétu moZnych
umistén{ ptihradek | mezi jednotlivé znaky. To odpovida vybéru
n — 1 pozic z n + k — 1 moznych. ProtoZe je

n+k—1 _ n+k—1 . n+k—1
k “\n+k-1-%k)  \ n=-1 )

je véta dokazana i podruhé. O

3. Diferen¢ni rovnice

V predchozich odstavcich jsme vidéli vzorce, které zadavaly
hodnotu skalarni funkce definované na pfirozenych &islech (fak-
toridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢&isla) pomoci predchéze-
jicich hodnot. Zatimco v odstavci L3 jsou kombinacni &isla defi-
novéana ptimo spocitatelnym vyrazem, lze rozumét vztahtim v T3
také tak, Ze misto hodnoty nasi funkce zadavame jeji zménu pii
odpovidajici zmén¢ nezavislé proménné.

Takto se skute¢né velice Casto postupuje pii matematické for-
> mulaci modelt, které popisuji realné systémy v eko-

=— n¢kolika jednoduchych piipadti a budeme se k této
tématice postupné vracet.

1.9. Linearni diferencni rovnice prvniho fadu. Obecnou dife-
rencni rovnici prvniho Fddu rozumime vyraz

fn+1) =F(n, f(n),
kde F je znama skalarn{ funkce zavisla na dvojici pfirozenych ¢isel.
Zname-li ,,pocate¢ni hodnotu f(0), mGZeme spoditat f(1) =
F (0, £(0)),poté f(2) = F(1, f(1)) atd. Timto postupnym zptiso-
bem miZeme tedy nakonec spocitat hodnotu f(n) pro libovolné
n € N. V§imnéme si, Ze tato ivaha je podobnd konstrukci pfiroze-
nych &isel z prazdné mnoZiny nebo principu matematické indukce.
Jako priklad mtiZe slouZit defini¢n{ formule pro faktorial, tj.

m+D!'=mn+1)- -n!

Vidime, Ze skute¢né vztah pro f(n + 1) zavisi na n i na hodnoté

f(@n).
Dal§im obzvlas( jednoduchym pifkladem je f(n) = C pro
néjaky pevny skalar C a v§echnan atzv. linedrni diferencni rovnice

(1.6) fn+1)y=a-fn)+0,

kde a # 0, a b jsou zndmé skalary.
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(na poc¢atku Mirek splati jednu splatku, zbytek dluhu se pak droci).
Obecné po uplynuti k-t€ho mésice dluzi Mirek

(1.2) di =dy_1 — S +udi_.

z Xz

Podle vztahu (1.9) v teoretické casti je dr dano ndsledovné (pfi
oznadeni g = 1 + u.

dkzdocf—s<qk_1>=

qg—1
e+l
= (1 +wC — ((H“L—l> s

Splaceni po tfech letech se rovnd podmince ds¢ = 0, odkud dostdvame

(1 4+ u)3u .
[l

Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah (]|1.2])) mizeme pouZit na nas
pfiklad pouze tak dlouho, dokud budou vSechna d,, kladn4, tj. dokud
bude Mirek skute¢né néco dluzit.

(1.3)

1.28. Uvazujme situaci z pfedchoziho ptikladu. Jak dlouho by Mirek
auto splécel, kdyby chtél mési¢né splacet 5000 K¢&?
Reseni. Pfi oznaleni q = 1,005, C = 300000 ndm podminka d; = 0

dava vztah
S

Cu—3S’

¢ =-
jehoz logaritmovanim obdrZime
P In§S —In(S — Cu)
Ing

9

coz pro S = 5000 dava ptiblizné k = 71,5, tedy splacenf ptjcky by tr-
valo 72 mésict, tj. Sest let (posledni splatka by nebyla plnych 5 000 K¢&).

O

1.29. Urcete posloupnost {y,}--,, kterd vyhovuje ndsledujicimu
rekurentnimu vztahu 3

yn+1=%+1,nzl,y1=1. a

Linedrni rekurentni vtahy se mohou vyskytnout napiiklad v geo-
metrickych problémech:

1.30. Na kolik nejvyse oblasti mtze délit rovinu n piimek?

ReSeni. Ozna¢me hledany pocet oblasti p,. Pokud v roviné nemame

[S—

danu Zadnou pfimku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy pp =
Pokud je v roviné ddno n pfimek, tak pfidinim (n4-1). pfimky pfibude
nejvyse (n+1) oblasti: oblasti pfibude pravé tolik, kolika (ptivodnimi)
oblastmi bude pfimka prochdzet (kazdou takovou oblast rozd€li na dvé
¢asti, jedna oblast tedy pfibude). Pfidand pfimka miZe mit nejvyse

n ruznych prisecikl s n pfimkami, které uz v rovin€ byly. Cast pfimky

Takovou diferen¢ni rovnici umime snadno fesit, je-li b = 0.
Pak se totiZ jedna o dobfe zndmou rekurentni definici geometrické
posloupnosti a plati

f(1) =af0),

Maiame tedy pro vSechna n

f(n) =d" f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model populacniho rastu,
ktery vychdzi z predstavy, Ze za zvoleny Casovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vici pfedchozimu stavu.
DokaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu, které
se podobaji linedrnim, ale pfipousti proménné koeficienty a a b,

(1.7) fn+1)=ap- fn)+by.

fQ) =af(l) =a*f(0) atd.

Nejdifve se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popisovat.
Linearni diferen¢ni rovnici (IL8) miZeme pekné interpretovat
jako matematicky model pro spotfeni nebo splaceni Gvéru s pevnou
trokovou mirou a a pevnou splatkou b (tyto dva piipady se lis{
pouze znaménkem u parametru b).
S proménnymi parametry dostivime obdobny model, oviem

Sy

s proménlivymi jak droky, tak splatkami. MuZeme
== si predstavit tieba n jako pocet mésicti, a, bude vy-

- jadfovat drokovou miru v mésici n, b, piisluSnou
§ s splatku v mésici n.

Nedéste se zdanlivé slozitého s¢itdni a nasoben{ v nasleduji-
cim vysledku. Jde o typicky piiklad technického matematického
tvrzeni, kdy t€zké je ,,uhodnout”, jak zni. Naopak diikaz je uz pak
jen docela snadné cviceni na zakladn{ vlastnosti skaldrd a matema-
tickou indukci. Skutecné zajimavé jsou teprve dasledky, viz [T
niZe.

Ve formulaci pouZivime vedle obvyklych znakd pro soudet
> také obdobné znaky pro soucin [ . V dal$im budeme vzdy pou-
Zivat také konvenci, 7Ze pokud u souctu je mnozina uvedenych in-
dex@ prazdn4, pak je soucet nula, zatimco u soucinu je ve stejném
pripadé vysledek jedna.

1.10. Tvrzeni. Obecné FesSeni diferencni rovnice (L4) prvniho
¥ddu s pocatecni podminkou f(0) = yo je ddno vztahem

n—1 n—2 n—1
18)  f(n) = (1‘[&-) o+ | TT @ |bj+bur.
i=0 Jj=0 \i=j+1

Dtxkaz. Tvrzenf dokdZeme matematickou indukci.

Zjevné tvrzeni plati pro n = 1, kdy se
jednd pravé o definiéni vztah f (1) = agyo+bo.
Predpokladame-li, Ze tvrzeni plati pro néjaké
pevné zvolené n, miZeme snadno spocist

n—1 n—2 n—1
f+1)=a, (l_[ai)yo+z [T a|bj+0a |+
i=0 j=0 \i=j+1

+bn:
n

n n—1
=(Hai)yo+z 1_[ a; | bj + by,
i=0

J=0 \i=j+1

jak se pfimo vidi rozndsobenim vyrazi. (]
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mezi libovolnymi dvéma sousednimi priseciky prochdzi praveé jednou
oblastf, celkem muze pfidand piimka prochdzet nejvyse n+-1 oblastmi,
tedy mize pribyt maximdlné n + 1 oblasti, navic v roviné bylo pfed
pfiddnim (n 4 1)-ni pfimky nejvySe p, oblasti (tak jsme ¢islo p, totiz

definovali).

Celkem dostavame rekurentni vztah

Pl = pp+ (n+ 1),

ze kterého ziskdme explicitni formuli pro p, bud pomoci vzorce [ 10

nebo pfimo:
Phn=pPrn1t+tn=p,o+m—1)4+n=
=pn73+(”_2)+(l’l—1)—|—n=...=po+zl‘=

nn+1) _n2+n+2

=1 =
+ 2 2

vvvvvv

prvniho fddu. Uvedme si pfiklady kombinatorickych tdloh, pfi jejichZ

feSeni miZeme rekurze s vyhodou vyuZit.

1.31. Kolik existuje slov délky 12 sloZenych pouze z pismen A a B,
které neobsahuji skupinu BBB?

ReSeni. Nechf a, zna&i pocet slov délky n sloZenych pouze z pismen A
a B neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n > 3) plati rekurentn{
vztah

ap = A1 + a2 + ap_3,
nebof slova délky n spliujici danou podminku mus{ konéit bud'na A,
nebo na AB, nebo na ABB. Slov konéicich na A je pravé a,_; (pred

poslednim A miZe byt libovolné slovo délky n — 1 spliiujici danou

Opét si v§imnéme, Ze jsme pro dikaz nepotiebovali o pouZi-
tych skaldrech nic vic neZ vlastnosti komutativniho okruhu.

1.11. Dusledek. Obecné FesSeni linedrni diferencéni rovnice (IC4)
s a # 1 a pocdtecni podminkou f(0) = yg je

—a,
a

(1.9) fm)=a"yo + .

Dtkaz. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obec-
ného vzorce (ICB) dostavame

n—2

f(n)=a"y +b<l + Za"‘j_l).

J=0

Pro vycisleni souctu soucinil v druhém séitanci si je tfeba v§imnout,
7e se jednd o vyrazy (14+a+ - - +a"1)b. Soucet této geometrické

fady spoéteme ze vztahu 1 —a” = (1 —a)(1 +a+---+ a" a
dostaneme pravé pozadovany vysledek. ]

V31mneme si, Ze pro vypocet souctu geometrické fady jsme
potiebovali existenci inverze pro nenulové skalary.
__ To bychom nad celymi ¢isly neuméli. Posledni vy-
sledek tedy plati pro pole skaldrd a miZeme jej bez
problému pouZit pro linedrn{ diferen¢ni rovnice, kde
koeﬁ01enty a, b a pocitecni podminka f(0) = yp jsou racio-
ndlni, redlné nebo komplexni, ale také nad okruhem zbytkovych
tiid Zy s prvoéiselnym k (zbytkové tiidy budeme definovat v od-
stavci [C4T).

Pozoruhodné je, 7e ve skuteCnosti vzorec (I9) plati
i s celoCiselnymi koeficienty a pocateéni podminkou. Pak totiZ
predem vime, Ze v§echny f (n) budou také celo¢iselné, a celd ¢isla
jsou podmnozZinou v &islech raciondlnich. Musi proto nutné nas
vzorec davat ta spravna celo¢iselna feSeni.

Pfi pozornéj§im pohledu na dikaz je zfejmé, Ze 1 —a” je vidy
délitelné 1 — a, takZe nds posledni pozorovani nemélo prekvapit.
Nicméné je vidét, Ze tieba nad skaldry ze Z4 a ttecbaa = 3 uz
neuspéjeme, protoZe pak 1 —a = 2 je délitelem nuly.

1.12. Nelinearni piiklad. Vratme se na chvili k rovnici prvniho
) &\ fadu (@), kterou jsme pouzili na velice primitivn{
4 / model popula¢niho ristu zavisejici ptimo imérné na
w// okamzité velikosti populace p. Na prvni pohled je
hs ziejmé, Ze takovy model vede pfi iméfe a > 1 k pfili§
rychlému a hlavn€ neomezenému ristu.

Realisti¢téjsi model bude mit takto imérnou zménu populace
Ap(n) = p(n+1)—p(n) jen pti malych hodnotich p,tj. Ap/p ~
r > 0. Pokud tedy budeme chtit nechat rast populaci o 5% za
obdobi pfi malém p, budeme r volit 0,05. Pfi ur¢ité limitni hodnoté
p = K > 0 ale naopak uZ populace neroste a pfi jesté vétSich uz
klesa (tfeba protoZe zdroje pro jeji obZivu jsou omezené, jedinci
ve veliké populaci si navzdjem ptekdzi apod.).

Predpokladejme, Ze pravé hodnoty y, = Ap(n)/p(n) se
v zavislosti na p(n) ménf linedrn€. Graficky si tedy tuto zavislost
muiZeme predstavit jako pfimku v roviné proménnych p a y, kterd
prochazi body [0, ] (tj. pfi p = Omame y = r) a[K, 0] (coZ dava
druhou podminku, Ze pii p = K se populace neméni). PoloZime
proto

" p+
= —— r.
y=—2Pp
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podminku). Obdobn¢ pro zbylé dvé skupiny. Ddle snadno vyc¢islime
a; =2,a, =4, a3 = 7. Postupnym dopocitinim

ap, = 1705.

Téz bychom dle uvedené teorie mohli odvodit explicitni vzorec
pro n-ty ¢len takto zadané posloupnosti (viz BI0). Charakteristicky

polynom dané rekurentni rovnice je x> — x?

—x — 1 s jednim redlnym
a dal$fmi dvéma komplexnimi kofeny, které miZzeme vyjadfit pomoci

vztaht (||[IT))). ]

1.32. Skére basketbalového utkdni mezi tymy Ceské republiky
a Ruska vyzné€lo po prvni Ctvrting 12 9 pro

rusky tym. Kolika zplisoby se mohlo vyvijet

Reseni. Ozna&fme-li Py ) podet zplisobti, kterymi se mohlo vyvijet
skore basketbalového utkani, které skoncilo & : [, tak pro k, [ > 3 plati
rekurentn{ vztah:
Pty = Py—3.1y + Po—2.0) + Po—1.) + Poi-1y) + Pra-2) +

+ P1—3).

(Zptsoby, kterymi se mohlo vyvi-
jet utkani s vyslednym skére k : |,
si rozdélime na Sest po dvou dis-
junktnich podmnoZin podle toho,
které druzstvo vstrelilo ko§ a za ko-
lik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie
Ulohy ziejmé plati Py ;) =
Déle pro k > 3 plati:

Py = Py—32) + Pg—22) + Pi—1,2 + Px,1y + Pxo),
Py.1y = Py—31) + Po—2,1) + Pa—1,1) + P,
Pyoy = Pyp—3,0) + P—2,0) + P—1,0),

coz spolu s po¢ate¢nimi podminkami P o) = 1, P10y = 1, Po,o) = 2,
P@.0) 4, Puyy = 2, Poy = Pany + Poyy + Peo = 5,
Poo2 = Po2 + Pao + Poy + Poo = 14davd

P(12’9) = 497178513. ]

vvvvvv

formu, nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiZ neumime vy¢is-
lit libovolné ¢islo Py ;) explicitng, nybrz pouze postupnym vypoctem
od pocatecnich ¢lenti. Takové rovnice nazyvame parcidlni diferencni
rovnice, protoZe ¢leny posloupnosti jsou zna¢eny dvéma nezavislymi

proménnymi (k, [).

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostivime
pn+1) —pn) _
p(n)

tj. rozndsobenim dostdvime diferenéni rovnici prvntho fadu (kde
hodnota p(n) vystupuje v prvn{ i v druhé mocnin¢)

o
p(n) +r,

(1.10) pn+1) = pm)(1 — %p(n) +7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto modelu
” ., pro rizné hodnoty r a K. Na obrédzku je pribéeh hod-
not pro parametry »r = 0,05 (j. pétiprocentni ndrtist
A8 =" v idedlnim stavu), K = 100 (tj. zdroje limituji hod-
notu na 100 jedincit) a p(0) jsou dva Jedmm

NELINEARN] 2AbistosT
( e /V;,_é too
o S
ol
4o
4o
20

ﬂ S0 7'470 ;0 Zloo

Vsimnéme si, Ze pocate¢ni piiblizn¢ exponencidlni rlst se
skute¢né pozdéji zlom{ a hodnota se postupné blizi kyZenému li-
mitu 100 jedinct. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi nez r bude
prava strana rovnice (CI0) pfiblizné p(n)(1 + r), tzn. chovani
je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak pii p pfiblizné¢ K
bude prava strana pfiblizné p(n). Pro vétsi pocatecni hodnoty p
neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi neZ K rust, takze systém
bude zpravidla postupné oscilovat kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted se podivame na jiny obvykly piipad skalarnich hodnot
o, funkci—sledované hodnoty Casto nejsou znamy
E2 .. ani explicitné vzorcem, ani implicitné néjakym
_ popisem. Jsou vysledkem né&jaké nahodilosti
a my se snazime popsat s jakou pravdépodob-
nosti nastane ta & ona moznost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy piiklad miize
slouZit obvyklé hazen{ kostkou se Sesti sténami s oznac¢enimi

1, 2,3,4,5,6.

Pokud popisujeme matematicky model takového hazeni
~poctivou” kostkou, budeme ocekdvat a tudiZ i predepisovat,
7e kazda ze stran pada stejné Casto. Slovy to vyjadiujeme ,.kazda
pfedem vybrand sté€na padne s pravdépodobnosti ¢ “.

Pokud si ale tfeba sami noZikem vyrobime takovou kostku
z kusu dfeva, je jisté, Ze skutecné relativni Cetnosti vysledki ne-
budou stejné. Pak mzeme z velikého poctu pokusil usoudit na re-
lativni Eetnosti jednotlivych vysledkl hodt a tyto ustanovit jako
pravdépodobnosti v naSem matematickém popisu. Nicméné pfi se-
bevétsim poctu pokust nemtiZzeme vyloucit moZnost, Ze se ndho-
dou povedla velice nepravdépodobnd kombinace vysledki a 7e
jsme proto nd$ matematicky model skute¢nosti pro nasi kostku ne-
vybrali dobfe.
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O linedarnich rekurentnich formulich (diferen¢nich rovnicich)

vys$ich fadt s konstantimi koeficienty si povime vice v kapitole 3.

D. Pravdépodobnost

Uvedine si n¢kolik jednoduchych piikladt na klasickou pravdépo-
dobnost, kdy zkoumdme néjaky pokus, ktery ma konecné mnoho moz-
nych vysledkd (,,v§echny pripady*) a nds zajimd, kdy vysledek po-
kusu bude nélezZet né€jaké podmnozingé moznych vysledkt (,,pfiznivé
pfipady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu piiz-
nivych piipadl ku poctu vSech piipadt. Klasickou pravdépodobnost
mizeme pouZzit tam, kde pfedpokldddme (vime), Ze kazdy z moznych
vysledkli ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfi
hodech kostkou).

1.33.

¢islo vétsi nez 47?7

Jaké je pravdépodobnost, Ze pfi hodu Sestibokou kostkou padne

ReSeni. Viech moZnych vysledkd je Sest (tvoif mnoZinu
{1,2,3,4,5,6}), pfiznivé mozZnosti jsou dvé ({5,6}). Hledand

pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3. (Il

1.34. Ze skupiny osmi muzl a ¢tyf Zen ndhodné vybereme skupinu
péti lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespori tii Zeny?

ReSeni. Pravd&podobnost spoditime jako podil po&tu piznivych
pfipadi ku poctu vSech pfipadid. Piiznivé pripady rozdélime podle
toho, kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzd: mohou v ni byt bud’
dva, nebo jeden muZ. Skupinek o péti lidech s jednim muZem je osm
(zaleZi pouze na vybéru muze, Zeny v ni musi byt v§echny), skupinek
= (g) . (‘3‘) (vybereme dva

muZe z osmi a nezdvisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry

se dvéma muZi je potom c(8, 2) - c(4, 3)

miZeme nezdvisle kombinovat a podle pravidla soucinu dostdvame
uvedeny pocet skupin). VSech mozZnych skupin o péti lidech pak
mulZeme sestavit c(12, 5) = (152)4. Iéledané pravdépodobnost je tedy
3+ ()0 .
()
5
Uvedime si ptiklad, pfi jehoZ feSeni neni vhodné pouZzivat klasické

pravdépodobnosti:

1.35.

.Y

pristi tyden alespoil milién dolard v loterii?

Jakd je pravdépodobnost toho, Ze Ctendr této tlohy vyhraje

ReSeni. Takovito formulace tdlohy je nedplnd, neposkytuje dostatek
udajd. Pfedvedeme chybné feseni. Zakladni prostor vSech mozny jevi
je dvouprvkovy: bud' vyhraje nebo nevyhraje. Pfiznivy jev je jeden (vy-
hraje), hledand pravdépodobnost je tedy 1/2 (a to je zjevné Spatnd od-
povéd). (Il

V dal§im budeme pracovat s abstraktnim matematickym po-
pisem pravdépodobnosti v nejjednodussim piibliZeni.
To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro kon-
krétni pokusy ¢i jiny problém, je zédleZitosti mimo sa-
- motnou matematiku. To ale neznamend, Ze by se ta-
kovym premyslenim neméli zabyvat matematici (nejspiSe ve spo-
lupraci s jinymi experty). Pozdéji se vratime k pravdépodobnosti
coby teorii popisujici chovani nahodilych procesd nebo i plné de-
terminovanych dé¢ji, kde ovS§em nezndme presné vSechny uréujict
parametry.

Matematicka statistika pak umoZiiuje posuzovat, do jaké
miry Ize oCekavat, Ze vybrany model je ve shodé s realitou, resp.
umoziuje urdit parametry modelu tak, aby dochazelo k co nejlepsi
shodé€ s pozorovanim a zarovein umi odhadnout miru spolehlivosti
zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ovS§em budeme
potfebovat dosti rozsdhly matematicky aparat, ktery budeme mezi-
tim nékolik semestrii budovat.

Na prikladu nasi neumélé kostky si to miZeme predstavit tak,
7e v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parametry p; pro
pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a budeme pozadovat
pouze, aby vSechny tyto pravdépodobnosti byly nezdporné a jejich
soucet byl

DA
iy

p1+ p2+ p3+ pa+ ps+ ps=1.

Pfi volbé konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak v mate-
matické statistice budeme schopni odhadnout s jakou spolehlivosti
tento model nasi kostce odpovida.

Nasim skromnym cilem je ted’ pouze naznadit, jak abstraktné
zachytit pravdépodobnostni tvahy ve formalizova-
nych matematickych objektech. Nasledujici odstavce
tak budou ve své podstaté pouhymi cvicenimi v jed-

2 noduchych operacich nad mnoZinami a jednoduché
kombmatorlce (tj. vypoctech poCtu moZnosti, jak mohou byt
splnény dané podminky kladené na kone¢né mnoZiny prvku).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvo-
lenou mnoZinou 2 v§ech moznych vysledkt, kterou nazyvame zd-
kladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nds €2 kone¢na mnozina
sprvky wi, ..., o, predstavujicimi jednotlivé mozné vysiedky. Ka-
7da podmnozina A C 2 ptedstavuje mozny jev. Systém podm-
nozin A zékladniho prostoru se nazyva jevové pole, jestlize

e Q € A (tj. zdkladni prostor je jevem),

e jsou-li A, B € A, pak A\ B € A (4. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnoZinovy rozdil),

e jsou-li A, B € A, pak AU B € A (ij. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich sjednocent).

Zjevné je i komplement A° = Q \ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prinik dvou jevi je opét jevem,
protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B € 2 plat{

A\ (Q\B =ANB

Slovy se tak da jevové pole charakterizovat jako systém pod-
mnozin (kone¢ného) zdkladniho prostoru uzavieny na prlniky,
sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoZiny A € A nazyvame nd-
hodné jevy (vzhledem k A).
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Poznamka. V predchozim piiklad€ je porusena zdkladni podminka
pouziti klasické pravdépodobnosti, totiz to, Ze kazdy z elementdrnich
jevil ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.

1.36. Do fady v kin€ o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzd a
n Zen. Jaka je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi

nebudou sedét vedle sebe?

/////

splitujicich podminky je 2(n!)?: mdme dv& moZnosti vyb&ru pozice
muzu, tedy i Zen — bud’ v§ichni muZi budou sedét na lichych mistech
(a tedy Zeny na sudych), nebo vSichni muZi na sudych (a tedy Zeny na
lichych mistech); na nich jsou pak muZi i Zeny rozmistény libovolné¢.

Vysledna pravdépodobnost je tedy

_ 2(n!)?
p(2) =0,33, p(5) =0,0079, p(8)=0,00016. O

1.37. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda
z nich vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi.
Jaka je pravdépodobnost, Ze vystoupi
i) vSichni v Sestém poschodi,

ii) vSichni ve stejném poschodi,

iii) kazdy v jiném poschodi?
ReSeni. Zikladni prostor viech moZnych jevi je prostor viech moz-
nych zpiisobii vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8°.

V prvnim piipadé je jedind piiznivd moZnost vystoupeni, hledand
pravdépodobnost je tedy 81—5, ve druhém pripadé mdme osm moznosti,
hledand pravdépodobnost je tedy sl4 a kone¢né ve tfetim je pocet
pfiznivych pifpadt ddn pétiprvkovou variaci z osmi prvkl (z osmi
pater vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a ddle ktefi 1lidé vystoupi
ve vybranych poschodich), celkem je hledand pravdépodobnost ve

tietim piipadé€ rovna (viz A a [Y)
v(5,8) 8-7---4

VES) Y = 0,2050781250. ]

1.38. Ndhodné vybereme celé kladné &islo mensi nez 10°. Jakd je
pravdépodobnost, Ze bude sloZzeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zdroveti bude

Z %z

délitelné ¢islem 5?

Reseni. Cisel splitujici danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé& posledni
cifry mdme na kazdy fdd na vybér ze tif cifer, piipadné Cislice 0 na
zad4tku slova nepfSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvdme, Ze hledana

pravdépodobnost je 21'03::1] . |

“PRAYDEPUPOBNOST

PIAVB)=P(A)+P(BA)

Pro naSe hazeni kostkou je 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} a jevové pole
je tvofeno vSemi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf. ndhodny jev
{1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché ¢islo®.

Néco mélo terminologie, kterd by méla dale pripominat sou-
vislosti s popisem skute¢nych modelii:

......

mnozina ¥ € A se nazyvd nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C 2 se nazyvaji elementdrni
Jjevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € I, odpovida jevu N;er A;,
nastoupeni alespori jednoho z jevii A;, 1 € I, odpovida jevu
Uier Ai,

e A, B € Ajsou neslucitelné jevy, je-li AN B = 0,

e jev A ma za disledek jev B, kdyz A C B,

Prestavte si pfiklady vSech uvedenych pojmi pro jevovy prostor
popisujici hazeni kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!

1.15. Definice. Pravdépodobnosmi prostor je trojice (2, A , P),
kde A je jevové pole podmnoZin (koneéného) zakladniho prostoru
Q, na kterém je definovana skaldrni funkce P : A — R s nésledu-
jicimi vlastnostmi:

e P je nezaporn, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,

e P je aditivni, tj. P(A U B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
A, Be AaANB =40,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevné je okamzitym disledkem naSich definic fada prostych,
ale uzite¢nych tvrzeni. Napf. pro vsechny jevy plati

P(A°) =1— P(A),

kde A€ = Q\ A je jev opacny (pouzivd se téZ pojma doplitkovy i
komplementérni) k jevu A. Dile miZzeme matematickou induke{
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1.39. Ze sacku s péti bilymi a péti Cervenymi koulemi ndhodné vy-
tdhneme tfi (koule do sd¢ku nevracime). Jaka je pravdépodobnost, Ze

dvé budou bilé a jedna Cervend?

ReSeni. Rozd&lme uvaZovany jev na sjednocent tif disjunktnich jevii:
podle toho, kolikdtou vytdhneme Cervenou kouli. Pravdépodobnosti,
1.4 51 5 1

Ze vytdhneme koule pfesn€ ve zvoleném pofadi jsou: 5 -5 -3, 55 3,
1.5 1

5
Jiné FeSeni. UvaZme pocet vSech mozZnych trojic vytaZenych kouli
(koule jsou mezi sebou rozlisitelné), tedy (130). Trojic, které obsahuji
praveé dvé bilé koule je potom (g) . (?) (dvé bil¢€ koule mizeme vytdh-

nout (;) zpUsoby, k nim pak ¢ervenou péti zpiisoby). |

1.40. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest Cer-
nych kouli, ndhodn€ vytahujeme koule (bez vraceni). Jaka je pravdépo-

dobnost, Ze patd vytaZzend koule bude Cerna?

wev s

toho, Ze i-t4 vytazend koule bude cernd, je stejnd pro vSechna
i, 1 < i < 16. MiZeme si totiZz pfedstavit, Ze vytdhneme
postupné vSechny koule. KaZzd4 takovd posloupnost vytaZenych
kouli (od prvni vytaZené koule po posledni), sloZend z péti bilych,
péti Cervenych a Sesti Cernych kouli, m4 stejnou pravdépodobnost
vytazeni a pro vypocet hledané pravdépodobnosti mizeme opét
pouzit model klasické pravdépodobnosti. Zminénych posloupnosti je
P(5,5,6) = o
koule, zbytek libovolny, je tolik, kolik je libovolnych posloupnosti péti
15!

Pocet posloupnosti, kde na i-tém misté je Cernd

bilych, péti cervenych a péti Cernych kouli, tedy P(5,5,5) =

515151
Celkem je tedy hledand pravdépodobnost
15!
P(5,5,5) 515151 3
= =_. ]
P(5,5,6) 16! 8
6!515!

Poznamka. Vrafme se k hazen{ kostkou a zkusme popsat jevy ze za-
kladniho prostoru €2 vznikajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne
Sestka, ne vSak vice nez stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série naSich
hod bude zakladni prostor daleko vétsi — bude to mnoZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud’ konci Sestkou, maji
nejvyse 100 ¢lent a v§echna predchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde o 100 ¢&isel od jedné do péti. Jevem A miZe byt napf. podmnoZina
,hdzeni konc¢i druhym pokusem®. VSechny pfiznivé elementédrni jevy
pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [S,6].

snadno rozsitit aditivitu na jakykoliv kone¢ny pocet vzdjemné ne-
slucitelnych jevit A; € Q,i € 1, tj.

P(UicrAi) = ) P(A)),

iel
kdykoliv A; N A; = @, pro viechna i, j € I,i # j.

1.16. Definice. Nechf Q2 je kone¢ny zdkladni prostor a necht jevové
pole A je pravé systém vSech podmnozin v Q. Klasickd pravdépo-
dobnost je pravdépodobnostni prostor (€2, A, P) s pravdépodob-
nostni funkci

|Al

P(A) =~

P: A— R, ,
€2

kde | A| znaéf pocet prvkd mnoZiny A € A.

Zjevné takto zadana funkce skute¢né definuje pravdépodob-
nost, ovéite si samostatné vSechny pozadované axiomy.

1.17. Séitani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jevi je s¢itan{
1 pravdépodobnosti pro vyskyt alespoti jednoho z nich pfimo
pozadovano v zakladni definici pravdépodobnosti. Obecné
A2 je s¢itani pravdépodobnosti pro vyskyty jevi sloZité. Pro-
blém totiZ je, Ze pokud jsou jevy slucitelné, ¢astecné mame
v souctu pravdépodobnosti zapodteny pfiznivé vyskyty vicekrat.
Nejjednodussi je si nejprve piedstavit situaci se dvéma slucitel-
nymi jevy A, B. Uvazme nejprve klasickou pravdépodobnost, kde
jde vlastné o pocitdni prvkd v podmnozinich. Pravdépodobnost
vyskytu alespoti jednoho z nich, tj. pravdépodobnost jejich sjedno-
ceni, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB),

protoZe ty prvky, které patii do mnoziny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrat, a tak je musime jednou odedist.

TentyZ vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodobnost P
na néjakém jevovém poli. ProtoZe A N B a A\ B jsou nezavislé
jevy, plati

P(A) = P(A\ B)+ P(ANB).
Podobné pro A U B mame
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(AN B).

Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdili dostavame
opét vztah (TI).

Nasledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinatoric-
kého principu inkluze a exkluze do na$i kone¢né
‘.‘», pravdépodobnosti a fikd, jakym zplsobem vicena-
" sobné zapoditavani vysledkii kompenzovat v obec-
- ném piipadé.

Jde patrné o dobry piiklad matematického tvrzeni, kde
nejtézsi je najit dobrou formulaci a pak se da fici, Ze (intuitivné)
je tvrzeni ziejmé.

Na obriazku je situace zndzornéna pro tii mnoZiny
A, B, C a pro klasickou pravdépodobnost. JednoduSe S$rafo-
vané oblasti v prostém souctu mame dvakrat, dvojit¢ Srafované
tiikrat. Pak ty jednoduse Srafované jednou odecteme, pfitom ty
dvojité Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec jeste
jednou zapocteme.
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Ze znamé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime od-
vodit pravdépodobnosti nasich jevli v 2. Neni to ale jist€¢ klasickd
pravdépodobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou
pravdépodobnosti nepadne Sestka pfi prvém hodu a zdroveii padne pii
druhém. Vnucuje se feSeni

P(A) =

36’

AN W
AN =

protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné Cislo nez
Sest a druhy hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela ne-
zavisly na prvnim. Samoziejmé toto neni pomér poctu piiznivych vy-
sledkd k velikosti celého stavového prostoru!

Obecnéji miZzeme fici, Ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus
skonci s pravdépodobnosti (%)k—l . %. Ze viech moznosti je tedy nej-

Jiny piiklad, jak z hdzenf kostkou dostat rGzné pravdépodobné
jevy, je pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami. UvaZujme takto:
pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny
s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvéma kostkami je kazdy pfedem zvo-
leny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych &isel od jedné do Sesti
(v€etné poradi), stejné¢ pravdépodobny s pravdépodobnosti 31—6 Pokud
se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovicni
neZ u dvou riiznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro jednotlivé mozné
soucty uvedené v hornim fddku ndm vychdzi pocet moZnosti v fddku

dolnim:

| Soucet |2 [3[4|5]6[7|8[9]10]11]12]
| Potet [1[2[3[4]5]6]5 ‘

L
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kostkami, véetné ur¢eného poradi. Pokud se budeme ptat na pravdépo-

Podobné vyjde pravdépodobnost 5= jednotlivych vysledkd hodu tfemi
dobnost vysledného souctu pfi hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je moznosti, jak daného souctu dosdhnout a piislusné

pravdépodobnosti secist.

1.41. Princip inkluze a exkluze.
Sekretdifka md rozeslat Sest do-
pisti Sesti riznym lidem. Dopisy
pro riizné adresaty vklada do obé-
lek s adresami ndhodné. Jakd je
pravdépodobnost, Ze alespoii jeden
¢lovék dostane dopis uréeny pro

négj?

PRINCIT INKLUZE A FXKIAZE.

Obecné si diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti miZeme
predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarni (tj. jednobodové)
jevy, jakkoliv ve skute¢nosti nemusi jednoprvkové podmnoZiny do
uvazovaného jevového pole patfit. Pak je pravdépodobnost kaz-
dého jevu dana souctem pravdépodobnosti jednotlivych elementar-
nich jevi do n¢j patiicich a miZzeme pfi vyjadfeni pravdépodob-
nosti nastoupen{ alespoii jednoho z jevl postupovat takto: secteme
v8echny pravdépodobnosti vysledktl pro viechna A; zvlast, pak
oviem musime odecist ty, které tam jsou zapocteny dvakrat (tj.
prvky v prinicich dvou). Ted si ovS§em dovolujeme odecist prili§
mnoho tam, kde ve skuteCnosti byly prvky tfikrdt, tj. korigujeme
pri¢tenim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.

Véta. Budie Ay, ..., Ax € A libovolné jevy na zdkladnim pro-
storu Q s jevovym polem A. Pak plati

k k-1 k
P(UleAi)=ZP(A,-)—Z > PAINA)+
i=1

i=1 j=i+1
k=2 k-1 k
+Z Z Z P(AiNA;NAY) — ...+
i=1 j=i+1 =j+1

+(=DTP(AI N AN ... N Ap).

Dtkaz. Aby se vyse naznafeny postup stal dikazem, je za-
&= potiebi si ujasnit, Ze skutecné vSechny korekce, tak
' jak jsou popsdny, jsou skutené s koeficienty jedna.
s

Misto toho miiZzeme sndze dat dohromady formalngjsi

=& dilkaz matematickou indukc{ pres pocet k jevu, jejichZ
pravdépodobnosti s¢itdme. Zkuste si pribéZné porovnavat oba po-
stupy, mélo by to vést k vyjasnéni, co to znamend ,,dokazat” a co
»porozumét™.

Pro k = 1 tvrzeni zjevn¢ plati, vztah pro k = 2 je totozny
s rovnosti (') a tu jsme pro obecné pravdépodobnostni funkce
jiz dokazali také.

Predpokladejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty mnoZin
a7z do pevné zvoleného k > 1. Nyni mGzeme pracovat v induk¢énim
kroku se vztahem pro k 4 1 jevi, kdyZ sjednoceni prvnich k jeva
bereme jako A ve vzorci (ICIT) vySe, zatimco zbyvajici jev hraje
roli B:

P (Ufill Al) =P ((Uf?:lAi) U Ak+1> =

=y (v Y

=1 l§i1<-~<ij§k

+ P(Arg1) = P((Ap U --- U Ap) N A1)

P(AyN---NA) |+
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ReSeni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opaéného, tedy toho, Ze
ani jeden Cloveék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vS§ech moz-
nych jevt odpovidd vS§em moznym poradim péti prvki (obélek). Ozna-
¢ime-li jak obdlky tak dopisy €isly od jedné do Sesti, tak vSechny
pfiznivé jevy (tedy Zadny dopis nepfijde do obdlky se stejnym C&is-
lem) odpovidaji takovym poradim Sesti prvkd, kdy i-ty prvek neni na
i-tém mist¢ (i = 1,...,6), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich
pocet spocitame pomoci principu inkluze a exkluze. Oznac¢ime-li M;
mnoZinu permutaci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou
mit i jiné pevné body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného

bodu je roven
d=6!—|MU---UM;g|.

Pocet prvkt priniku |M; N---NM;, |,k =1, ..., 6,je (6—k)! (pofadi

prvkliy, ..., ik je pevné ddno, ostatnich 6—k prvkl fadime libovolng).

Podle principu inkluze a exkluze je

0 6
IM{U - U Mg| = Z(—l)"+l<k)(6 —k)!

k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvame vztah

6
6
d=06!—) (=DF! — k! =
> (=1 (k> (n — k)
k=1
6 6
6 (=¥
k —
> =D (k)(6—k)! =6 o
k=0 k=0
Pravdépodobnost toho, Ze Zaddny ¢lovék neobdrzi ,,svlij* dopis je tedy

26: (-DF 53
k! 144
k=0

a hledand pravdépodobnost pak
(-D* 91

6
= 2o T = g

Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otazku se s rostou-
cim poctem dopist prili§ neméni. Pro n dopisi je pravdépodobnost, Ze

sekretdfka dé alespoil jeden do sprdvné obdlky, rovna

=DE L
1—2 % _1—;

k=0

Jak totiz uvidime pozd¢ji, uvedend suma konverguje (bliZi se) k hod-
noté 1/e.
Nésledujici piiklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje

pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehod€.

To uZ pfipomina formuli pro k£ 4 1 s¢itanych jevt, nicméné nam
ve velké sumé chybéji viechny vyrazy obsahujici Axy; a Clen
s pravdépodobnosti sou¢asné¢ho nastoupeni vSech jevi. Zato ndm
vsak prebyva posledni Clen. Tento ¢len vyrazu miZeme nahradit
vyrazem

—P((A1 N A1) U--- U (A N Agyr))

a pro tento vyraz opét pouZit indukéni ptedpoklad, tj. formuli ve
vété. Pii troSe trpélivosti (a dostateéné velkém papiru na roze-
psani vSech ¢lenti) ovéfime, Ze tim pravé pfiddme vSechny dosud
chybéjici Cleny. (|

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem pied-
1 chozi véty je piipad klasické pravdépodobnosti, kdy

vSechny konecné podmnoZziny zdkladntho prostoru
A jsou jevy a viechny elementdrni jevy maji stejnou
pravdépodobnost. Ve vzorci z pfedchozi véty pak vSechny
pravdépodobnosti davaji pravé pocet prvkia piislusnych podm-
nozin az na spole¢ny faktor %, kde n je pocet prvkd zdkladniho
prostoru.

Takto mZeme z véty T2 vy¢ist nasledujici tvrzeni pro
mohutnosti obecné kone¢né mnozZiny M a jejich podmnoZin
Ay, ..., Ai. Jako obvykle piSeme |M| pro pocet prvkl mnoZiny
M.

Samoziejmé pro konecnou mnoZinu M a jeji podmnoZziny
plati

M\ (Ui_ AD] = [M] = | U Al
Nyni mizeme dosadit z predchozi véty za mohutnost sjednoceni na
pravé strané a dostavame tvrzeni, kterému se fika princip inkluze
a exkluze.

IM\ (U'_, 4D =

k
= M| +Z((—1)f >4, m---mAi,|).

j=1 I<ij<--<ij<k

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dvé nebo tfi mnozZiny, viz
obrazek pied vétou [T

1.19. Nezavislé jevy. Vratme se na chvili k jednoduchému mo-
delu dokonalé hraci kostky. Bude nés zajimat, jak mohou byt jevy
zavislé.

Napt. pravdépodobnost, Ze nastanou zdrovei jevy ,,padne

s Xz

liché &islo™ a ,padne alespon trojka®, je % To je totéZ jako
% . %, tedy soucin pravdépodobnosti jednotlivych jevi. To odpo-
vida predstavé, Ze miZeme nezavisle testovat obé podminky a vy-
sledna pravdépodobnost souc¢asného splnéni bude dina soucinem
pravdépodobnostni dil¢ich. Jestlize budeme naopak uvaZovat ne-
slucitelné jevy, jako jsou napf. ,,padne sudé ¢islo* a ,.padne liché
¢islo”, bude pravdépodobnost souc¢asného vyskytu obou nulovd,
zatimco soudin dil¢ich pravdépodobnosti nulovy neni.

To odpovida prestavé, Ze tyto dva jevy musi byt zavislé, pro-
toze vyskyt jednoho z nich ten druhy uZ vyluéuje. Samozfejmé
muze nastdvat slabsi zdvislost, napt. jev ,,padne liché ¢islo” je
dasledkem jevu ,,padne trojka® a proto také nenf ddna pravdépo-
dobnost spole¢ného vyskytu téchto dvou jevii pomoci soucinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich fek-
neme, 7e jevy A a B jsou stochasticky nezavislé, jestlize plati

P(ANB) = P(A) - P(B).
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1.42. Ro¢né zahyne nasilnicich v CR priblizn& 1200 &eskych ob¢ant.
Ur&ete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechii
zemfie v nasledujicich deseti letech pri dopravni nehodé. Predpokla-
dejte pro zjednoduSeni, Ze kazdy obCan mé v jednom roce stejnou
,Sanci* zemfit pfi dopravni nehod& a to 1200/107.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, 7¢ jeden vybrany

¢lovék v nésledujicich deseti letech nezahyne pfi dopravni nehodé¢.

Pravdépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je ( — ﬁ) Pravdépo-
dobnost, Ze nezahyne v ndsledujicich deseti letech, je pak ( — %) 10

Pravdépodobnost, Ze v ndsledujicich deseti letech nezahyne nikdo
z danych péti set lidi, je opét podle pravidla soucinu (jednd se

o nezdvislé jevy) ( — 1—2)5000. Pravdépodobnost jevu opaéného, tedy

105
toho, Ze nékdo z vybranych péti set lidi zahyne, je
1—(1-12)"™ = 0,4512. 0

Poznamka. Model, ktery jsme pouZili v pfedchozim piikladu k po-
pisu zadané situace, je pouze ptiblizny. Problém spocivd v podmince,
7e kazdy obcan z vySetfovaného vzorku ma stejnou pravdépodobnost
toho, Ze v pribéhu roku zahyne, kterou jsme odhadli z po¢tu usmrce-
nych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiz rok od roku ménf a
i kdyby se neménil, tak se méni populace. UkaZme si jednu z nepfes-
nosti piikladu na jiném zplsobu feSeni: zahyne-li 1200 osob za rok,
tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni
Clovek zahyne v pritbéhu deseti let tedy mtizeme odhadnout i zlomkem
12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne v prib&hu
10 let je tedy (l — W) (to jsou prvni dva ¢leny binomického rozvoje
( — —) ). Celkem dostdvame analogicky jako v pfedchozim feSeni

105
odhad pravdépodobnosti

12\ 500
1— (1 — 1—04) = 0,4514.

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.

e s

Snaha pouZit matematickych znalosti k vyhfe v nejrtiznéjsich ha-
zardnich hrich je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy priklad.

Nyni si procvi¢me tzv.
(0.

»podminénou™ pravdépodobnost, viz

1.43.

padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 27

Jakd je pravdépodobnost toho, Ze pfi hodu dvéma kostkami

ReSeni. Oznac¢me jako B jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka,
jev ,,padne soucet 7° ozna¢me jako A. MnoZinu vS§ech moznych vy-
sledkd budeme znacit opét jako 2. Pak

poalp - PANB o |ANB)
A== ]

Zkusme ale tutéz hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A ,,padne
liché ¢&islo®, jev B ,,padne alespoii 3 a jev C ,,padne nejvyse 3.
Pravdépodobnosti jsou

! P(B)—2 P(C)—l
2’ T3 T

1 1 21
P(AanC)ZEZ —————

P(A) =

ale po dvojicich dostavame napt. P(ANC) = % # % . %

Naopak ani tfi jevy A, B, C které jsou po dvou nezavislé, ne-
musi spliiovat vlastnost P(A N BN C) = P(A) - P(B) - P(O):
nechf @ je devitiprvkovy zdkladni prostor sloZeny ze slov aaa,
bbb, ccc, abc, ach, bac, bca, cab, cba. Ozna¢me jako A jev ,na
prvnim misté slova je pismeno a*. Ddle nechf B je jev ,na dru-
hém misté slova je pismeno a“ a C je jev ,,na tfetim mlste slova
je pismeno a“. Pak P(A) = P({aaa,abc,acb}) = j a ob-

dobn& P(B) = P(C) = %. Potom P(ANB) = P(ANC) =
P(BNC) = P({aaa} = %. Tedy jevy jsou po dvou nezdvislé, ale
P(ANBNC) = P(laaa) = § # P(A) - P(B) - P(C).

Obecné tedy definujeme nezavislé jevy takto:

Definice. UvaZme libovolny pravdépodobnostni  prostor
g (2, A, P) avném k jevi Aq,..., Ag. Rekneme,
7e tyto jevy jsou stochasticky nezdvislé (vzhledem
2k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné z nich
vybranejevy Aj, ..., A, 1 <€ < kplat

P(Ail ﬂ~-~ﬂAiZ) = P(Ai])-...-P(Aie).

Zjevn¢ je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevi opét
stochasticky nezavisly. Déle si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoltéme

P(ANB)=P(A\B) = P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P (B).

Odtud uz snadno dovodime, Ze zdménou jednoho nebo vice sto-
chasticky nezdvislych jevd za jejich opacné jevy obdrZime opét
stochasticky nezavislé jevy.

Casto je potfebna pravdépodobnost, Ze nastane alespoti jeden
ze stochasticky nezavislych jeva, tzn. hleddme P(A; U --- U Ag).
MiZeme pak pouzit elementirn{ vlastnosti mnoZinovych operaci,
tzv. de Morganova pravidla

(Uie1 A" = Nier A,
(Nier A" = Uier Aj,

a dostavame

P(AjU---UA) =1-P(A{N---NAY) =

(1.12)
=1—(1—=P(A))...(1 = P(Ap)).
1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou jevi
miZeme preformulovat s piedstavou, Ze zkoumame
jeden z nich za podminky, Ze druhy nastal. U neza-
vislych by podminka neméla mit Zadny vliv. Napf.
> ,Jjaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu dvéma kostkami
padly dvé pétky, je-1i soucet hodnot deset?“. Formalizovat takovy
postup umime nésledovné.
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Cislo 7 miiZe padnout ¢tyFmi riiznymi zpiisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy |ANB| =4, |B =5-5=25, tedy

P(A|B) = :
257
VSimnéme si, Ze P(A) = %, tedy jevy A a B jsou zdvislé. ]

1.44. Michal m4 dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu
na seznam.cz. UZivatelské jméno m4 stejné na obou serverech, hesla
rtznd (ale nepamatuje si, které heslo ma na kterém serveru). Pii zada-
van{ hesla pfi pfistupu do schranky se splete s pravdépodobnosti 5%
(tj. jestlize chce zadat jemu zndmé slovo jako heslo, tak jej s pravdépo-
dobnosti 95% skutecné spravné na klavesnici zadd). Michal zadal na
serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze néco neni
v potadku. Jakd je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné heslo, ale
pouze se ,,preklepnul pfi zaddvani? (Predpokldddme, Ze uZivatelské
jméno zadé vZdy bez chyby.)

Reseni. Oznac¢me A jev, 7e Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

$patné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevi:

Aj : chtél zadat spravné heslo a piepsal se,
A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud se pfepsal

nebo ne.

Hleddme tedy podminénou pravdépodobnost P(A;|A), ta je podle
vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna

_P(ANA) _ P(A)
P(AlA) = P(A)  P(A UAy)
P(Ay)

P(A)) + P(Ay)
pravdépodobnosti P(A;) a P(Ay). Jev

A; je konjunkci (prinikem) dvou nezdvislych jevii: Michal chtél

Potfebujeme tedy urcit

zadat spravné heslo a Michal se pfi zaddvani pfepsal. Dle zadani
je pravdépodobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem

P(A) = % . % = % (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe
se jednd o nezdvislé jevy). Déle je ze zaddni P(A,) = % Celkem

P(A) = P(A) + P(A)) = 5 + 3 = %, amiZeme vy&islit:
1

P(A) 40 _ 1 0
P(A) 21 21
40

Metodu geometrické pravdépodobnosti, (viz 21 mizeme pouzit

P(A1]A) =

v pripad€, Ze dany zdkladni prostor sestdvd z nekonecné mnoha ele-
mentdrnich jevi, které dohromady vypliiuji néjakou oblast na piimce,
roviné, prostoru (u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ...).

Ptredpokldddme, Ze pravdépodobnost toho, Ze nastane elementirni jev

PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

—

Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém
poli A v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Podminénd
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H
je definovana vztahem

P(ANH)

P(A|H) = PCH)

Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H ajev A jsou skute¢né
nezavislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H). Pfimo z defi-
nice také vyplyva tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépodobnosti“. Mame-
li dva jevy A1, Az spliiujici P(A; N Ap) > 0, potom

P(A1 N Az) = P(A2)P(A1]|Az) = P(A1)P(A2]Ay).

VSechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze nastanou
oba jevy A1 i A2, jenom jinymi zplisoby. Napiiklad v poslednim
pfipadé nejprve sledujeme, zda nastane prvnf jev. Potom za pfed-
pokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda nastane i ten druhy.
Podobné pro tii jevy A1, Az, Az spliiujici P(A1 N Ay N Az) > 0
dostaneme

P(A1 N A2 N A3) = P(A1)P(A2]A1) P(A3]A1 N Ap).

Slovy to lze opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu viech ti{
jevu zaroveil miiZzeme spocitat tak, Ze se nejprve zabyvame vysky-
tem pouze prvniho z nich, potom druhého za pfedpokladu, Ze prvn{
uz nastal, a naposledy tietiho za predpokladu, Ze oba piedesié jevy
jiZ nastaly.

Mame-1i obecny pocet k jevil Aq, ..
-+ N Ag) > 0, pak véta fika nasledujici:

., Ay spliwgjicich P(A1 N

P(AiN---NAg) = P(A)P(A2|A1)---P(Ar|A1 N - - N Ag).

Skute¢né, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti viech prinikd,
které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim cita-
teld a jmenovatelt ziskdme i napravo pravé pravdépodobnost jevu
odpovidajiciho praniku vSech uvazovanych jevi.

1.21. Geometricka pravdépodobnost. V praktickych problé-
; mech se Casto setkdvame s daleko sloZitéjSimi mo-
__dely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnoZinou.
Nemdame momentdln¢ k dispozici ani zdkladni na-
stroje pro dostate¢né zobecnéni pojmu pravdépodob-
nosti, nicméné miZeme uvést alespoil jednoduchou ilustraci.

UvaZme rovinu R? dvojic redlnych &isel a v ni podmnoZinu
Q se zndmym obsahem vol 2 (symbol ,,vol je od anglického
»volume®, tj. obsah/objem). Pfikladem muze slouZit tfeba jednot-
kovy ¢tverec. Nahodné jevy budou reprezentovany podmnoZinami
A C Q aza jevové pole A bereme néjaky vhodny systém podm-
nozin, u kterych umime ur¢it jejich obsah. Nastoupeni nebo nena-
stoupeni jevu je dano vybérem bodu v €2, kterym se trefime nebo
netrefime do mnoZiny reprezentujici jev A.

Uvazme jako ptfiklad problém, kdy ndhodné vybereme dvé
hodnoty a < b v intervalu [0, 1] € R. VSechny hodnoty a i b jsou
stejné pravdépodobné a otdzka zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze
interval (a, b) bude mit velikost alesponi jedna polovina?“. Volba
¢isel a, b je volbou libovolného bodu [a, b] ve vnittku trojahelniku
Q s hrani¢nimi vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 1] (viz obrazek).
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z ur¢ité podoblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, ...)
k velikosti celého zdkladniho prostoru.

1.45. Z Té&sina vyjizdi vlaky co pil hodinu (smérem na Bohumin)
vlaky se mezi témito dvéma stanicemi pohybuji rovhomérnou rychlosti
72 km/h a jsou dlouhé 100 metrt, cesta trvd 30 minut, vlaky se mijeji
neékde natrase. Nevyspaly hazardér Jarek si vybere jeden z téchto vlaki

N

a béhem cesty z Té$ina do Bohumina ndhodné vystréi hlavu z okna na
pét vtefin nad kolejisté pro protéjsi smér. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mu bude uraZena? (Pfedpokldddme, Ze jiné neZ zminéné vlaky na trati

nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemn4 rychlost protijedoucich vlakii je 40m/s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a ptll sekundy. Prostor v§ech
moznosti je tedy interval [0, 1800 s], prostor ,,pfiznivych® moznosti
je potom interval délky 7,5 s lezici nékde uvnitf pfedchozi dsecky.
Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0,004. ]

1.46.

dinou vecerni vyjiZdi ndhodné autobus z Kolo¢avy do Uzhorodu. Jed-

Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou ho-

nou denné¢ ve stejném casovém rozmezi jezdi jiny autobus ndhodné
opaénym smérem. Cesta tam trva pét hodin, zpét téz pét hodin. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ReSeni. Prostor viech moZnych jevii je &tverec 12 x 12, Oznacime-
li doby odjezdu obou autobusi x, resp. y, pak se tyto na trase
potkaji pravé kdyz |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje
v daném cCtverci oblast ,piiznivych jevi“. Obsah zbylé ¢ésti
spocitime piimo jednoduSeji, nebof je sjednocenim dvou pravo-
dhlych rovnoramennych trojihelniki o odvésnach délky 7, tedy
je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici ,pfiznivym jevim® je tedy

144 — 49 = 95, celkem je hledan4 pravdépodobnost p = % = 0,66.

— s
KOLOCAYA - UZHOROD

|
|
i
T

5 20 yypzp 2 K.

1.47. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozd€lena na tfi dily. Urcete

pravdépodobnost, Ze alespoil jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

]

Ulohu si miizeme piedstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny dcastnik vecirku nad rdnem pokousi dvéma fezy
rozdélit parek na tfi dily pro sebe a sv€ dva kamarady. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspoii pulka?

Odpovéd je docela jednoducha: Podobné jako u klasické

pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci
P : A — R vztahem

vol A
P(A) = —,
vol €2
kde A jsou podmnoZiny v roviné, které odpovidaji ndmi vybranym

jevam.

Potfebujeme tedy znat plochu podmnoziny, kterd odpovida
bodims b > a + %, tj. vnitfku trojdhelniku A ohrani¢eného vr-
choly [0, 31, [0, 11, [3, 1]. Bvidentn& dostdvdme P (A) = .

Zkuste si samostatné odpovédét na otdzku ,,pro jakou pozado-
vanou minimalni délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodob-
nost jedna polovina?*.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z ti¢innych vypocetnich me-
1 tod piibliZznych hodnot je naopak simulace zndmé tako-

véto pravdépodobnosti pomoci relativni Cetnosti nastou-
A peni vhodné zvoleného jevu. Napt. zndma formule pro ob-
sah kruhu o daném poloméru ik, Ze obsah jednotkového
kruhu je roven pravé konstanté

7w =3,1415...,

kterd vyjadfuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho po-
loméru. (Tady si také povSimnéme vychodiska, které jsme nedo-
kazali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstantnimu na-
sobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to budeme umét
ukézat, az zvladneme tzv. integrovani. Experimentalné si to ale
miZeme oveéfit niZze uvedenym postupem s rtiznymi velikostmi
strany Ctverce.)

Pokud zvolime za 2 jednotkovy Ctverec a za A prinik €2 a jed-
notkového kruhu se stfedem v pocatku, pak vol A = 41_17[' Méme-1i
tedy spolehlivy generdtor ndhodnych ¢isel mezi nulou a jednickou
a pocitame relativni ¢etnosti, jak Casto bude vzdalenost bodu [a, b]
(uréeného vygenerovanou dvojici a, b) od poc¢atku mensi neZ jedna,
tj. a*> + b*> < 1, pak vysledek bude pfi velkém poétu pokusi s ve-
likou jistotou dobfe aproximovat ¢islo }171.
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ReSeni. Nahodné rozdéleni ty&e na tfi dily je ddno dvéma body fezu,
¢isly x a y (nejprve ty¢ roziizneme ve vzdélenosti x od po¢atku, nehy-
beme s ni a déle ji roziizneme ve vzdalenosti y od poc¢atku). Pravdépo-
dobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-li ¢tverec
C tak, aby dvé€ jeho strany leZely na kartézskych osich v roviné, tak
podminka, Ze alespoil jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy, ndm

vymezuje ve ¢tverci nésledujici oblast O:
O={xyeC| (x=20)Vx=180) Vv (y =20)Vv
vV (y = 180) v (Ix — y|) < 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezen4 oblast - m obsahu
ctverce.

/
DvouHerROvA Trd e

///////7//7

1¢

DO?% 100

4 18 20 U

E. Geometrie v roviné

Vrafme se na chvili ke komplexnim ¢slim. Komplexni rovina je

totiz ,,normalni rovina, kde ov§em mame dano néco navic:

1.48.

sdruZeného ¢fsla jako geometrickou transformaci v roving.

Interpretujte ndsobeni imagindrni jednotkou a vzeti komplexné

ReSeni. Imaginarn{ jednotka i odpovida bodu (0, 1) a viimn&me si, Ze
vynésobeni jakéhokoliv ¢fsla z = a + i b imagindrn{ jednotkou ddva
vysledek

i-(a+ib)y=—-b+ia
coz v interpretaci v roving znamend oto¢eni bodu z o pravy thel v klad-
ném smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

Pfifazeni komplexné sdruzeného c&isla je symetrie podle osy

redlnych cisel:

=(a+ib)—>(a—ib)=1z. O

Nynf jeden zndmy, ale velmi pekny piiklad.

1.49. Urcete soucet thld, které v roving R? sviraji s osou x postupné
vektory (1, 1), (2,1)a (3, 1)

ReSeni. Uvizime-li rovinu R? jakoZto Gaussovu rovinu komplexnich

¢isel, tak uvedené vektory odpovidaji komplexnim &islim 1 + 4, 2 4

Numerickym postuplim zaloZenym na tomto principu se fika
metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

\Y% posledmch odstavcich jsme intuitivné pouZivali elementarn{
pojmy z geometrie redlné roviny. Ted budeme po-
. drobnéji zkoumat, jak se vypofadavat s potiebou po-
= pisovat ,,polohu v roviné®, resp. davat do souvislosti
polohy ruznych bodi roviny.

Nastrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrét to ale bu-
dou velice specidlni pravidla pfifazujici dvojicim hodnot (x, y)
dvojice (w, z) = F(x, y). Zaroven pijde o predzvést tivah z ob-
lasti matematiky, které se fika linedrni algebra a kterou se budeme
podrobné zabyvat v dalSich tfech kapitolach.

1.23. Vektorovy prostor RZ, Podivejme se na ,,rovinu“ jakoZto
na mnozinu dvojic redlnych &isel (x, y) € R%. Budeme jim Fikat
vektory v R%. Pro takové vektory umime definovat séitani ,,po sloz-
kdch*, tj. pro vektory u = (x, y) av = (', y) klademe

ut+v=u+x,y+y).

ProtoZe pro jednotlivé slozky plati vSechny vlastnosti komutativn{
grupy, evidentné budou tyto vlastnosti platit i pro nase nové s¢itan{
vektorll. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor 0 = (0, 0), je-
hoZz pfitenim k jakémukoliv vektoru v dostaneme opét vektor v.
Zamérné ted pouZivame tentyZ symbol O pro vektor i jeho ska-
larni slozky — z kontextu je vZdy jasné, jakou ,,nulu mame kdy
na mysli.

Dale definujeme ndsobenfi vektort a skalara tak, 7e proa € R
av = (x,y) € R? klademe

a-v = (ax, ay).

Zpravidla budeme znak - vynechdvat a pouhé zfetézeni znakd a v
bude oznaCovat skaldarni ndsobek vektoru. Pfimo se ovéii dalsi
vlastnosti pro ndsobeni skaldry a, b a s¢itani vektord u, v, napf.

a(u+v)=au+av, (@a+bu=au—+bu, albu) = (ab)u,

kde opét pouzivame stejny znak plus pro s¢itani vektorh i skaldrd.
Tyto operace si miiZzeme dobie predstavit, jestliZze uvaZzujeme
vektory v jako Sipky zacinajici v po¢atku 0 = [0, 0]
_akoncici v bod€ [x, y] v roving.
Takové Sipky pak mtiZzeme pfiklddat jednu za
druhou a to pfesné odpovidd s¢itani vektort. Naso-
bem skalarem a pak 0dp0v1da natazeni dané §ipky na a-ndsobek.

LINEARN/ KOMBINACE
y/ 2204 7
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a 3 4+ i a mame najit soucet jejich argumentd, tedy podle Moivreovy
véty argument jejich soucinu. Jejich soucin je (147) (2+i) (3+i) =

= 14+3)GB+i) =
7/2 a tedy hledany soucet je roven prave m/2. U

104, tedy ryze imagindrn{ ¢islo s argumentem

1.50. Napiste obecnou rovnici pfimky p : x =2 —¢t,y = 1 + 3¢,

teR.
ReSeni. Vektor (—1, 3) je sm&rovym vektorem pfimky p. Proto vek-
tor (3,1) je jejim normdlovym vektorem a obecnd rovnice piim-
ky p md tvar

3x+y+c=0
pro jisté ¢ € R. Tuto konstantu ¢ uré¢ime dosazenim x = 2,y = 1

(pfimka p prochézi bodem [2, 1] danym volbou ¢ = 0). Ziskdvame

tak ¢ = —7 a ndsledné vysledek 3x +y — 7 = 0. ]

1.51. Je ddna pfimka
p:[2,014+1@3,2), t eR.
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prinik s pfimkou

qg: [—1,2]+s(1,3), s e R.

ReSeni. Soufadnice bodii na pfimce jsou ddny dle daného parametric-
kého zadan{ jako x = 24 3f a y = 04 2¢. Vylou¢enim parametru ¢ ze

soustavy téchto dvou rovnic dostdvame obecnou rovnici pfimky p:
2x =3y —4=0.

Prinik s pfimkou ¢ ziskdme dosazenim parametrického vyjadfeni
bodl piimky ¢, tedy x = —1 + s a y = 2 4 35, do obecné rovnice
pfimky p:

2(—1+s)—32+3s5)—4=0,
odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni pfimky
q dostavame soufadnice priseciku P:
19 _ 22
P=[-2.-F]. O

1.52. Stanovte prisecik piimek

p:x+y—4=0, g:x=-142t,y=2+1 tekR

ReSeni. Nejdiive poznamenejme, 7e smé&rovym vektorem piimky p je
u, = (1,—1) (libovolny nenulovy vektor kolmy k vektoru (1, 1)
z obecné rovnice piimky) a smérovym vektorem piimky g je

ug = (2, 1). To, Ze vektor u, neni ndasobkem vektoru u,, pak

zaruCuje, 7e se piimky protinaji (piimky nejsou rovnobézné).

Nyni miZeme udélat podstatny krok: jestliZe si zapamatujeme
41 dva vyznamné vektory e; = (1,0) aex = (0, 1), pak ka-
=P Zdy jiny vektor dostaneme jako

u=(xy =xe+yer.
Vyrazu napravo fikame linedrni kombinace vektorii ey a e>. Dvojici
vektorli ¢ = (eq, e2) fikdme bdze vektorového prostoru R2.

JestliZe si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které nejsou
jeden ndsobek druhého, tj. jinou bazi v R2, budeme moci ud&lat
totéZ. Linedrni kombinace w = x u 4+ y v ndm pro vSechny rtizné
dvojice (x, y) da pravé viechny vektory w v rovingé.

Nakonec miZeme nahliZet vektory jako naSe Sipky v abs-
traktni poloze, tj. zapomeneme na ztotoZnéni boda
v roviné s dvojicemi ¢isel. Jenom budou nase Sipky
vSechny ,,upoutany* v bod¢ 0, ktery je zaroveni nu-

7 lovym vektorem. Zistanou ndm operace s¢itan{ a na-
sobenl skalary a teprve volbou baze e1, e> ztotoZnime nasi rovinu
Sipek s R?.

1.24. Afinni rovina. Kdyz si pevné vyvolime néjaky vektor
u € R? miZeme jej piiditat (tj. coby Sipku piikladat) k libo-
volnému bodu P = [x, y]. Mdme tak tedy s pevnym vektorem

definované posunuti, které kazdy bod roviny P zobrazina P + u.

Zkusme ted dplné zapomenout na soufadnice a vnimat ce-
lou rovinu jako mnoZinu, na které funguji nase po-
sunuti. Takovou mnoZinu A = R? si miZzeme pied-
stavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi v nékterém
pevné zvoleném misté (mizeme mu fikat tfeba bod
[xo yo] € Rz). Predpokladejme, Ze ji vnimd jako ne-

0 =
kone¢nou desku bez jakychkoliv zvolenych méfitek a popist a je-
nom vi, co to znamend posunout se o libovolny ndsobek néjakého
vektoru u € R2. Takové roviné budeme Fikat ,,afinn{ rovina®“.

Aby mohl vidét kolem sebe ,.dvojice redlnych &isel”, musi
si vybrat né¢jaky bod E1, kterému fekne ,,bod [1, 0] a jiny bod

E», kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]*. Jinymi slovy, zvoli si bazi
e1 = (1, 0),e2 = (0, 1) mezi vektory posunuti. Do vSech ostat-
nich se pak dostane tak, Ze poskoci ,,a—krat ve sméru e;“ a pak
,,b—krat ve sméru e; “ a takovému bodu bude fikat ,,bod [a, b]*. Po-
kud to bude délat obvyklym zptisobem, nebude vysledek zaviset na
poradi, tzn. miZe také napfed jit b—krat ve sméru e, a pak teprve
ve sméru ej.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) souradného
systému v roviné, bod O je jeho pocdatkem, a obecné kazdy bod P

roviny je ztotoznén s dvojici éisel [a, b], kterou také budeme psat
jako posunuti P — O.
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Bod [x,y] je hledanym prise¢ikem, pravé kdyz jeho soufadnice

z X7

vyhovuji rovnici pfimky p a sou€asné existuje redlné ¢islo ¢, pro které
x=—142t, y=2+41
Dosadime-li odsud do obecné rovnice p, obdrzime
(-14+204+@241H—-4=0.

Této rovnici vyhovuje pravé ¢t = 1, coZ dava prusecik se souradnicemi
x=1,y=3. ]

1.53. Najdéte obecnou rovnici pfimky p, jez prochdzi bodem [2, 3]
a je rovnobéznd s pfimkou x — 3y 4+ 2 = 0, a parametrickou rovnici
pfimky g prochézejici body [1, 3] a [-2, 1].
ReSeni. Kazd4 pfimka rovnobézn4 s pifmkou x —3y+42 = 0 je zad4na
rovnic{
x—3y+c=0

pro néjaké ¢ € R. Pifimka p prochazi bodem [2, 3]. Musf tedy platit

2-3-34¢=0, . c=T.

Pro piimku g lze ihned uvést jeji parametrické vyjadieni
qg:[1,3]+t(1—-(=2),3—-1)=[1,3]14¢3,2), teR. O

1.54. Zjistéte, zda nékteré z piimek
p1:2x+3y—4=0, pr:x—y+3=0,

3
p3:—2x +2y = —6, p4:—x—§y+2=O,
ps:x =2+t y=-2—t,teR

(ne)jsou totozné.

ResSeni. Je vidét, Ze

3
—2-(—x—§y+2>=2x+3y—4.

Obecné rovnice p; a p4 tudiZ zaddvaji stejnou pifimku. Normélovy vek-
tor piimky p; je (2, 3), pro ptfimku p; je (1, —1), pro ps3 je (—2,2)
apro psje (1, 1) (kolmy vektor k vektoru (1, —1)). Pfimky p, a p3 jsou
rovnobézné (normdlovy vektor jedné je ndsobkem normdlového vek-
toru druhé). Dalsi dvojice rovnobéZznych piimek neexistuji. Nebof

soustava
x—y+3=0, —2x+4+2y+6=0

zjevné nemd feSeni, piimky p; a ps tvori jedinou dvojici totoZnych

piimek. (Il

Budeme dale pracovat v pevné zvolenych soufadnicich, tj.
s dvojicemi redlnych &isel, ale pro lepsi orientaci budeme vektory
zapisovat s kulatymi zadvorkami misto hranatych u soufadnic bodt
v afinnf roviné.

BOUNICE PEIMKY

?:A'-fﬁ,ﬂ”

W

A

1.25. Pifmky v roviné. KdyZ se ni§ pozorovatel umi posouvat

p={PeA;, P-—0O =t-v,teR}.

1 0 libovolny ndsobek pevného vektoru, pak také vi, co je to
’ primka.
b Je to podmnoZina p € A v roviné takova, Ze existuji
T bod 0 a nenulovy vektor v takové, Ze

PopiSme si P = P(¢) € p ve zvolenych soutadnicich s volbou

v = (a, B):

x=xo+to-t, yO=y+p-t

ProtoZe vektor v = («, f) je nenulovy, musi byt aspofi jedno
7z ¢isel o, B rtzné od nuly. KdyZ pro urcitost predpokladame, 7e
tteba o # 0, pak vylou¢ime ¢ z parametrického vyjadfeni pro x a
y a jednoduchym vypoctem dostaneme

—Px +ay = —fxo + ayo.

To je obecnd rovnice piimky

(1.13)

ax +by=c

se zndmym vztahem dvojice &isel (a, b) = (—f, o) a smérového
vektoru piimky v = (e, B)

(1.14)

GRAT

ao +bB =0.

FUNKCE  F(xa)
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1.55. Urcete pfimku p, kterd je kolmd k piimce g : 6x —7y+13 =0

a prochdzi bodem [—6, 7].

ReSeni. ProtoZe normalovy vektor piimky ¢ je smérovy vektor pifm-

ky p, mtizeme bezprostfedné napsat vysledek
pix=—-6+4+6t,y=7-7t, t €R. O

1.56. Udejte piiklad ¢isel a, b € R, pro néz je vektor u normalovym
vektorem piimky AB, je-li A = [1,2], B =[2b,b],u = (a — b, 3).
ReSeni. Smérovym vektorem pifmky AB je b — 1, b — 2)
(tento vektor je vZdy nenulovy), a proto jejim normdlovym vektorem
je (2 — b, 2b — 1). PoloZime-li

2—b=a-b, 2b-1=3,

dostivime a = b = 2. O

1.57. Urcete vzajemnou polohu pfimek p a g v roving, jestlize je
p:2x—y—5=0aq:x+2y—5=0.Pokud se jednd o riznob&zky,
naleznéte soufadnice jejich priseciku.

ReSeni. Z obecnych rovnic piimek p, ¢ zname jejich normalové vek-
tory (2, —1), (1, 2). Pfimky jsou rovnobé&zné prave tehdy, je-li norma-
lovy vektor jedné ndsobkem normdlového vektoru druhé, coz ziejmé
pro piimky p, g splnéno neni. Jde tedy o riznobézky. Prisecik nalez-

neme vyfeSenim soustavy

2x—y—5=0, x+2y—-5=0.

KdyZ z prvni rovnice vyjadiime y = 2x —5 a dosadime za y do druhé,
ziskdme

x4+22x—=5)—-5=0, tj.x=3.

Poté snadno ur¢ime y = 2 - 3 — 5 = 1. Pfimky se tak protinaji v bo-

de [3, 1]. ]

1.58. UvaZujme rovinu R? se standardni soustavou soufadnic.
Z pocatku [0, 0] je vysladn laserovy paprsek ve sméru (3, 1). Dopadne

na zrcadlovou pfimku p danou parametricky jako

a poté se odrazi (Ghel dopadu je shodny s thlem odrazu). V jakém bodé

dopadne odraZeny paprsek na pifimku g danou parametricky jako

q: [7,—-10] 4+ ¢t(-1,6)?

ReSeni. Smér paprsku svird s pfimkou p thel 45°, odraZeny paprsek
tedy bude kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3) (Po-

zor na orientaci! Dany smérovy vektor mizZeme téZ ziskat napiiklad

Vyraz nalevo v rovnici pfimky (I'T3) midZeme vidét jako ska-
larni funkci F zavislou na bodech v roviné a s hod-
notami v R, samu rovnici pak jako poZadavek na jeji
hodnotu. Casem uvidime, 7e vektor (a, b) je v tomto
= pfipadé pravé smérem, ve kterém F nejrychleji roste.
Proto bude smér kolmy na (a, b) pravé tim smérem, ve kterém
zlistava nase funkce F konstantni. Konstanta c pak urcuje, kterou
ze viech rovnobéZnych piimek rovnice urcuje.
M¢éjme nyni dvé piimky p a g a ptejme se po jejich praniku
p N gq. Ten bude popsan jako bod, spliiujici ob& rovnice pfimek
soucasnég. PiSme je takto

ax +by=r,
(1.15)

cx +dy =s.
Opét mtZzeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé dvo-
jici soufadnic [x, y] bodG P v roviné pfifadi vektor hodnot dvou
skalarnich funkef F; a F» danych levymi stranami jednotlivych
rovnic (ICI3). Mazeme tedy naSe rovnice napsat jako jediny vztah
F(v) = w, kde F je pfitazeni, které vektor v popisujici polohu
obecného bodu v roviné€ (v naSich soufadnicich) zobrazi na vektor
zadany levou stranou rovnic, a poZadujeme, aby se toto zobrazen{
strefilo do pfedem zadané hodnoty w = (r, s).

1.26. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazen{ F, se kterymi jsme
/ ¢ pracovali pfi popisu priniku pfimek, maji jednu ve-

7 lice podstatnou spole¢nou vlastnost: respektuji ope-
race s¢itani a ndsobent s vektory a skaldry, tj. respek-

tuji linedrni kombinace:

Fa-v+b-wy=a-F)+b-F(w)
pro viechna a, b € R, v, w € R%. Rikdme, 7¢ F je linedrni zob-
razeni z R? do R?, a piseme F : R? — R2. Slovy lze podminku
také vyjadrit tak, Ze linedrni kombinace vektorli se zobrazuje na
tutéZ linearni kombinaci jejich obrazi, tj. linearni zobrazeni jsou
ta zobrazeni, kterd zachovavaji linedrni kombinace.

Se stejnym chovdnim jsme se setkali i v rovnici (I'T3) pro
primku, kde 3o o linedrni zobrazeni F : R — R a jeho predepsa-
nou hodnotu c. To je také ditvodem, pro¢ jsou hodnoty zobrazen{
z = F(x, y) na obrazku vyobrazeny jako rovina v R>.

Struéné budeme zapisovat takova zobrazeni pomocf tzv. matic
a jejich nasobeni. Matici rozumime obdé€Inikové schéma skalart,

napft.
A= (a b) nebo v = (x) ,
c d y

hovotime o (¢tvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v. Jejich
ndsobeni definujeme takto:

_fa b x\ _ (ax+Dby
A.v_<c d>.<y>_(cx+dy>'

Podobné, miiZzeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou matici B
stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme predchozi formule
po jednotlivych sloupcich matice B a obdrzime jako vysledek opét
¢tvercovou matici.

Neumime ndsobit vektor v zprava matici A protoZe nim ne-
vychazi pocty skalarti na fadcich v s pocty skalart ve
sloupcich A. Umime vSak napsat vektor w do fadku
) skaldrti (tzv. transponovany vektor) w! = (a, b) aten
Zh ﬁl’ zprava naSimi maticemi A nebo vektory v jiZ ndsobit
umime.
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zrcadlenim (osovou symetrii) podle kolmého vektoru k piimce p.). Pa-
prsek dopadne v bod¢ [6, 2], odrazeny paprsek tedy bude mit rovnici

[6,2] +1¢(1,-3), t = 0.

Prinik pfimky dané odrazenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4, 8],
coZ je mimo polopiimku, ktera je dand odrazenym paprskem (t = —2).
OdraZeny paprsek tedy pfimku g neprotne. ]
Poznamka. Odraz paprsku v tiirozmémém prostoru je studovan
v piikladu ||BZ2||.

1.59. Z bodu [—2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti

1 ms~!

ve sméru (3, 2) tsecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila
z bodu [5, —2] druh4 dsecka délky 1 ve sméru (—1, 1), ovS§em dvojna-
sobnou rychlosti. Srazi se?

ReSeni. Piimky, po kterych se pohybuji dané dse¢ky, miiZzeme popsat

parametrickym vyjddienim:
p :[—2,0]14+7r(,2),
q 5, —2]+s(—1,1).
Obecnd rovnice piimky p je
2x =3y +4=0.

Dosazenim parametrického vyjadfeni pfimky ¢ ziskdme prusecik
P =11,2].

Nyni se snazme zvolit jediny parametr ¢ pro obé tsecky tak,
aby ndm odpovidajici bod na pfimkach p, resp. ¢, popisoval polohu
pocatku prvni, resp. druhé, Gsecky v Case ¢. V Case O je prvni tsecka
v bodé [—2, 0], druhd v bod¢€ [5, —2]. Za ¢as ¢t sekund urazi prvni
usecka ¢ jednotek délky ve sméru (3, 2) druhd pak 2¢ jednotek délky

ve sméru (—1, 1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
H{=2,01+ ——=(3,2),
b 13

NiE
q:[5. =21+ tv2(=1,1).

Pocatek prvni tsecky dorazi do bodu [1, 2] v ¢ase t; = +/13 s, pocatek
druhé tdsecky v Sase t = 2+/2 s, tedy vice neZ o pal vtefiny diive.
Tedy v dob¢, kdy doraz{ do priseciku P pocatek prvni dsecky, bude

jiZ konec druhé dsecky pry¢€ a usecky se tak nesrazi. ]

1.60. Rovinny fotbalista vystfeli mi¢ z bodu F = [1, 0] ve sméru
(3,4) na branu (dsecku) ohrani¢enou body A = [23,36] a
B = [26, 30]. Sméfuje mi¢ do brany?

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrava v prvnim kvadrantu,
sta¢i uvazovat smérnice vektora FQA, (3,4), FB. Tvofi-li (v tomto

porad{) bud’rostouci nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu.

vy s

Snadno ovéfime tzv. asociativitu nasobeni (propocitejte pro
obecné matice A, B a vektor v detailné):

(A-B)-v =A-(B-v).

Misto vektoru v miZeme samoziejmé psat i libovolnou matici C
spravného rozméru. Stejné snadno je vidét i distributivita

A-(B+C=A-B+A-C.

Neplati viak komutativita a existuji ,,délitelé nuly*. Napf.

(6 0) (0 )=o) 696 o) =06 0)

Zejména vidime, Ze nasobeni vektord pevnou matici zadava
linearni zobrazeni, a naopak, pomocf hodnot linedrntho zobrazeni
F na dvou pevnych vektorech baze uz dostaneme celé pfislu§né
zobrazeni. Body v roving jsou tedy obecné vzory hodnot linear-
nich zobrazeni F roviny do roviny, piimky jsou obecné vzory hod-
not linedrnich zobrazen{ z roviny do realné pfimky R. S maticemi
a vektory umime rovnice pro ptimky a body psat

wo =@ ) (7)=c
o900

Ve zvlastnich situacich tomu tak byt nemusi. Tak tfeba prini-
kem dvou stejnych pfimek je opét sama piimka (a vzorem vhodné
hodnoty pro takové linearni zobrazeni bude cela pfimka), nulové
zobrazeni ma za vzor nuly celou rovinu. V prvém piipadé to po-
zname tak, Ze jsou nalevo v rovnicich (CI3) stejné vyrazy a7z na
skaldrnf nasobek (nebo jinak feceno, fadky matice A jsou stejné
a7z na skalarni ndsobek). V takovém ptipad¢ bud’ nebude v priniku
pfislusnych piimek Zadny bod (rovnobéZzné rtizné piimky) nebo
tam budou vSechny body pfimky (stejné pfimky). Tuto podminku
muZe vyjadrit tak, Ze poméry a/c a b/d musi byt stejné, neboli

(1.16) ad — bc = 0.

Vsimnéme si, Ze toto vyjadieni uz zahrnuje i ptipady, kdy ¢ nebo
d je nulové.

1.27. Determinant matice. Vyrazu nalevo v ([CI8) fikdme deter-
minant matice A a piSeme pro néj

a b
detA_c d

‘:ad—bc.

Nasi diskusi ted mizeme vyjadrit takto:

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na
vSech ctvercovych maticich A a rovnice A - v = u je jednoznacné
fesitelnd, prave kdyz je det A # 0.

Zkuste promyslet, Ze pro tuto Gvahu bylo podstatné, Ze pra-
& \! cujeme s polem skalarti. Napiiklad nad celymi ¢&isly
Voo, obecné neplati. KdyZ prosté spocteme feSeni rovnic
twe T %77, s celotiselnymi koeficienty (tj. matice A méd pouze

7/ celodiselné vstupy), tak toto feSen{ celociselné byt ne-
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Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coz je klesajici posloupnost,

mic tedy smétuje do brany. |

1.61. Upravte (A — B)T - 2C - u, pficemz

0 5 2 0
= (53 =50

Reseni. Dosazenim
25 -2 -1
=3 ) w3 )
4 —4
2= (8 10)
a nasobenim matic dostavame

—2 1\ (4 —4\ (3
(A_B)T’ZC'”:<5 1)'(8 10)'(2)

1.62. Uvedte priklad matic A a B, pro néz
@ (A+B)-(A—-B)#A-A —B-B,
(b) (A+B)-(A+B)#A-A +2A-B+B-B.

():

ReSeni. Pripomenime, Ze uvaZujeme dvojrozmérné (¢tvercové) mati-

ce A a B. Pro libovolné matice A a B ovSem plati
(A+B)-(A—B)=A-A—-A-B+B-A —B-B.
Identitu
(A+B)-(A—B)=A-A—-B-B

tak dostaneme, pravé kdyZ je —A - B 4 B - A nulovou matici, tj. pravé
kdyZ matice A a B komutuji. Pfikladem hledanych matic jsou tedy
prave ty dvojice matic, které nekomutuji (matice soucinu se pii ziméné

pofadi ndsobenych matic zméni). MiZeme napft. zvolit
1 2 4 3
=(3)e-60)

nebof pii této volbé je

&8 5 13 20

4 'B—(zo 13)’ B-A —<5 8)'
Analogicky pro kazdou dvojici matic A, B plati
(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B.

To znamen4, Ze

(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+A-B+B-B

1.28. Aﬁnm zobrazeni. Podivime se, jak maticovd symbolika

Z _ umoZiiuje pracovat s jednoduchymi zobrazenimi
P v afinni roving. Vidéli jsme, Ze nasobenim matic{
l" £ je dano linedrni zobrazeni. Posunuti v afinni roviné
R? o pevny vektor t = (r, s) € R? umime v maticové formé také
snadno zapsat:

()= ()+()-(1)

JestliZe k vysledku linedrniho zobrazeni jesté dovolime piicist
pevny vektor t = (r, s), pak naSe zobrazeni bude mit tvar

() a i (B0
y cx+dy—+s
Takto jsou popsédna praveé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny do
sebe.
Takova zobrazeni nAm umozni pfepocitavani soufadnic vznik-
Iych riznymi volbami po¢atkl a bazi smérti pro po-
S ) sunuti. Co se stane, kdyZ nas pozorovatel z odstavce
" [C23 bude tutéZ rovinu shlizet z jiného bodu nebo si
aspori vybere jiné body E1, E2? Zkuste si promyslet,
7e na trovni soufadnic to skute¢né bude pravé zména realizovana
pomoci afinniho zobrazeni. Casem budeme vidét obecné diivody,
pro¢ tomu tak je ve vSech dimenzich.

SETKANI Ma [2:1772

0 ;-
\4 4

1.29. Euklidovska rovina. Pfidejme nyni schopnost naseho po-
zorovatele vidét vzdalenosti. Napf. miize véfit obvyklému vzorci
pro velikost vektoru v = (a, b)

ol = Va? 452

v jim zvolenych afinnich soufadnicich. Okamzité pak miZeme de-
finovat pojmy jako jsou thel a oto¢en{ v roviné.

Jednoduse si to midZeme predstavit takto: nas ¢lovék se roz-

7 hodr}w 0 néjz}kYCh bod}ech L:? 1 ?lsz, ze vjsgu od néj ve
<y, vzdalenosti jedna, a zdrovei si fekne, Ze jsou na sebe
= kolmé. Vzdalenosti ve smérech soufadnych os pak
jsou dany prislu$nym pomérem, obecné pouziva Euklidovu (nebo
Pythagorovu) vétu. Odtud vyjde pravé vyse uvedeny vzorec.
EukLIDOVSKA
VLDALBVOST

! /

[=UP-Qll = Vaz+ &
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je splnéno tehdy a jenom tehdy, kdyZ A-B = B-A. Ve druhém piipadé

jsou tak hledané dvojice matic A, B zcela totoZné s piipadem prvnim.

O

1.63. Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni F,G : R®> — R? zadand

pfifazenimi
(x Tx — 3y
F . (y) — (—2x+5y)’ x,y €R,
(x 2x +2y —4
G: (y)r—) (4x—9y+3>’ x,yeR
linedrni.

ReSeni. Pro libovolny vektor (x, y)” € R? mizeme vyjadfit
X 7 -3 X
()= )6
X 2 2 X —4
()6 5)0)+G)

Odtud vyplyvd, Ze obé zobrazeni jsou afinni. Pfipomeiime, Ze afinni

zobrazenf{ je linedrni, pravé kdyZ se nulovy vektor zobrazi sdm na sebe.

Vime, Ze plati

(©)=6)-<(6)-G)

a proto je zobrazeni F je linedrni, zobrazeni G nikoli. ]

1.64. Spoctéte délky stran trojihelnika s vrcholy

A=[2,2] B=1[3,0] C =1[4,3].

ResSeni. UZitim zndmého vzorce pro velikost vektoru

2
|l =Jul+ud, u = (u,u) €R

obdrzime vysledky
|AB| = ||A = B|l=/(2 -3+ (2 - 0?2 =4/5,
|BC| = ||B - C|| = V(3 —4)?+ (0 —3)> = V10,
|ACI=[A=Cll=y/2 -4+ 2-32=4/5. O

1.65. Rovnobéznikova rovnost. Dokazme jako ilustraci naSich na-

strojt tzv. ,,rovnobéznikovou rovnost™: Jsou-li u, v € R?, pak:
2 2 2 2
2(flull” + lvllI7) = llu +vlI” + lu — v]|”.

Neboli soucet druhych mocnin délek thlopficek rovnobéznika je roven

dvojnésobku souctu druhych mocnin délek jeho stran.

Nas pozorovatel roviny miiZe samoziejmé postupovat i jinak.
Mtize pouzit néjaky standard pro skute¢né méfeni vzdalenosti
bodi P a Q v roviné a fici, Ze to je pravé velikost vektoru Q — P,
ktery potfebujeme na posunuti z P do Q. Pak si vybere néjaky
z vektor(l, které skute¢né maji velikost 1 a tfeba pomocf trojihel-
niku o strandch s velikostmi 3, 4 a 5 zkonstruuje kolmy vektor o ve-
likosti jedna a déle pokracuje jako vyse.

Euklidovskd rovina je afinn{ rovina s vy$e zavedenym pojmem
vzdalenosti.

1.30. Uhel vektord. Jak jsme jiz pouZivali pii diskusi komplex-
nich ¢&isel coby bodd v roviné, tzv. goniometrickd
__ funkce cos ¢ je ddna hodnotou redlné prvni sourad-
nice jednotkového vektoru, jehoZ tdhel s vektorem
(1,0) je ¢.

Zjevne je pak druha soutadnice takového vektoru dana redlnou
hodnotou 0 < sing < 1 spliujici

(cos ¢)? + (sing)? =

Obecné pak pro dva vektory v a w miiZeme jejich dhel popsat
pomoci soufadnic v = (vyx, vy), w = (wy, wy) takto:

Vx Wy + VyWy

osp =
ol - flwll

ODCHYLKA Drod VEKTORLI

w

Tento vztah si snadno ovéfime, pokud véfime, 7e otoleni ro-
viny kolem pocatku neméni dhly. Pak totiz mlizeme
napted libovolné zvolené vektory vyndsobit vhodnymi
skalary tak, abychom dostali vektory velikosti jedna
B (nas vzorec totiZ po nasobeni vektort libovolnymi ska-
lary dava pochopitelné neménné vysledky). Poté mtzeme vhod-
nym oto¢enim nasi roviny dosdhnout toho, Ze prvni z vektorti bude
pravé prvnim bazovym vektorem (1, 0). Potom ddva nas vzorec

Wy
CoOsQp = ——,
lwll

coZ je pouze opakovanim definice funkce cos ¢.

1.31. Rotace kolem bodu v roviné. Matici libovolného znimého
zobrazeni F : R? — R2 Ize veelku snadno uhddnout: Je-li to-
tiz vysledkem matice se sloupci (a, ¢) a (b, d), pak prvnf sloupec
dostaneme ndsobenim této matice s prvnim vektorem bdze (1, 0)
a druhy je vyc¢islenim na druhém vektoru baze (0, 1).
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Reseni. Rozepsanim obou stran rovnice do soufadnic u = (uy, usz),

v = (v, vp) obdrzime:
2([lull® + I ]1%) = 2} + 5 + v} + v3) =
= u% + 2u vy + v12 + u% + 2urvy + v%—i—
—|—uf—2u1v1 +vf+u§ —2u2v2+v§ =
= (u1 +v)* + (U2 + v2)°+
+ (1 = v)? + (2 — )’ =
= Jlu +vl* + llu— v

1.66. Urcete tihel, ktery sviraji vektory
(@) u=(=3,-2),v =(-2,3);
(b) u=@2,6),v =(-3,-9).

ReSeni. Hledany thel ¢ vypo&itime ze vzorce (I36). Viimnéme si,
Ze vektor (—3, —2) mliZzeme ziskat tak, Ze zaménime pofadi soufad-
nic ve vektoru (—2, 3) a jednu z nich vyndsobime ¢islem —1. To je
ovSem Uprava, kterd se provadi, kdyzZ chceme ze smérového vektoru
pfimky ziskat normdlovy (nebo naopak). Vektory ve varianté (a) jsou
tedy kolmé, tj. ¢ = m/2. Nebof —3 - (2,6) = 2 - (=3, -9), je ve
varianté (b) vektor u ndsobkem vektoru v. Pokud jeden vektor piejde
na druhy tak, Ze ho vyndsobime kladnym ¢&islem, sviraji tyto vektory
evidentn€ nulovy thel. V naSem piikladu je tfeba ndsobit zipornym
¢islem, coz bezprostfedné dava ¢ = . |

1.67. Urcete thel (odchylku) ¢, ktery sviraji dhlopiicky A3;A; a
AsAjg pravidelného dvandctidhelniku AgA1A; ... Aq;.

ReSeni. Odchylka nezdvisi na velikosti daného dvanactighelniku.
Volme dvanictitihelnik vepsany do kruZnice o poloméru 1. Jako
v pfedchozim piiklad€ ur¢ime soufadnice jeho vrchold a podle vzorce
snadno dopoéf}éme, 7Ze cosp = m, tedy ¢ = 75°.

Jiné FeSeni. Ulohu lze feSit Cist€ metodami syntetické geometrie:
oznac¢ime S stfed dvandctitihelniku a 7 prtsecik dhlopiicek A3A7 a
AsAjo. Nyni |L A7As5A 9] = 45° (obvodovy thel prislusny stfedo-
vému dhlu A7SAo, ktery je pravy), ddle |L AsA7A3| = 30° (obvo-
dovy thel piislusny stredovému thlu AsSAs, jehoZ velikost je 60°).
Velikost thlu AsT A7 je pak doplitkem vySe zminénych Ghli do 180°,
tedy je rovna 105°. Hledand odchylka je pak 180° — 105° = 75°. U

1.68. Zjistéte, jakd linedrni zobrazeni R? do R? jsou zaddna mati-

cemi (tj. popiSte jejich geometricky vyznam)

V2 V2

10 10 NG

A‘:(O 0)"‘2:(0 1)’A3=<% ¢§2>
2 2

ROTACE KOLEH BODU V ROVINE

Z obrazku je proto vidét, Ze pro rotaci o thel ¥ proti sméru
hodinovych rucek jsou v matici sloupce

a b\ (1) [(cosy a b\ (0 (—siny
c dJ\0) \siny )’  \c d)\1)  \ cosy
Smér proti sméru hodinovych ruéek oznacujeme jako kladny smér

rotace, opatny je pak zaporny. Proto dostdvame tvrzeni:

MATICE ROTACE l
CE ROTAC

d

Rotace o pfedem dany dhel ¢ v kladném sméru kolem pocatku

soufadnic je dana matici Ry :
—siny\ (x
cos Y v’

Nyni, kdyZ uz vime, jak vypadd matice otoen{ v roving,
muzeme overit, ze otofeni zachovava vzdale-
nosti a thly (definované pfedeSlym vzorcem).
Oznacime-li obraz vektoru v jako

!/ .
(VY o Uy COS Y — vy sinyr
v= (vQ) =Ry-v= (vx sinyr 4 vy cos ¥
a podobné w’ = Ry - w, pak lze snadno pfepocitat, Ze opravdu
plati

" = lvll,

/ / / /
VW, + vyw

YWy = Uy Wy + vywy.

Predchozi vyraz Ize pomoci vektorid a matic napsat nasledovné
(Ry - w)T(Rw -V) = wl .

Transponovany vektor (Ry - w)T je roven w’ - Ri, kde R,IT, je
tzv. transponovand matice k matici Ry. To je matice, jejiZ fadky
tvofi sloupce ptivodni matice a sloupce naopak tvori fadky ptivodn{
matice. Vidime tedy, Ze matice otoceni spliiuji vztah R,i “Ry =1,
matice I (nékdy piSeme prosté 1 a mame tim na mysli jednotku
v okruhu matic) je tzv. jednotkovd matice

()
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Reseni. Nechf (x, )T je naddle libovolny redlny vektor. Pro matici

()= 6 0)-0)-6)

coZ znamend, Ze linedrni zobrazeni, které tato matice zaddvd, je

A dostavame

(kolmd) projekce na osu x. Podobné vidime, Ze matice A, urCuje zrca-

dleni vzhledem k ose y, protoze
()= (" 9)-()-()
y 0 1) \y y )
Matici Aj lze vyjadrit ve tvaru
(cos @ —sin go>
sing  cosg
pro ¢ = m/4, a tudiZ zaddva otocen{ roviny kolem pocatku o thel /4

(v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych rudicek). ]

1.69. Bud déan pravidelny Sestithelnik ABCDEF (vrcholy jsou
oznaceny po fadé v kladném smyslu) se sttedem v bodé S = [1, 0]

a vrcholem A = [0, 2]. Urcete soufadnice vrcholu C.

ReSeni. Soufadnice vrcholu C ziskdme oto¢enim bodu A okolo stfedu

S Sestithelnika o 120° v kladném smyslu:
cos 120°  —sin 120°
= (sin 120°  cos 120° ) A-9H+5=

_1 _B\ /g
= £32 _i (2)+[1,0]:
2 2
=[3-v3-1-%] O

1.70. Buddan rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leZic{
cely v prvnim kvadrantu. Uréete soufadnice jeho tfettho vrcholu.

ReSeni. Tretf soufadnice je [§+ 3,4 + | (oteime bod [1,0]

202
0 60° kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). O
1.71. Jsou dany body A = [1, 1], B = [2,3] a S = [0, 0]. Urcete

soufadnice vrchold trojihelnika, ktery vznikne oto¢enim rovnostran-
ného trojihelnika ABC o 60° v kladném smyslu kolem bodu S (bod
C lezi v poloroving dané pfimkou A B a bodem ).

ReSeni. Treti vrchol trojiihelnika dostaneme napf. otocenim o 60°
jednoho z vrcholt kolem druhého (ve spradvném smyslu). Hledané
body maji pak soutfadnice [—%\/5, V3 - %], [% — % 3,13+ %],
[1-3v3.v3+3] 0

1.72. Najdéte matice A takové, Ze

L (L B
A=z 7).
22

Népovéda: jaké geometrické zobrazeni v roviné zaddv4 matice A%?

Tim jsme odvodili pozoruhodné tvrzeni — matice F s vlastnosti,
7e F - Ry = I (budeme takové fikat inverzni matice k matici ro-
tace Ry ) je matici transponovanou k ptivodni. To je logické, nebot
inverzni zobrazeni k rotaci o thel v je opét rotace, ale o uhel —,
tj. inverzni matice Rl/T/ je rovna matici

R — cos(=y) —sin(—=y)\ [ cosyr  siny

V= \sin(—y)  cos(—y) ]~ \—siny cosy )"

Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu
P = O + w, P = [wy, wy] opét pomoci matice, snadno

napiSeme potfebny vzorec pomoci posunuti:

ROTACE S PoSUNUTIN

. /
\’"“‘—~~~\__‘_;‘A

N\

Staci si k tomu uvédomit, Ze miZeme misto rotace kolem da-
ného bodu P napied posunout P do naseho pocatku, pak provést
rotaci a pak ud€lat opacné posunuti, kterym celou rovinu vratime
tam, kde méla celou dobu byt, viz obrdzek. Pocitejme tedy

v :()yc>r—>v —wr Ry -(v—w)
= Ry -(v—w)+w=

[ cosY(x — wy) —sinP(y — wy) + wy
o \siny(x — wy) +cosY(y —wy)) +wy )

1.32. Zrcadleni. Dal§im dobfe zndmym piikladem zobrazeni,
ktera zachovavaji velikosti, je tzv. zrcadleni vzhledem
#=, k piimce. Opét niam bude stadit popsat zrcadleni
7 vzhledem k pifmkdm prochdzejicim pocatkem O
a ostatni{ se z nich odvodi pomoci posunuti, resp.

Y 7 n S
rotaci.

Hledejme tedy matici Zy, zrcadleni vzhledem k pfimce s jed-

notkovym smérovym vektorem v svirajicim thel ¥ s vektorem

(1, 0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
)
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ReSeni. A2 je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takZe hledané

matice jsou
V31
1=+(T Z).
2 2
tj. jsou to matice rotace o 30°, resp. o 210°. ]

1.73. Stanovte A - A pro

A= (CF’S‘” _Sm‘”>, kde ¢ € R.
sing  cosg

ReSeni. Vime, Ze zobrazeni

() (e o) () wrem

je rotaci roviny R? kolem po&atku soustavy soufadnic o thel ¢ v klad-
ném smyslu. Vzhledem k asociativité¢ ndsobeni matic dostdvame, 7Ze
zobrazeni

(x) . (C?Sg{) —sin go) . (cpsgo —sin <p> . (x)

y sing  cos g sing  cos @ y/)’
x,y € R, je rotaci o thel 2¢. To znamen4, Ze plati

A A= <c952<p —sin2go> '
sin2¢  cos2¢

Poznamenejme, Ze jsme samoziejmé mohli piimo vyndsobit A - A
(a aplikovat vzorce pro sinus a kosinus dvojndsobného tihlu). Opakova-
nim vySe uvedeného (piip. pouzitim matematické indukce) Ize ov§em
snadnéji obdrzet

A" — (Cf)smp _Smmp>, n=23,...,
sinng  COSng

jestlize klademe A2 =A - A, A=A - A - Aatd. U

1.74. Osova symetrie. Najdéte matici osové symetrie (téZ zrcadlent)
podle piimky y = x.

ReSeni. V této symetrii pfechdzi osa x na osu y a naopak. V piiso-
beni uvaZované osové symetrie na obecny bod to znamend, Ze se pouze

vyméni x-ovd a y-ovd soufadnice zobrazovaného bodu. Tato vyména

je vysledkem ndsobeni matic{ <(1) (1)) , coZ je tedy matice dané syme-

trie.

1.75. Ukazte, Ze sloZzenim lichého poctu stfedovych soumérnosti

v roviné dostaneme opét stredovou symetrii.

ReSeni. Stiedovou soumérnost v roving se sttedem S reprezentujme
predpisem X — S — (X —.S5), neboli X — 25 — X. (Obraz bodu X ve
stredové symetrii podle stfedu S dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu
S pficteme soufadnice vektoru opaéného k vektoru X — §.) Postupnou
aplikaci tif sttedovych soumérnosti se stfedy S, 7 a U tak dostdviame
X—>25—X—=>2T - Q2S—X)—2U — 2T — 2S5 — X)) =

( 4—110)

>
(1.0) x
(ar'b)
9r>(0)~(29)(%)
(%) *‘>(—b) ( o-1/( #
Obecné mizeme kazdou piimku otocit do sméru vektoru (1,0) a
tedy zapsat obecnou matici zrcadlen{ jako
Zy =Ry -Zo-R_y,

kdy nejprve oto¢ime matici R_y pifmku do ,,nulové” polohy, od-
zrcadlime matici Zj a vratime zpét otoCenim Ry,
Mizeme proto (diky asociativit€é ndsobeni matic) spocist:

__[cosy  —sinyr 1 0 cosy  siny\
“\siny  cosy ) \0 —1) \—siny cosy /)
__[cosy  siny cosy  sinyr\

T \siny —cosy) \—siny cosy)

_ <0052 W — sin® ¥ 2 siny cos ¥ ) _

2sinycosy  —(cos? Y — sin” )

_[cos2y  sin2y
T \sin2y  —cos2y )’

Pouzili jsme pfitom obvyklé souc¢tové vzorce pro goniometrické
funkce. Pov§imnéme si také, Ze Zy - Zy je ddno:

cos2y  sin2y I 0\ (cos2y —sin2y
sin2y —cos2y) \0 —1) \sin2y cos2y /-

Toto pozorovani Ize zakreslit a zformulovat nasledovné.

Tvrzeni. Otoceni o ithel r obdrZime naslednym provedenim dvou
zreadleni vzhledem ke smériim, které spolu sviraji tihel %I/f.

Pokud umime odtvodnit pfedchozi tvrzeni ryze geometric-
&\ \ kou tvahou (zkuste si zahrdt na ,syntetického geo-
4y, metra”), dokdzali jsme pravé standardni vzorce pro
‘M/ goniometrické funkce dvojndsobného dhlu.
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=2U—-T+ S5 — X,celkem X — 2(U - T 4+ S) — X, coZ je HIlubs{ je nasledujici rekapitulace predchozich dvah (skoro si
muiZeme Fici, Ze uZ umime dokazat skute¢né zajimavy matema-
ticky vysledek):

ZOBRAZEN{ ZACHOVAVAIJIC{ VELIKOSTI L___\

stfedovd soumérnost se sttedem S—7 +U . SloZen{ libovolného lichého
poctu stitedovych soumérnosti tak postupné redukujeme az na sloZeni
tii sttedovych soumérnosti, jde tedy o stfedovou symetrii (v principu se

jednd o ditkaz matematickou indukcf, zkuste si jej sami zformulovat). ~ 1.33. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno z jed-
0 noho nebo vice zrcadleni, pravé kdyZ je ddno matici R splitujici

R= (“ b), ab+cd=0, a*+32=bp+d=1.

1.76. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li dany vSechny stfedy jeho c d

stran. To nastane, prave kdy? toto zobrazeni zachovdva velikosti.
Ortoclenim je takové zobrazeni pritom prave tehdy, kdv? je de-

terminant matice R roven jedné, coZ odpovidd sudému poctu zrca-

sttedovych soumérnosti je opét stfedovd soumérnost (viz piiklad  dieni. Pii lichém pocltu zrcadleni je determinant roven —1.

IZZ3||). Ozna¢me vrcholy hledaného (2n + 1)-thelniku po fad€ Ay, |
Ay, ..., Apuy astiedy stran (poc¢inaje sttedem strany A A;) postupné

ReSeni. K feSeni vyuzijeme toho, Ze slozenim lichého poctu

Dikaz. Zkusme napted spocist, jak miZze vypadat obecné
> matice A, kdyZ prislusné zobrazen{ zachoviva
~ 4

, velikosti. Tj. mdme zobrazeni

S1, S2, ..., Sopt+1. Provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle

téchto stfedd, tak bod A; je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové

soumérnosti, tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy sta¢i provést ¥ a b ¥ ax + by
uvedenou stfedovou soumérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod <y) = (c d) ' (y) - (cx + dy) ’

A, lezi pak ve stfedu tsecky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve  Zachovéni velikosti tedy znamend, 7e pro viechna x a y je

zminéné stfedové symetrii. Dal$i vrcholy A, ..., As,+1 ziskdme zob- 2 yz — (ax + by)2 ¥ (ex + dy)2 _
razovanim bodu A, ve stifedovych soumérnostech podle S1, ..., Sou+1. = @+ )2 + B+ )y +2(ab + cdyxy.
- ProtoZe ma tato rovnost platit pro vSechna x a y, musi si byt rovny
1.77. Urete obsah trojihelnika A BC, je-li k(/)eﬁf:ienty u j?dn.otlvivych moc,tninx2 , y2 axyna Pravé ilevé ,strané.
Tim jsme spocetli, Ze rovnosti kladené na matici R v prvnim tvr-
A =[-8,1], B=[-2,0], C =[5,9]. zenf dokazované véty jsou ekvivalentn vlastnosti, Ze ptislu§né zob-

razen{ zachovava velikosti.
Diky vztahu a® 4 ¢> = 1 mizeme predpokladat, 7e a = cos ¢
a ¢ = sin g pro vhodny tdhel ¢. Jakmile takto zvolime prvni slou-
prvni sloupec je ddn vektorem B — A a druhy sloupec vektorem C —A,  pec matice R, a7 na ndsobek ndm vztah ab+cd = 0 uréuje i druhy
tj. determinantu matice sloupec. Zarovei ale vime, Ze i velikost vektoru ve druhém sloupci
je jedna a dostdvame tedy pravé dv€ moznosti pro matici R:

(—20—_(1—8) N £—18)), (e ) (e e ),

sing  cosg sing —cosg

ReSeni. Vime, Ze obsah je roven poloviné determinantu matice, jejiz

Jednoduchy vypocet tak dava vysledek
V prvém piipadé jde o rotaci o dhel ¢, ve druhém pak o rotaci

l (=2 —(=8)- (9 —1)—(5—(=8)) - (0 — 1)) = ﬂ sloZenou se zrcadlenim podle prvni soutadné osy. Jak jsme vidéli
2 2 v predchozim tvrzeni 31, kazda rotace odpovidd dvéma zrcadle-
nim a determinant matice R je v téchto dvou piipadech skutedné

Dodejme, Ze pti zaméné poradi vektorl by hodnota determinantu méla
jedna nebo minus jedna a rozlisuje je. t

opacné znaménko (jeji absolutni hodnota by tedy zlstala stejnd) a Ze

by se vlibec nezménila, kdybychom vektory (pfi zachovani poradi) na-  1.34. Obsah trojihelnika. Zavérem na$eho malého vyletu do ge-
psali do Fadkd. n : ometrie se zaméfme na obsah rovinnych objektt. Bu-
__ dou ndm stacit trojuhelniky. Kazdy trojihelnik je vy-
mezen dvojici vektor v a w, které, ptiloZeny do jed-
2~Z2 noho z vrcholti P, zadaji zbylé dva vrcholy. Chtéli
[6,1],[11,4], [2,4]. bychom tedy najit vzorec (skalarni funkci vol), kterd dvéma vek-
tortim pfifadi ¢islo rovné obsahu vol A(v, w) takto definované¢ho
trojuhelnika A (v, w), kde si pro urcitost za P volime pocatek a po-
rucicek) sunutim se obsah stejné neméni.
Ze zadan{ je vidét, Ze hledand hodnota je polovinou plochy rov-
A =[1,1], B=[6,1], C =[11,4], D =[2,4]. nobé&Zniku nataZeného na vektory v a w a snadno se spo¢te (pomoci

1.78. Spoctéte obsah S ¢tyiihelnika vymezeného jeho vrcholy [1, 1],

ReSeni. Nejprve si oznaéme vrcholy (proti sméru pohybu hodinovych
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Pokud rozdélime ¢tyithelnik ABCD na trojihelniky ABC a ACD,
muzeme ziskat jeho obsah jako soucet obsahti té€chto trojuhelniki, a to

vycislenim determinant@

g |61 11=1 |5 10
'=l—1 4—-1|"10 3|
o |[=1 21 _f10 1
27 04—-1 4—-1|" |3 3]

kde ve sloupcich jsou postupné vektory B —A, C —A (prod;)a C —A,
D — A (pro d»). Potom

¢ _d1+d2_5-3—10-0+10-3—1-3_
22 2 2 -
15427
2
2

(diky uspotadani vrchol@ v kladném smyslu vySly vSechny determi-
nanty kladné). Spravnost vysledku midZeme snadno potvrdit, nebof
¢tyfihelnik ABCD je lichobéZnikem se zdkladnami délek 5, 9 a je-

jich vzdélenosti v = 3. O

1.79. Které strany Ctyfdhelnika zadaného vrcholy [—2, —2], [1, 4],
[3, 3] a[2, 1] jsou viditelné z pozice bodu [3, # — 2]?

ReSeni. Jednd se o modelovou tlohu na viditelnost stran konvexnfho
mnohouhelnika v rovin€. V prvnim kroku uspofdddme vrcholy tak,
aby jejich pofadi odpovidalo sméru proti pohybu hodinovych rucicek.
KdyZ jako prvni vrchol zvolime napt. A = [—2, —2], je dal3{ pofadi
B=1[2,1],C =13,3], D =[1,4].

Uvazujme nejprve stranu AB. Ta spolecné s bo-
dem X = [3, m — 2] zadava matici
-2-3 2-3
—2—(m=2) 1—(r—-2)

tak, ze jeji prvni sloupec je rozdilem A — X a druhy sloupec je B — X.

To, zda je vidét z bodu [3, w — 2], pak urcuje znaménko determinantu

' —2-3 2-3 _‘—5 —1

—2—(@-2) 1—(—-2) -1 3—m7m

=-5-3-—n)— (=1)(-7) <O.

Zépornd hodnota znamend, Ze strana je vidét. Dopliime, Ze nezdleZi
na tom, zda uvazujeme rozdily A — X aB — X,nebo X —Aa X —
B. Kdybychom v8ak zaménili potadi sloupcd, ptislusna strana by byla
vidét pravé tehdy, kdyz by byl determinant kladny.

Pro stranu BC analogicky obdrzime

2-3 3-3 | -1 0
l1-(7r—-2) 3—(r-2) 3—-7 5—m

=—1-6—m)—-0<0.

zndmého vzorecku: zakladna krat prislusna vyska) nebo prosté vi-
dime z obrazku, Ze nutné plati

volA(v 4+ v/, w) = vol A(v, w) + vol A(V', w),
vol A(av, w) = avol A(v, w).

thsah A = flz obcahu rZ7
stejne” Dbsaﬁg/

Nakonec jesté pfidime k nasemu zadan{ pozadavek
vol A(v, w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida piedstavé, Ze opatiime plochu znaménkem podle
toho, v jakém poradi bereme vektory (tj. jestli se nani divime shora
nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcii matice A, pak

A = (v,w) — detA

splituje v8echny tfi nase pozadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
muzZe byt? Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou bazovych
vektort ey = (1,0) a ep = (0, 1) a diky linearité je tedy kazda
moZznost pro vol A jednoznacné urcena uz vycislenim na téchto
vektorech. Protoze ale pro obsah, stejné jako pro determinant, je
zjevné vol A(er, e1) = vol A(ez, e2) = 0 (kvuli poZadované an-
tisymetrii), je nutn¢ kazda takova skalarni funkce jednoznaéné za-
dana hodnotou na jediné dvojici argumentt (e, e2). Jsou si tedy
v§echny moZnosti rovny aZ na skalarni ndsobek. Ten umime urcit
pozadavkem

vol A(ey, e2) = l,
2
tj. volime orientaci a méritko pomoci volby bazovych vektort,
a chceme, aby jednotkovy Ctverec mél plochu jedna.
Vidime tedy, Ze determinant zaddvd plochu rovnob&Zniku
uréeného sloupci matice A a plocha trojihelniku je tedy poloviéni.
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Tato strana je tudiz vidét. Zbyvaji strany CD a D A. Pro n¢€ dostdvame
po fadé
3-3 1-3 10 -2
3—(7—-2) 4—(@—-2) |5—-7 6—m
=0—-(-2)-(5—m) >0,

1-3 —2-3 | | =2
4—(r—-2) 2—-@m—-2) |6—7n —=m

=—2.(=m) = (=5)- (6 —1) > 0.

Z bodu X jsou tedy vidét pravé strany uréené dvojicemi vrcho-
lﬁ [_2’ _2]’ [27 1] a [2a 1]’ [3a 3] ]

1.80. Uvedte strany pétidhelniku s vrcholy v bodech [—2, —2],
[—2,2], [1,4], [3,1] a [2,—11/6], které je mozné vidét z bo-
du [300, 1].

X XGE

ReSeni. Pro zjednodusSeni zapist ,.tradiéné* polozme

A — [—2, _2]7 B - [2’ _11/6]9 C - [35 ]]v
D =11,4], E =[-2,2].
Strany BC a CD jsou zjevné z pozice bodu [300, 1] viditelné; naopak
strany DE a EA byt vidét nemohou. Pro stranu A B rad€ji uréeme
‘—2 —300 2-300

11
21 M

17
= -302- (—€> —(=298) - (-3) <O.
Odsud plyne, Ze tato strana je z bodu [300, 1] vidét. |

F. Zobrazeni a relace

1.81.
ekvivalence:
i) M ={f :R— R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(0).
ii) M ={f :R — R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(1).

iii) M je mnozina piimek v roving, pficemz dvé pfimky jsou v re-

Rozhodnéte, zda ndsledujici relace na mnoziné M jsou relace

laci, jestlize se neprotinaji.

iv) M je mnoZina pfimek v roviné, pfi¢emZ dvé pfimky jsou v re-
laci, jestliZze jsou rovnobéZné.

v) M = N, kde (m ~ n), pokud S(m) + S(n) = 20, pricemz
S(n) znadf ciferny soucet ¢isla n.

vi M = N, kde (m ~ n), pokud C(m) = C(n), kde
C(n) = S(n), pokud je ciferny soucet S(n) mensi nez 10,
jinak definujeme C(n) = C(S(n)) (je tedy vZdy C(n) < 10).

Reseni.

v~

i) Ano. Ovéfime tfi vlastnosti ekvivalence:

1.35. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro ori-
41, entovany obsah ndm ddvd do rukou elegantni ndstroj
pro urcovani pozice bodu vici orientovanym useckam.
= X Orientovanou tdsetkou rozumime dva body v roving
U R? g urCenym pofadim. Mzeme si ji predstavit jako
§ipku od prvého k druhému bodu. Takovd orientovand usecka
nam rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim ,levou*
a ,,pravou”. Pro dany bod chceme poznat, jestli je v té levé nebo
pravé.

Takové ulohy Casto potkdvame v pocitaCové grafice pti feSeni
viditelnosti objektti. Pro zjednoduseni si zde jen piedstavme, 7e
usecku ,je vidét“ z bodli napravo a neni vidét z téch nalevo (coZ
odpovida pfedstavé, Ze objekt ohraniceny orientovanymi hranami
proti sméru hodinovych rudi¢ek ma nalevo od nich sviij vnitiek,
pres ktery tedy nenf hranu vidét).

’ [ >
, nevidr vsedfu’ _

4Ny
/
. C

. /o
, vt ety !

Mame-1i dan néjaky bod C, spoctéme orientovanou plochu
pfislu§ného trojihelniku zadaného vektory A — C a B — C. Pokud
jsme s bodem C nalevo od tsecky, pak pfi obvyklé kladné orien-
taci proti sméru hodinovych ruc¢ek bude vektor A — C dfive nez
ten druhy a proto vyslednd plocha (tj. hodnota determinantu ma-
tice jejimiZ sloupci jsou tyto dva vektory) bude kladnd. Naopak,
pfi opacné poloze bude vysledkem zaporna hodnota determinantu
a podle zaporné hodnoty determinantu zjistime, Ze je na§ bod od
usecky napravo.

Uvedeny jednoduchy postup je skute¢né Casto vyuzivan pro
testovani polohy pfi standardnich tlohach v 2D grafice.

6. Relace a zobrazeni

//////

time k formdlnimu popisu matematickych struktur.
Budeme se je ale prubézné snazit ilustrovat na jiz
znamych prikladech. Zirovenni milZeme tuto Cast
,eki{\ bréat jako cviceni ve formdlnim piistupu k objektiim

Ay

a konceptiim matematiky.

1.36. Relace mezi mnoZinami. Nejprve potfebujeme definovat
kartézsky soucin A x B dvou mnoZin A a B. Je to mnoZina vSech
usporadanych dvojic (a, b) takovych, Ze a € A a b € B. Bindrni
relaci mezi mnoZinami A a B pak rozumime libovolnou podm-
nozinu R kartézského soucinu A x B.

Casto piSeme a ~ b pro vyjadien{ skute¢nosti, Ze (a, b) € R,
tji. Ze body a € A ab € B jsou v relaci R. Definicnim oborem
relace je podmnoZina

DCA, D={acA;3beB, (ab)ecR).

38



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkci f je
fO) = f(0).
ii) Symetrie: jestliZze plati f(0) = g(0), paki g(0) = f(0).

iii) Tranzitivita: jestlize plati £(0) = g(0) a g(0) = h(0),
pak platii f(0) = h(0).

ii) Ne. Definovana relace neni reflexivni, napi pro funkci sin
mame sin 0 # sin 1 a nen{ ani tranzitivni.

iii) Ne. Relace opé€t nenfi reflexivni (kazd4 pfimka protind sama
sebe) ani tranzitivni.

iv) Ano. Ttidy ekvivalence pak tvoii mnoZinu neorientovanych
smérd v roviné.

v) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S(1) = 2.

vi) Ano.
O
1.82. Mame mnoZinu {3, 4, 5, 6, 7}. Napiste explicitné relaci
i) a déli b,
ii) a déli b nebo b déli a,
iii) a a b jsou soudélna.
@

1.83. Nechfje na R? definovéna relace R tak, 7e ((a, b), (¢, d)) € R
pro libovolnd a, b, ¢, d € R, pravé kdyz b = d. Zjistéte, zda se jedna
o relaci ekvivalence. Pokud jde o relaci ekvivalence, popiste geomet-
ricky rozklad, ktery urcuje.

Reseni. Z ((a, b), (a,b)) € R pro vSechnaa, b € R plyne, Ze relace je
reflexivni. Stejné snadno vidime, Ze relace je symetricka, nebof v rov-
nosti (druhych slozek) mizeme zaménit levou a pravou stranu. Je-li
((a,b), (c,d)) € Ra((c,d), (e, f)) € R, tj.plati-lib=dad = f,
lehce dostdvame splnéni tranzitivni podminky ((a, b), (e, f)) € R,
tj. b = f. Relace R je relaci ekvivalence, kdy body roviny jsou spolu
v relaci, pravé kdyZ majf stejnou druhou soufadnici (pifimka jimi za-
dand je kolmd na osu y). PfisluSny rozklad proto rozdélf rovinu na

pfimky rovnobézné s osou x . ]

1.84. Urcete, kolik riiznych bindrnich relaci 1ze zavést mezi mnozi-
nou X a mnoZinou vSech jejich podmnozin, ma-li mnozina X praveé 3
prvky.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze mnoZina viech podmnozin X md
23 = 8 prvki, a tudiZ jeji kartézsky soudin s mnoZinou X md
8 -3 =

podmnoZiny tohoto kartézského soucinu, kterych je celkem 224, [J

24 prvki. Uvazovanymi bindrnimi relacemi jsou praveé

Slovy vyjadiené, je to mnoZina prvkd a z mnoZiny A takovych,
7e existuje prvek b z mnoZiny B tak, 7e (a, b) patii do relace R.
Struénéji, jsou to takové prvky z A, které maji alespoii jeden obraz
v B. Podobné oborem hodnot relace je podmnoZzina

ICB I ={beBIacA b ecR)

to znamena takové prvky v B, které majf vzor v A.
Specidlnim piipadem relace mezi mnoZinami je zobrazeni
z mnoZiny A do mnoZiny B. Je to pripad, kdy pro
/, kazdy prvek defini¢niho oboru relace existuje pravé
L%} jeden prvek z oboru hodnot, ktery je s nim v relaci.
Nam znidmym piipadem zobrazeni jsou vSechny skalarni funkce,
kde oborem hodnot zobrazeni je mnoZina skalari, tieba celych
nebo redlnych &isel. Pro zobrazeni zpravidla pouZivame znacent,

které jsme také u skaldrnich funkci zavedli. Piseme

f:DCA - ICB, f(a)=0b

pro vyjadfeni skute€nosti, Ze (a, b) patfi do relace, a fikdme, Ze b
je hodnotou zobrazeni f v bod¢ a. Déle fikame, Ze f je

e zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,

e zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, jestliZe je D = A a
I = B, Casto také surjektivni zobrazeni,

o prosté (Casto také injektivni zobrazeni), jestlize je D = A apro
kazdé b € I existuje pravé jeden vzor a € Atak, ze f(a) = b.

Vyjadreni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fFEAxB,  [f={(, fa);acA}
zname také pod ndzvem graf zobrazeni f.
; s
/I«IVarMJe 2obrazen,
' / hamm/e n Jektl'wfq/

dq‘/ wicn! obor hodnot

pbor

v —> havary /f .SW&ieAﬁw'f&L

L)

1.37. Skladani relaci a funkei. U zobrazenf je jasna koncepce,
jak se skladaji. Mame-li dv¢ zobrazeni f : A - Bag: B — C,
pak jejich sloZeni g o f : A — C je definovdno

(g 0 fHla) = g(f(a)).

Ve znacen{ pouZivaném pro relace totéZ mizeme zapsat jako

fCSAxB, f[f={a,f(a);aeA}
g§SBxC, g={(bgb);beBj

gof S AXC, gof=A{(ag(f(a)):acA}

Zcela obdobné definujeme skldddni relaci, v ptedchozich

> vztazich jen doplnime existencni kvantlﬁkatory,
tj. musime uvaZovat vSechny ,vzory“ a vSechny
»obrazy“. UvaZzme relace R € A x B, S € B x C.
Potom So R C A x C,

SoR—{(a ¢);db € B, (a,b) € R, (b,c) € S}.
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1.85. Uvedte defini¢ni obor D a obor hodnot I relace

R ={(a,v), (b, x), (¢, x), (c,u), (d,v), (f, y)}

mezi mnozinami

A = {a,b,c,d,e, f}aB = {x, y, u, v, w}.

Je relace R zobrazeni?

Reseni. Piimo z definice defini¢niho oboru a oboru hodnot relace do-

stdvame

D={a,b,c,d, fY S A, I ={x,y,u,v} < B.

Nejednd se o zobrazeni, protoZe (c, x), (c,u) € R, tj.c € D ma dva

obrazy. ]

1.86. O kazdé z nésledujicich relaci na mnozin€ {a, b, c, d} roz-
hodnéte, zda se jednd o relaci usporadani (piip. zda se jedna o Gplné
uspotadani):
Ry ={(a,a), (b,b),(c,c), (d,d), (b,a), (], c), (b,d)},
Ry, ={(a,a), (b,b),(c,c), (d, d),(d, a),(a,d)},
R. ={(a,a), (b, b), (¢, ¢), (d,d), (a,b), (b, c), (b,d)},
Ry =A{(a,a), (b, b), (c,c), (a,b), (a,0), (a,d), (b, ),
(b, d), (c, d)},
R. ={(a,a), (b, b), (c, ), (d,d), (a,b), (a,c),(a,d),
(b, ), (b,d), (c,d)}.

ReSeni. R, je uspofddani, které nenf dplné (napf. (a,c) ¢ R, ani
(c,a) ¢ R,). Relace R, neni antisymetrickd (je totiz (a,d) € R,
i(d, a) € Ry), atudiz se nejednd o uspotfadani (jde o ekvivalenci). Re-
lace R, a R; rovnéZ nejsou usporadanimi, protoZe R, neni tranzitivni
((a, b), (b, ¢) € R, (a,c) ¢ R.)a R, nenireflexivni ((d, d) ¢ Ry).
Relace R, je Gplné usporadani (pokud budeme (a, b) € R interpreto-
vat jakoa < b,paka < b < c <d). O

1.87. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f injektivni, resp. surjektivni,
jestlize

@ f:Z xZ —7Z, f(xy)=x+y—10x,

() f:N—>NxN, f=(2xx+10).

ReSeni. Ve variant& (a) je uvedeno surjektivni zobrazeni (postacuje
polozit x = 0), které nenf injektivni (staci zvolit (x, y) = (0, —9)
a (x, ¥) = (1, 0)). Ve varianté (b) se naopak jednd o injektivni zobra-
zeni (obé jeho slozky, tj. funkce y = 2x a y = x> + 10, jsou evidentng&
rostouci na N), které nenf surjektivn{ (napf. dvojice (1, 1) nema vzor).
(Il

Zvlastnim piipadem relace je identické zobrazeni
idg ={(a,a) € A x A;a € A}

na mnoziné A. Je neutrdlni vzhledem ke sklddani s kazdou relaci

s defini¢nim oborem nebo oborem hodnot A.
[ ]

~

Slozen’ relaci '~ yrelaci
Jsou bwléf/l kteve |ze Spo&’!'ﬁ
n»eyékou cectoy 2leva doprava

Pro kazdou relaci R € A x B definujeme inverzni relaci
R~ ={(b,a); (a,b) e RyC B x A.

Pozor, u zobrazeni je stejny pojem uZivan ve specifit&jsi situ-
aci. Samoziejmé Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho inverzni re-
lace, ta vak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky proto hovoiime
o existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek b € B je ob-
razem pro prave jeden vzor v A. V takovém piipadé je samoziejmé
inverzni zobrazeni prave inverzni relaci.

Vsimnéme si, Ze sloZenim zobrazenf{ a jeho inverzniho zobra-
zeni (pokud obé existuji) vZdy vznikne identické zobrazeni, u obec-
nych relaci tomu tak byt nemusi.

1.38. Relace na mnoZiné. V piipadé A = B hovoiime o relaci
na mnoZin& A. Rikdme, e relace R je:
o reflexivni, pokud idg € R, tj. (a,a) € R pro v§echny a € A,
o symetrickd, pokud Rl = R, tj. pokud (a,b) € R, pak
i(b,a) € R,
o antisymetrickd, pokud R~ N R C idy, tj. pokud (a, b) € R
a zaroven (b,a) € R, paka =D,
e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a, b)
a (b,c) € Rvyplyvai(a,c) € R.

€ R

Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni,
= symetrickd i tranzitivni.

Relace se nazyva usporddani jestlize je reflexivni,
tranzitivni a antisymetrickd. Relaci uspofddani ob-
> vykle zna¢ime symbolem <, tj. skute¢nost, Ze prvek
a je v relaci s prvkem b, zna¢ime a < b.

Zde je dobré si uvédomit, ze relace <, tj. ,,byti ostie mensi
nez", mezi redlnymi (raciondlnimi, celymi, pfirozenymi) Cisly nen{
relace uspotadani, protoZe neni reflexivni.

Dobrym piikladem uspotfadani je inkluze. UvaZme mnoZinu
24 vgech podmnoZzin koneéné mnoZiny A (znaleni je specidl-
nim pifpadem obvyklé notace B4 pro mnoZinu viech zobrazen{
mnoZiny A do mnoZiny B; prvky mnoZiny 24 jsou tedy zobra-
zeni A — {0, 1}, které "fikaji", zda urcity prvek je ¢i neni v dané
podmnoZing). Na mnoZin& 24 mame relaci € danou vlastnost{
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1.88. Stanovte pocet zobrazeni mnoZiny {1, 2} do mnoziny {a, b, c}.
Kolik z nich je surjektivnich a kolik injektivnich?

ReSeni. Prvku 1 miiZeme v ramci zobrazeni pfifadit libovoln& jeden
ze tfi prvkl a, b, c. Podobné také pro prvek 2 mdme tfi mozZnosti.
Podle (kombinatorického) pravidla souc¢inu tak existuje celkem 32 zob-
razeni mnoziny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}. Surjektivni Zddné z nich
byt nemiZe, nebof kone¢nd mnozina {a, b, c} ma vice prvkd nez mno-
Zina {1, 2}. P¥i libovolném zobrazeni prvku 1 (tfi moZnosti) obdrZime
injektivni zobrazeni, pravé kdyZ prvek 2 zobrazime na jiny prvek (dvé
moznosti). Vidime tedy, Ze injektivnich zobrazeni mnoziny {1, 2} do
mnoziny {a, b, c} je 6. |

1.89. Urcete pocet injektivnich zobrazeni mnoziny {1, 2,3} do
mnoZziny {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnoZi-
nami je ddno vybérem (usporddané) trojice z mnoziny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po fadé€ obrazy ¢isel 1, 2, 3) a obracené
kazdé€ injektivni zobrazeni ndim zadava takovou trojici. Je tedy hleda-
nych injektivnich zobrazeni stejné jako mozZnosti vybéru usporddanych
trojic ze Ctyf prvkd, tedy v(3,4) =4 -3 -2 = 24. O

1.90. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2, 3,4} na

mnozinu {1, 2, 3}.

ReSeni. Hledany pocet uréime tak, Ze od poltu viech zobrazeni
odecteme ta, kterd nejsou surjektivni, to jest ta, jejichZ oborem hod-
not je bud’jednoprvkova nebo dvouprvkovd mnoZina. VSech zobrazeni
je V(3,4) = 3% zobrazeni, jejichz oborem hodnot je jednoprvkova
mnoZina, jsou tfi. Pocet zobrazeni, jejichZ oborem hodnot je dvouprv-
kova mnozina, je (J)(2* —2) (Faktor (3) uddva po&et zptisobd, kterymi
miZeme vybrat obor hodnot, a mame-li jizZ dva prvky fixovany, mame
2% — 2 mozZnost, jak na né zobrazit &tyfi prvky). Celkem je tedy pocet

hledanych surjektivnich zobrazeni
3
(1.4) 3% — <2> (24 —2) — 3 =36.

0

1.91.

soucasné nejsou reflexivni, jsou symetrické a nejsou tranzitivni.

Vypiste vSechny relace na dvouprvkové mnoZiné {1, 2}, jez

ReSeni. Reflexni relace jsou pravé ty, které obsahuji ob& dvojice (1, 1),
(2,2). Tim jsme vyloudili relace
{(1, D), (2,2)},
{1, 1),(2,2), 2, D},

{(1,D),2,2),d,2)},
{1, 1),(2,2),d,2), 2, D}.

,»byt podmnoZzinou®. Je tedy X C Z pravé, kdyzZ je X podmnoZi-
nou v Z. Evidentné jsou pfitom splnény vSechny tfi vlastnosti pro
uspofadani: skutecné, je-li X € Y a zdroveil ¥ C X, musi byt
nutné mnoZiny X a Y stejné. Je-li X C Y C Z, jetaké X C Z.
Reflexivita je také zfejma.

Rikdme, Ze uspofaddni < na mnoZin& A je dpiné, kdyZ pro
kazdé dva prvky a, b € A plati, Ze jsou srovnatelné, tj. buda < b
nebo b < a. Viimnéme si, Ze ne viechny dvojice (X, Y) podm-
nozin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pfesnéji, pokud je v A
vice neZ jeden prvek, existuji podmnoziny X a Y, kdy nenf ani
XCYaniY C X.

Pfipomenme  rekurentni
N=1{0,1,2,3,...}, kde

0=0¢, n+1={0,1,2,...,n}.
Na této mnoziné N definujeme relaci < ndsledovné: m < n, pravé

kdyz m € n nebo m = n. Evidentné jde o Gplné uspotadani. Napt.
2 < 4, protoZe

2=1{0, {0} € (4, {9}, {0, {0}}, {0, {0}, {9, {9}}}} = 4.
Jinak fec¢eno, samotnd rekurentni definice zadavad vztahn <n +1

a tranzitivné pak n < k pro vSechna k, kterd jsou timto postupem
definovdna pozdé;ji.

definici  pfirozenych  Cisel

1.39. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na

mnoziné A zadava zaroven rozklad mnozZiny A na
‘.‘», podmnoZziny vzdjemné ekvivalentnich prvka, tzv.
tridy ekvivalence. Pro libovolné a € A uvazujeme
tiidu (mnozinu) prvkd, které jsou ekvivalentni
s prvkem a, tj.

R, =1{b € A; (a,b) € R}.
Casto budeme psit pro R, prosté [a], je-li z kontextu zfejmé, o kte-
rou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Rp, pravé kdyz (a, b) € R a kazda takovd trida
ekvivalence je tedy reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv.
reprezentantem. Zaroven R, N Ry # O, pravé kdyz R, = Ry, tj.
tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Kone¢né, A = Uyeca R,
tj. celd mnoZina A se skute¢né rozloZi na jednotlivé tiidy.

Muzeme také tiidam rozkladu rozumét tak, Ze tfidu [a] vni-
mdame jako prvek a ,,a7 na ekvivalenci®.

1.40. Konstrukce celych a racionalnich ¢isel. Na prirozenych
i Cislech umime sice scitat a vime, Ze pfictenim nuly se
¢islo nezméni. Umime i definovat odeéitani, pfi ném ale
A2 jen nékdy existuje vysledek v mnoZin& N,

Zéakladni ideou konstrukce celych &isel z piirozenych
je tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To mizeme udélat tak, 7e
misto vysledku odecitani budeme pracovat s usporddanymi dvo-
jicemi &isel, které nam samoziejmé vZdy vysledek dobfe repre-
zentuji. Zbyva jen dobfe definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku
odecitani) takové dvojice ekvivalentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~@,b) < a—b=d —b < a+b =d +b.
Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfiroze-
nych ¢islech neumime, vyrazy vpravo uz ano. Snadno ovéfime, Ze
skute¢né jde o ekvivalenci a jeji tfidy ozna¢ime jako celd Cisla Z.
Na nich definujeme operaci s¢itani (a s ni i odecitan{) pomocf re-
prezentantd, napf.

[(a,D)]+[(c,d)] =[(a+c,b+d)],
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Zbyvajici relace, které jsou symetrické a nejsou tranzitivni, museji
obsahovat (1, 2), (2, 1). Pokud takova relace obsahuje jednu z téchto
dvou usporadanych dvojic, musi obsahovat rovnéz druhou (podminka
symetrie). Kdyby neobsahovala ani jednu z téchto dvou uspofddanych
dvojic, pak by ocividné byla tranzitivni. Z celkového poctu 16 relaci

na dvouprvkové mnoZziné jsme tak vybrali
{(1,2), 2, D}, {(,2),2, D, 1, D},

{(1,2), (2, 1), (2,2)}.

Je vidét, Ze kazda z téchto 3 relaci neni reflexivni, je symetrickd a neni

tranzitivni. g

1.92. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnozing {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Ekvivalence miizeme poéitat podle toho, kolik prvki maji
jejich tfidy rozkladu. Pro pocty prvki tiid rozkladu ekvivalenci na

Styfprvkové mnoZin€ jsou tyto moznosti:

Pocty prvkt Pocet ekvivalenci
ve tfid4ch rozkladu daného typu

1,1,1,1 1

2,1,1 3)

14

2,2 2 (2)
4

31 ()
4 1

Celkem tedy mame 15 rtznych ekvivalenci. ]

Poznamka. Obecné pocet tfid rozkladu n-prvkové mnoziny udava

Bellovo cislo By, pro které 1ze odvodit rekurentni formuli
n
B =3 (;) B

1.93. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnozing?

ReSeni. Relace je libovolnd podmnoZzina kartézského soudinu

mnoZiny se sebou samou. Tento kartézsky sou¢in md n? prvkd, a je
C e % . . )

tedy pocet vSech relaci na n-prvkové mnozing 2" . O

V [C4T jsme si zavedli zbytkové tiidy a ukdzali, Ze Z, je t€leso pro

libovolné prvodislo p. Presto se v tomto télese vyskytuji jevy, na které

nejsme u redlnych ¢i komplexnich &isel zvykli:

1.94. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami. Najdéte nenu-
lovy mnohoclen jedné nezndmé s koeficienty v Z;, tj. vyraz typu
ap X" + -+ aix + ag, a; € 77, a, # 0, takovy, Ze na mnozing€ 7,
nabyva pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x libovolny z prvki

Z7 a vyraz v Z7 vycislime, dostaneme vzdy nulu).

Reseni. Pfi konstrukci tohoto mnohoclenu se opieme o Malou Fer-

matovu vétu, kterd iikd, Ze pro libovolné prvocislo p a ¢islo a s nim

coZ zjevné nezavisi na vybéru reprezentantu.

Lze si ptitom vZdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladna &isla
a reprezentanty (0, a) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se ndm bude
patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy priklad ukazuje, jak dtlezité je umét na-
hliZet na tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a soustfedit se na
vlastnosti téchto objektti, nikoliv formalni popisy jejich konstrukei.
Ty jsou v8ak dilezité k ovéieni, Ze takové objekty viibec existuji.

U celych ¢&isel ndm uZz plati vSechny vlastnosti skalarQ
(KG1)~(KG4) a (0O1)-(04), viz odstavec [T. Pro ndsobeni je
neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro Zddné ¢islo a rtizné od nuly
a jedni¢ky neumime najit &islo a=! s vlastnosti a - a~! = 1, tzn.
chybi ndm inverzni prvky pro nasobeni.

Zaroven si pov§imnéme, Ze plati vlastnost oboru integrity (OI),
viz [, tzn. je-1i soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt alespoii jedno
z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti mliZeme zkonstruovat ra-
ciondlni ¢isla Q pfidanim vSech chybé&jicich inverzi zcela obdob-
nym zplisobem, jak jsme konstruovali Z z mnoZiny N. Na mnoZiné
usporadanych dvojic (p, g), g # 0, celych Cisel definujeme relaci
~ tak, jak oCekavdme, Ze se maji chovat podily p/q:

P~ w.4d) < pla=p'/d < p-d=p"q

Opét neumime o¢ekdvané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné
Z formulovat, nicméné rovnost na pravé strané¢ ano. Zjevné jde
o dobfe definovanou relaci ekvivalence (ovéfte podrobnosti!) a ra-
ciondlni ¢&isla jsou pak jejl tfidy ekvivalence. KdyZ budeme for-
madlné psat p/q misto dvojic (p, q), budeme definovat operace né-
sobenf a s¢itani pravé pomoci formulf, které ndm jsou jist¢ dobfie
Znamy.

1.41. Zbytkové tridy. Jinym dobrym a jednoduchym ptikladem

) jsou tzv. zbytkové tiidy celych &isel. Pro pevné zvo-
~#-~ lené piirozené ¢islo k definujeme ekvivalenci ~ tak,
.=/ e dvé &islaa, b € Z jsou ekvivalentni, jestliZe je-
jich zbytek po dé€leni Cislem k je stejny. Vyslednou
mnozinu tfid ekvivalence oznacujeme Zj. Nejjednodussi je tato
procedura pro k = 2. To dostdvame Z, = {0, 1}, kde nula repre-
zentuje suda ¢isla, zatimco jednicka &isla licha. Opét 1ze snadno
zjistit, Ze pomoci reprezentantd miiZeme korektné definovat naso-
ben{ a s¢itiani na kazdém Zj.

Véta. Zbytkové tFidy Zy jsou komutativnim télesem skaldrii (1j.
spliiuji i viastnost (P) z odstavce L), prave kdyZ je k prvocislo.

Pokud k prvocislem neni, obsahuje 7 vidy délitele nuly. Neni
proto ani oborem integrity.

Dokaz. Okamzité je vidét druhé tvrzeni. Jestlize x - y = k
pro prirozend &isla x, y, pak samoziejmé je vysledek ndsobeni
prislusnych tfid [x] - [y] nulovy.

Naopak, jsou-li x a k nesoudélna, existuji podle tzv. Bezoutovy
rovnosti, kterou dovodime pozdéji (viz [0D), pfirozena Cislaa a b
spliujici

ax+bk =1,

coz pro odpovidajici tiidy ekvivalence dava
[a] - [x] 4+ [0] = [a] - [x] = [1],

a proto je [a] inverznim prvkem k [x]. O
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nesoud¢€Iné plati
a’~! = 1(mod p).

Hledany polynom je tedy napfiklad polynom x” — x (polynom x® — 1

by nemél nulovou hodnotu v &isle 0).

O

T¢lesa Z, maji n¢které vlastnosti, na které nejsme v t€lesech
R ¢i Q zvykli. Zkoumejme napiiklad mnohoclen

x2+x

v télese Zy. Dosadime-li za x libovolny prvek télesa Z; (tj. nulu
nebo jedniCku), hodnota daného mnohoclenu bude vZdy nulova.
Pfesto tento mnohoc¢len neni nulovym mnoho¢lenem. Jak uvidime
v odstavci B2, tak to je moZné pouze v télesech s kone¢nym poctem
prvka.
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G. Dopliujici priklady k celé kapitole

s Y

1.95. Nechf ¢ am jsou kladn4 celd &isla. UkaZte, Ze ¢islo /7 je bud pfirozené, nebo nenf raciondlni.

ReSeni. Ukazte, Ze pokud uvazovand odmocnina neni pfirozend, pak nenf ani raciondlni. Po-

kud X/t nenf pfirozend, tak existuje prvocislo r a pfirozené s takovd, Ze r* dé&li ¢, ! nedgli
t am nedgli s (zdpis ord, t = s5). Pfedpokladeijte, Ze ¥/t = g, P, q € Z,neboli t - p” = g™. Uvazte
ord, L a ord, R a jejich délitelnost ¢islem m (L znacfi levou stranu rovnice, ...). U

1.96. Stanovte
(2+3i)(1+i¢§)
1—i/3

ReSeni. Nebot absolutni hodnota souéinu (podilu) dvou libovolnych komplexnich &isel je souéin (po-
dil) jejich absolutnich hodnot a kazdé komplexn{ ¢islo mé stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo s nim

komplexné€ sdruZené, plati

Q+30)(1+iv3) | _ oo NFiEL N /2 R0
004 ‘_|2—|—31| L 2431 = V224 32 = VT3, O

. 12
1.97. Cislo (5«/5 + Si) zapiste v co nejjednodussim tvaru.
Reseni. Upravy jako postupné umociiovani nebo rozvoj podle binomické véty jsou v tomto pifpadé
¢asove ndro¢né. Pri vyjadfeni
SV3+5i =10 +1) =10(cos % +isin)
uzitim Moivreovy véty vSak snadno obdrzime

(5«/§+ 5i> N = 10" (cos 127” + i sin 127”) =10'2. O

1.98. Vyjadfete z1 + 22, 21 - 22, 21, |22/, 2, pro

a) Z1=1—2i,22=4i—3

b) z1=2,20=i

1.99. Uvedte vzdilenost d ¢isel z, z v komplexni roving, je-li

S

- 3 i
=" 1

2w

ReSeni. Nenf obtizné si uvédomit, Ze komplexné sdruZend ¢isla jsou v komplexni rovin€ soumérné
sdruzend podle osy x a Ze vzdélenost komplexniho ¢isla od osy x je rovna absolutni hodnoté jeho

imagindrni ¢asti. To jiZ dava d = 3. (]

1.100. Setkdnfi se ztcastnilo Sest muzi. Pokud si vSichni navzdjem potidsli rukama, vycCislete pocet

potiesent.

ReSeni. Polet potfeseni rukou ziejm& odpovida poétu zpiisobi, jak Ize vybrat neuspofddanou dvojici
ze 6 prvki, tj. vysledek je c (6,2) = (5) = 15. O
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1.101. Urcete, kolika zplsoby lze z 15 poslancti vybrat ¢tyf¢lennou komisi, neni-li mozné, aby jisti
2 poslanci pracovali spolu.

ReSeni. Vysledek je

(4) = (5) = 1287,

odecteme pocet téch vyberd, kdy oba zminéni poslanci budou vybrani (v takovém pfipad€ vybirdme
pouze 2 dalsi ¢leny komise ze 13 poslancti). O

1.102. Kolika zpisoby mizZeme rozdélit 8 Zen a 4 muZe do 2 Sesticlennych skupin (v nichZ ne-

rozliSujeme poradi — jsou neusporddané) tak, aby v obou skupindch byl alesponi 1 muz?

ReSeni. Rozdéleni 12 osob do 2 Sesti¢lennych skupin bez jakychkoli podminek je ddno libovolnym
vybérem 6 z nich do prvni ze skupin, coZ lze provést (162) zpisoby. Skupiny ale nejsou rozliSitelné
(nevime, kterd z nich je prvni), a proto je pocet v§ech moznych rozdéleni % . (162). A" (g) pripadech pak
budou vSichni muzi v jedné skupiné (volime 2 Zeny z 8, které skupinu doplni). Spravnd odpovéd je
tudiz

(1) = () = 434. O

1
2" \6

1.103. Kolika zptisoby lze do tfi riiznych obdlek rozmistit pét shodnych stokorun a pét shodnych

tisicikorun tak, aby Zadnd nezistala prazdna?

ReSeni. Nejdiive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprazdnosti. Téch je podle pravi-
2

dla soucinu (rozmisfujeme nezdvisle stokoruny a tisicikoruny) C(3,5)> = (;) . Odecteme po-

stupn€ rozmisténi, kdy je pravé jedna obdlka prazdnd, a poté kdy jsou dvé obdlky prazdné. Celkem
C(3,5)% —-3(C(2,5*-2) -3 = (;)2 —3(6*> —2) — 3 =336. O

1.104. Jaky je pocet Ctyfcifernych ¢isel sloZzenych z Cislic 1, 3, 5, 6, 7 a 9, ve kterych se Zadn4 z cifer

neopakuje?

ReSeni. K dispozici mame $est riiznych &islic. Ptame se: Kolik rtiznych uspofddanych étvefic z nich
miZeme vybrat? Vysledek je proto v (6,4) =6-5-4 -3 = 360. ]

1.105. Reckd abeceda se sklddd z 24 pismen. Kolik riznych slov majicich pravé p&t pismen z nf lze

utvorit? (Bez ohledu na to, zda tato slova maji néjaky jazykovy vyznam.)

ReSeni. Pro kazdou z péti pozic ve slové mame 24 moZnosti, nebof pismena se mohou opakovat.
Vysledek je tedy V (24, 5) = 24°. O

1.106. Novi hraci se sejdou v jednom volejbalovém tymu (6 lid{). Kolikrat si pfi seznamovani (kazdy

s kazdym) podaji ruce? Kolikréat si hr¢i podaji ruce se soupefem po odehrdni zdpasu?

ReSeni. Seznamuje se kazdd dvojice z esti hracd. Pocet podani rukou je teda roven kombinaci
C2,6) = ((2’) = 15. Po zépase si kazdy z Sesti hra¢t poda ruku Sestkrét (s kaZdym z Sesti soupeii).
Pocet je tedy dohromady 6% = 36. O

1.107. Na koncerté€ je 730 lidi. Maji néktef{ z nich stejné inicidly? (NeuvaZujeme hacky ani Carky)

@
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1.108. K vytrvalostnimu zdvodu, v némZ béZci vybihaji jeden po druhém s danymi ¢asovymi od-
stupy, se ptihlasilo k zdvodnikl, mezi nimi také tfi kamaradi. Stanovte pocet startovnich listin, v rdmci
kterych Zadni dva z trojice kamaradi nestartuji tésné po sobé. Pro jednoduchost uvazujte k > 5.

ReSeni. Ostatnich k —3 zdvodniki mizeme sefadit (k —3)! zptisoby. Pro uvazované ti kamarady pak
mame k — 2 mist (zacétek, konec a k — 4 mezer), na které je miiZeme rozmistit v (k — 2, 3) zpisoby.
Podle (kombinatorického) pravidla soucinu je tak vysledek

k=3 (k—=2)- k=3)- k=4 =G*—-2)!-(k—=3)-(k—4). O

1.109. Kolik existuje riznych presmycek slova KRAKATIT takovych, Ze mezi pismeny K je pravé
jedno jiné pismeno?
ReSeni. V uvaZovanych presmyckéch je Sest moZnosti, jak umistit skupinu dvou K. Fixujeme-li pevné
mista pro dvé pismena K, pak ostatn{ pismena mZeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy
P(,1,2,2) zptsoby. Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet

6-P(1,1,2,2) = £% = 1080. O

1.110. Turnaje se zucastni 32 lidi. Podle poZadavki organizatorti se musi libovolnym zpsobem
rozdélit do Ctyt skupin tak, aby prvni skupina méla 10 dcastnikl, druhd 8, téeti také 8 a posledni

étvrtd potom 6. Kolika zptisoby se mohou takto rozdélit?

ReSeni. MiiZzeme si predstavit, Ze z 32 t¢astnik( vytvorime fadu, kdy prvnich 10 utvo¥{ prvni skupinu,
dalSich 8 druhou atd. Celkem mlzZeme Gcastniky sefadit 32! zplisoby. Uvédomme si ovS§em, Ze na
rozd€leni do skupin nema vliv, kdyzZ zamé&nime poradi osob, které patii do stejné skupiny. Proto je
pocet navzdjem riiznych rozdéleni roven

P (10,8,8,6) = t5rarerer- O

1.111. Je potfeba ubytovat 9 osob v jednom ¢tyfltizkovém, jednom t¥{lizkovém a jednom dvoultizko-

vém pokoji. Zjistéte, kolika zpisoby to lze provést.

ReSeni. Jestlize napt. hostiim ve &tyfltizkovém pokoji, prifadime &fslici 1, v tiflizkovém pokoji &fsli-

ci 2 a v dvouldzkovém ¢islici 3, pak vytvafime permutace s opakovanim ze tif prvkd 1, 2, 3, v nichZ

jednicka se vyskytuje Ctyrikrat, dvojka tfikrat a trojka dvakrat. Piislu$ny pocet permutaci je
P(4,3,2) = —— =1260. O

413121

1.112. Kolika zptisoby miZzeme do fady posadit 50 lid{ tak, aby Pavel s Petrem ob jedno misto a

Martin sousedil alespoii s jednim z nich? (Ve skupiné je pravé jeden Pavel, Petr i Martin) O

1.113. Urcete pocet zplisobd, jak lze rozdélit mezi tfi osoby A, B a C 33 rGznych minci tak, aby
osoby A a B mély dohromady pravé dvakrat vice minci, neZ ma osoba C.

ReSeni. Ze zaddn{ vyplyvi, Ze osoba C ma obdrzet 11 minci. To lze provést (ﬁ’) zpisoby. Kazdou
ze zbyvajicich 22 minci miZe ziskat osoba A nebo B, coz dava 22> moznosti. Z (kombinatorického)
pravidla souéinu plyne vysledek (*°) - 222, O
1.114. Kolika zptisoby mtiZete mezi 4 chlapce rozdélit 40 stejnych kulicek?

ReSeni. Pridejme ke 40 kuli¢kdm troje zapalky. Poskladame-li kulic¢ky a zapalky do fady, rozd&li za-
palky kulicky na 4 tseky. Ndhodné sefadme chlapce. Ddme-li prvnimu chlapci v§echny kuli¢ky z prv-

niho dseku, druhému chlapci vSechny kulicky z druhého dseku atd., je jiz vidét, Ze vSech rozdéleni
je pravé (V) = 12341 O
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1.115. Podle kvality délime vyrobky do skupin I, 11, I11, I V. Zjistéte pocet vS§ech moznych roz-
déleni 9 vyrobkl do téchto skupin. Pfi rozdéleni hledime pouze na pocet vyrobkl v jednotlivych
skupindch.

ReSeni. Zapisujeme-li piimo uvazované deviti¢lenné skupiny z prvka I, 11, I11, IV, vytviiime
kombinace s opakovanim devaté tfidy ze ¢tyf prvkl. Pocet takovych kombinaci je (192) = 220. (I
1.116. Kolika zpisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni, Ze Zddné dva z trojice
tymi Zbrojovka Brno, Banik Ostrava a Sigma Olomouc spolu v tabulce ,,nesousedi*? (Ligu hraje 16

muzstev.)
ReSeni. Prvni zpiisob. Hledany pocet spo&itime podle principu inkluze a exkluze tak, Ze od poétu
v§ech moznych tabulek odecteme pocet tabulek, ve kterych sousedi nékterd dvojice z uvedenych tf{
tymu a pfi¢teme pocet téch tabulek, ve kterych soused{ vSechny tfi tymy. Hledany pocet tedy je
16! — (g) -21-151 431+ 141 = 13599813427200.
Jiné Feseni. Zminéné ti tymy budeme povazovat za ,,oddélovace”. Zbylych t¥indct tymd mu-
sime rozdélit tak, aby mezi libovolnymi dvéma oddélovaci byl alespoii jeden tym. Navic zbylé tymy

miZeme mezi sebou nezdvisle permutovat a rovnéz tak oddélovace. Celkem tedy dostdvame
(i) - 131 31 = 13599813427200

moZnosti. O

1.117. Kolika zptisoby mohla skon¢it tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni pouze, Ze alespoil

jeden z tymi z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje 16 muZstev).

ReSeni. Nejprve uréime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce a Ostravy. Ty lze
vybrat ¢(3,16) = (136) zpisoby. Z Sesti moZnych pofadi zminénych tf{ tymd na vybranych tfech
mistech vyhovuji podmince ze zadanfi ¢tyfi. Pro libovolné pofadi téchto tymt na libovolné vybranych
tfech mistech pak midZeme nezdvisle volit pofadi zbylych 13 tymd na ostatnich mistech tabulky. Podle
pravidla soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

(%) - 4 - 131 = 13948526592000. O

1.118. Kolik je moznych uspotadani (v fad€) na fotce volejbalového tymu (6 hraci), kdyz
i) Gouald a Bamba chté&ji stat vedle sebe,

ii) Gouald a Bamba chtéji stdt vedle sebe a uprostied,

iii) Gouald a Kamil nechté&;ji stit vedle sebe.
Regeni.
i) Goualda a Bambu miZeme v tomto piipadé pocitat za jednoho, rozli§ime jen jak stoji vza-

jemné. Mame 2 - 5! = 240 poradi.

ii) Tady je to podobné,jen pozice Goualda a Bamby je pevné dand. Dostdvime 2 - 4! = 48
mozZnosti.

iii) Nejjednodussi je asi odecist piipady, kdy stoji vedle sebe (viz (i)) od vSech potadi. Dosta-
neme 6! — 2 - 5! = 720 — 240 = 480.

1.119. Hazeni minci. Sestkrat hodime minci.
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i) Kolik je vSech riznych posloupnosti panna, orel?
ii) Kolik je takovych, Ze padnou pravé Ctyti panny?
iii) Kolik je takovych, Ze padnou aspoii dvé panny?

@

1.120. Kolik existuje pfesmycek slova BAZILIKA takovych, Ze se v nich stfidaji souhldsky a sa-
mohlésky?

ReSeni. ProtoZe souhldsky i samohldsky jsou v daném slové &étyfi, tak se v kazdé takové presmycce
stiidaji pravideln€¢ souhldsky a samohldsky. Slovo tedy mtze byt typu BABABABA nebo
ABABABAB. Na danych ctyfech mistech mtzeme pak samohldsky permutovat mezi sebou
(P,(2,2) = % zpisoby) a nezdvisle na tom i souhldsky (4! zpisoby). Hledany pocet je pak dle

pravidla soucinu 2 - 4! - % = 288. O

1.121. Kolika zptisoby Ize rozd¢lit 9 dévcat a 6 chlapct do dvou skupin tak, aby kazda skupina

obsahovala alespoii dva chlapce?

ReSeni. Rozd&lime zv143f dévéata a chlapce: 2°(2° — 7) = 12800. O

1.122. Materidl je tvofen péti vrstvami, kazdd z nich md vldkna v jednom z danych Sesti smérd.
Kolik takovych materidld existuje? Kolik je jich takovych, Ze dvé sousedni vrstvy nemaji vldkna ve

stejném sméru?

Reseni. 6°a6-5°. O

1.123. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech feSeni rovnice
Xi+x2+---+x,=n

v mnoZin€ kladnych celych Cisel.

ReSeni. Hleddme-li feSeni v oboru kladnych celych ¢isel, tak si vSimnéme, Ze pfirozend ¢islaxy, . . . xx
jsou feSenim dané rovnice, pravé kdyZ jsou celd nezdpornd éislay; = x; — 1,1 =1, ..., k, FeSenim
rovnice

Nty +o+y=n—k

Podle ||[IZZ4|| je jich (Zii)- i

PR

1.124. Kolik penéz naspofim na stavebnim spoieni za pét let, vkladam-li 3000 K& mésicné (vzdy
k 1. v mésici), vklad je drocen ro¢ni trokovou mirou 3% (tGrocen{ probihd jednou za mésic) a od
statu obdrZim ro¢né prispévek 1500 K¢ (statni piispévek se pripisuje vZdy az 1. kvétna nasledujiciho

roku)?
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ReSeni. Ozna¢me mnoZstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,,. Potom dostivame (pron > 2)

ndsledujici rekurentni formuli (navic pfedpokldddme, Ze kazdy mésic je pfesné dvandctina roku)

Xn+1 = 1, 03(x,) + 36000 4 1500+

11 1
0,03-3000 (14— +--- 4+ —
+ <+12+ +12)+

uroky z vkladi za aktudlni rok

2
+ 0,03 - 3 1500 =

—_—
urok ze statniho pfispévku pfipsaného v aktudlnim roce

= 1,03(x,) + 38115.

Tedy

n—2
x, = 38115 2(1,03)5 + (1,03)""1x; + 1500,
i=0

pricemz x; = 36000 4 0,03 - 3000 (1 + 13 + -+ - + 75) = 36585. Celkem

(1,03)* — 1

x5 = 38115
0,03

) + (1,03)* - 36585 + 1500 = 202136.

(]

1.125. Poznamka. Ve skutecnosti troCeni probiha podle po¢tu dni, které jsou penize na tGétu. Ob-
starejte si skutecny vypis ze stavebniho spofeni, zjistéte si jeho Groceni a zkuste si spocitat pripsané
droky za rok. Porovnejte je se skute¢né pfipsanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou
souhlasit.

v vz

1.126. Na kolik maximalné ¢asti déli rovinu n kruZznic?

Reseni. Pro maximdlni pocet p, oblasti, na které d€li rovinu kruznice odvodime rekurentni vzorec

DPnt1 = Pp +2n.

Vsimnéme si totiz, Ze (n + 1)-nf kruZnice protind n pfedchozich maximalné v 2n prisecicich (a tato

situace skute¢n€ muiZe nastat).

PEIDANT TEEN KRUSNICE

-
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Navic ziejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostdvdme

Po= Pt 200 = 1) = pya 20— 42— 1) =...

n—1
:p1+22i:n2—n+2.

i=1

1.127. Na kolik nejvyse ¢asti d€li tffrozmérny prostor n rovin?

ReSeni. Ozna¢me hledany polet r,. Vidime, 7e ry = 1. Podobné jako v piikladu || IZ30|| uvazujme,

Ze mame v prostoru n rovin, pridejme jednu dalsi a ptejme se, kolik nejvySe ¢asti prostoru ptibude.

Opét to bude presné tolik, kolika ptivodnimi ¢astmi prostoru piidand rovina prochazi. Kolik to mize

byt? Pocet &asti prostoru, kterymi (n + 1)-ni rovina prochdzi je roven poctu ¢asti, na které je pfidand

(n 4+ 1)-ni rovina rozdélena prise¢nicemi s n rovinami, které v prostoru jiZ byly rozmistény. Téchto

&asti viak mize byt podle prikladu |30 nejvyse 1/2-(n?4+n+2), dostdvame tak rekurentni formuli

n?4+n+2
> .
Danou rovnici opét miizeme vyiesit pfimo:

Tn41 =Ty +

mn—1D>+m—-1)+2 n2—n+2

rn:rn—l+ :rn—l+ =
2 2

m—1D>—-m—-D+2 n*—n+2
—rn—2+ ) + ) =

n m-1% n n-1
=Fr, o+ —F " — — 14+1=
rnz+2+ > > > + 1+

n -1 m-=-32 n m-1) n-2)
—rn—3+?+ 2 + ) _5_ ) - +
+14+14+1=

:...=r0+%z.2_%zi+zlz
i=1 i=1 i=1

nm+1)2n+1) nn+1)
* 12 T "
n*+5n+6
e
kde jsme pouzili zndmého vztahu

=1

X":IQ _nn+1DQ2n+1)
i=1 B 6 ’

ktery lze snadno dokdzat matematickou indukci.

N P4

1.128. Na kolik maximélné ¢4sti d€li trojrozmérny prostor n kouli?

2

@
@

1.129. Na kolik ¢4sti déli prostor n navzdjem rtznych rovin, které v§echny prochdzi jednim danym

bodem?

ReSeni. Pro hledany pocet x,, odvodime rekurentni formuli

Xy = Xp—1 +2(n—1),

ddle x; = 2, tedy
x,=nn—1)+2.
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1.130. Z bali¢ku 52 karet nahodné vybereme 16 karet. Vyjadfete pravdépodobnost, Ze vybereme
praveé 10 Cervenych a 6 ¢ernych karet.

ReSeni. Nejdifve si uvédomme, 7e nemusime zohlediiovat pofadi vybéru karet. (Ve vysledném
zlomku bychom uspotddané vybéry ziskali tak, Ze bychom ¢&islem 16! vyndsobili Citatele i jmeno-
vatele.) Pocet v§ech mozZnych (neusporddanych) vybért 16 karet z 52 je (?é) Podobné je pocet vSech
mozZnych vybérd 10 karet z 26 roven (fg) a 6 karet z 26 pak (266). Nebof vybirdme nezévisle na sobé
10 karet z 26 Cervenych a 6 karet z 26 Cernych, uziti (kombinatorického) pravidla soucinu dava vysle-
dek

(@) = 0,118, O
(io)

1.131. 'V urng je 7 bilych, 6 Zlutych a 5 modrych kouli. Vylosujeme (bez vraceni) 3 koule. Urcete

pravdépodobnost, Ze prave 2 jsou bilé.

74645
3

(;) vybért bilych a soucasné (111) vybért zbylé (tfeti) koule. Podle pravidla soucinu je tak pocet

ReSeni. Celkem mame ( ) zpisobt, jak lze vybrat 3 koule. Vylosovat pravé 2 bilé umoziiuje

zplsobd, jak Ize vylosovat prave 2 bilé, roven (Z) . (111). Odsud jiz plyne vysledek

!
(2()13;)‘ =0,283. 0

1.132. Zkaretni hry o 108 kartach (2 x 52+4 7Zolici) bez vraceni vybereme 4 karty. Jakd je pravdépo-

dobnost, Ze aspoii jedna z nich je eso nebo Zolik?

ReSeni. Lehce miZzeme urcit pravdépodobnost opa¢ného (komplementérniho) jevu znamenajiciho,
Ze ve vybrané Ctvetici neni Zaddnd z 12 uvaZovanych karet (8 es a 4 Zolikl). Tato pravdépodobnost je
ddna pomérem poctu vybéri 4 karet z 96 a po¢tu vybért 4 karet ze 108, tj. je rovna ((’Zf) / (128). Opacny
jev ma tudiz pravdépodobnost

1 — L) = 0 380, 0

1.133. Pri hédzeni kostkou padla jedendctkrat po sobé Ctyfka. Uvedte pravdépodobnost, Ze padne
podvandcté.

ReSeni. Predchozi vysledky (podle nasich predpokladd) nijak neovliviiuji, co padne na kostce pfi
dalsich hodech. Proto je hledand pravdépodobnost 1/6. U

1.134. Z balicku 32 karet ndhodné& vypadne 6 karet. Jakd je pravdépodobnost, Ze jsou vSechny téze
barvy?

ReSeni. K tomu, abychom ziskali vysledek

8
o) =1 234. 1074,
(s)

sta¢i nejprve zvolit jednu ze 4 barev a uvédomit si, Ze existuje (g) zpUsob, jak vybrat 6 karet z 8 této
barvy. O

1.135. Tr¥i hraci dostanou po 10 kartach a 2 zbudou (z bali¢ku pfipraveného na marids nebo prsi —

to, Ze zbyla dvé esa?

ReSeni. Protoze pravd&podobnost, 7e n&jaky z hraca dostane uvedené tfi karty, je rovna hodnoté
29
i)
(i)

zatimco pravdépodobnost, Ze zbudou dve esa, je rovna ¢islu
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| —
o &

/
)7

je pravdépodobnéjsi, Ze né¢jaky z hraca dostal zminéné tfi karty. Poznamenejme, Ze nerovnost

2 ()
@ 7@

()

1ze dokdazat Gpravou obou jejich stran, kdy opakovanym kracenim (po vyjadfeni kombinacnich Cisel

—
o)

dle definice) lehce dostaneme 6 > 1. U

1.136. Dva pratelé€ stiileji nezdvisle na sobé€ do jednoho terce, kazdy po jednom vystfelu. Pravdépo-
dobnost zdsahu terce pro prvniho je 0, 4, pro druhého je 0, 3. Naleznéte pravdépodobnost P jevu, Ze

po stielb€ bude v terci pravé jeden zasah.

ReSeni. Vysledek stanovime tak, Ze se¢teme pravdépodobnosti téchto dvou neslucitelnych jevi: trefil
se prvni stfelec a druhy nikoli; prvnf stfelec minul, zatimco druhy ter¢ zasdhl. Pfi nezavislosti jevi
(kterd se zachovava také tehdy, kdyZ uvazujeme komplementy nékterych z jevi) je pravdépodobnost
spole¢ného nastoupeni ddna sou¢inem pravdépodobnosti jednotlivych jevl. UZitim toho dostdvime
P=04-(1-0,3)4+(1-0,4-0,3=0,46. (]

1.137. Dvandctkrat po sob€ hazime tfemi mincemi. Jaka je pravdépodobnost, Ze alespoii v jednom
hodu padnou tfi lice?
ReSeni. Uvazime-li, Ze pfi opakovani téhoZ pokusu jsou jednotlivé vysledky nezavislé, a ozna¢ime-li

proi € {1, ..., 12} jako A; jev ,,pfi i-tém hodu padly tfi lice“, uréujeme
12
P (U Ai) =1-(0-P(A))-(0—-P(A2)---(1 - P(A)).
i=1

Pro kazdé i € {1,..., 12} je vSak P(A;) = 1/8, nebof na kazdé ze ti{ minci padne lic s pravdépo-
dobnosti 1/2 nezdvisle na tom, zda na ostatnim mincich padl lic, pfip. rub. Nyn{ jiZ miZeme napsat

vysledek
- 0

1.138. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancti. Dvé hlavni politické strany,
které v zemi existuji, si pfi ,,volbdch“ hazeji o kazdy poslanecky mandat zvlast minci. Kazd4 z téchto
stran md pridélenu jednu stranu mince. T€ stran€, jejiz strana mince padne, ndleZi mandét, o ktery se

prave losovalo. Jak4d je pravdépodobnost, Ze kazda ze stran ziskd 100 mandati? (mince je ,,poctiva™)

ReSeni. Viech moznych vysledki losovani (uvazovanych jako dvousetélenné posloupnosti rubi a
lic) je 22%. Pokud kazd4 strana ziskd pravé sto mandatd, je ve vylosované posloupnosti pravé sto
lict a sto rubti. Takovych posloupnosti je (?88) (takovd posloupnost je jednozna¢né uréend vybérem
sto ¢lend z dvou set moZnych, na kterych budou napt. lice). Celkem je hledand pravdépodobnost

(200) 200!
100/ —— _100!-100! -
feo) — T = (056, O

1.139. Sedm Cechii a pét Angli¢anii ndhodné rozdé&lime na dvé (neprdzdné) skupiny. Jakd je

pravdépodobnost, Ze v jedna ze skupin bude tvofena pouze Cechy?

ReSeni. Viech moznosti je 2'? — 1. JestliZe jsou v jedné skupiné pouze Cesi, znamen4 to, Ze vSichni

Angli¢ané jsou v jedné skuping (bud’ v prvni nebo druhé). Zbyva rozdélit Cechy na dvé neprazdné

v vews

skupiny, to miizeme 27 — 1 zpiisoby. Na zavér jesté pri¢ist rozdélent, kdy jsou skupiny podle ndrodnosti:

2.27—1)+1
e, a
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1.140. Zjistéte pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padla alespoii na jedné kostce Ctyika,
jestlize padl soucet 7.

ReSeni. Piiklad fe$fme pomoci klasické pravd&podobnosti, kdy podminku interpretujeme jako ziZen{
pravdépodobnostniho prostoru. Ten ma vzhledem k podmince tedy 6 prvkd, z ¢ehoz pravé 2 jsou

priznivé vysetfovanému jevu. Spravnd odpovédje 2/6 = 1/3. O

1.141. Hodime dvéma kostkami. Urete podminénou pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padla
pétka za podminky, Ze padl soucet 9. Na zdklad¢ tohoto vysledku rozhodnéte o nezdvislosti jevl ,,na
prvni kostce padla pétka“ a ,,padl soucet 9.

ReSeni. Oznaéfme-li jev ,,na prvni kostce padla pétka“ jako A a jev ,,padl soudet 9% jako H, pak plati

‘“l@“‘

P(A|H) = B350 = i = 5
Uvédomme si, Ze soucet 9 miizeme ziskat tak, Ze na prvni kostce padne 3 a na druhé 6, na prvni 4 a na
druhé 5, na prvni 5 a na druhé 4 nebo na prvni 6 a na druhé 3. Z téchto Ctyf (stejné€ pravdépodobnych)
vysledkll jevu A vyhovuje pravé jeden. ProtoZe pravdépodobnost jevu A je ocividné 1/6 # 1/4,

nejsou uvedené jevy nezivislé. ]

1.142. UvaZujme rodiny se dvéma détmi a pro jednoduchost predpokladejme, Ze v§echny moZnosti
v mnoziné 2 = {kk, kh, hk, hh}, kde k znaci , kluk* a & znamena ,holka* pfi zohlednéni staii déti,

jsou stejné pravdépodobné. Zavedme ndhodné jevy
H, —rodina m4 kluka, A; —rodina ma 2 kluky.

Vypoctéte P (A|Hy).
Podobné uvazujme rodiny se tfemi détmi, kdy je

Q = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.
Jestlize
H, — rodina m4 kluka i holku, A, —rodina md nejvyS$e jednu holku,
rozhodnéte o nezdvislosti ndhodnych jevi A, a H;.
ReSeni. Uvdzenim, které ze Gtyf prvk@ mnozZiny  (ne)vyhovuji jevu A, resp. H, lehce ziskdvame

_ PAINH) _ PAD __
P (Ai|Hy) = P(H) — PH) —

1
3

BIW—

Déle mdme zjistit, zda plati

P (A2 N Hy) = P (Ay)- P(H).
Opét si staci pouze uvédomit, Ze jevu A, vyhovuji praveé prvky kkk, kkh, khk, hkk mnozZiny €2, jevu H,
prvky kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk a jeva A, N H, prvky kkh, khk, hkk. Odtud plyne

P(ANH)=2=%-2=P(A) P(H),

coZ znamend, Ze jevy A, a H, jsou nezdvislé. ]

1.143. 'V osudi je 9 Cervenych a 7 bilych kouli. Postupné vytdhneme 3 koule (bez vraceni). Urcete
pravdépodobnost, Ze prvni dvé budou cervené a treti bila.

ReSeni. Piiklad budeme fesit pomoci véty o ndsobeni pravd&podobnosti. Nejprve pozadujeme vy-
taZzeni Cervené koule, coZ se podaii s pravdépodobnosti 9/16. Pokud byla poprvé vytaZena Cervend
koule, pti druhém tahu vytdhneme znovu cervenou kouli s pravdépodobnosti 8/15 (v osudi je 15 kou-

li, z toho 8 Cervenych). Kone¢né, pokud byla dvakrit vytazena Cervend koule, pravdépodobnost, Ze
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potom bude vytaZena bil4, je 7/14 (v osudi je 7 bilych kouli a 7 Cervenych kouli). Celkem dostdvame
9 8 7
————— =0,15. O

1.144. 'V osudi je 10 kouli, a to 5 Cernych a 5 bilych. Postupné¢ budeme losovat po jedné kouli,
pri¢emz vytaZzenou kouli nevratime zpét. Stanovte pravdépodobnost, Ze nejprve vytdhneme bilou,

poté Cernou, pak bilou a v poslednim ¢tvrtém tahu opét bilou kouli.

ReSeni. PouZijeme vétu o ndsobeni pravdépodobnosti. V prvnim tahu vytdhneme bilou kouli s prav-
dépodobnosti 5/10, poté cernou s pravdépodobnosti 5/9, ndsledné bilou s pravdépodobnosti 4/8 a na

zavér bilou s pravdépodobnosti 3/7. Dohromady to dava
S .05.4 .3 _ 5 O

1.145. Jakd je pravdépodobnost, Ze soucet dvou ndhodné zvolenych kladnych ¢éisel mensich nez 1
bude mensi nez 3/7?

ReSeni. Je vidét, Ze jde o jednoduchy piiklad na geometrickou pravdépodobnost, kdy jako zakladni
prostor €2 se nabiz{ ¢tverec s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 11, [0, 1] (volime dvé ¢isla mezi 0 a 1). Zajima
nds pravdépodobnost jevu udavajiciho, Ze pro ndhodné¢ zvoleny bod [x, y] v tomto ¢tverci bude platit
x +y < 3/7; tj. pravdépodobnost toho, Ze zvoleny bod se bude nachdzet uvnitf trojihelniku A

s vrcholy [0, 0], [3/7, 0], [0, 3/7]. Nynf jizZ snadno vyc¢islime
2
pay=wa_ B2 _ o O

vol Q 1 T

1.146. Nechtf je nahodné rozlomena ty¢ na tfi ¢asti. Stanovte pravdépodobnost, Ze délka druhé
(prostfedn{) ¢asti bude vétsi nez dvé tretiny délky tyce pied jejim rozlomenim.

ReSeni. Nejprve si oznaéme délku uvaZované tyce jako d. Rozlomeni ty&e ve dvou mistech je dino
volbou bodi, kde ji zZlomime. Ozna¢me jako x bod, ve kterém je prvni (napf. blize néjakému predmétu)
zlom, a jako x + y bod, ve kterém je druhy zlom. To ndm fikd, Ze za zdkladn{ prostor lze povazovat
mnozinu {[x, y]; x € (0,d),y € (0,d — x)}, tj. trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0], [d, 0], [0, d].
Délka prostiedni ¢dsti je ddna hodnotou y. PoZadavek ze zadani 1ze nyni zapsat v jednoduchém tva-
ruy > 2d/3, coz odpovida trojihelniku s vrcholy [0, 2d/3], [d/3, 2d/3], [0, d]. Obsahy uvaZovanych
pravothlych rovnoramennych trojihelnikd jsou 2d2 /2 a(d/3)?/2,aproto je hledand pravdépodobnost

d

1

o

1.147. Ty¢ o délce 2 m je ndhodné rozfezdna na tfi Casti. Naleznéte pravdépodobnost jevu, Ze tieti
c¢ast méff méné nez 1, 5 m.

ReSeni. Tento piiklad je na uZiti geometrické pravdépodobnosti, kdy hleddme pravdépodobnost toho,
Ze soucet délek prvnich dvou ¢4sti je vét§i nez Etvrtina délky tyce. Ureme pravdépodobnost opaéného
jevu, tj. pravdépodobnost, kdyZ budou ndhodné (a nezdvisle na sobg) zvolena dv€ mista, ve kterych
bude ty¢ roziezana, Ze budou ob& v prvni &tvrting ty&e. Pravdépodobnost tohoto jevu je 1/42, nebof
pravdépodobnost vybéru mista v prvni ¢tvrting tyCe je zfejmé 1/4 a tento vybér se (nezdvisle) jednou
opakuje. Pravdépodobnost hledaného (opacného) jevu je tak 15/16. ([

1.148. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza mé otevieno od 11h do 14h.
Kazdy z nich stravi na obédé ptl hodiny a dobu piichodu (mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jaka

je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den potkaji, seddvaji-li oba u stejného stolu?
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ReSeni. Prostor viech moznych jevi je &tverec 3 x 3. Oznaéime-li x dobu pfichodu Mirka a y dobu
prichodu Marka, tak tito se potkaji, praveé kdyz |x — y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve tverci
moznych udélosti oblast, jejiZ obsah je roven 11/36 obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i
hledand pravdépodobnost. ([

1.149. Z Brna vyrazi ndhodné nékdy mezi polednem a ¢tvrtou hodinou odpoledni Honza autem do
Prahy a opa¢nym smérem nékdy ve stejném intervalu autem Martin. Oba si ddvaji pal hodiny pauzu
v motorestu v poloviné cesty (pristupném pro oba sméry). Jakd je pravdépodobnost, Ze se tam potkajf,
jezdi-li Honza rychlosti 150 km/h a Martin 100 km/h? (Vzdalenost Brno-Praha je 200 km)

ReSeni. Oznacime-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy y a pro mensf vyskyt zlomk
v ndsledujicich vypoctech zvolime za jednotku deset minut, tak stavovym prostorem bude ¢tverec 24 x
24. Doba piijezdu Martina do motorestu je x + 6, do pfijezdu Honzy x + 4. Stejné€ jako v pfedchozim
prikladu to, Ze se v motorestu potkaji, je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich piijezdu se nelisi o vice
nez o pil hodiny, tedy |(x +6) — (y +4)| < 3. Tato podminka ndm pak ve stavovém Ctverci vymezuje
oblast o obsahu 24 — 1(232 4 19?) (viz obr.) a hledan4 pravdépodobnost je

2¢,1v—-—

[24]237

IX—adAz |£3 &>

i /*éx—'l & Aa,éx-t—_s’
> |

1 24

24212324192 .
= X _ Bl - 0,227, O
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1.150. Mirek vyjede ndhodné mezi desdtou hodinou dopoledni a osmou hodinou vecerni z Brna do
Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném intervalu z Prahy do Brna. Obéma trva cesta 2 hodiny. Jaka

je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi po stejné trase)?

ReSeni. Re$ime naprosto analogicky jako v pfedchozim pifkladg. Prostor viech moZnych jevii je

//////

YV

|x-9l&2

Hledand pravdépodobnost je p = % = 2% = 0,36.

'fo-‘—

2
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1.151. Dvoumetrova ty¢ je ndhodné rozdélena na tii dily. UrCete pravdépodobnost, Ze ze vzniklych
dilt ptijde sestavit trojihelnik.

ReSeni. Rozdéleni tyCe je ddno stejné jako v pfedchozim piikladé body fezu x a y a jevovym prosto-
rem je opét Ctverec 2 x 2. Aby z ¢asti bylo moZno sestavit trojihelnik, museji jejich délky spliiovat
tzv. trojihelnikové nerovnosti, tedy soucet délek libovolnych dvou €4sti musi byt vétsi nez délka treti
¢asti. Vzhledem k tomu, Ze soucet délek je roven 2 m, je tato podminka ekvivalentni podmince, Ze
kazda s ¢asti musi byt mensi nez 1 m. To pomoci fezli x a y vyjadiime tak, Ze nesmi platit sou¢asné
x <lay < Inebosoucasné x > lay > 1 (odpovidd podminkdm, Ze krajni dily tyCe jsou mensi nez
1), navic |[x — y| < 1 (prostfedni dil musi byt mensi neZ jedna). Tyto podminky spliiuje vySrafovana
oblast na obrdzku a jak snadno nahlédneme, jeji obsah je 1/4.

,?,gx#

24—— —A——

; /.//A// o

e e

1.152. Jsou rovnice

(a) 4x1 - \/§x2 = 3’
X1 — 2\/7)62 = —2;

(b) 4X1 — \/§X2 = 16,
X - 2ﬁx2 = -7
dx, + 2x, = 7,

© —2x; — x = -3

jednoznacéné feSitelné (maji pravé 1 feSeni)?

ReSeni. Soustava linedarnich rovnic je jednoznacéné feSitelnd pravé tehdy, kdyZ je nenulovy determi-
nant matice ur¢ené koeficienty na levé stran¢ soustavy. Zejména tedy absolutni ¢leny rovnic (¢isla na
pravé strané) neovliviiuji jednoznacnost feSeni soustavy. Musime tedy ve variantdch (a) a (b) dostat
stejnou odpovéd. ProtoZe

R COR DI

5 Sl=4en-ep =0,

maji soustavy ve variantdch (a) a (b) pravé 1 feSen{ a posledn{ soustava nikoliv. Vyndsobime-li druhou

‘42

rovnici v (c) ¢islem —2, vidime, Ze tato soustava nema feSeni. O
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1.153. V R? urete vrcholy n&jakého rovnostranného trojihelnika ABC o strané délky 1, s bodem
C =[1, 1] a zdkladnou A B rovnobé&znou s piimkou 3x + 4y = 10°. @

1.154. Vypocitejte obsah S ¢tyfihelniku zadaného vrcholy
[O’ _2]’ [_15 1]7 [175]’ [1’_1]

ReSeni. Pfi obvyklém oznacenf vrcholi
A=[07 _2]’ B=[17_1]9 C=[1’5]7 D=[_171]
anemén¢ obvyklém rozdé€leni Ctyiihelniku na trojihelniky ABC a ACD s obsahy S; a S, dostdvame

S=s5+5=1170 1_0‘ =0 _1_0'=%(7—1)+%(3+7)=8. O

1 1
21-14+2 542 2|54+2 142

1.155. Urcete obsah c¢tyithelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13],C = [2,5]a D =
[—2, —5].
Reseni. Ctyfihelnik rozd&lime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spo&itdame po-

mocfi patfi¢nych determinantt, viz 34,
g— 1 5
12|10 13

1
2

1 —
2 -3 5|~ 2

|+

1 SH 47 0

1.156. Spocitejte obsah rovnobézniku s vrcholy v bodech [5, 5], [6, 8] a [6, 9].

YN~ -

ReSeni. PrestoZe takovy rovnob&znik neni zadan jednoznaéné (neni uveden étvrty vrchol), trojihelnik
s vrcholy [5, 5], [6, 8] a [6, 9] mus{ byt nutné polovinou kazdého rovnobéZniku s t€émito tfemi vrcholy
(jedna ze stran trojihelniku se stane thloptickou rovnob&Zniku). Proto je hledany obsah vZdy roven

determinantu
‘6—5 6—5' _ ‘1 1

e s o 3= 4‘:1-4—1-3:1. O

1.157. Stanovte rozlohu louky, kterd je na pozemkové mapé€ ohrani¢ena body o kétach [—7, 1],
[—1,0], [29, 0], [25, 1], [24, 2] a [17, 5]. (Jednotky neuvaZzujte. Jsou ureny pomérem pozemkové

mapy vuci skutecnosti.)

ReSeni. UvaZovany Sestitihelnik miizeme rozdélit napf. na &tyfi trojithelniky s vrcholy
(=7, 11, [-1, 01, [17, 5]; [—1,01, [24, 2], [17, 5];
[—1, 01, [25, 1], [24, 2; [—1,01, 29, 0], [25, 1].

Jejich obsahy jsou po fadé 24, 89/2, 27/2 a 15, coz dava vysledek
24+445 4131 4+15=97. O

1.158. Urcete obsah trojihelnika Ay A3 A, kde ApA; ... Ay jsou vrcholy pravidelného dvanéctiu-

helnika vepsaného do kruZnice o poloméru 1.
ReSeni. Vrcholy dvanictitihelnika miiZzeme ztotoZnit s dvanactymi odmocninami z &isla 1 v kom-
plexni roving. Zvolime-li navic Ag = 1, pak mizeme psat Ay = cos(2km/12) + i sin(2kw/12). Pro
vrcholy zkoumaného trojihelnika méme:

Ay = cos(rr/3) + i sin(/3) = 1/2 + iv/3/2,

Az = cos(m/2) +isin(m/2) =i,

A =cos(—m/6) + i sin(—n/6) = \/5/2 —i/2,
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neboli soufadnice téchto bodd v komplexni rovniné jsou A, = [1/2, V3 /2], A3 = [0, 1], Ay =
[v/3/2, —%]. Podle vzorce pro obsah trojihelnika je potom hledany obsah S roven

1_ V3 1, 43 _
sollA—Aul 15— j+8|_3-V3
2 |As —Ayq 2|—*/7§ % | 4

Vzhledem ke kladnosti pfedchoziho determinantu jsme mohli z estetickych diivodd vynechat jeho
absolutni hodnotu. U

1.159. Je dan trojihelnik s vrcholy A = [5, 6], B = [7, 8], C = [5, 8]. Urcete, které jeho strany je
vidét z bodu P = [0, 1].

ReSeni. Uspofdadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru hodinovych ruéiéek: [3, 6], [7, 81,
[5, 8]. Pomoci pfislusnych determinantti ur¢ime, zda-li je bod [0, 1] ,nalevo™ ¢i ,,napravo” od jed-

notlivych stran trojihelnika uvazovanych jako orientované dsecky

B—P|_|7 7] _, |c-PI_|5 7 _,
c—pPl =577 |A-pP|T |5 5=
A=P|_Is 5| _,
B—P|l =7 71"

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5, 6] a [7, 8] leZi na pfimce, stranu
AB tedy nevidime. Stranu BC rovnéz tak nevidime, na rozdil od strany AC, pro kterou je piislusny

determinant zdporny. ]

1.160. Urcete, které strany ¢tyfihelnika s vrcholy

A =1[95,99], B =[130, 106],
C = [40, 60], D =[130, 120].

jsou viditelné z bodu [2, 0].

ReSeni. Nejprve je tieba urcit strany étyfdhelnika (,,spravné” poradi vrcholi): ACBD. Po spoéitani
prislusnych determinantti jako v pfedchozich prikladech zjistime, Ze je vidét pouze strana CB.  [J

1.161. Urcete pocet relaci na mnozing {1, 2, 3, 4}, které jsou soucasn¢ symetrické i tranzitivni.
Reseni. Relace uvedenych vlastnosti je relaci ekvivalence na n&jaké podmnozing mnoziny {1, 2, 3, 4}.
Celkem 1 +4-1+(3) -2+ (3) -5+ 15=52. O

1.162. Urcete pocet relaci uspotfadani na tfiprvkové mnozing. @

1.163. Urcete pocet relaci usporadani na mnoZziné {1, 2, 3, 4} takovych, Ze prvky 1 a 2 jsou nesrovna-

telné (tedy neplati 1 < 2 ani 2 < 1, kde < je oznaCeni uvazované relace usporadani). O

1.164. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni f mnoziny {1, 2, 3, 4, 5} namnozinu {1, 2, 3} takovych,
ze f(1) = f(2).

ReSeni. Kazdé takové zobrazeni je jednozna¢né ddno obrazem prvki {1, 3, 4, 5}, té€chto zobrazenf je
tedy ptesné tolik, kolik je zobrazenf surjektivnich zobrazeni mnoziny {1, 3, 4, 5} na mnozinu {1, 2, 3},
tedy 36, jak vime z pfedchoziho piikladu. ]
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1.165. Vyctem prvkil zadejte S o R, je-li
R={2,4),4,4),4,5} S NxN,
S={3,1,3,2),3,5,4, 1,44} S NxN.
ReSeni. UvdZenim viech vybérii dvou usporddanych dvojic
(2,4),41; 2,49,44; 449,41 449,49
spliiujicich, Ze druhd slozka prvni uspofddané dvojice, kterd je prvkem R, je rovna prvni sloZce druhé

uspofddané dvojice, kterd je prvkem S, dostdvdme
SoR={21,(24,&1D,*d} O

1.166. Necht je ddna binarnf relace
R ={(0,4),(=3,0),(5,7), (5,2), 0,2)}
mezi mnoZinami A = Z a B = R. Vyjadfete R"'a Ro R~
Reseni. Thned vidime, 7e
R™' ={(4,0), (0, =3), (1, 5), (2,5), (2, 0)}.

Odtud pak déle
RoR'={4,4),(0,0), (m,7),(2,2), (4,2), (7,2), 2, 7), 2,4)}. O

1.167. Rozhodnéte, zda je relace R urcend podminkou
(@) (a,b) e R <= |a| < |b|;
(b) (a,b) € R <= la| = |2b]
na mnozin€ celych ¢isel Z tranzitivni.
ReSeni. V prvnim piipadé relace R tranzitivni je, protoZe plati
lal <|bl, |b] <|c| = lal<|c|

Ve druhém pripadé relace R tranzitivni neni. Staci napt. uvazit, zZe
“4.2),2,1)eR A 1Dé¢R O

1.168. Najdéte vSechny relace na M = {1, 2}, které nejsou antisymetrické. Které z nich jsou tranzi-
tivni?

ReSeni. Hledané relace, jeZ nejsou antisymetrické, jsou &tyfi. Jsou to pravé ty podmnoziny {1, 2} x
{1, 2}, které obsahuji prvky (1, 2), (2, 1) (jinak nemiZe byt podminka antisymetrie poruSena). Z téch-
to Ctyf je tranzitivni pouze jedind relace

{1,1),(1,2),2,1),2,2)} =M x M,

protoZe nezahrnuti dvojic (1, 1) a (2, 2) do tranzitivni relace by znamenalo, Ze nem@Ze obsahovat
zaroven (1,2)a (2, 1). O

1.169. Existuje relace ekvivalence, kterd je soucasné relaci usporddani, na mnoziné vSech piimek
v roviné?

ReSeni. Relace ekvivalence (piip. relace uspofadani) musi byt reflexivni, a proto kazd4 pfimka musf
byt v relaci sama se sebou. Déle poZadujeme, aby hledand relace byla symetrickd (ekvivalence)
a zdroven antisymetrickd (usporadani). To dava, Ze pfimka miZe byt v relaci pouze sama se sebou.

Zavedeme-li ovSem relaci tak, Ze dvé primky jsou v relaci pravé tehdy, kdyZ jsou totoZné, dostaneme
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,velmi pfirozenou‘ relaci ekvivalence i relaci usporddani. Staci si uvédomit, Ze je trividlng tranzitivni.

Hledanou relaci je prave identické zobrazeni mnozZiny vSech piimek v roviné. ]

1.170. Urcete, zda je relace
R=A{(k,) e ZXZ; |k| =L}
na mnozin€ Z ekvivalence, usporadani.

Reseni. Relace R neni ekvivalenci: nenf symetricka (kupt. (6, 2) € R, (2, 6) ¢ R);neniusporadanim:
neni antisymetrickd (mj. (2, —2) € R, (—2,2) € R). [l

1.171. Ukazte, ze prlnik libovolnych relaci ekvivalence na libovoln€¢ dané mnoziné€ X je rovnéz

relace ekvivalence a Ze sjednoceni dvou relaci uspofadani na X nemusi byt relace usporadani.

ReSeni. Postupné uvidime, 7e primik relaci ekvivalence je reflexivni, symetricky a tranzitivni.
VSechny relace ekvivalence na X musi obsahovat dvojici (x, x) pro kazdé x € X, a proto ji musi

obsahovat také dany prinik. Pokud v priiniku ekvivalenci je prvek (x, y), musi v ném byt rovnéz

prvek (y, x) (sta¢i vyuzit toho, Ze kazda ekvivalence je symetrickd). To, Ze do priniku ekvivalenci
ndleZi prvky (x, ¥) a (y, ), znamen4, Ze se jednd o prvky kazdé z ekvivalenci. Z tranzitivnosti v§ech

jednotlivych ekvivalenci jiz vyplyvd, Ze do priniku ndlez{ také prvek (x, z).

Zvolime-li X = {1, 2} a relace usporddani
R ={1,1),2,2,1,2)}, R={(1,1,272),2 D}
na X, dostavame relaci
RiUR, ={(1,1),(2,2),(,2), 2, D},

kterd ziejmé nenf antisymetrickd, a tedy ani uspofddanim. (]

1.172. Na mnoziné M = {1, 2,...,19, 20} je zavedena relace ekvivalence ~ tak, Ze a ~ b pro
libovolnd a, b € M pravée tehdy, kdyz prvni cifry ¢isel a, b jsou stejné. Sestrojte rozklad dany touto

ekvivalenci.

ReSeni. Dvé &isla z mnoziny M jsou ve stejné tiidé ekvivalence, pravé kdyZ jsou spolu v relaci (prvni
cifra je stejnd). Rozklad ji uréeny se tedy skladd z mnozin
{1,10, 11, ..., 18,19}, {2, 20}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}. g

1.173. Je dan rozklad se dvéma tfidami {b, c}, {a, d, e} mnozZiny X = {a, b, c, d, e}. Napiste relaci

ekvivalence R na mnozing X piisluSnou tomuto rozkladu.

Reseni. Ekvivalence R je urena tim, Ze v relaci jsou spolu ty prvky, které jsou ve stejné tfidé roz-
kladu, a to v obou poradich (R musi byt symetrickd) a kazdy sdm se sebou (R musi byt reflexivni).

Proto R obsahuje praveé
(a,a), (b, D), (c,c), (d, d), (e e),
(b,¢), (c,b), (a,d), (a,e),(d,a),(de), (e a), (e d).
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\f‘n@ R
$¢ %‘ e g/ e
e

1.174. Na piedchozich tfech obrazcich jsou ikony spojeny Carami tak, jak by je mozZna prifadili lidé

v rtiznych ¢astech svéta. Urcete, zda jde o zobrazeni, zda je injektivni, surjektivni nebo bijektivni.

ReSeni. V prvnim piipadé jde o zobrazeni, které je surjektivni, ale nenf injektivni, protoZe had i
pavouk jsou oznaceni jako jedovati. Druhy pfipad neni zobrazenf ale jen relace, protoZe pes je urcen
jako doméci zvitfe i na jidlo. V tfetim pfipad€ mdme opét zobrazeni. Tentokrit neni ani injektivni, ani

surjektivni. ]

1.175. Meéjme mnoZinu {a, b, ¢, d} a na ni relaci
{(a,a), (b, D), (a,b), (b, c), (c,b)}.

Jaké ¢leny je potfeba minimalné doplnit do této relace, aby to byla ekvivalence?

Reseni. Postupné projdeme viechny tfi vlastnosti, které definuji ekvivalenci. Za prvé je to reflexivita.
Musime tedy doplnit dvojice {(c, ¢), (d, d)}. Za druhé symetrie —musime doplnit (b, a) a za tfeti
musime udélat tzv. tranzitivn{ obal. ProtoZe je a v relaci s b a b v relaci s ¢, musi byt i a v relaci s c.

Nakonec tedy potiebujeme pridat (a, ¢) a (¢, a). O

1.176. UvaZzme mnozinu ¢isel, které maji pét cifer ve dvojkovém zdpisu a relaci takovou, Ze dvé ¢isla

jsou v relaci, pravé kdyZ jejich ciferny soucet ma stejnou paritu. Napiste piislusné téidy ekvivalence.

ReSeni. Dostidvame dvé tiidy ekvivalence (o osmi ¢lenech):

[10000] = {10000, 10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111}

odpovidd mnoziné {16, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31} a

[10001] = {10001, 10010, 10100, 11000, 10111, 11011, 11101, 11110}

odpovidd mnoziné {17, 18, 20, 24, 23, 27, 29, 30}. O

1.177. UvaZme mnoZinu ¢isel, které maji tfi cifry ve trojkové soustavé a relaci takovou, Ze dvé ¢isla

jsou v relaci, pravé kdyZ v této soustavé
i) zacinaji stejnym dvojcislim.
ii) kon¢i stejnym dvojcislim.

Napiste prislusné tfidy ekvivalence.

Reseni.
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i) Dostdvame Sest tiiprvkovych tiid
[100] = {100, 101, 102} odpovida {9, 10, 11},
[110] = {110, 111, 112} odpovida {12, 13, 14},
[120] = {120, 121, 122} odpovida {15, 16, 17},
[200] = {200, 201, 202} odpovida {18, 19, 20},
[210] = {210, 211, 212} odpovida {21, 22, 23},
[220] = {220, 221, 222} odpovida {24, 25, 26}.

ii) V tomto piipadé madme devét dvouprvkovych tiid
[100] = {100, 200} odpovida {9, 18},
[101] = {101, 201} odpovida {10, 19},
[102] = {102, 202} odpovidd {11, 20},
[110] = {110, 210} odpovida {12, 21},
[111] = {111, 211} odpovida {13, 22},
[112] = {112, 212} odpovid4 {14, 23},
[120] = {120, 220} odpovida {15, 24},
[121] = {121, 221} odpovida {16, 25},
[122] = {122, 222} odpovidd {17, 26}.

O

1.178. Pro jaky maximaln{ defini¢ni obor D a obor hodnot H je zobrazen{ bijektivn{ a jak4 je v tom
pripadé inverzni funkce?
i) x > x4,
i) x — x°,
iii) x > —.
Regeni.
i)y D = [0,00) a H = [0, 00) nebo také D = (—o00,0] a H = [0, 00). Inverzni funkce je
X = Jx.
ii) D = H = R a inverze je x — J/x.
iii) D =R~ {—1}a H = R ~\ {0}. Inverzni funkce je x > % —1.

1.179. UvazZme relaci na R x R. Bod je v relaci, pokud pro néj plati
x-=D*+@+D*=1.

Mizeme body popsat pomoci funkce y = f(x)? Nakreslete obrdazek bodi v relaci.

62



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

ReSeni. NemiiZeme, protoZze napf. y = —1 md dva vzory: x = 0 a x = 2. Body leZ{ na kruZznici se

sttedem v bod¢€ (1, —1) s polomérem 1. O

s Xz

1.180. Necht pro libovolna celd ¢isla k, [ plati (k, ) € R pravé tehdy, kdyZ je ¢islo 4k — 41 celoCisel-

nym nédsobkem 7. Je takto zavedend relace R ekvivalence, uspofddédni?

ReSeni. Uvédomme si, Ze dvé celd &isla jsou spolu v relaci R, pravé kdyz dévaji stejny zbytek po

déleni 7. Jde tedy o piiklad tzv. zbytkové tfidy celych ¢isel. Proto vime, Ze relace R je relaci ekviva-

lence. Jeji symetrie (napt. (3, 10), (10, 3) € R, 3 # 10) pak implikuje, Ze se nejednd o usporadani.
O

1.181. Nechf je na mnoziné N = {3,4,5,...,n,n+ 1, ...} definovdna relace R tak, Ze dvé ¢isla
jsou v relaci, pravé kdyz jsou nesoudélnd (tedy neobsahuje-li prvoc¢iselny rozklad uvazovanych dvou
¢isel ani jedno stejné prvocislo). Zjistéte, zda je tato relace reflexivni, symetrickd, antisymetricka,

tranzitivni.

ReSeni. Pro dvojici stejnych ¢&isel plati, Ze (n,n) ¢ R. Nejednd se tedy o reflexivni relaci. Byt
»soud€lny* nebo ,,nesoudélny* pro dvojici ¢isel z N je zfejmée vlastnost neusporddané dvojice — ne-
zavisi na uvedeném potadi uvazovanych ¢isel, a proto je relace R symetrickd. Ze symetrie relace R
plyne, Ze nenf antisymetricka (napt. (3,5) € R, 3 # 5). Nebof je R symetrickd a (n, n) ¢ R pro libo-
volné ¢islon € N, volba dvou riiznych &isel, kterd jsou spolu v této relaci, dav4, Ze R nenf tranzitivni.

0

1.182. Kolik existuje reflexivnich relaci na n-prvkové mnozZiné?

ReSeni. Relace na mnoZiné M je reflexivni, pravé kdy? je diagonalni relace Ay = {(a, a), kde a €
M} jeji podmnozinou. U zbylych n? — n uspofddanych dvojic v kartézském soudinu M x M mime
nezdvislou volbu, jestli dand dvojice v dané relaci bude ¢i ne. Celkem tedy mame o riznych

reflexivnich relaci na n-prvkové mnozing. U

1.183. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnozing?

ReSeni. Relace na mnoziné M je symetrickd, pravé kdyZ je jeji prémik s kazdou mnoZinou
{(a,b), (b,a), kdea # b, a,b € M} bud celd dand dvouprvkovd mnoZina, nebo je tento prinik
prazdny. Dvouprvkovych podmnozin mnoziny M je (;), a pokud kromé prinikd s témito mnozinami
jesté urc¢ime prinik dané relace s diagondlni relaci Ay, = {(a, a), kde a € M}, je timto dand relace
jednoznacné€ urcena. Celkem mtZeme provést (;) + n nezdvislych voleb mezi dvéma alternativami:
kazda mnozina typu {(a, b), (b, a), kde a # b,a,b € M} je bud podmnozinou dané relace, nebo
ani jeden z jejich prvkl v dané relaci nelezi a kazd4 dvojice (a, a), a € M, potom také bud’ v relaci
lezi nebo ne. Celkem tedy mame 2()+n symetrickych relacf na n-prvkové mnoziné. U

1.184. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové mnozing¢?

ReSeni. Relace na mnozing M je antisymetrickd, pravé kdyZ jeji prinik s kaZdou mnoZinou
{(a, b), (b,a), kdea # b,a, b € M} neni dvojprvkovy (jsou tedy tfi moznosti, jak prinik vypada,
bud’ je to mnozina {(a, b)}, nebo {(b, a)}, nebo je prunik prazdny). Prinik s diagondlni relaci pak
muzZe byt libovolny. Uréenim téchto vSech prinikd je relace jednoznac¢né urcena. Celkem mame 3 (2)2n

antisymetrickych relaci na n-prvkové mnoZiné. ]
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ReSeni cviceni

1.29. yy =2(3)" - 2.

1.82.
i) (3,3),(4,4),(5,5),(6,6), (7,7), (3, 6) ovéite, Ze jde o relaci usporadani.
ii) opét (i,i) proi =1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3) ovéite, Ze jde o relaci ekvivalence.
iii) (i,i)) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3), (4, 6), (6,4) ovéite, Ze nejde o relaci ekvivalence,
protoZe neni splnéna tranzitivita.
1.98.

) 1 —3—2i+4i = 242, 1-(=3)—82 +6i+4i =5+ 10, 1 +2i, &2 1 (—3)2 = 5,
217 0 . ihe 11 2.
%_ |ZZ]2|§ =1-(=3) +8i" +6i —4i25 = —55 + 55i.

b) 244,22, 1,2 = -2i.

1.107. Pismen v abecedé (véetné CH) je 27. Pocet viech mozZnych iniciald je tedy 272 = 729. Proto aspoti 2
lidé budou mit stejné inicidly.
1.112. 3-46+4+2-2)-2-47!
1.119.
i) 26 = 64.
i) (§) = 1.
iii) Z4dnd pannaje jedna moznost (§) = 1, jedna panna (§) = 6 moznosti. Posloupnosti s nejvy3e jednou
pannou je teda jen 7 a proto posloupnosti, kde jsou aspoti dvé panny je 64 — 7 = 57.
1.128. Maximalni pocet y, €asti, na které rozdéli n kruZnic rovinu, je y, = y,—1 +2(n — 1), y1 = 2, tedy
Vo =n>—n+2.
Pro maximaln{ pocet p, Casti, na které potom rozd¢€li n kouli prostor, pak dostdvame rekurentni vztah
Pn+1 = Pn + Yn, p1 = 2, tedy celkem p,, = %(n2 —3n 4+ 8).
1.153. Sméry stran jsou (3v/3/2 — 2,3/2 + 2+/3) a (3+/3/2 +2,24/3 — 3). Jedna ze dvou moZnych dvojic
potomjeA:[%g—l—%,¥+;—0].B=[%+%,%+¥],
1.162. 19.
1.163. 87.
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KAPITOLA 2

Pocitani s vektory

neumite jesté pocitat se skalary?

— zkusme to rovnou s maticemi...

A. Soustavy linearnich rovnic

Na vektorové prostory pijdeme od lesa. Za¢neme s né¢im zné-
mym, totiZ soustavami linedrnich rovnic. I za nimi jsou totiZ skryty

vektorové prostory.

2.1. A ted vim to pékné natfeme. Firma zabyvajici se vel-
koplo$nymi natéry si objednala 810 litrd barvy, kterd ma obsahovat

stejné mnoZstvi cervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrG cerné

V minulé kapitole jsme se snad rozehfdli s relativné jednodu-
chymi tlohami, k jejichZ feseni nebylo potfeba sloZitych nastrojt.
Vystacili jsme si ptitom se s¢itdnim a ndsobenim skalart. V této
a dalSich kapitoldch se postupné budeme vénovat jednotlivym té-
matim souvisleji.

Hned tfi kapitoly budou vénovany néstrojim pro prici s daty,
kdy operace spocivaji v obzvlast jednoduchych tkonech se ska-
lary, jen je téch skalarti povice nardz. Hovofime o ,linedrnich
objektech” a ,linearni algebie”. Jakkoliv to ted miZe vypadat
a zavislosti stejné studujeme hlavné pomoci jejich ,linedrnich
pribliZeni*.

V této kapitole budeme pracovat piimo s kone¢nymi posloup-

/@\ ) nostmi skalard. Takové se objevuji v praktickych dlo-
==~ hich vSude, kde mdme objekty popisovany pomoci

nékolika parametr. Nedé€lejme si pfitom problémy
s predstavou, jak vypada prostor s vice neZ tfemi
.soufadnicemi. Smifme se se skute¢nosti, Ze malovat si budeme
umét jednu, dvé nebo tfi dimenze, ale piedstavovat ty obrazky mo-
hou jakykoliv jiny pocet. A kdyZ budeme sledovat jakykoliv para-
metr u tireba 500 studentd (napf. jejich studijni vysledky), budou
nase data mit hned zrovna nékolikrat 500 poloZek a budeme s nimi
chtit pracovat. Nasim cilem bude vytvofit nastroje, které budou
dobie fungovat nezavisle na skute¢ném poctu té€chto polozZek.
Také se nedésme slovnich spojeni jako pole ¢i okruh skaldrd

—

g3 - K. Prost¢ si miZeme predstavit jakykoliv konkrétni
/ m Ciselny obor. Okruhy skaldrG pak zahrnuji i cela
-~ Cisla Z a vSechny zbytkové tfidy, zatimco mezi poli

jsou pouze Q, R, C a zbytkové tiidy Zy s prvociselnym k. Zvlastni
je mezi nimi Zy, kde ze vztahu x = —x nemaZeme usoudit, Ze
x = 0, zatimco u vSech ostatnich ¢iselnych obort tomu tak je.

1. Vektory a matice

Vétsinou se o vektorech hovofi pouze ve spojeni s poli skalar,
protoZe obecnd teorie je pfi existenci neinvertibilnich nenulovych
skalarti nesrovnatelné sloZitéjsi. Jen v prvnich dvou ¢astech této ka-
pitoly budeme pracovat s vektory a maticemi v kontextu kone¢nych
posloupnosti skaldrti a tam bude zajimavé si i tfeba ptipadu celych
¢isel pov§imnout. Bude pritom snad pékné vidét, jak silné vysledky
lze diislednym formalnim uvaZovanim odvodit.

2.1. Vektory nad skalary. Prozatim budeme vekforem rozumét
usporddanou n-tici skaldri z K, kde pevné zvolené n € N budeme
nazyvat dimenzi.
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barvy). Obchod mize splnit tuto zakdzku smichdnim béZzné proddva-

nych barev (md skladem jejich dostate¢né zédsoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % cCervené, 25 % zelené
a 25 % modré barvy;

e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené
a 12,5 % modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % cervené, 20 % zelené
a 60 % modré barvy.

Kolik litrt od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly
splnény pozadavky zdkaznika?
ReSeni. Ozna¢me jako
e x —mnoZstvi (v litrech) nacervenalé barvy, které se pouZije;
e y —mnozstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouZije;

e 7z — mnozstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouZije.

Smichanim barev chceme ziskat barvu, kterd bude obsahovat 270 litra
¢ervené barvy. Uvédomme si, Ze naCervenald barva obsahuje 50 % Cer-
vené, nazelenald obsahuje 12,5 % Cervené a namodrald 20 % Cervené

barvy. Musi tudiZ platit
0,5x + 0,125y + 0,2z = 270.
Analogicky poZadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x + 0,75y + 0,2z = 270,
0,25x 40,125y 4 0,6z = 270.

Nyni miZeme postupovat dvéma zplsoby. Bud budeme po-
stupné vyjadfovat proménné pomoci ostatnich (z prvni rovnice
540 — 0,25y —
tieti rovnice a dostaneme dvé linedrni rovnice o dvou nezndmych
2,75y 4+ 0,4z = 540a0,25y + 2z =
vyjddiime z = 270 — 0,125y a dosazenim do prvni dostdvdme
2,7y = 432,neboliy = 160,o0dkudz = 270 — 0,125 - 160 = 250
= 540 — 0,25 - 160 + 0,4 - 250 = 400.

Druhym zptisobem je zapsat si soustavu do matice, jejiz prvni

jex = 0,4z, dosadime za x do druhé a

540. Ze druhé rovnice

radek bude tvoren koeficienty u nezndmych v prvni rovnici, druhy koe-
ficienty ve druhé rovnici a tieti ve tfeti. Je tedy matice soustavy
0,5 0,125 0,2

0,25 0,75 0,2
0,25 0,125 0,6

’

roz§ifenou matici soustavy potom ziskdme z matice soustavy pripsa-

nim sloupce pravych stran jednotlivych rovnic v systému:

0,5 0,125 0,2 |270
0,25 0,75 0,2]270
0,25 0,125 0,6 | 270

Skalary umime séitat a nasobit. Vektory budeme také scitat,
nasobit v8ak vektor budeme umét jen skaldrem. To
__odpovida piedstave, kterou jsme jiz vidéli v roviné
R?, kde s¢itini odpovidalo sklidéni vektoréi coby
2 Sipek vychézejicich z pocatku a nasobeni skaldrem
pak ]ejlch patficnému natahovani.

Nasobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skalarem c tedy definu-
jeme tak, 7e kazdy prvek n-tice u vynasobime stejnym skaldrem

Z X7

c a také scitan{ vektord definujeme po slozkich. To znamena

]______l ZAKLADNf OPERACE § VEKTORY L____\

u+v=(al,...,a,,)—i-(bl,...,bn)=
= (a1 +by,...,a, +by),
c-u =c-(ay,...,ay)=(-ay,...,c-ay).

Pro s¢itan{ vektorii a ndsoben{ vektorii skaldry budeme pouzi-
vat stdle stejné symboly jako u skaldri samotnych, tj. symboly plus
a bud’tecku nebo prosté zietézen{ znak?i.

Konvence zapisu vektord. Nebudeme, na rozdil od mnoha ji-
- nych ucebnic, v textu pouZzivat pro vektory Zadné spe-

cidlni znaceni a ponechdvame na Ctenafi, aby udrzoval
svoji pozornost premyslenim o kontextu. Pro skaldry
ale spiSe budeme pouZzivat pismena ze zacitku abe-
cedy a pro vektory od konce (prostfedek ndm zlstane na indexy
proménnych ¢ komponent a také pro s¢itaci indexy v souctech).

Casto budeme poZadovat, aby skaldry byly z n&jakého pole,
viz [, ale zatim budeme vesmés pracovat s operacemi, které tento
predpoklad nepotiebuji. V literatufe se pak vétS§inou misto o vekto-
rovych prostorech hovofi o modulech nad okruhy. U obecné teorie
se ale v pfisti kapitole jiZ zcela omezime na pole skalarg.

Pro séitani vektort v K” zjevné plati (KG1)~(KG4) s nulovym
prvkem

0=(0,...,0) e K"

Schviélné zde pouZivame i pro nulovy prvek stejny symbol jako pro

nulovy prvek skalart.

Pro vSechny vektory v, w € K" a skaldry a, b € K plati

l VLASTNOSTI VEKTORU

VD) a-wt+w)=a-v+a-w,
(V2) (@a+b)y-v=a-v+b-v,
(V3) a-(b-v)=1(a-b)-v,
(V4) 1-v=n.

Vlastnosti (V1)—-(V4) naSich vektordi, coby n-tic skalari
v K", se snadno ov&fi pro kterykoliv okruh skalari K, protoZe
pfi ovéfovani vZdy pouZivame pro jednotlivé soufadnice vektorti
pouze vlastnosti skalari uvedené v [ a [3.

Budeme takto pracovat napt. s Q", R", C", ale také s Z",
Z)",n=1,2,3,...

vvvvvv

deme pfi praci s vektory pouzwat, jsou matice.
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Jejim postupnym upravovanim pomoci tzv. elementdrnich fadko-
vych tprav (odpovidaji ekvivalentnim Gpravdm rovnic, vice viz 1)

pak dostdvame:

—

Matici typu m/n nad skalary K
schéma A s m fadky a n sloupci

MATICE TYPU m /n

ail a2
azl a2

A=
\aml am?2

' B
rozumime obdélnikové

Aain
an

amn}

bl

0,5 0,125 0,2 | 270 1 025 04| 540
025 0,75 02270 | ~| 1 3 081080 [~
0,25 0,125 0,6 | 270 1 05 241080
1 025 04| 540 1 025 04| 540
~ 0 275 04540 |~ 0O 11 1,6 2160 |~
0 025 2 |540 0 1 8 | 2160
1 025 04| 540 1 025 04 540
~ 0 1 8 2160 |~ O 1 8 2160
0 11 1,6 2160 0 0 —86,4 | —21600

kde a;; € KprovSechnal <i < m, 1 < j < n. Pro matici
A s prvky a;j pouzivime také zdpis A = (a;;).

Vektory (a;1, ai2, - .., aip) € K" nazyvame (i—té) rddky ma-
tice A,i =1,...,m,vektory (a1}, azj, ..., amj) € K" nazyvame
(j—té) sloupce matice A, j =1,...,n. l

A opét zpétné vypocitdme
—21600
—86,4
y=2160—8-250 = 160,

x =540 —-0,4 - 250 — 0,25 - 160 = 400.

7= = 250,

Je tedy potieba smisit po fadé 400 1, 160 1, 250 1 uvedenych barev. [

2.2, Vypoctéte

X1 + 2x + 3x3 = 2,
2X1 - 3X2 - X3 = —3,
—3X1 + Xy + 2X3 = =3

ReSeni. Zadanou soustavu linedrnich rovnic zapiSeme ve tvaru

roz§ifené matice

1 2 3|2
2 -3 —-1|-3],
-3 1 2|3

kterou pomoci elementarnich fadkovych transformaci postupné preve-
deme na schodovity tvar

Matici mtiZeme také chdpat jako zobrazen{
A:{l,....m} x{l,...,n} —> K,

kde A(i, j) = a;;. Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné pravé
vektory v K”.

I obecné matice lze chépat jako vektory v K™, prosté zapo-
meneme na fadkovani. Zejména tedy je defino-
vano s¢itani matic a ndsobenf matic skalary:

A+ B = (a;j + b;j),
kde A = (a,-j), B = (bij), a € K.

a-A =(a-a),

Matice —A = (—a;;) se nazyva matice opacnd k matici
A a matice
0o ... 0
0=1: :
o ... 0

se nazyva nulovd matice. Zapomenutim fddkovan{ tak ziskdme na-
sledujici tvrzeni, Ze matice jsou jen specificky zapsané vektory:

Tvrzeni. Predpisypro A+ B, a-A, —A, 0 zaddvaji na mnoZiné
vSech matic typu m /n operace s¢itani a ndsobeni skaldry splitujici
axiomy (VI1)—(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi Casty nastroj pro popis néjakych
matematickych modeld jsou systémy linedrnich rovnic. Pravé ma-
tice Ize vhodné vyuZit pro jejich zapis. Zavedeme si k tomu ucelu
pojem skaldrni soucin dvou vektora, ktery vektorim (ay, ..., a,)
a (x1, ..., x,) ptiradi jejich souéin

@, ....an) - (x1, ..., %) =a1x1 + -+ apxy,

tj. postupné ndsobime po dvou soufadnice vektort a vysledky

1 2 312 1 2 3|2
2 3 -1|-3]|~10 =7 =7|-71]~
-3 1 2 | -3 0O 7 11| 3
1 2 3| 2 1 2 3| 2
~1 01 1|1 ~1 01 1|1
00 4|4 0 0 1|-1

Nejdfive jsme pritom dvojndsobek prvniho fadku odecetli od druhého
a jeho trojndsobek pficetli ke tietimu. Poté jsme secetli druhy a tfeti

fadek (soucet napsali do tfetiho fddku) a druhy faddek vyndsobili Cis-

lem 1/7. Pfejdeme nyni zpét k soustave rovnic

X1 + 2x% + 3x = 2,
X2 4+ x3 = 1,
X3 = —1.

s¢itdme.
Kazdy systém m linedrnich rovnic v n proménnych

ajixy +apxy + - -+ apx, = by
ax1X1 +axnxy + -+ ayx, = by

Am1X1 + ap2X2 + -+ - + AmpXp = by,

1ze tedy vidét jako pozadavek na hodnoty m skaldrnich soucin(i ne-
znamého vektoru (x1, ..., x,) s vektory soufadnic (a;1, . .., ai,).
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Ihned vidime, Ze x3 = —1. Dosadime-li x3 = —1 do rovnice

xp + x3 = 1, dostaneme x, = 2. Podobné¢ dosazeni ziskanych

hodnot x3 = —1,x, = 2 do prvni rovnice ddvd x; = 1. [l

Systémy linedrnich rovnic tedy lze zapisovat v maticovém tvaru.
Ale je to né€jakd vyhoda, kdyZ je stejn¢ umime feSit, aniZ bychom
hovoftili o maticich? Ano je, o feSeni miZzeme hovofit koncepénéji,
snadno v fe¢i matic urc¢ime, kolik md soustava feSenf a jazyk matic
pak daleko 1épe navadi k pocitaCovému zpracovani problému. Zkusme
si tedy osvojit 1épe riizné operace, které mizeme s maticemi provadeét.
Jak jsme vidéli v pfedchozich prikladech, tak ekvivalentn{ Gpravy line-
arnich rovnic odpovidaji v fec¢i matic elementarnim fadkovym (sloup-
covym) Upravam. Déle jsme vidéli, Ze prevedeme-li t€émito Gpravami
matici soustavy do schodovitého tvaru (tomuto procesu fikame Gaus-
sova eliminace, viz P70), tak je jiZ vyfeSeni soustavy velmi jednoduché.
UkaZme si to jeSté na dalSich piikladech, na kterych uvidime, Ze sou-

stava linearnich rovnic mtiZe mit nekone¢né mnoho feseni.

2.3. Vyfeste soustavu linedrnich rovnic

2x1 — Xy + 3X3 = 0,
3x1 + 16xy, + Tx3 = 0,
3x1 — 5x0 + 4x; = 0,
—Tx1 + Tx, + —10x3 = O.

ReSeni. Vzhledem k nulovosti pravych stran vech rovnic (jedna se
tedy o homogenni systém) budeme upravovat pouze matici systému.
Reseni nalezneme prevodem na schodovity tvar pomoci elementédrnich
radkovych transformaci, které odpovidaji zdaméné poradi rovnic, vyna-
sobeni rovnice nenulovym ¢islem a pficitdn{ ndsobkd rovnic. Navic
muzZeme kdykoli od maticového zdpisu piejit zpét k zdpisu rovnic s ne-

zndmymi x;. Postupné dostdvdme:

2 -1 3 2 -1 3

3 16 7 | _|o 352 52
3 -5 4 0 —7/2 —1/2
-7 7 -10 0 7/2 12

Odtud je vidét, Ze druhd, tieti a ¢tvrtd rovnice jsou ndsobky rovnice
Tx3 + x3 = 0. Pokracujme vSak v dpravach matice:

2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
0 352 52 | [0 352 52 0 7 1
0 —7/2 —1/2 0 0 0 0 0 0
0 72 12 0 0 0 0 0 0

Prestoze byly zadany Ctyfi rovnice pro tfi nezndmé, ma celd soustava
nekone¢né mnoho feSeni, nebof pro libovolné x; € R maji zbylé rov-
nice
2x1 — Xy + 3X3 = 0,
Tx, + x3 = 0

Vektor proménnych miZzeme také vidét jako sloupec v matici

e, 7 typu n/1, a podobné hodnoty by, ..., b, miZeme
“ \.,  vnimat jako vektor u a to opét jako Jedlny sloupec
L%} v matici typu n/1. Na§ systém rovnic Ize pak for-
malné psat ve tvaru A - x = u takto:

al o dlp X1 bl

aml - Qmn Xn b,
kde levou stranu interpretujeme jako m skalarnich soucinti jednot-
livych fadku matice vytvatejicich sloupcovy vektor, jehoZ hodnotu
rovnice uréuji. To znamen4, Ze skute¢n€ rovnost i-tych soufadnic
zadava podminku ptvodni rovnice

aj1x1 + -+ ajpxy, = b;

a zapis A - x = u tak dava skute¢né piivodni systém linedrnich
rovnic.

24. Soucln matic. V roving, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz
zavedli pocet s maticemi a vidéli jsme, Ze s nim lze
pracovat velice efektivné (viz [28). Nyni budeme
postupovat obecnéji a zavedeme vSechny ndstroje jiz
= znamé z roviny pro v§echny dimenze n.

Nasobem matic je moZné definovat pouze, kdyZ to rozméry
sloupct a fadkt v maticich dovoli, tj. kdyZ je pro né definovan

skalarni soucin jako vyse:

] SoucIN MATIC
-

Pro libovolnou matici A = (a;;) typum/n alibovolnou matici
B = (bj) typu n/q nad okruhem skaldrii K definujeme jejich
sou¢in C = A - B = (cjx) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjk,pro libovolndl <i <m,1 <k <gq.
j=1

Prvek cji soucinu je tedy pravé skalarnim soucinem i-tého fadku
matice nalevo a k-tého sloupce matice napravo. Napiiklad mame

G 2)(Gon)=G19)

2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadkul
a sloupct, hovorime o ¢tvercové matici. Pocet fadkt a sloupcti pak
nazyvame také dimenzi matice. Matici

1 ... 0

E=@p=|: .

0 ... 1
se fikd jednotkova matice. Takto definovanym Cislim §;; se ikdva
Kroneckerovo delta. Na mnoziné ¢tvercovych matic nad K di-
menze n je soucin matic definovan pro kazdé dv€ matice, je tam

tedy definovdna operace ndsobeni, jejiZ vlastnosti jsou velice po-
dobné jako u skalari:

Tvrzeni. Na mnoZiné vSech ctvercovych matic dimenze n nad libo-

volnym okruhem skaldrii K je definovdna operace ndsobeni s nd-

sledujicimi vlastnostmi okruhii (viz [3):

(1) Plati asociativita ndsobeni (O1).

(2) Jednotkovd matice E = (8;}) je jednotkovym prvkem pro nd-
sobeni dle (03).
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feSeni. Nahradime tak proménnou x3 parametrem ¢t € R a vyjadiime

1 1 1 11
Xy = —§x3 = —§t a x; = E(X2—3X3) :—7t.
Pokud jesté nahradime + = —7s, obdrzime vysledek v jednoduchém
tvaru
(x1, x2, x3) = (115, 5, =7s) , s € R. (|

2.4. Naleznéte vSechna feSeni soustavy linedrnich rovnic

3X1 + 3)63 — SX4 = —8,
Xy — X2 + x3 — x4 = =2,
—2x1 — X3 + 4dx3 — 2x4 = 0,
2x1 + xo — X3 — x4 = 3.

Reseni. Soustavé rovnic odpovida rozsifena matice

30 3 -5|-8
1 -1 1 —-1|-=-2
-2 -1 4 =20
2 1 -1 —-1|-3

s vz

Zaménou poradi fadkd (rovnic) potom obdrZime matici
1 -1 1 —-1|-=2
2 1 -1 —-1]-3
-2 -1 4 =210 ’
3 0 3 -5|-8

kterou prevedeme na schodovity tvar:

1 -1 1 —1]=2 I -1 1 —1|-2
2 1 -1 1|3 (o 3 -3 1|1 |_
2 -1 4 -2]0 0 -3 6 —4|-—4
3.0 3 -5|-8 0 3 0 -2|-2

1 -1 1 —1]=2 1 -1 1 —1]-2

fo 3 =3 11| _[o 3 3 1|1
0 0 3 -3|-3 0 0 3 -3|-3
0 0 3 -3|-3 00 0 00

Soustava bude mit nekone¢né€ mnoho feSeni, nebot dostavame tfi rov-
nice pro ¢tyfi nezndmé, které maji praveé jedno feSeni pro kaZdou volbu
proménné x4 € R. Nezndmou x4 proto nahradime parametrem ¢ € R

a od maticového zdpisu prejdeme zpét k rovnicim

X1 — X2 + X3 — r = =2,
3x, — 3X3 + t = 1,
3x3 — 3t = -=3.

Z. posledni rovnice madme x3 = t — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice

potom ddva
1
3% =3t +34+1t=1, tj.x2:§(2t—2).
Konec¢né€ podle prvni rovnice je

1 1
x1_§(2[_2)+t—]—t:—2, tj.x1:§(2t—5).

N

(3) Plati distributivita s¢itdni a ndsobeni (04).

Obecné vSak neplati axiomy (02) ani (Ol). Ctvercové matice pro
n > 1 proto netvori obor integrity, zejména tedy nejsou ani (neko-
mutativnim) télesem.

Dtoxkaz. Asociativita ndsobeni— (O1): ProtozZe skalary jsou asocia-
tivni, distributivni i komutativni, miZeme pro tfi matice A = (a;;)
typum/n, B = (bji) typun/p a C = (cu) typu p/q spofist

A'B:(Zaij'bjk>’ B'C=<Zbﬂ('ckl>v
j k
(A-B)-C= (Z(Z aij 'b.jk> 'Ckl> = <Z aij - bk 'Ckl>»
L Ik
A-(B-C) = (Zai/‘ : (ijk 'Ckl>> = (Zalj bk 'Ckl)-
j k j.k

Viimnéme si, Ze jsme pii vypoctu vychazeli z toho, Ze je jedno
v jakém potradi uvedené soucty a souciny provadime, tj. vyuZivali
jsme podstatné naSich vlastnosti skalart.

Velmi snadno vidime, Ze ndsobeni jednotkovou matici ma
skute¢né vlastnost jednotkového prvku:

1
ar - dim 0

Aml - Amm

a stejné pro ndsobeni E zleva.

Zbyva ukazat distributivitu ndsobeni a s¢itani. Opét diky dis-
tributivit¢ skaldrii snadno spocteme pro matice A = (a;;) typu
m/n, B = (bjy) typun/p,C = (cjx) typun/p, D = (du) typu
r/q

A-(B+0 = (Zaij(bjk +Cjk)> =
J

_ ((;ai,»bjk) - (;“"J‘Cﬂ‘» -

=A-B+A-C,

(B+C)-D = <Z(bjk +Cjk)dkl> =
[’

() (Sen)) -

=B-D+C-D.

Jak jsme jiz vid€li v C2A, dvé matice dimenze 2 nemusi ko-

mutovat: (1 8) | (8 (1)) - (8 (1)>
6 5) 6 3)-(6 5)

Tim jsme ziskali zaroveti protipfiklad na platnost (02) i (OI). Pro
matice typu 1/1 oviem oba axiomy samozfejmé plati, protoZe je
maji samy skalary. Pro v&t§i matice ziskame protipiiklady snadno
tak, Ze pravé uvedené matice umistime do levého horniho rohu
pfislu$nych ctvercovych schémat a doplnime nulami. (Ovéite si
sami!) (I

(e

=)
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MnoZinu feSeni miiZeme tudiZ zapsat (pro t = 3s) ve tvaru
5 2
(x1, X2, X3, X4) = 25—5, 2s—§, 3s —1,3s), s € Rt.
Nyni se vrafme k rozsifené matici na$i soustavy a upravujme ji
ddle uzitim fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru)

z %z

prvni nenulové &islo kazdého fadku (tzv. pivor) bylo pravé &islo 1 a aby

7 Xz

vSechna ostatni ¢isla v jeho sloupci byla 0. Plati

-1 1 -1 =2 -1 1 -1 -2
0 3 -3 1|1 0 1 -1 1/3]1/3
0 3 303 7o o 1 11 |7
0 0 0 010 0O 0 0 010
I -1 0 o | -1 100 —23|-53
0 1 0 —2/3|-2/3 0 1 0 —2/3|—2/3
“lo o1 1] =1t |7loo1 1| a1 |
0 0 0 0 0 000 0 0

s Y2

pricemz nejdiive jsme vyndsobili druhy a tieti fddek &islem 1/3, pak
pricetli tieti fadek ke druhému a jeho (—1)ndsobek k prvnimu a na
zaver pricetli druhy fadek k prvnimu. Z posledni matice snadno dosta-

vame vysledek

X1 —5/3 2/3
e - —2/3 +t 2/3 , t eR.
X3 —1 1
X4 0 1

es v 2

Volné proménné jsou totiZ ty, jejichZ sloupce neobsahuji zddného pi-
vota (v naSem pfipad€ neobsahuje pivota ¢tvrty sloupec, je tedy volna

¢tvrtd proménnd, tj. pouzivame ji jako parametr). O

2.5. Urcete feSeni systému rovnic

3X1 + 3X3 — 5X4 = 8,
X1 — X2 4+ X3 — x4 -2,
—2x1 — X 4+ 4dx3 — 2x4 0,
2x1 4+ x» — x3 — x4 = 3.

Reseni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od sou-
stavy z predeslého piikladu li§i pouze v hodnoté 8 (misto —8) na pravé

stran€ prvn{ rovnice. Provedeme-li totoZné fadkové Upravy jako v mi-

nulém piikladu, obdrzime

30 3 -5|38 1 -1 1 —1]=2
1 -1 1 —1]=2 2 1 -1 —-1]-3
2 —1 4 =200 || =2 -1 4 —2|o0
2 1 -1 —1]-3 30 3 -5|38
1 -1 1 —-1]-=2 1 -1 1 —1|-=2
0 3 =3 1|1 | fo 3 -3 1]1
0 0 3 -3|-3 o o 3 =3|-31|
0 0 3 -3|13 00 0 o016

|

V dikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjsiho typu,
dokazali jsme tedy piislusné vlastnosti obecnéji:

ASOCIATIVITA A DISTRIBUTIVITA NASOBEN{ MATIC
Dusledek. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, .
A-(B-C)=(A-B)-C,
A-(B+CO)=A-B+A-C,

kdykoliv jsou vSechny uvedené operace definovany. Jednotkovd ma-
tice je neutralnim prvkem pro ndsobeni zleva i zprava.

2.6. Inverzni matice. Se skaldry umime pocitat tak, Ze z rovnosti
%, a-x = bumime vyjadfit x = a~! - b, kdykoliv in-

- verze k a existuje. Podobné¢ bychom to chtéli umét

i s maticemi, mdme ale problém, jak poznat, zda ta-

Z kova matice existuje, a jak ji spocitat.

Rikdme, e B je matice inverzni k matici A, kdyZ

A-B=B-A=FE.

Piseme pak B = A~ ! azdefinice je ziejmé, e ob& matice musi mit
byt &tvercové se stejnou dimenzi n. Matici, k niZ existuje matice
inverzni, fikdme invertibilni matice nebo také reguldrni ¢tvercova
matice.

V nasledujicich odstavcich mimo jiné odvodime, Ze B je in-
verzni k A, jakmile plati jedna z poZadovanych identit (tj. druha je
pak disledkem).

Pokud A~" a B~! existuji, pak existuje i inverze k souinu
A-B

2.1 (A-B'=pB1.4a"1

Je totiz, diky pravé dokazané asociativité ndsobeni,

(B—lA—l)(AB)ZB—l(A—IA)BZE
(A-B)-(B' AYW=A.-.B-B')- A" =E

ProtoZe s maticemi umime poditat podobné jako se skalary,
/’6}_\ _ Jen maji sloZitéjsi chovani, miZe ndm existence in-
=%~/ verzni matice skute¢né€ hodné pomoci s FeSenim sys-
tém linedrnich rovnic: JestliZe vyjadiime soustavu

n rovnic pro n nezndmych sou¢inem matic

an aim X1 b

am1 Amm Xm bm

a jestliZe existuje matice inverzn{ k matici A, pak Ize nasobit zleva
A~! a dostaneme

A_l-uzA_l-A~x=E-x=x,

tj. A - u je hledané feSeni.

Naopak rozepsanim podminky A- A~! = E pro nezniamé ska-
lary v hledané matici A~! dostaneme n systémii linedrnich rovnic
se stejnou matic{ na levé strané a riznymi vektory napravo.

70



KAPITOLA 2. POCITANI S VEKTORY

kde posledni dpravou bylo odecteni tfettho fadku od ¢tvrtého. Ze
¢tvrté rovnice 0 = 16 vyplyva, Ze soustava nemd feSeni. Vyzdvihnéme,
Ze pti Upraveé na schodovity tvar obdrzime rovnici 0 = a pro néjaké
a # 0 (tj. nulovy fadek na levé stran€ a nenulové ¢islo za svislou ¢arou)
pravé tehdy, kdyZ soustava nemd feSeni. ]
Dalsi piiklady na systémy linedrnich rovnic naleznete na strané

109

B. Manipulace s maticemi

V této podkapitole budeme pracovat pouze s maticemi, abychom

si osvojili jejich vlastnosti.

2.6. Nasobeni matic. Provedte ndsobeni matic a zkontrolujte si vy-
sledek. VSimnéte si, Ze proto, abychom mohli dvé
R matice ndsobit, je nutnd a postacujici podminka,

aby méla prvn{ matice stejné sloupci jako druha

tadkd. Pocet fadkl vysledné matice je pak ddn poctem fadkl prvni

matice, pocet sloupct je roven poctu sloupcti druhé matice.
. 1 2 I -1\ _ (51
Dzt 3) 2 1)=\s 4)
if) L -1\ (1 2\_(2 -1
W2 1 -1 3)~\1 1)

...123}_11_22_13_1271—5
W -1 ) “\3 05 4)

32 1 0
13 1 1 7
iv) -2 2 -1 31=(7]
31 —4) \-3 18
1 -2 3
vl 3 =313 2 1]|=(717 18),
1 -1 —4
2
vi) (1 2 =2)- 1] =(-2).
3

Poznamka. Body i) a ii) v pfedchozim piikladu ukazuji, Ze néso-
beni ¢tvercovych matic neni komutativni, v bodé€ iii) vidime, Ze dané
obdélnikové matice mliZeme mezi sebou ndsobit pouze v jednom
ze dvou moznych pofadi. V bodech iv) a v) si pak v§imnéme, Ze
(A- BT = BT . AT,

2.7. Vypotitejte A% a A=3, je-li

.....

vat v pfedchozi tivaze o systémech rovnic a jejich maticich. Sa-
moziejm¢ nas nalezen{ inverzni matice stoji jisté usili — vet8i neZ
pfimé vyfeSeni rovnice. Podstatné vSak je, Ze pokud mame mno-
hokrét za sebou fesit systémy se stejnou matici A ale rliznymi pra-
vymi stranami u, pak se nam nalezeni A~! opravdu hodné vyplati.

Z hlediska feseni systémil rovnic A - x = u je jisté pfirozené

- povaZovat za ekvivalentni matice A a vektory u, které
zadavaji systémy rovnic se stejnym feSenim. Zkusme
se ted’ zamyslet nad moZnostmi, jak zjednoduSovat ma-
tici A tak, abychom se k feSen{ bliZili.

Zacneme jednoduchymi manipulacemi s fddky rovnic, které
feSeni ovliviiovat nebudou, a stejnym zplisobem pak mtiZeme upra-
vovat i vektor napravo. KdyZ se ndm u ¢tvercové matice podaf{
vlevo dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feSeni
plvodniho systému. Pokud pfi nasem postupu néjaké fadky aplné
vypadnou (pfi dpravédch se vynuluji), bude to také davat dalsi piimé

informace o feSeni. Nase jednoduché tpravy jsou:

—

e ziména dvou fadkda,

e vyndsobeni vybraného fadku nenulovym skaldrem,

e pricteni fadku k jinému fadku.
Témto operacim fikame elementdrni Fddkové transformace. Je
zjevné, 7e odpovidajici operace na udrovni rovnic v systému
skute¢né nemohou zménit mnoZinu vSech jeho feSeni, pokud je
nds okruh oborem integrity.

ELEMENTARNI RADKOVE TRANSFORMACE

Analogicky, elementdrni sloupcové transformace matic jsou

e zidména dvou sloupct,

e vyndsobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem,

e piicteni sloupce k jinému sloupci,
ty v8ak nezachovavaji feSeni piislu$nych rovnic, protoZze mezi se-
bou michajf samotné proménné.

Systematlcky mizeme pouZit elementdrni fadkové upravy

_ k postupné eliminaci proménnych. Postup je algo-
rltmlcky a vétSinou se mu fikd Gaussova eliminace
——_ proménnych.

GAUSSOVA ELIMINACE PROMENNYCH

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skaldarii K Ize
konecné mnoha elementdrnimi Fadkovymi transformacemi pievést
na tzv. (rddkové) schodovity tvar:

e Je-liajy = 0 provsechnak =1, ...
vSechna k > 1.

o Je-li ai_1yj prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim Fadku, pak
ajj = 0.

, J, potom aij = 0 pro

Dutkaz. Matice v fddkové schodovitém tvaru vypada takto

0 ... 0 aim
o ... O 0 ... ax arm
0 0 dip
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2.8. Nechf je a mlZe, ale nemusi, kon¢it nékolika nulovymi fadky. K pievodu
4 5 7 9 0 libovolné matice miiZzeme pouZit jednoduchy algoritmus, kterym
0 — se postupné, faddek za fadkem, bliZime k vyslednému schodovitému

A=127 15|,B=|0 O 3

tvaru:

2.7 13 0 —19 V13 - l ALGORITMUS GAUSSOVY ELIMINACE L___\
Lze matici A prevést na matici B pomoci elementdrnich fadkovych | (1) Ptipadnou zamé&nou fadki docilime, e v prvnim fadku bude

transformaci (pak ikdme, Ze jsou fadkové ekvivalentni)? v prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty

g sloupec.

ReSeni. Ob¢ matice jsou zfejmé fadkove ekvivalentni s trojrozmér-  (2) Proi = 2, ... vyndsobenim prvniho fadku prvkem a;;, i-tého

nou jednotkovou matici. Snadno se vidi, Ze fddkova ekvivalence na fadku prvkem ay j a odeCtenim vynulujeme prvek a;; na i-tém
fadku.

mnoZiné vSech matic danych rozméra je relaci ekvivalence. Mati- (3) Opakovanou aplikaci bodii (1) a (2), vZdy pro dosud neupra-

ce A a B jsou tudiz fddkové ekvivalentni. (I veny zbytek Fadka a sloupct v ziskané matici, dospéjeme po
l kone¢ném poctu krokt k poZadovanému tvaru.

2.9. Naleznéte néjakou matici B, pro kterou je matice C = B - A ve

schodovitém tvaru, kde Tim je tvrzeni dokdzano. O

3 -1 3 2 Uvedeny postup je skute¢né pravé obvykla eliminace
5 -3 2 3 proménnych v systémech linearnich rovnic.

A = 1 -3 -5 0 Zcela analogickym postupem definujeme sloupcové schodo-
7 _5 1 4 vity tvar matic a zdménou faddkovych na sloupcové transformace

obdrzime algoritmus prevadéjici matici na takovy tvar.

ReSeni. Budeme-li matici A postupné ndsobit zleva elementarnimi ~ Poznamka. Gaussovu eliminaci jsme zformulovali pro obecné
» skaldry z néjakého okruhu. Zd4 se byt pfirozené, Ze ve

maticemi (uvazte, jakym fadkovym tdpravam toto ndsobeni matic od- - R . . - )
schodovitém tvaru jesté vynasobenim vhodnymi skalary

povidd) A dosdhneme jednotkovych koeficientii na vysledné nenu-
001 0 1 00 0 . lové ,,diagondle” nad nulami v matici a dopocitdme feseni.
0100 5100 To ale pro obecné skaldry nepijde, piedstavte si tieba celd ¢isla Z.
E, = 100 ol E, = o o1 ol Pro fesen{ systémi rovnic nema ale vitbec uvedeny postup ro-
00 0 1 0 00 1 zumny smysl, kdyZ jsou mezi skalary délitelé nuly. Promyslete si
peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a ptipadné Z; nebo Zy.
1 00O 1 00O . P P .
0 10 0 0 10 0 2.8. Matice elementarnich transformaci. Nyn{ uZ budeme pra-
E; = , E, = , covat s polem skalart K, kazdy nenulovy skalar tedy ma inverzn{
-3 010 0 010 prvek.
0 001 =7 0 01 Vsimnéme si, Ze elementarni fadkové (resp. sloupcové) trans-
1 0 0 0 1 0 0 0 formace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava) ndsleduji-
0 1/3 0 0 0 1 0 0 cimi maticemi:
Es = o o 1 o0l E¢ = 0o -2 1 ol (1) Ptehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)
0 0 01 0 0 01 1 0
1 0 0O 1 0 00 0
0 1 00 0 1/4 0 0 <
= = 0 1
E1=1o 0o 10" B=lo 0 1 0
0 -4 0 1 0 0 01 .
1 0 <J
obdrzime
0 0 1 0 1
B = EgE7E¢EsELEsEE| = (1) i/21/23 _15//312 8 , (2) Vyndsobeni i-tého fadku (resp. sloupce) skaldrem a:
0 —4/3 —-1/3 1 1
1 -3 =5 0 :
c_|o 1 o s b .
“lo o o o | , !
0 O 0 0
t 1
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2.10. Komplexni ¢isla jako matice. Uvazme mnoZinu ma-

why=tic C={(47);a beR}
550y, uzaviend na s¢itdni a ndsobeni matic a dile ukazte, Ze
T pfifazeni f c —»> C, _ab — a + bi spliiuje
fM +N) = fM) + f(N)i f(M-N) = f(M)- f(N) (na

levych strandch rovnosti se jednd o scitdni a ndsobeni matic, na

Vsimnéte si, ze C je

pravych o s¢itdni a ndsobeni komplexnich ¢isel). Na mnoZinu C spolu
s nasobenim a séitdinim matic 1ze tedy nahliZet jako na téleso C
komplexnich ¢isel. Zobrazeni f se pak nazyva izomorfismem (téles).

Je tedy napiiklad
3 5 ‘ 8 =9\ (69 13
-5 3 9 8 /)  \-13 69)°
coz odpovidd tomu, ze (3 + 5i) - (8 — 91) = 69 — 13i.

2.11. VyfeSte maticové rovnice

Ga)o=G DG a-63)

ReSeni. Zjevn€ nezndmé X a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uvazo-

vané souiny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2). Polozme

(a1 by _(ax b
a=(0 4) =2 8)

a rozndsobme matice v prvni zadané rovnici. M4 platit

ai + 3¢ by + 3d, _ 1 2
3a; +8c; 3b;+8dy)]  \3 4)°
tj. ma byt
aq + 3C1 = 1,
by + 3d, = 2,
3(11 + 8C1 = 3,
3b; + 8d; = 4.

Sectenim (—3)ndsobku prvni rovnice se tfeti dostdvame ¢; = 0 a néa-
sledné a; = 1. Podobné se¢tenim (—3)nasobku druhé rovnice se ¢tvr-
tou dostavame d; = 2 a poté b; = —4. Je tedy

1 —4
)

Hodnoty as, b,, 2, d» najdeme odliSnym zplGsobem. VyuZijeme

a b\ _ 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a)’

ktery plati pro libovolné éislaa, b, ¢, d € R (1ze snadno odvodit; plyne

vztah

také piimo z 22), spoctéme

B3 =(32)

(3) Secteni i-t€ho tadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0

j
Toto prostinké pozorovani{ je ve skutenosti velice podstatné,

protoZze soucin invertibilnich matic je invertibilni
‘./, (viz rovnost (1)) a vSechny elementarni transfor-
" mace jsou nad polem skalard invertibilni (sama de-
finice elementdrnich transformaci zajistuje, Ze in-
verzni transformace je stejného typu a je také snadné urdit jeji ma-
tici).

Pro libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim vhodnou
invertibilni matici P = Py - - - P zleva (postupné ndsobeni k mati-
cemi zleva) jeji ekvivalentni fadkovy schodovity tvar A" = P - A,

Jestlize obecné aplikujeme tentyZ eliminaéni postup na
sloupce, dostaneme z kazdé matice B jeji sloupcovy schodo-
vity tvar B' vyndsobenim zprava vhodnou invertibilni matici
0 = 0y Q. Pokud ale za¢neme s matici B = A’ v fadkové
schodovitém tvaru, eliminuje takovy postup pouze vSechny dosud
nenulové prvky mimo diagondlu matice a zavérem lze jesté i tyto
elementarnimi operacemi zménit na jednicky. Celkem jsme tedy
overili dalezity vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat
vracet:

2.9. Véta. Pro kaZdou matici A typu m/n nad polem skaldrii
K existuji ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q dimenze
n takové, Ze matice P - A je v Fddkoveé schodovitém tvaru a

1 ... 0 ... ... ... 0
0 1 0 0
P-A-0=|0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 ... 00 0 ... 0

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V piedchozich

- uvahdch jsme se dostali prakticky k dplnému algo-
ritmu pro vypocet inverzni matice. BEhem jednodu-
chého niZe uvedeného postupu bud zjistime, Ze in-
verze neexistuje, nebo bude inverze spocétena. I nadale
pracujeme nad polem skalari.

Ekvivalentni fadkové transformace se ¢tvercovou matici A di-
menze n vedou k matici P’ takové, Ze matice P’ - A bude v fadkové
schodovitém tvaru. Pfitom miZe (ale nemus{) byt jeden nebo vice
poslednich fadkt nulovych. JestliZe ma existovat inverzni matice
k A, pak existuje i inverzni matice k P’-A. JestliZe v8ak je posledn{

fddek v P’- A nulovy, bude nulovy i posledni¥ddek v P’-A- B pro ja-
koukoliv matici B dimenze n. Existence takového nulového fadku
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Vyndsobeni zadané rovnice touto matici zprava dava
1 2 -8 3
w2 A)

-2 1
XZ:(—12 5)' -
2.12. Reste maticovou rovnici
25 4 -6
(13)=G7) 0

2.13. Vypocet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

4 3 2 1 0 1
5 , B= 4
3 3

a tudiz

A= 6 3 3 3
5 2 2 2
Poté uréete matici (AT . B) -1

ReSeni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiSeme ma-
tici A a matici jednotkovou. Pomoci fddkovych transformaci pak preve-
deme matici A na jednotkovou. Timto matice jednotkova prejde na

matici A~!. Postupnymi tipravami dostdvdme

4 3 2|1 0 O 1 =2 0|1 0 -1
56 3]0 1 0(]~]|S>5 3]0 1 0 ~
35 210 0 1 35 2|0 0 1
1 -2 0|1 0 -1 1 -2 0|1 0 -1
~10 16 3|-5 1 5 ~10 5 1]-2 1 1 ~
o 11 2|-3 0 4 0 11 2|-3 0 4
1 =2 0|1 0 -1 1 0 0|3 —4 3
~10 5 1]-2 1 ~10 0 1|-7 11 -9 |~
0 o1 -2 2 01 0|1 =2 2
1 0 0|3 —4 3
~10 101 -2 2 )
0o 0 1|-7 11 -9

pricemzZ v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fadku treti, ve dru-
hém jsme (—5)ndsobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho
(—3)ndsobek ke tretimu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého
tadku treti, ve ¢tvrtém jsme (—2)ndsobek druhého pricetli ke tfetimu,
v patém kroku jsme (—5)ndsobek tfettho fadku pficetli ke druhému
a jeho 2ndsobek k prvnimu, v poslednim kroku jsme pak zaménili

7 vz

druhy a tieti fadek. Zdtiraznéme vysledek

3 —4 3
A= 1 =2 2
-7 11 -9

Upozornéme, Ze p¥i uréovani matice A~! jsme diky vhodnym ¥4d-
kovym tpravdm nemuseli pocitat se zlomky. PfestoZe bychom si mohli
obdobné& po¢inat pti uréovani matice B~!, budeme radgji provadét vice

ndzorné (nabizejici se) fadkové tpravy. Plati

ve \;}’fsledku (tadkové) Gaussovy eliminace tedy vyluéuje existenci
AT

Piedpokladejme nyni, 7¢ A~! existuje. Podle predchoziho
nalezneme fadkove schodovity tvar bez nulového fadku, tzn. Ze
vSechny diagondlni prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak ovSem po-
kracovdnim eliminace pomoci fadkovych elementdrnich transfor-
maci od pravého dolntho rohu zpét a vynormovanim diagonalnich
prvki na jednicky ziskame jednotkovou matici E. Jinymi slovy, na-
jdeme dal3f invertibilni matici P” takovou, 7e pro P = P”- P’ plati
P - A = E. Vyménou fadkovych a sloupcovych transformaci lze
za predpokladu existence A~! stejnym postupem najit Q takovou,
7e A- Q = E. Odtud

P=P.-E=P-(A-Q)=(P-A)-0=0.

To ale znamena, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
Al=pP=0

k matici A. Zejména se tedy v okamzZiku nalezenf matice P s vlast-

nosti P-A = E uzZnemusime s Zaddnymi dal$imi vypocCty namédhat,

.....

Prakticky tedy mtiZeme postupovat takto:

ﬁl VYPOCET INVERZNI MATICE L_\

Vedle sebe napiSeme plvodni matici A a jednotkovou ma-
tici E, matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi Gpravami
nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eliminac{ na dia-
gondlni matici a v té nasobime fadky inverznimi prvky z K. Ty-
téz ipravy postupné provadéné s E vedou pravé k hledané matici
A~ Pokud tento algoritmus narazi na vynulovéani celého Fadku
v plivodni matici, znamen4 to, Ze matice inverzni neexistuje.

2.11. Linearni zavislost a hodnost. V pfedchozich tvahach
a poctech s maticemi jsme stdle pracovali se s¢ita-

¢, ~ nim fadkd nebo sloupci coby vektord, spolu s jejich
;E ndsobenim skalary. Takové operaci fikame linedrni
kombinace. V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime
za chvili v 24, bude ale uZite¢né pochopit podstatu uZ nyni.
Linedrni kombinaci ¥ddki (nebo sloupcii) matice A = (a;;) typu
m/n rozumime vyraz

ciujy + - Cklty,

kde ¢; jsou skalary, u; = <(aji,...,aj,) jsou fddky (nebo
uj = (aij,...,an;j) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linedrni kombinace danych fadkt s alespoii
jednim nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimz vysledkem
je nulovy fadek, fikdme, Ze jsou tyto fadky linedrne zavislé.
V opacném ptipadé, tj. kdyZ jedinou moznosti jak ziskat nulovy
fadek je vynasobeni vyhradné nulovymi skalary, jsou tyto fadky
linedrné nezavisié.

Obdobné definujeme linedrné zavislé a nezavislé sloupce ma-
tice.

Predchozi vysledky o Gaussové eliminaci miZeme ted inter-
i pretovat tak, Ze pocet vyslednych nenulovych ,,schodi
v fadkové nebo sloupcové schodovitém tvaru je vzdy ro-
&' ven podtu linedrné nezavislych fadkd matice, resp. poétu
linearné nezavislych sloupcti matice. Oznaéme Ej matici
z véty Z9s h jedni¢kami na diagonale a pfedpoklidejme, Ze dvéma
rliznymi postupy dostaneme rizna A’ < h. Pak oviem podle
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W= O O

tj.

VyuZitim identity

(47-B)""

(a7 5)" =

1{1 0 O 1 0 1 0
410 1 0 |~]0 3 1/-31
310 0 1 0 2 1{-2 0
0 0 1 0 1 0
1 o |~fo 1 1 1
-2/3 1 00 3 -
2 =3 1 0 0 2
I -1 |~]l0 1 0|-1 1
-2 1 0 0 1 -2
1 2 -3
B'=|-1 1 -1
0o -2 3
=B (AT) =B (a7
a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic lze obdrzet
1 2 -3 31 -7
-1 1 -1 -4 =2 11
0o -2 3 3 2 -9
—-14 -9 42
-10 -5 27
17 10 —49

2.14. Vypocitejte inverzni matici k matici

A =

1
2
5

0 -2
-2 1
-5 2

2.15. Naleznéte inverzni matici k matici

2.16. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici

C

8

S O O W

1

1
1
1

30 0
2 0 O
0 -1 0
0 0 1
0 0 3

o oo O

1
1
-1
-1

1
—1

1
-1

Pokud ano, uréete tuto matici C~! .

2.17. Stanovte A™!, je-li

(a) A= <_1

1

L N
3>, pfi¢emz i je imaginarni jednotka;

1
1
-1
1

i =]

naseho postupu budou existovat také invertibilni matice P a Q ta-
kové, Ze
P-Ep-Q=E,.

V souéinu Ej - Q bude vice nulovych fadka ve spodni ¢asti ma-
tice, nez kolik ma byt jedni¢ek v Ej a pfitom se k nim mame do-
stat uz jen fadkovymi transformacemi. Zvysit pocet linedrné ne-
zavislych fadki ale pomoci elementéarnich fadkovych transformaci
nelze. Proto je pocet jednicek v matici P-A- Q ve vét€ 9 nezavisly
na volbé naSeho postupu eliminace a je roven jak poctu linearné ne-
zavislych fadkl v A, tak poctu linedrné nezavislych sloupci v A.
Tomuto ¢&islu fikdme hodnost matice a znaime je h(A). Zapama-
tujme si vysledné tvrzeni:

Véta. Necht' A je matice typu m /n nad polem skaldri K. Matice A
mad stejny pocet h(A) linedrné nezavislych radkii a linedrné nezd-
vislych sloupcii. Zejména je hodnost vidy nejvySe rovna menSimu
z rozméri matice A.

Algoritmus pro vypocet inverznich matic také tik4, Ze Ctver-
cova matice A dimenze m md inverzi, pravé kdyz je jeji hodnost
rovna poctu fadka m.

2.12. Matice jako zobrazeni. Zcela stejné, jak jsme s maticemi
pracovali v geometrii roviny, viz 29, miZeme kaZzdou ¢tvercovou
matici A interpretovat jako zobrazeni

A K'—->K' x—A-x
Diky distributivité nasobeni matic je zfejmé, jak jsou zobrazovany
linearni kombinace vektord takovymi zobrazenimi:

A-(ax+byy=a(A-x)+b(A-Yy).

Piimo z definice je také vidét (diky asociativité nadsobeni matic),
7e sklddani zobrazeni odpovidd ndsobeni matic v daném potadi.
Invertibilni matice tedy odpovidaji bijektivnim zobrazenim.

Z tohoto pohledu je velice zajimavd véta 9. MuZeme ji
2 ¢ist tak, Ze hodnost matice urcuje, jak velky je ob-
' raz celého K" v tomto zobrazeni. Skutecng, je-li
A = P - E- Qsmatici Eg s k jedni¢kami jako v 23,
pak invertibilni Q napfed jen bijektivné ,,zamichad*

n-rozmérné vektory v K", matice Ey pak ,,zkopiruje* prvnich
k soutadnic a vynuluje n — k zbyvajicich. Tento , k—rozmérny* ob-
raz uz pak ndsledné nasobeni invertibilni P nemiiZe zvétsit.

2.13. ReSeni systémii linearnich rovnic. K pojmiim dimenze, li-
- nedrni nezavislost apod. se vratime ve tiet{ ¢asti této
kapitoly. JiZ ted’ si ale miZeme pov§imnout, co pravé
odvozené vysledky fikaji o feSeni systému linedrnich
E rovnic. JestliZze budeme uvazovat matici systému rov-
nic a pridame k nf jeSté sloupec poZzadovanych hodnot, hovofime
o roz$itené matici systému. Postup, ktery jsme predvedli, odpovida
postupné eliminaci proménnych v rovnicich a vyskrtani linearné
zavislych rovnic (ty jsou prosté dtsledkem ostatnich).

Dovodili jsme tedy kompletni informaci o velikosti mnoZiny
feSeni systému linedrnich rovnic v zavislosti na hodnosti matice
systému. Pokud nam pti pfechodu na fadkové schodovity tvar
zlstane v rozsifené matici vice nenulovych fadki neZ v matici sys-
tému, pak 7Zadné feSeni nemtliZe existovat (prosté se danym linear-
nim zobrazenim do poZadované hodnoty viibec netrefime). Pokud
je hodnost obou matic stejnd, pak ndm pii zpétném dopoctu feseni
zlstane prave tolik volnych parametri, kolik je rozdil mezi poctem
proménnych n a hodnosti 4 (A).
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1 -5 =3
®®A=]|-1 5 4
-1 6 2
@
2.18. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)
2—n 1 1 1
1 2—n 1
A =
1 2—n 1
1 1 1 2—n

C. Permutace

Abychom mohli definovat stéZejni pojem kalkulu matic, totiZ
determinant, je nutné se vénovat permutacim (bijekcim na koneéné
mnozing), zejména pak jejich parité.

Pro zapis permutaci (tj. bijektivnich zobrazeni na dané konecné
mnoZin€) budeme pouZivat tzv. dvoutfddkovy zdpis (viz Z14). V prv-
nim fiddku uvedeme vSechny prvky uvaZované mnoZiny, libovolny
sloupecek je pak tvoren dvojici vzor, obraz (v dané permutaci). Pro-

toZe permutace je bijekce, je druhy fadek vskutku permutaci (poradim)

radku prvniho, v souladu s ndzvoslovim pouzivanym v kombinatorice.

2.19. RozloZte permutaci
(1 2 3
7=\3 1 6

na soucin transpozic.

4 5
7 8

(LB

A o0
O
N———"

Nelie))

ReSeni. Nejprve rozlozime permutaci na souin nezavislych cykla:
zacneme s prvnim prvkem (jednickou) a ve druhém fadku odecteme,
na jaky prvek se v dané permutaci zobrazuje. Je to trojka. Nyni se podi-
vame na sloupecek zacinajici trojkou a odecteme z néj, Ze se zobrazuje
na Sestku, atd. Pokrac¢ujeme tak dlouho, dokud se ndm né&jaky prvek
nezobrazi na poc¢ate¢ni prvek (v tomto pifipadé jednicku). Dostdvame
nasledujici posloupnost prvki, které se na sebe v dané permutaci zob-
razuji:
369~ 2— 1.

Zobrazeni, které zobrazuje prvky vySe uvedenym zplsobem, je tzv.
cyklus (viz 2I8), ktery zapisujeme (1, 3, 6,9, 2).
Nyni vezmeme prvek, ktery neni obsaZeny v ziskaném cyklu,

a opakujeme s nim postup jako s jednickou. Dostdvame cyklus

2, Determinanty

s Xz

V paté casti prvni kapitoly jsme vidéli (viz TZA), Ze pro
¢tvercové matice dimenze 2 nad redlnymi Cisly exis-

. tuje skaldrni funkce det, kterd matici pfitadi nenu-
=< — = lové &islo, pravé kdyZ existuje jeji inverze. Nefikali
jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno si to ovéfite (viz odstavce
pocinaje a vzorec ([IA8)). Determinant byl uZite¢ny i jinak,
viz odstavce [33 a [34, kde jsme si volnou tGvahou odvodili, Ze
obsah rovnobéZniku by mél byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou
vektorl definujicich rovnobéznik a Ze je uZitecné zdroveti pozado-
vat zménu znaménka pii zméné potadi téchto vektorl. ProtoZe tyto
vlastnosti mél, aZ na pevny skalarni nasobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah dan pravé takto. Nyni uvidime, Ze po-
dobné Ize postupovat v kazdé konecné dimenzi.

V této ¢asti budeme pracovat s libovolnymi skalary K a mati-
cemi nad t€mito skalary. NaSe vysledky o determinantech tedy bu-
dou vesmés platit pro vSechny komutativni okruhy, zejména tedy
tieba pro celodiselné matice.

2.14. Definice determinantu. Pfipomeiime, Ze bijektivn{ zobra-
zeni mnoZiny X na sebe se nazyva permutace mnoZziny X, viz 71
Je-li X = {1, 2, ..., n}, lze permutace zapsat pomoci vysledného
poradi ve formé tabulky:

1 2 . n
(a(l) a2 ... 0(n)> ’

Prvek x € X se nazyva samodruznym bodem permutace o, je-li
o (x) = x. Permutace o takovd, Ze existuji pravé dva rizné prvky
x,y € X so(x) =y, zatimco vSechna ostatni z € X jsou samod-
ruznd, se nazyva transpozice, zna¢ime ji (x, y). Samoziejmé pro
takovou transpozici plati také o (y) = x, odtud nézev.

V dimenzi 2 byl vzorec pro determinant jednoduchy —
L vezmeme vSechny moZzné souciny dvou prvkd, po
PP jednom z kazdého sloupce a fadku matice, opatiime
je znaménkem tak, aby pfi pfehozeni dvou sloupci
(Z~Z2 doSlo ke zméné celkového znaménka, a vyrazy
vSechny (tj. oba) secteme:

a b
A:( ),detA:ad—bc.
c d
Obecné, uvazujme ¢tvercové matice A = (a;;) dimenze n nad
K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskladany ze
v8ech moZnych soucint prvki z jednotlivych fadkt a sloupcti:

—

Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany vzta-
hem

J DEFINICE DETERMINANTU

Al =) sen(0)aiot) - a20(2) *** o)

oexr,
kde ¥, je mnoZina vSech moZnych permutacina {1, ..., n} a zna-
ménko sgn pro kazdou permutaci o jeSté¢ musime popsat. Kazdy
7 vyrazi

sgn(0)dia(l) * A20(2) * * * Ano(n)

nazyvame clen determinantu |A|.

V dimenzich 2 a 3 snadno uhadneme i spravnd znaménka.
Soudin prvki z diagondly md byt s kladnym znaménkem a chceme
antisymetrii pfi prehozeni dvou sloupciti nebo fadkd.
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(4,7,5,8). Z postupu vyplyvd, Ze musi byt nezdvisly na prvnim. Ka-

zdy prvek z dané mnoziny ({1, 2, ..., 9}) se jiz vyskytuje v nékterém

z cykll, mtzeme tedy psat:
oc=1(1,3,6,9,2)0(4,7,5,8).
Pro cykly je rozklad na permutace jednoduchy. Je totiZ
(1,3,6,9,2) = (1, 3)o(3, 6)0(6, 9)0(9, 2) = (1, 3)(3,6)(6, 9)(9, 2).

Celkem dostdvame:

o=(,3)3,6)(6,9(0,2)4,7N(7,5(G,8). ]
Poznamka. Upozornéme, Ze operace o je sklddani zobrazeni, je nutné
tedy zobrazen{ ve sloZeni provadét ,,odzadu* tak, jak jsme u sklddéni
zobrazeni zvykli. Aplikaci daného sloZeni transpozic kupiikladu na

prvek 2 miZeme postupné zapsat:

[(1,3)(3,6)(6,9(9, D]1(2) = [(1, 3)(3, 6)(6,9)]((9,2)(2) =
=[(1,3)3,6)(6,9109) =
=[(1,3)G,016) =(1,3)3) =1,

tedy vskutku dané zobrazeni zobrazuje prvek 2 na prvek 1 (je to totiZ
pouze jinak zapsany cyklus (1, 3, 6,9, 2)). V zapisu sklddani permu-
taci v§ak znak ,,0* ¢asto vypoustime a hovoiime o soucinu permutaci.

Pfi zdpisu cyklu zapisujeme pouze prvky, na kterych cyklus (tj.
zobrazeni) netrividlné ptsobi (tj. zobrazuje je jinam, neZ na sebe
sama). Pevné body cyklu naopak v jeho notaci neuvadime. Je tudiz
nutné védét, na které mnoZiné dany cyklus uvaZujeme (vétSinou
zfejmé z kontextu). Oznacme cyklus (4,7,5,8) z predchoziho
ptikladu jako ¢, je to tedy zobrazeni (permutace), které by ve

dvourddkovém zdpisu mélo tvar

1 23 4567 89
1 237 865 49)

Pokud tedy md jiz plivodni permutace néjaké pevné body, tak se
v rozkladu na cykly neobjevuji.

Déle si v§imnéme, Ze zdapis (1, 2, 3) zadava stejny cyklus jako
(2,3,1)¢i (3,1, 2). Cyklus (1, 3, 2) je vSak jiz jiné zobrazeni.

4 5 6
1 5 3)°

2.20. Urcete paritu nasledujicich permutaci:
(1 23 456 789 (1
T3 16789542)"72

ReSeni. Z predchdzejictho pikladu vime, Ze plati:
o =(1,3)(3,6)(6,9)9,2)(4, N(7,5)(, 8).

Jeji parita je ddna paritou poctu transpozic v jejim rozkladu (ta je

2 3
4 6

na rozdil od poctu transpozic v libovolném rozkladu dané permutace

stejnd). Transpozic je v rozkladu sedm, permutace je tudiZ lichd. Bez

DETERMINANTY V DIMENZI 2 A 3

—

Pro n = 2 je, jak jsme cekali,

ail a2

= dajiazz — apndazy.
az; a2

Podobné pron = 3

ail 42 a3
azy a4z az| =
asy daszy asz

ai1a2a33 — a13ax2as| + ai3az1az—
—ajlazsas + ajpaz3azl — aj2az1as3.

Tomuto vzorci se fika Sarrusovo pravidlo.

2.15. Parita permutace. Jak tedy najit spravnd zna-
Y ménka permutaci? Rikdme, Ze dvojice prvki
a, b € X = {1,...,n}tvof inverzi v permutaci o,
je-lia < bao(a) > o(b). Permutace o se nazyva

suda (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp. lichy)

pocet inverzi.

Parita permutace o je (— [ )potetinverzl y 4pa¥ime jisgn(o). To-
lik tedy definice znamének nasich ¢lent determinantu. Chceme ale
védét, jak s paritou pocitat. Z ndsledujiciho tvrzeni o permutacich
uz je jasng vidét, Ze Sarrusovo pravidlo skute¢né pocitd determi-
nant v dimenzi 3.

Véta. Na mnoZine X = {1,2, ..., n} je pravé n! riiznych permu-
taci. Ty lze seradit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé po sobé jdouci
se list pravé jednou transpozici. Lze pii tom zacit libovolnou per-
mutaci. KaZdd transpozice méni paritu.

Dt¢kaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni sa-
moziejmé plati. Budeme postupovat indukci pres dimenzi.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vS§echny mnoziny s n — 1
prvky a uvazme permutaci o (1) = ay, ..., o(n) = a,. Podle in-
dukéniho pfedpokladu vSechny permutace, které maji na posled-
nim misté a,, dostaneme z tohoto potadi postupnym provadénim
transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!. V poslednim z nich pro-
hodime o (n) = a, za néktery z prvki, ktery dosud nebyl na po-
slednim misté, a znovu usporfadame vSechny permutace s timto vy-
branym prvkem na poslednim misté do posloupnosti s poZadova-
nymi vlastnostmi. Po n—ndsobné aplikaci tohoto postupu ziskame
n(n — 1) = n! zaruCené rliznych permutaci, tzn. vSechny, pravé
predepsanym zplisobem.

Vsimnéme si, Ze posledni véta dokazovaného tvrzeni se ne-
zda prili§ dillezita pro jeho vyuzZiti. Je vSak velice dileZitou ¢asti
postupu v nasem diikazu indukei pies pocet prvkia v X.

Zbyva tvrzeni véty o paritich. Uvazme poradi

(al, e Qi Aj4 e e, a,,),

ve kterém je r inverzi. Pak zjevné je v pofadi

(@i, ...,aiy1,0i, ..., an)
bud r — 1 nebo r + 1 inverzi. KaZdou transpo-
zici  (aj,aj) lze pritom ziskat postupnym provedenim
G-+ G —-—i -1 = 2( — i) — 1 transpo-

zic sousednich prvki. Proto se provedenim libovolné transpozice
parita permutace zméni. Navic jiZz vime, Ze vSechny permutace Ize
ziskat provadénim transpozic. (]
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znalosti rozkladu o na transpozice, bychom mohli spocitat pocet dvo-
jic (a,b) < {1,2,...,9} x {1,2,...,9}, které jsou v inverzi vici
o (viz I3): prochdzime postupné druhy fadek zapisu permutace a
pro kazdé ¢islo pficteme pocet Eisel, kterd jsou mensi nez ono &islo
a kterd stoji v fddku za nim. Neni t€Zké si rozmyslet, Ze pocet inverzi
v dané permutaci je pravé pocet dvojic ¢isel ,,vétsi pied menSim* v dru-

hém fadku. Pro o pocitdime (prochdzime druhy fadek): za trojkou je
zadné mensi Cislo, pricitdme 0, za Sestkou je pétka, ¢tyrka a dvojka,
tedy pficitdme 3, stejné€ tak za sedmicku, osmicku i devitku, za pétku
pricitdme 2, za ctyiku 1 a dvojku nic. Celkem mdme 17 inverzi, per-
mutace je tedy vskutku lichd.

Obdobné miZeme rozlozit T bud na soucin transpozic (pomoci

rozkladu na nezavislé cykly):
t=(1,2,4)3,6) = (1,2)(2,4)(3,6),

nebo zjistime pocet inverzi v z: 1 +2 +3 4 0+ 1 = 7. Tak jako tak

zjisfujeme, Ze T je rovnéz lichd permutace. ]

D. Determinanty

Ovéite si nejprve na nésledujicim piikladu, Ze umite pocitat deter-

minanty matic 2 x 2 a 3 x 3 (pomoci Sarrusova pravidla):

2.21. Urcete determinanty matic:

1 2 3 111
(;f),1—12,100
3 2 0 1

®

2.22. Spocitejte determinant matice

O = =
—_ =N W
[N R NS IR |
— NN

Spocitdme determinant dvéma zptsoby. Nejprve pouZijeme po-
stup, pri kterém upravime matici do schodovitého tvaru (viz ZI8). Pri
pouZivéani elementdrnich dprav, které jsme pouZivali doposud, vSak
musime dbdt zvySené opatrnosti. Ndsobeni fddku konstantou totiz

7 Nz

méni o tento ndsobek i determinant, prohozeni fadk v matici méni

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zménf paritu
permutace a Ze kazdé poradi &isel {1, 2, ..., n} 1ze ziskat postup-
nymi transpozicemi sousednich prvka. Dokézali jsme proto:
Diusledek. Na kazdé konecné mnoZiné X = {1, ...,n} s n prvky,
n > 1, je prave %n! sudych a %n! lichych permutact.

Jestlize sloZime dvé permutace za sebou, znamena to provést

napfed vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace o, n : X — X plati

sgn(o on) = sgn(o) - sgn(n),
a proto také
sgn(o_l) = sgn(o).

2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrym néstrojem pro prak-
tickou praci s permutacemi je jejich rozklad na tzv. cykly.

' CYKLY ,
— —

l Permutace o na mnoziné X = {1, ..., n} se nazyvd cyklus
délky k, jestliZe je moZné najit prvky ay, ..., ar € X,2 <k <n,

takové, Ze o (a;) = aj+1,i = 1,...,k — 1, zatimco o (ar) = a;
a ostatni prvky v X jsou pro o samodruzné. Cykly délky dva jsou
pravé transpozice.
Kazda permutace je slozenim cykld. Cykly sudé délky maji
] paritu —1, cykly liché délky maji paritu 1.

Posledni tvrzeni musime jesté dokazat. Jestlize definujeme
pro danou permutaci o relaci R tak, Ze dva prvky x,
: ) y € X jsou v relaci, pravé kdyZ " (x) = y pro néja-
" kou iteraci permutace o, pak zjevné jde o relaci ekvi-
valence (ovéite si podrobné!). ProtoZe je X kone¢na
mnoZina, musf pro n&jaké £ byt o (x) = x. Jestlize zvolime jednu

tfidu ekvivalence {x, o (x), ..., al_l(x)} C X a ostatni prvky de-

finujeme jako samodruzné, dostdvame cyklus. Evidentné je pak
celd piivodni permutace X sloZenim vSech téchto cyklt pro jednot-
livé tiidy nasi ekvivalence a je jedno, v jakém pofadi cykly skla-
ddme.

Pro urceni parity si nyni sta¢i pov§imnout, Ze cykly sudé délky
lze napsat jako lichy pocet transpozic, proto maji paritu —1. Ob-
dobné cyklus liché délky dostaneme ze sudého poctu transpozic,
a proto majf paritu 1.

2.17. Jednoduché vlastnosti determinantu. Poznani vlastnost{
% permutaci a jejich parit z pfedchozich odstavcl ndm
= 7 “ ted umozn{ rychle odvodit zdkladni vlastnosti deter-
” minantg.
7 Pro kaZdou matici A = (a;;) typu m/n nad ska-
lary z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o matici
AT = (a};) s prvky aj; = aji, kterd je typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyvé symetrickd.
Jestlize plati A = —AT | pak se A nazyva antisymetrickd.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;j) plati ndsledujici

tvrzeni:

(1) 1AT] = AL

(2) Je-li jeden Fadek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |A| = 0.

(3) Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou radki, pak
Al = —|BI.

JEDNODUCHFE VLASTNOSTI DETERMINANTU
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znaménko determinantu. PouZitim elementarnich dprav postupné do-

stavame:
1356\ 1112 1 11 2
1222 [t 222 o1t 1o
1112 1 356 0 2 4 4
01 21 K0121 01 21
1112 1112 1112
01 10| 0110 o1 1o
00 2 4 00 1 1 0 0 1 1
00 1 1 K0024 0002

Determinantem horn{ (i dolnf) trojihelnikové matice je ov§em pouze
soucin ¢isel na hlavni diagondle. V priibéhu dprav jsme dvakrat pro-
hodili dva fadky, vysledek tedy dvakrat zméni znaménko, tedy vlastné
nezméni. Determinant je tedy roven ¢islu 2.

Jiny zptisob vypoctu je zaloZen na rozvijeni podle fadka (sloupcil)

matice, viz 2211

ReSeni. Za¢neme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice

(jednu) nul. Postupné dostdvdme

i 3 g g 2 22 356 356
1112:1-112—1-112—#1222:
01 2 1 1 21 1 21 1 21
Podle Sarrus;)va pravidla _2_9 + 6 =2
|
2.23. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 1 1 1

0 a1 1 1

01 a 1|

0 0 0 —a

Pro komplexni a uvedte bud’jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

Reseni. Spocitime determinant rozvinutim podle prvniho sloupce ma-

tice:
0ot 1| fer
D = =da- 1 a 1 ’
01 a 1 00 —a
0 0 0 —a
déle rozvijime podle posledniho fadku:
p=a--a|! ! =-a@ -1
= a a 1 a = a (a .

(4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim Fadku skaldrem
a € K, pak |B| = alA].

(5) Jsou-li prvky k-tého F¥adkuv A tvaru ayj = cyj+byj avSechny
ostatni Fadky v maticich A, B = (b;j), C = (cij) jsou stejné,
pak |A| = |B| + |C|.

(6) Determinant |A| se nezmeéni, piicteme-1i k libovolnému vadku
A linedrni kombinaci ostatnich vadkii.

Dokaz. (1) Cleny determinantd |A] a |AT| jsou
> v bijektivni korespondenci. Clenu
- sgn(o)aie(l) + A20(2) * * * Ano(n) Pritom v AT

odpovida ¢len (na potadi skalar v soudinu

totiz nezalezi)

sgn(0)ag(1)1 - de(2)2 * * -

= Sgn(a)ala Ly - ars— 12"

Ao(nyn =
Apo— L (n)»

pricemz musime ovéfit, Ze je tento Clen opatien spravnym znamén-
kem. Parita o a 0! je ale stejnd, jde tedy opravdu o &len v deter-
minantu |A”| a prvni tvrzeni je dokdzéno.

(2) Plyne pfimo z definice determinantu, protoZe vsSechny
jeho Cleny obsahuji z kazdého tadku pravé jeden Clen. Je-li jeden
z fadkd nulovy, budou tedy vSechny ¢leny determinantu nulové.

(3) Ve vSech ¢lenech |B| dojde ve srovnani s determinantem
|A| u permutaci k pfidan{ jedné transpozice, znaménko v8ech ¢lenti
determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyva pfimo z definice, protoZe ¢leny determinantu | B|
jsou Cleny |A| vynasobené skaldrem a.

(5) V kazdém Clenu |A| je pravé jeden soulinitel z k-tého
fadku matice A. ProtoZe plati distributivni zdkon pro nasoben{
a séitani v K, vyplyva tvrzeni pfimo z definiéniho vztahu pro de-
terminanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi Cleny determi-
nantu vZdy dva s¢itance stejné az na znaménko. Proto je v takovém
pripadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni (5) moZné piicist k vybra-
nému fadku libovolny jiny Fadek, aniZ by se zménila hodnota deter-
minantu. Vzhledem k tvrzeni (4) Ize ale pfic¢ist i skalarni ndsobek
libovolného jiného fadku. (]

2.18. Vypocetnl disledky. Podle piedchozi véty umime pievést
. clementdrnimi fadkovymi transformacemi ka7-
2 - dou Ctvercovou matici A na fddkove schodovity
tvar, aniZ bychom zménili hodnotu jejiho de-
terminantu. Jen musime ddvat pozor, abychom

vzdy k upravovanému fadku pouze pricitali linedarni kombinace
radku ostatnich.

VYPOCET DETERMINANTU ELIMINACT

Je-li matice A v fadkovém schodovitém tvaru, pak v kazdém l

¢lenu |A| je alespoii jeden soucinitel prvkem pod diagonalou s vy-
jimkou pfipadu, kdy jsou vSechny jen na diagondle. Pak je ale je-
dinym nenulovym ¢lenem determinantu ten, ktery odpovida iden-
tické permutaci. Vidime tedy, Ze determinant takové matice ve
schodovitém tvaru je

Al =aj1-axp - - any.

Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu vypoctu de-
terminant pomoci Gaussovy elimina¢ni metody, viz odstavec 2. l
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Celkem dostdvdme nasledujici podminku pro a: a* —a®> + 1 = 0.

Substituci ¢ = a? pak mdme > — ¢ + 1 s kofeny

H = l—i_zﬂ = cos(m/3) + i sin(;w/3),
= % = cos(/3) — i sin(r/3) =

= cos(—m/3) + i sin(—m/3),

odkud snadno uréime ¢tyfi mozné hodnoty parametru a:
ay = cos(/6) + i sin(/6) = v/3/2 +1i/2,
a, = cos(7m/6) + i sin(7/6) = —/3/2 — i/2,
a3 = cos(—7/6) + i sin(—7/6) = /3/2 —i/2,
as = cos(57/6) + i sin(57/6) = —~/3/2+i/2.

2.24, Vandermondiiv determinant. DokaZte vzorec pro tzv. Vander-

mondtv determinant, tj. determinant Vandermondovy matice:

1 | O |
X1 X2 e Xn
2 2 2
V, =" oo Xy 1_[ (x; —xi),
: : : I<i<j<n
-1 —1 n—1
XA U

kde x4, ...

Xj —x;, kde j > i.

ReSeni. Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadkd a nasled-

nym rozvojem podle prvniho sloupce obdrzime

1 X x% x’}_l
0 x,—x; Z—x2 ... 4 —x
Vn(xla-XZs---axn): .
0 x,—x x2—x3 ... 71—y
Xy — X x%—x% xg_l—x’l’_l
Xp—x1 X2 —x3 0 0¥
Vytkneme-li z i-tého fadku x; | — x; proi € {1,2,...,n
neme
Vn(xla-X:Za'--axn):
n—2 n—j=2 _j
1 X2 +XxX1 ... Z]OXZ
= (x2 —x1) -+ (X, — x1) : ) :
n—2 n—j—2 _j
N x +x ... Z]Ox

Odectenim od kazdého sloupce (pocinaje poslednim a konce druhym)

x1-ndsobku pfedchézejiciho Ize docilit Gpravy

n—2 n—j-2 _

1 X2+X1 Zj:O x2 le 1 X2 ... Xg 2
2 n—j=2 2
1 x,+x Z'} o Xn J= x{ 1 x, X! |

g

, X, € R a na pravé strané rovnosti je soucin vSech rozdilt

Vsimnéme si také hezkého disledku prvniho tvrzeni pied-
chozi véty o rovnosti determinantd matice a matice
* transponované. ZarucCuje totiZ, e kdykoliv se ndm
podafi dokdzat n€jaké tvrzeni o determinantech for-
mulované s vyuzitim fadka piislusné matice, pak ana-
1oglcke tvrzeni plati i pro sloupce. Napf. tedy miiZeme okamzité
v8echna tvrzeni (2)—(6) této véty preformulovat i pro pfic¢itani li-
nearnich kombinaci ostatnich sloupct k vybranému. To miZeme
hned pouZit pro odvozeni néasledujiciho vzorce pro pfimy vypocet

feSeni systémd linedrnich rovnic:

l CRAMEROVO PRAVIDLO
s

UvaZzme systém n linearnich rovnic pro n proménnych s ma-
ticf sytému A = (q;;) a sloupcem hodnot b = (b1,...,by),
tj. v maticovém zdpisu feSime rovnici A - x = b. JestliZze exis-
tuje inverze A~!, pak jsou jednotlivé komponenty jediného feen{
x = (x1,...,Xx,) dany vztahem

|Ail
Xi ==,

|Al

kde matice A; vznikne z matice systému A vyménou i-tého
sloupce za sloupec hodnot b.

Skute¢né, jak jsme vidéli, inverze k matici systému exis-
tuje pravé tehdy, kdyZ ma systém jediné feSeni. Jestlize tedy
takové feSeni x mame, miZeme za sloupec b dosadit do ma-
tice A; pfislusnou kombinaci sloupci matice A, tj. hodnoty
b, = ajx1 + + ajnx,. Pak ale odeftenim x;-nasobka
vSech ostatnich sloupcii ziistane v i-tém sloupci pouze x;-ndsobek
ptivodniho sloupce z A. Cislo x; tedy miZeme vytknout pied
determinant a ziskdme rovnost |A;||A|~" = x;|A||A|”! = x;, coz
je pozadované tvrzeni.

Dale si v§imnéme, Ze vlastnosti (3)—(5) z pfedchozi véty fikajf,
7e determinant, jakoZto zobrazeni, které n vektordm dimenze n
(fadkam nebo sloupclim matice) ptiradi skaldr, je antisymetrické
zobrazeni linedrni v kaZdém svém argumentu, presné jako jsme
podle analogie z dimenze 2 poZadovali.

2.19. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, 7e
skute¢né stejné jako v dimenzi dva je determinant ma-
tice roven orientovanému objemu rovnobéZnosténu
uréeného jejimi sloupci. Uvidime také, Ze kdyz
uvdzime zobrazeni x — A - x zadané {tvercovou
matici A na R”, pak midZeme determinant této matice vidét
jako vyjadieni poméru mezi objemem rovnobéZnosténi danych
vektory xi,...,x, a jejich obrazy A - x1,..., A - x,. ProtoZe
skladani zobrazeni x = A - x — B - (A - x) odpovida ndsoben{
matic, je snad docela pochopitelna tzv. Cauchyova véta:

—

CAUCHYOVA VETA

Véta. Nechi A = (a;j), B = (b;}) jsou ctvercové matice dimenze
n nad okruhem skaldrii K. Pak |A - B| = |A| - |B|.

Vsimnéme si, Ze z Cauchyovy véty a z reprezentace elementar-
nich fadkovych transformaci pomoci ndsobeni vhodnymi maticemi
(viz I8) okamzité vyplyvaji tvrzeni (2), (3) a (6) z Véty T4
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Proto

Vixi, x2, 000, %) = (X2 — x1) -+ (X — x1) Vi1 (X2, .00, X))

Nebof je ziejmé
VZ(xnfl s xn) =Xn — Xn—1,

plati (uvazme matematickou indukci)

Vi(xi, x2, .00, %) = l_[ (xj — x;).
1<i<j<n
Vsimnéme si, Ze tento determinant je nenulovy, pravé kdyz jsou ¢isla

X1, ..., X, navzdjem rznd. O

Poznamka. Jiny dtikaz vzorce pro Vandermondtv determinant miZe

¢tendf najit v B3.

2.25. Zjistéte, zda je matice

32 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 —4 8

invertibilni.

ReSeni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) pravé
tehdy, kdyZ ji 1ze pomoci fddkovych transformaci pievést na jednot-
kovou matici. To je ekvivalentni napt. s tim, Ze md nenulovy determi-
nant. Ten spoc¢itdme pomoci Laplaceovy véty (Z232) napiiklad rozvo-
jem podle prvniho fadku:

32 -1 2

1 2 -4 4 2 —4
_42;3_14=3241—2—241+
> 3 4 3 -4 8 2 —4 8
4 1 —4 4 1 2
+(-=D-|-2 2 1|=2-]1-2 2 4|=
2 3 8 2 3 —4
=3.-90—-2-180+(-1)-110-2-(—-100) =
=0.
Tedy dand matice nenf invertibilni. O

E. Soustavy linearnich rovnic podruhé

Se soustavami linedrnich rovnic jsme se jiz setkali na zac¢atku kapi-
toly. Nyni se budeme vénovat této problematice podrobnéji. Zkusme
nejprve vyuZit vypoctu inverzni matice k feSeni systému linedrnich

soustav rovnic.

My ted tuto vétu odvodime ryze algebraicky uz proto, Ze
z\> pfiz(vlchozi odvola’wka. na geor/netric}q’l a;rg,ument/téikf)
(o), muze fungovat pro libovolné skalary. Zdkladnim na-
twel W, strojem je tzv. rozvoj determinantu podle jednoho
77/ nebo vice fadki ¢&i sloupcii. Budeme proto potfebo-
vat néco mdlo technické piipravy. Ctendf, ktery by snad tolik abs-
trakce nestravil, miiZe tyto pasaZe preskodit a vstifebat pouze znéni
Laplaceovy véty a jejich dusledku.

2.20. Minory matice. Pfi dvahach o maticich a jejich vlastnos-
tech budeme Casto pracovat jen s jejich ¢astmi.
Budeme si proto muset zavést n¢kolik pojmii.

SUBMATICE A MINORY l

r
< iy §m,—l

Nechf A = (g;;) je matice typum/nal <iy < ...

1 < j1 < ... < ji £ n jsoupevné zvolend pfirozend ¢isla. Pak
matici
Aiyji Qigj iy jo
M= . .
Qi ji - Qigj Qiy jo
typu k/¢€ nazyvame submatici matice A uréenou fadky iy, ..., i
asloupci ji, . .., je. Zbyvajicimi (m — k) fadky a (n — ) sloupci je

urena matice M™* typu (m—k)/(n—£), kterd se nazyva doplitkovd
submatice k M v A. Pfi k = £ je definovan | M|, ktery nazyvame
subdeterminant nebo minor fadu k matice A. Je-li m = n, pak pfi
k = € jei M* &vercovd a |M*| se nazyva doplnék minoru |M|,
nebo doplitkovy minor k submatici M v matici A. Skalar

(_])i1+“'+ik+j]+"-+j1 . |M* |

se nazyvé algebraicky doplné¢k k minoru |M|.

Submatice tvofené prvnimi k fadky a sloupci se nazyvaji ve-
douci hlavni submatice, jejich determinanty vedouct hlavni minory
matice A. Zvolime-1i k po sobé jdoucich fadkd a sloupcti, poc¢inaje
i—tym fadkem, hovorime o hlavnich submaticich, resp. hlavnich
minorech.

Pti specidlni volbé k = £ = 1, m = n fikdme piislusnému
dopliikovému minoru algebraicky doplnék A;j prvku a;; matice A.

2.21. Laplaceuv rozvoj determinantu. Pokud je |M| hlavn{
minor matice A fadu k, pak pfimo z definice
h.‘/, determinantu je vidét, Ze kazdy z jednotlivych
" k!(n — k)! s¢tanch v souinu |M| s jeho al-
gebraickym dopliikem je ¢lenem determinantu

Obecné, uvazme submatici M, tj. étvercovou matici, ur¢enou
fadky i1 < i < < i asloupci j1 < < jr. Pak
pomoci (i1 — 1) + --- + (ix — k) vymén sousednich fadkh a
(1 — 1) + ... 4+ (Jx — k) vymén sousednich sloupcti v A preve-
deme tuto submatici M na hlavni submatici a doplitkovd matice
pfitom piejde pravé na doplitkovou matici. Celd matice A prejde
pfitom v matici B, pro kterou plati podle ZI7 a definice determi-
nantu |B| = (—1)¥|A|, kde a = Zlf,zl(ih —jn) =20 +---+k).
Tim jsme ovéfili:

Tvrzeni. JestliZe je A Ctvercovd matice dimenze n a |M| je jeji
minor ¥adu k < n, pak soucin libovolného clenu |M| s libovolnym
Clenem jeho algebraického dopliiku je clenem |A|.
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2.26. Utastnici zajezdu. Dvoudenniho autobusového zdjezdu se
zicastnilo 45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢ za
dospélého, 16 K¢ za dit€ a 24 K¢ za seniora, celkem 1 116 K¢&. Druhy
den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K& za dospélého,
24 K¢ za dité a 34 KC za seniora, celkem 1542 K¢&. Kolik bylo mezi

vyletniky dospélych, déti a seniord?
ResSeni. Zavedime proménné
x uddvajici ,,pocet dospélych*;
y uddvajici ,,pocet déti;

z udavajici ,,pocet seniorii™.

Zajezdu se zicastnilo 45 osob, a proto

X + y + z =

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pti zavedeni
naSich proménnych a pfi zachovani poradi ¢ini 30x + 16y + 24z
a40x + 24y 4 34z. My je ovSem zndme (1 116 K& a 1542 K¢).

Miéme tak
30x + 16y + 24z = 1116,
40x + 24y + 34z = 1542
Soustavu tif linedrnich rovnic zapiSeme maticové jako
1 1 1 X 45
30 16 24)-|y|=(1116
40 24 34 z 1542
Resenfm je
X 1 16 5 —4 45
YI=5¢ 30 3 -3)-(1116) =- ,
Z —-40 -8 7 1542
nebof
111\ 16 5
30 16 24 =—|30 3
40 24 34 6\_40 —s
Slovné vyjadieno, zdjezdu se ztcastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 se-
niord. 0
2.27. Za pomoci vypoctu inverzni matice urcete feSeni soustavy
Xp+ x4+ x3 + x4 =2,
Xp+x —x3 —xg =3,
X1 — x2 + x3 — x4 = 3,
X] — X —x3+ x4 =5
a

Co kdyz v8ak matice soustavy nenf invertibilni? Potom nemtizeme

k jejimu feSeni inverzni matice vyuzit. Takovd soustava pak m4 jiny

45.

Toto tvrzeni uZ podbizi pfedstavu, Ze by se pomoci takovych
sou¢inti mensich determinantil skute¢né mohl determinant matic
vyjadiovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! riznych ¢lend, pravé
jeden pro kaZzdou permutaci. Tyto ¢leny jsou navzdjem rizné ja-
kozto polynomy v prvcich (nezndmé obecné) matice A. Jestlize
tedy ukdZeme, Ze navzdjem riznych vyrazl z pfedchoziho tvrzeni
je praveé tolik, jako je tomu u determinantu |A|, pak dostaneme je-
jich sou¢tem pravé determinant |A|.

Zbyva proto ukdzat, 7¢ uvazované souciny | M|-| M* | obsahuji
pravé n! riznych ¢lenti z |A|.

Ze zvolenych k fadkii Ize vybrat (}) minorii M a podle pied-
choziho lemmatu je kazdy z k!(n — k)! ¢lenti v soucinech | M|
s jejich algebraickymi dopliiky ¢lenem |A|. Pritom pro rizné
vybéry M nemtizeme nikdy obdrZet stejné ¢leny a jednotlivé ¢leny
v (= D)irttictiittio | M) - | M* | jsou také po dvou rizné. Cel-
kem tedy mame pravé pozadovany pocet k!(n —k)!(}) = n! ¢lend.

Tim jsme bezezbytku dokdazali:

l LAPLACEOVA VETA L_—
e

Véta. Nechf A = (a;}) je Ctvercovd matice dimenze n nad libovol-
nym okruhem skalarii a necht je pevné zvoleno k jejich radkii. Pak
|A| je soucet viech (}) soucinii (=DirtFitittio | M| - | M*|
minori Fadu k vybranych ze zvolenych Fdadki, s jejich algebraic-
kymi doplriky.

Laplaceova véta prevadi vypocet | A| na vypocet determinantd
niz§tho stupné. Této metod¢ vypoctu se fika Laplaceiiv rozvoj
podle zvolenych tadki ¢i sloupct. Napt. rozvoj podle i-tého fadku
nebo podle j-tého sloupce:

n
Al =" aijAyj,
J=1

kde A;; oznaCuje algebraicky doplnék k prvku a;; (4. k minoru
stupné 1).
Pfi praktickém pocitani determinantti byva vyhodné kombino-

vat Laplaceiiv rozvoj s pfimou metodou pfi¢itan{ linearnich kom-
binacf{ fadkt ¢i sloupcti.

2.22. Dukaz Cauchyovy véty. Dikaz se opird o trikovou ale ele-
mentarni aplikaci Laplaceovy véty. PouZijeme prosté
==, dvakrat Laplaceiiv rozvoj na vhodné matice.

- UvaZme nejprve nasledujici matici H dimenze
92z 2n (pouZivdme tzv. blokovou symboliku, tj. piseme
matici jakoby sloZenou ze (sub)matic A, B atd.)

arl dlp 0 O

H— A 0\ |au ... am 0O ... 0
“\-E B) | -1 0 b1 ... by
0 -1 byt ... bu

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadkd obdrZime pravé
|H| = |A[-|B].

v

arni kombinace prvnich n sloupci tak, abychom obdrZeli matici
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pocet nez jedno feSeni. Jak moznd Ctendr jiz vi, tak systém linedr-
nich rovnic nad nekone¢nym télesem bud’' nema feSeni, nebo ma jedno
feSeni, nebo jich ma nekone¢né¢ mnoho (napriklad nemize mit pravé
dvé feSeni). Prostor feSeni je bud’ vektorovy prostor (v piipadé, Ze prava
strana vSech rovnic v systému je nulovd, hovoiime o homogennim sys-
tému linedrnich rovnic) nebo afinni prostor, viz B, (v pripadé, Ze
prava strana alespoti jedné z rovnic je nenulovd, hovofime o nehomo-
gennim systému linedrnich rovnic). Ukazme si tedy rizné mozné typy

feSenf soustavy linedrnich rovnic na piikladech.

2.28. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R m4 linedrni systém

X1 — ax, — 2x3 = b,
xi + (I—a)x = b-3,
x1 + (I—a)yx, + ax3 = 2b—1

(a) prave 1 feSenf;
(b) Zadné reSent;
(c) alesponi 2 feSeni?

ReSeni. Soustavu ,,tradi¢né* prepiSeme do roz§ifené matice a upra-

vime
1 —a =2 b 1 —a =2 b
1 1—a 0 | b-3 ~1 0 1 2 -3 ~
1 1—a a |2b—1 0 1 a+2|b—-1

1 —a -2 b
~1 0 1 2 -3
0 0 a |b+2

7 vz

Dodejme, Ze v prvnim kroku jsme prvni fadek odecetli od druhého
a od tfettho a ve druhém kroku pak druhy od tfettho. Vidime, Ze sou-
stava bude mit pravé jedno feSeni (které lze urcit zpétnou eliminac{)
tehdy a jenom tehdy, kdyZ a # 0. Pro a = 0 totiZ ve tfetim sloupci
nen{ prvni nenulové ¢&islo néjakého fadku. Je-lia = 0ab = —2, dosté-
vame nulovy fadek, kdy volba x3 € R jako parametru ddvad nekone¢né
mnoho rtiznych feSeni. Proa = 0ab # —2 posledni rovnice a = b+2
nemuze byt splnéna — soustava nema4 feseni.

Poznamenejme, Ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi

('xly X2, -x3) = (_2+2t7 -3 _2t7 t) , I € R,

aproa # 0 je jedinym feSenim trojice
<—3a2—ab—4a+2b+4 2b+3a+4 b+2)

’ b
a a a

2.29. Necht je dano

4 5 1 X1 b]
A=1|3 4 0 , X =1X21, b= bz
1 1 1 X3 b3

Najdéte takova redlnd ¢isla by, b,, bz, aby systém linedrnich rovnic A -

x = b mél:

s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

all ... Adlp C11 ... Ciln
a a C C

K = nl nn nl nn
—1 0 0 0
0 —1 0 0

Prvky submatice nahofe vpravo pfitom musi spliiovat

cij = aitb1j + aipbyj + - - - + ainbj,

neboli jde pravé o prvky souinu A - B a |K| = |H|. Pritom roz-

vojem podle poslednich n sloupci dostdvame

|K| — (_1)n+1+..-+2n|A . B| — (_1)2n-(n+l) . |A . B| — |A A B|

Tim je Cauchyova véta bezezbytku dokazana.

2.23. Determlnant a inverzni matice. Pfedpokladejme nej-
prve, Ze existuje matice inverzni k matici A, tj.
__ A - A™! = E.ProtoZe pro jednotkovou matici plati
vzdy |E| = 1, je pro kazdou invertibilni matici
- vzdy |A| invertibilni skaldr a diky Cauchyové vété

platl |A = 1A7L
My vsak nyni kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho véty

umime fici vic.

VZOREC PRO INVERZNT MATICI

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze n definu- l

jeme matici A* = (al-*j), kde a;“j = Aj; jsou algebraické dopliiky
k prvkiim a; v A. Matici A* nazyvame algebraicky adjungovand
matice k matici A.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldri
K plati

2.2) AA* = A*A = |A| - E

Zejména tedy

(1) A" existuje jako matice nad okruhem skaldrii K, pravé kdyz
|A|~! existuje v K
(2) Pokud existuje A~

U pak plati A=" = |A|71 . A%,

DtOkaz. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze
z existence A~! vyplyvi invertibilita |A| € K.

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A spoCteme piimym
vypoftem A - A* = (¢;j), kde

n n
C,'j = Zaika}:j = ZaikAjk-
k=1 k=1

Pokud i = j, je to pravé Laplacelv rozvoj |A| podle i-t€ho fadku.
Pokud i # j, jde o rozvoj determinantu matice, v niZ je i-ty a j-ty
fadek stejny, a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne A - A* = |A| - E
a dokézali jsme rovnost (Z-2).

Predpokladejme navic, Ze | A| je invertibilni skalar. JestliZe zo-
pakujeme piedesly vypodet pro A*-A, obdriime |A|"'A*-A = E.
Proto nas vypocet skutecné dava inverzni matici A, jak je tvrzeno
ve veteé. (]
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(a) nekone¢né mnoho feseni;
(b) prave jedno feseni;
(c) zadné reSent;

(d) préavé 4 feSend.

ReSeni. Pro &tendfe jisté nebude problém najit odpovidajici hodnoty
v piipadech a) a c) (stacf volit by = b, + b3 v piipadé a) a naopak
by # by + b3 v pripad€ c)). Pov§imnéme si ddle, Zze |A| = 0, sou-
stava tak ma bud nekone¢né mnoho, nebo zadné feseni. Obecné tvoii
mnozina feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic vektorovy pro-
stor, varianta d) je proto apriori vylou€ena. Varianta b) je mozZnd pouze
pro reguldrni matici soustavy (jedinym feSenim je pak nulovy vektor).

]

2.30. Naleznéte matici algebraicky adjungovanou a matici inverzni

k matici

S N O =
N O WO
S NO N
0 O B~ O

ReSeni. Adjungovand matice je
A A A Au
A" =

kde A;; je algebraicky dopln€k prvku a;; matice A, tedy soucin
&isla (—1)'*/ a determinantu trojrozmérné matice vzniklé z A vyne-

chanim i-tého fadku a j-té€ho sloupce. Plati

3.0 4 00 4
Au=10 6 0/=-24, Ap=—|5 6 0/=0,
70 8 00 8
100 102
As=—10 3 4/ =0, Au=10 3 0/=-12
500 50 6

Dosazenim ziskame
24 0 20 0\ /=24 0 8 0
|0 320 2w _Jo 32 0 16
=l s o —4 of| |2 o -4 o
0 16 0 —12 0 28 0 —12

Inverzni matici A~! uréfme ze vztahu A~! = |A|~! - A*. Determi-

nant matice A je (rozvojem podle prvniho fadku) roven

éggg 30 4 03 4

IA] = =10 6 0|+2[5 0 0|=16
> 06001, g 07 8
07 0 8

Jako pfimy dusledek této véty mlZeme znovu ovéfit Cra-
merovo pravidlo pro feSeni systémd linearnich rovnic, viz ZTS.
Skute¢né, pro feSeni systému A-x = b staci dsledné precist v rov-
nosti

x=A"".b=1A""4% b

posledni vyraz jako Laplacetiv rozvoj determinantu matice
A; vzniklé vyménou i-tého sloupce v A za sloupec hodnot b.

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

2.24. Abstraktni vektorové prostory. Vratme se ted na chvilku
k systémim m linedrnich rovnic pro n proménnych
7 3 a ptedpokladejme navic, Ze jde o homogenni sys-
tém rovnic A - x = 0, tj.

al ... ain X1 0

aml ... Qmn Xn 0

Diky vlastnosti distributivity pro nisobeni matic je zfejmé, Ze
soucet dvou feSenf x = (x1,...,x,) ay = (31, ..., Yn) spliiuje

A-x+y=A-x+A-y=0,

a je tedy také feSenim. Stejné tak zlistava feSenim i skaldrn{ ndso-
bek a - x. MnoZina vSech feSeni pevné zvoleného systému rovnic
je proto uzavrend na s¢itani vektorti a ndsobeni vektort skalary. To
byly zakladn{ vlastnosti vektord dimenze n v K", viz . Ted ale
mdame vektory v prostoru feSeni s n soufadnicemi a ,,rozmér* to-
hoto prostoru je dan rozdilem poctu proménnych a hodnosti matice
A. MiZzeme tedy snadno mit pii feSeni 1000 soufadnic jen jeden
nebo dva volné parametry. Cely prostor feSeni se pak bude chovat
jako rovina nebo piimka, jak jsme je poznali jiz v odstavci 23 na
strang 8.

storu v8ech feSeni homogenni linedrni diferenéni rovnice (prvniho
fadu). VSechna feSeni jsme dostali z jednoho pomoci nasobeni ska-
lary a jsou tedy také uzaviend na soucty a skaldrnf ndsobky. Tyto
»vektory™ feSeni jsou ovSem nekonecné posloupnosti Cisel, pres-
toZe intuitivné oekavame, Ze ,,rozméer* celého prostoru fesSeni by
m¢él byt jedna. Potiebujeme proto obecnéj$i definici vektorového
prostoru a jeho dimenze:

DEFINICE VEKTOROVEHO PROSTORU L___\
Vektorovym prostorem V nad polem skalard K rozumime
mnoZzinu, na které jsou definovany

e operace s¢itani spliujici axiomy (KG1)—(KG4) z odstavee T
na strané B,

e nasobeni skalary, pro které plat{ axiomy (V1)—(V4) z odstavce
T na strané B3.

|

Pfipomenime také naSi jednoduchou konvenci ohledné
znaceni: skalary budou zpravidla oznacovany znaky z pocatku
abecedy, tj. a, b, c, . . ., zatimco pro vektory budeme uZivat znaky
z konce abecedy, tj. u, v, w, x, y, z. Pfitom je§té navic vétSinou
X, y, z budou opravdu n-tice skaldrt. Pro dplnost vyctu, pismena
z prostiedka, napt. i, j, k, £, budou nejcastéji oznaCovat indexy
vyrazu.
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Dostdvame tedy Abychom se trochu pocvidili ve formalnim postupu, ovéfime
~3/2 0 12 0 Jidrllf)dou;:)h;: Vlastnosvtllvelftor.u, k}e{etpl(ric’) n- -tice
0 s 0 1 ska arud ydy samozfejmé, nicméné ted je mu-
sime odvodit z axiomtl.
5/4 0 -1/4 0

0 7/4 0 —3/4 2.25, Tvrzeni. Necht'V je vektorovy prostor nad polem skaldrii K,
ddle uvaime a, b, a; € K avektory u,v,u; € V. Potom

Al =

(1) a-u=0, pravé kdyZ a = 0 nebou = Q,

(2) (=1 -u=—u,

(3) a-u—v)y=a-u—a-v,

(4) (a—b)-u =a-u—>b-u,

(5) (Z?:l “i) ) (Zl};l “j) =i ZT:I ai-uj.
DtUkaz. MiZeme rozepsat

(a+0)-u (sz)a-u +0-u =a-u,

F. Vektorové prostory

Vlastnosti vektorového prostoru, kterych jsme si vSimli u roviny ¢i
tifrozmérného prostoru, ve kterém Zijeme, m4 celd fada jinych mnoZin.
Ukazme si to na piikladech.

2.31. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nésledujicich

. o ] Iy coz podle axiomu (KG4) zaruc¢uje 0 - u = 0. Nyni
mnozindch, jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem redlnych

L,V _ _
—u = (=1)-u.Di
i) MnoZina feSeni soustavy aodwd —u = (1) -u. Dile
1 (V2,V3) _
X1 4+ x» + -+ + xes + xe0 + x100 = 100xy, a-wu+DH-v) ="a-u+(-a)-v=a-u—a-v,
X1 + x 4+ -+ 4+ x08 + X9 = 99, coz dokazuje (3). Plati
X1 + x 4+ - 4+ x = 98x,
! 2 ) % ! (a—b)~u(V2*V3) u+((=b)-u=a-u—>b-u
. > a tim je ovéfeno (4). Vztah (5) plyne indukei z (V2) a (V1).
X1+ X - X1 Zbyvi(l):a-0=a-u—u) =a-u—a-u =0, coz
ii) MnoZina feSeni rovnice spolu s prvanim tvrzenim tohoto dikazu ukazuje jednu implikaci.
K opaéné implikaci poprvé potiebujeme axiom pole pro skalary
X1 +x2+ -+ xi00 = 0. a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p-u = 0a p # 0, pak
u=1l-u=(p'-pu=pl-0=0. O

iii) Mnozina feSeni rovnice
2.26. Linearni (ne)zavislost. V odstavci ZTT jsme pracovali
s tzv. linearnimi kombinacemi fadkti matice. S obecnymi vektory
. . < P p p me zachazet zcela analogicky:
iv) MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloupnosti budeme zachazet zcela analogicky

. R .
P , , . , _,___J LINEARNT KOMBINACE A NEZAVISLOST
(Redlnou, resp. komplexni posloupnosti rozumime zobrazeni _
{ kombinace

» Vyrazy tvaru aj-vi+- - -+ai-vg nazyvame linedrni
f N = R,resp. f : N — C. O obrazu ¢&isla n

x1+2x 4+ 3x3 4+ -+ 100x190 = 1.

vektord vy, ...,vr € V.
pak hovoiime jako o n-tém ¢lenu posloupnosti, vétSinou jej Kone&nou posloupnost vektort vy, ..., vx nazveme linedrné
oznatujeme dolnim indexem, napf. a,.) nezavzs{ou., Jesthz’e Jedm'a. _]e_]l.Cl’l nulova ll/nearm kombinace je ta}
o o - ) s nulovymi koeficienty, tj. jestliZe pro skalary ay, . . ., ax € Kplati
v) MnoZina feSeni homogenni diferenéni rovnice.
aj .v1+...+ak.vk:0 — ai 2612:"'=ak=0-

vi) MnoZina feSeni nehomogenni diferen¢ni rovnice.
vi) {f T R—>R| f(1)= f2)=c,ceR}.

Je zjevné, Ze v nezdvislé posloupnosti vektorli jsou vSechny po
dvou rizné a nenulové.
MnoZina vektori M C V ve vektorovém prostoru V nad K se

Reseni.

nazyva linedrné nezavisld, jestlize kazda kone¢na k-tice vektorti

i) Ano.Jsou to viechny redlné ndsobky vektoru (1, 1, 1,...,1),  vi,..., v € M je linedrné nezdvisla.
—_— .. R T A R IR
) . Mnozina M vektora je linedrné zavisla, jestlize neni linearné

100 jednicek nezdvisld . .
tedy vektorovy prostor dimenze 1 (viz déle (229)). ' l

ii) Ano. Jednd se o prostor dimenze 99 (odpovidd po¢tu volnych Pfimo z definice vyplyva, Ze neprizdnd podmnoZina M

vektorti ve vektorovém prostoru nad polem skaldr(
K je zavisla, pravé kdyZ je jeden z jejich vektorti vy-
jadfitelny jako kone¢na linedrni kombinace ostatnich

. vektorih v M. Skutecn¢, alespoil jeden koeficient
% pnslusne nulové linedrni kombinaci mus{ byt nenulovy, a pro-
toZe jsme nad polem skaldrt, miZeme jim podélit a vyjadrit tak
afinni prostor (viz B1)). u néj stojici vektor pomoci ostatnich.

parametrii feSeni). Obecné tvofi mnozina feSeni libovolné ho-

mogenni soustavy linedrnich rovnic vektorovy prostor.

iii) Ne. Napr. dvojndsobek feSenix; = 1,x;, =0,i =2,...,100

neni feSenim dané rovnice. MnoZina fFeSeni vSak tvori tzv.
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iv)

vi)

vii)

Ano. MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloup-
nosti tvor{ zfejmé redlny, resp. komplexni, vektorovy prostor.
Scitani posloupnosti a nasobeni posloupnosti skaldrem je to-
tiZ definovéno ¢len po €lenu, kde se jednd o vektorovy prostor
redlnych, resp. komplexnich, Cisel.

Ano. Abychom ukézali, Ze mnoZina posloupnosti vyhovu-
jicich dané diferenéni homogenni rovnici (vice si o nich
povime v B9) tvoii vektorovy prostor, sta¢i ukdzat, Ze je
uzaviend vzhledem ke s¢itdni i ndsobeni redlnym cislem
(nebof se jednd o podmnozinu vektorového prostoru). Méjme
posloupnosti (x;)72, a (y;)72, vyhovujici stejné homogenni

diferen¢ni rovnici, tedy
AnXpik + An_1Xpyk—1 + -+ + aoxp =0,
AnYp+k + Ap—1Yn+k—1 + -+ aoye = 0.

Secltenim téchto rovnic dostaneme

an(Xptk + Yntk) + an1 Kpgk—1 + Yntk—1) + -+
<o tag(xg +yr) =0,
tedy i posloupnost (x; + y;)%, vyhovuje stejné diferen¢ni
rovnici. RovnéZ pokud posloupnost (x;)72, vyhovuje dané
rovnici, tak i posloupnost (uxj)jio, kde u € R.
Ne. Soucet dvou feSeni nehomogenn{ rovnice
AnXpyk + An-1Xppk—1 + -+ + doXp = C,

AnYn+k + an_1Yntk—1 + - +aoyr = ¢, c € R—{0}

vyhovuje rovnici

an (Xptk + Ynik) + @1 (Xpgk—1 + Yngpk—1) + -+
-t ap(xr + yi) = 2c,

zejména pak nevyhovuje plGvodni nehomogenn{ rovnici.

MnoZina feSeni vSak tvoii afinni prostor, viz Bl

Je to vektorovy prostor, pravé kdyZ ¢ = 0. Vezmeme-li dvé

funkce f a g zdané mnoziny, pak (f+g)(1) = (f+g)(2) =

= f(1) + g(1) = 2¢. Ma-li funkce f + g byt prvkem dané

mnoziny, musi byt (f + g)(1) = ¢, tedy 2¢ = ¢, tedy ¢ = 0.
O

2.32. Zjistéte, zda je mnoZina

3
Ui ={(x1,x0,x3) e R [x1| =|x2| = |x3]}

podprostorem vektorového prostoru R* a mnoZina

U2={ax2+c; a,c € R}

podprostorem prostoru polynomi stupné nejvyse 2.

Kazda podmnozina linearné nezdvislé mnoziny M je sa-
moziejm¢ také linedrné nezavisla (poZadujeme stejné podminky
na méné vektori). Stejné snadno vidime, Ze M C V je linedrné
nezavisld pravé tehdy, kdyZ kazda kone¢nd podmnozina v M je
linearné nezdvisla.

2.27. Generatory a podprostory. Podmnozina M < V se¢ na-
zyva vektorovym podprostorem, jestliZe spolu se zu-
Zenymi operacemi s¢itan{ a ndsoben{ skalary je sama
===~ vektorovym prostorem, tzn. poZadujeme
Va,be K, VvweM, a-v+b-we M.

Rozeberme si hned nékolik prikladd: Prostor m-tic skalari R™
se s¢itdnim a nasobenim po sloZkach je vektorovy prostor nad R,
ale také vektorovy prostor nad Q. Napf. pro m = 2 jsou vektory
(1,0), (0, 1) € R? linedrn& nezavislé, protoZe z

a-(1,00+b-(0,1)=(0,0)

plyne a = b = 0. Déle vektory (1, 0), (+/2,0) € R? jsou line-
arné zavislé nad R, protoZe V2 - (1,0) = («/5, 0), oviem nad Q
jsou linedrné nezdvislé! Nad R tedy tyto dva vektory ,,generuji
jednorozmérny podprostor, zatimco nad Q je ,,vetsi*.

Polynomy stupné nejvyse m tvoii vektorovy prostor R,,[x].
Polynomy miZeme chdpat jako zobrazeni f : R — R a s¢itan{ a
nasoben{ skalary definujeme takto: (f + g)(x) = f(x) + g(x),
(a- f)x) = a- f(x). Polynomy vSech stupiiti také tvoii
vektorovy prostor Ryo[x] a R, [x] € R,[x] je vektorovy pod-
prostor pro vSechna m < n < o00. Podprostory jsou také
napf. v8echny sudé polynomy nebo liché polynomy, tj. polynomy
spliujici f(—x) = £ f(x).

Uplné analogicky jako u polynomti mtiZzeme definovat struk-
turu vektorového prostoru na mnoziné vSech zobrazeni R — R
nebo viech zobrazeni M — V libovolné pevné zvolené mnoZziny
M do vektorového prostoru V.

ProtoZze podminka v definici podprostoru obsahuje pouze
1 univerzalni  kvantifikdtory, je jist€ prinik podpro-
storti opét podprostor. Snadno to ovéfime i piimo:
A2 Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V,
a, b € K, u, v € Njer W;. Pak pro v§echnai € I,
a-u+b-v e W;toaleznamend,7ea -u +b -v € Njeg W;.

Zejména je tedy podprostorem priinik (M) vSech podprostori
W C V, které obsahuji pfedem danou mnoZinu vektort M C V.

Rikdme, 7e mnoZina M generuje podprostor (M), nebo Ze
prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét nékolik jednoduchych tvrzeni o generovani{
podprostorti:

Tvrzeni. Pro kaZdou neprazdnou podmnozinu M C 'V plati
(1) (My = {ay - uy + ... + ar - up;k € Nyg € K

uj € M j =1, ...k
(2) M = (M), pravé kdyZ M je vektorovy podprostor;
(3) jestlize N C M, pak (N) C (M) je vektorovy podprostor.
Podprostor (§) generovany prazdnou podmnoZinou je trividlni pod-
prostor {0} C V.,

Dokaz. (1) MnoZina vSech linearnich kombinaci

ajuy + - - -+ axug

na pravé strané (1) je jist¢ vektorovy podprostor a samozrejmé
obsahuje M. Naopak, kazd4 z jednotlivych linedrnich kombinac{
nutné¢ musi byt v (M) a prvni tvrzeni je dokazano.
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ReSeni. Mnozina U, neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime napf.,
7e je
(L 1L, D)+ (1L1,1)=(0,2,2) ¢ Uy.
Mnozina U, ovS§em podprostor tvori (nabizi se prirozené ztotoZnéni
s R?), protoze
(@1 +¢1) + (@ + ) = (a1 + a)x’ + (c1 + ),
k - (ax* +¢) = (ka)x* + ke

pro vSechna &isla ay, 1, az, ¢z, a,c, k € R. |

G. Linearni zavislost a nezavislost, baze

2.33. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o line-
arni nezdvislosti vektortd (1,2,3,1), (1,0,—-1,1), (2,1,—-1,3)
a(0,0,3,2).

ReSeni. ProtoZe je determinant

1 2 3 1
1 0 -1 1
21 -1 3= 10F0
00 3 2
nenulovy, jsou uvedené vektory linedrné nezavislé. ]

2.34. Necht jsou dany libovolné linedrné nezavislé vektory u, v, w, z
ve vektorovém prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V linedrné zdvislé

¢i nezdvislé vektory
u —2v,3u+w-—2z, u —4v +w+ 2z, 4v+ 8w + 4z.
ReSeni. UvaZované vektory jsou linedrn& nezdvislé pravé tehdy,

kdyz jsou linedrné nezdvislé vektory (1,-2,0,0), (3,0,1,—1),
(1’ _4’ 17 2)a (07 47 8, 4) \% R4. Je V§ak

1 -2 0 0
3 0 1 -1
| —4 1 2 |=73#0
0 4 8 4
tudiZ jsou uvazované vektory linedrné nezavislé. ]

2.35. Urcete vSechny konstanty a € R takové, aby polynomy
ax’> + x + 2, =2x> 4+ ax + 3ax* + 2x + a byly linedrn&
zavislé (ve vektorovém prostoru Ps;[x] polynomi jedné proménné
stupné nejvyse 3 nad redlnymi Cisly).

ReSeni. V bdzi 1, x, x* jsou soufadnice zadanych vektori (polynomii)
nasledujici: (a, 1,2), (—2,a, 3), (1,2, a). Polynomy budou linedrné
zévislé, pravé kdyZ bude mit matice, jejiz fadky jsou tvofeny soufadni-
cemi zadanych vektorli, mensi hodnost, neZ je pocet vektort. V tomto

pripadé tedy hodnost dvé a men$i. V pripade ¢tvercové matice niz§i

Tvrzeni (2) vyplyva okamZité z (1) a z definice vektorového
podprostoru a obdobné je z prvniho tvrzeni ziejmé i tvrzeni teti.
Konec¢né, nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoZe
prazdnou mnoZinu obsahuji v§echny podprostory a kazdy z nich
obsahuje vektor 0. (Il

2.28. Soucty podprostori. Kdyz uz mdme predstavu o generdto-
_ rech a jimi vytvdfenych podprostorech, méli bychom
rozumét i moZnostem, jak nékolik podprostort miize
——_vytvéret cely vektorovy prostor V.

_________l Sou¢TY PODPROSTORU —

Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor ge-
nerovany jejich sjednocenim, tj. (U;c; V;), nazyvame souctem pod-
prostorii V. Zna¢ime ) _;; Vi. Zejména pro kone¢ny polet pod-
prostorti Vi, ..., Vi € V piSeme

Vit +Vie=(ViuUV,U---UV).

Vidime, 7e kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostorti
mizeme vyjadfit jako linearni kombinaci vektorti z podprostort V;.
ProtoZe vSak je s¢itdni vektorti komutativni, 1ze k sob¢ poskladat
¢leny patiici do stejného podprostoru a pro koneény soucet k pod-
prostort tak dostdvame

Vi+Vo+-- -+ Vi={vi+--- v vieVii=1,....k}

Souc¢et W = Vi + --- + Vi C V se nazyva pfimy soucet podpro-
storti, jsou-li priniky vSech dvojic trividlni, tj. V; N V; = {0} pro
viechna i # j. UkdZeme, Ze v takovém piipadé lze kazdy vektor
w € W napsat pravé jednim zplisobem jako soucet

w=vy+ -+,

kde v; € V;. Skute¢né, pokud by tento vektor $lo zaroven vyjadrit
jako w = v] + - - - 4 v, potom

O=w—w= (v —v))+-+ (0 — vp).

Pokud bude v; — v; prvni nenulovy ¢len na pravé strang, pak tento
vektor z V; umime vyjadfit pomoci vektor z ostatnich podpro-
storti. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze V; ma se vSemi ostat-
nimi nulovy prinik. Jedinou moZnosti tedy je, Ze vSechny vektory
na pravé stran¢ jsou nulové a tedy je rozklad w jednoznacny.

Pro piimé soucty podprostorti piSeme

W=Vi® - @&Vi=_ V.

2.29. Baze. Nyni mame vSe pripravené pro pochopeni minimal-
nich mnozin generatort tak, jak jsme se s nimi vyporadali v roviné
R2.

_______.,‘ BAZE VEKTOROVYCH PROSTORU '___———-l
Podmnozina M C V se nazyva bdze vektorového prostoru 'V,

jestlize (M) = V a M je linedarné nezdvisla.

Vektorovy prostor, ktery ma konecnou bdazi, nazyvame
konecné rozmérny, poCet prvkii baze nazyvame dimenzi V.
Nema-li V kone¢nou bazi, fikime, 7e V je nekonecné rozmérny.
PiSeme dimV =k, k € N, pripadné k = oo. l
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hodnost nez7 je pocet fadk je ekvivalentni nulovosti determinantu dané
matice. Podminka na a tedy zn{
a
-2

2
31 =0,
1 a

N Q=

tj. a bude kofenem polynomu a® — 6a — 5 = (a + 1)(a® — a — 5), 1j.

dloha m4 tfi feSenf a; = —1, ap 3 = =21 O

2.36. Vektory (1,2, 1), (—1,1,0), (0,1, 1) jsou linedrn¢ nezavislé,
a proto spoleéné& tvoif bazi R3. (v bazi je nutné zadat i jejich pofadi).
Kazdy trojrozmérny vektor je tak néjakou jejich linedrni kombinaci.
Jakou jejich linedrni kombinaci je vektor (1, 1, 1), nebo-li jaké jsou
soufadnice vektoru (1, 1, 1) v bazi dané zminénymi vektory?

Reseni. Hleddme a, b, ¢ € R takové, aby

a(1,2,1) +b6(-1,1,004+¢(0,1,1) = (1, 1, 1).
Rovnost musf platit v kazdé soufadnici, dostdvame tak soustavu tfi li-

nedrnich rovnic o tfech nezndmych:

a — b = 1,
2a + b + ¢ = 1,
a + ¢ = 1,
jejimz vyfeSenim ziskdme a = %, b= —%, c= % Je tedy

1 1 1
L1L,D==-(1,2,)—=-(=1,1,00 + = - (0,1, 1),
( ) =7 )5 )+ 5« )

neboli soufadnice vektoru (1,1,1) v bazi ((1,2,1), (—1,1,0),

(0,1, 1)) jsou (3, —3, 3). 0

2.37. UvaZme komplexni ¢&isla C jako redlny vektorovy prostor.
Ur&ete soufadnice &fsla 2 +i v bazi dané kofeny polynomu x> + x + 1.
X v . v « . 1 . /3 1 . /3 )
ReSeni. ProtoZe kofeny polynomu jsou —35 + i a —5 — i%5°, mdme
urcit soufadnice (a, b) vektoru 2 + i v bazi (—% + iﬁ, —% — i‘/Tg).

Tato redlnd ¢isla a, b jsou jednoznaéné uréena pozadavkem

V3 V3

TR N S <
a > 1 ) 5 1 > = l.
Rozepsdnim rovnosti zvlast pro redlnou a imaginarni sloZku dosta-

vdme soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych:

1
—\/%a — \/%b 2
Jejim vyfeSenim ziskdme a = —2+ “?, b=-2— ‘/Tg, hledané soutad-
. . 1 1
nice tedy jsou (—2 + 7 -2 — 73). O

2.38. Poznamka. Jak pozorny Ctendf jisté postiehl, dloha neni zaddna
jednoznaéné, nemdme totiZ zadano potadi kofend polynomu, tudiZ ani
potadi bazovych vektort. Vysledek je tedy dan aZ na zménu poradi
soufadnic.

Abychom s takovou definici dimenze mohli byt spokojeni,
= potiebujeme védét, Ze riizné baze téhoZ prostoru bu-
@ ' dou mit vidy stejny pocet prvki. To skute¢né brzy

5“\\\ dokdZeme. VSimnéme si hned, Ze trividlni podprostor
ES je generovan prazdnou mnoZzinou, kterd je ,,prazdnou”
bazi. M4 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.

Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako
uspofadanou k-tici v = (vy...,vx) bazovych vektort. Jde tu
predeviim o zavedeni konvence: U koneéné rozmérnych podpro-
stortt budeme totiz vZdy uvazovat bdzi v¢etné zadaného potadi
prvkd, i kdyz jsme to takto, striktné vzato, nedefinovali.

Zjevng, je-li (v, ..., v,) bazi V, je cely prostor V piimym
sou¢tem jednorozmérnych podprostort

V =(w)®: - @& (va).

Okamzitym duasledkem vySe odvozené jednoznaénosti roz-
kladu jakéhokoliv vektoru ve V do komponent v pfimém souctu
davd jednozna¢né vyjadieni

w=x1v1 + -+ XpVp

a dovoluje ndm tedy po volbé baze opét vidét vektory jako n—
tice skalard. K tomuto pohledu se vratime vzapéti v odstavci 33,
jak jen dokon¢ime diskusi existence bdzi a souctll podprostorti
v obecné poloze.

2.30. Véta. Z libovolné konecné mnoZiny generdtorii vektorového
prostoru 'V Ize vybrat bdzi. KaZdd bdze konecnérozmérného pro-
storu V. md pritom stejny pocet prvkii.

Dtkaz. Prvni tvrzeni ukdZeme snadno indukci pfes pocet ge-
. neratort k.

Jedin€ nulovy podprostor nepotiebuje Zadny generator
¢ atedy umime vybrat prazdnou bazi. Naopak, nulovy vektor
vybrat nesmime (generatory by byly linearn€ zavisl€) a nic
jiného uZ v podprostoru neni.

Abychom méli induk¢ni krok ptirozenéjsi, probereme jesté
piimo piipad k = 1. Mame V = ({v}) a v # 0, protoze {v} je li-
nearné nezdvisla mnoZina vektort. Pak je ovSem {v} zaroveni baze
vektorového prostoru V.

Predpokladejme, 7e tvrzeni plati pro k& = n, a uvaZme
V = (v1, ..., Upt1 ). Jsou-li vy, ..., vy linedrné nezavislé,
pak tvofi bazi. V opaéném piipadé existuje index i takovy, zZe

vi =ajvy + -+ ai—1Vi—1 + ai41Vi41 + -+ App1 V1.

PakovsemV = (v, ..., vi—1, Vit1, -
bazi (podle indukéniho predpokladu).

Zbyva ovétit, Ze baze maji vzdy stejny pocet prvkl. UvaZujme
bazi (vi, ..., vy) prostoru V a libovolny nenulovy vektor

..y Up41) ajiZ umime vybrat

u=avi+---+av, €V
s a; # 0 pro jisté i. Pak

1
v = ;(u — (a1v1 + -+ @i o1 + aip1vig 4 -+ apvy)),
1

a proto také (u, vy, ..., Vi—1, Vig1, ..., V) = V.

Ovéfime, Ze je to opét baze: Kdyby pfidanim u k linedrné ne-
zavislym vektorim vy, ..., v;i_1, Vi+1, - . . , Uy vZnikly linedrné za-
vislé vektory, pak by u bylo jejich linearni kombinaci. To by zna-
menalo

V ={(vy,..
coZ nenf moZzné.

Vi1, Vigls - v -5 Up),
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Déle se na tomto misté vyjadieme k tzv. ,usmériiovani zlomkd,
tedy odstrafiovdni odmocnin z jejich jmenovatele. Autofi nemaji vy-
hranény nédzor, zda by se usmériiovat mélo, ¢i ne (Je hezi \/?3 nebo
L") A% nékter}’fch pfipadech vSak je usmériiovani nezadouci: ze
Zlomku f okamZité odecteme, Ze jeho hodnota je o néco mdlo vétsi
nez 1 (nebof +/35 je jen o malo mensi neZ 6), kdezto z usmérnéného

zlomku 6“/7 nevidime na prvni pohled nic.

2.39. Uvazme komplexni ¢isla C jako realny vektorovy prostor. Uréete
soufadnice &isla 2 + i v bdzi dané kofeny polynomu x*> — x + 1.

2.40. Pro jaké hodnoty parametri a, b, ¢ € R jsou vektory (1, 1, a, 1),
(1,b,1,1), (¢, 1,1, 1) linearn€ zavislé?

2.41. Necht je dan vektorovy prostor V a n¢jaka jeho baze sloZend

z vektorti u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v-5w—z, 3w-—-7z, u—w+z

linearn€ (ne)zavislé.
2.42. Dopliite vektory 1 — x*> +x°, 1 + x> + x*, 1 — x — x° na bazi

prostoru polynomt stupné nejvyse 3.
2.43. 'Tvofi matice

1 0 1 4 -5 0 1 -2

1 =2) 0 -1/’ 3 0/ 0 3
béazi vektorového prostoru Ctvercovych dvourozmérnych matic?

ReSeni. Uvedené &tyfi matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic

linedrné nezdvislé. Vyplyva to z toho, Ze matice

1 1 =5 1
0 4 0 =2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. regularni, cozZ je mimochodem ekvivalentni libovolnému z nésle-
dujicich tvrzeni: jeji hodnost je rovna rozméru; lze z ni pomoci fddko-
vych elementdrnich transformaci obdrZet jednotkovou matici; existuje
k nif matice inverzn{; ma nenulovy determinant, roven 116; ji zadand
homogenni soustava linedrnich rovnic ma pouze nulové feSeni; kazdy
nehomogenni linedrni systém s levou stranou uréenou touto matici ma
pravé jedno feSeni; obor hodnot linedrnitho zobrazeni, jeZ zaddva, je

vektorovy prostor dimenze 4; toto zobrazeni je injektivni. ]

2.44. VR3jsouddny podprostory U a V generované po fadé vektory
(1,1,-3), (1,2,2) a (1,1,=-1), (1,2, 1), (1,3,3).

Naleznéte prinik téchto podprostort.

TakZe jsme dokdzali, Ze pro libovolny nenulovy vektoru € V
existuje i, | <i < n, takové, Ze (u, v1, ..., Vi—1, Vi4l, ..., Up) j&
opét baze V.

Déle budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linearné neza-
vislou mnozinu uq, .. ., uy abudeme postupné pfidavatuy, us, . ..
vzdy vyménou za vhodné v; podle predchoziho postupu. Musime
pritom ovéfit, Ze takové v; vZdy bude existovat (tj. Ze se nebu-
dou vektory u vyménovat vzidjemné). Predpokladejme tedy, Ze jiz
mame umisténé uy, ..., ug. Pak se ug4 jist€ vyjadif jako linedrni
kombinace téchto vektoril a zbylych v;. Pokud by pouze koeficien-

ty uuy, ..., ug byly nenulové, znamenalo by to, Ze jizZ samy vek-
tory uq, ..., ug+1 byly linedrné zavislé, coz je ve sporu s nasimi
predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme bazi, ve které
z pvodni baze doslo k viyméné k vektord za nové. Pokud by k > n,
pak jiZ v n-tém kroku obdrzime bézi vybranou z novych vektorii
u;, coZ znamend, ze tyto nemohou byt linedrné nezdvislé. Zejména
tedy neni moZné, aby dv€ baze mély riizny pocet prvki. (]

Ve skutecnosti jsme dokdzali silnéjsi tvrzeni, tzv. Steinitzovu
vétu o vymené, kterd tikd, Ze pro kaZzdou konecnou bézi v a kazdy
systém linearné nezavislych vektorti ve V umime najit podmnoZinu
bazovych vektorti v;, po jejichZ zaméné za zadané nové vektory
opét dostaneme bazi.

2.31. Dusledky Steinitzovy véty o vymeéné. Diky moZnosti
volné volit a vyméiiovat bazové vektory miZeme
_ okamzit¢ dovodit pékné (a intuitivn¢ snad také
ocekavané) vlastnosti bazi vektorovych prostort:

Tvrzeni.
prostoru maji stejny pocet vektori, tzn. Ze naSe definice di-
menze nezavisi na volbé bdze.

(1) KaZdé dvé bdze konecné rozmérného vektorového

(2) Mda-li 'V konecnou badzi,
mnoZinu doplnit do bdze.

(3) Bdze konecné rozmérnych vektorovych prostorii jsou prdavé ma-
ximalni linedrné nezavislé mnoZiny.

(4) Baze prostoru s konecnou dimenzi jsou prdvé minimdlni
mnoZiny generdtori.

lze kazZdou linedrné nezdavislou

vvvvvv

lem dimenz{ podprostoru a jejich souctu:

Dusledek. Necht W, Wi, Wy C 'V jsou podprostory v prostoru
V konecné dimenze. Pak plati

(1) dmW <dimV,
(2) V=W, pravé kdyZdimV = dim W,
(3) dim W + dim W, = dim(W; + W») + dim(W; N W).

Duokaz. Zbyva dokdzat pouze posledni tvrzeni. To je zfejmé,
pokud je dimenze jednoho z prostori nulova. Predpo-
kladejme tedy dmW; = r > 1,dmW, = s > 1
a necht (wy ..., w;) je bize W1 N W, (nebo prazdnd
= mnozina, pokud je prunik trividlnf).

Podle Steinitzovy véty o vyméné lze tuto bdzi priniku
doplnit na bazi (wi, ..., w, U1, ...,u,) pro Wi a na bazi
(w1 ..., W, Vg1, - .., V) pro Wa. Vektory

Wiy ooes Wy U]y o v o s Upy U] o5 Us
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ReSeni. Podprostor V md dimenzi pouze 2 (nejedna se tedy o cely
prostor R?), nebof

I 1 -1 1 11
12 1|=|1 2 31=0
1 3 3 -1 1 3

a nebof libovolnd dvojice z uvaZzovanych tfech vektort je ocividné li-
nedrn€ nezdvisld. Stejné snadno vidime, Ze také podprostor U ma di-

menzi 2. Soucasné je

111
1 2 1|=24#0,
-3 2 -1

a proto vektor (1, 1, —1) nemiZe ndleZet do podprostoru U. Priinikem
rovin prochdzejicich pocitkem (dvojrozmérnych podprostori) v troj-
rozmérném prostoru musi byt alespoil pifimka. V nasem pripadu je
jim pravé piimka (podprostory nejsou totozné). Urcili jsme dimenzi

priniku — je jednodimenziondlni. V§imneme-li si, Ze
1-(1,1,-3)+2-(1,2,2) =3,5, ) =1-(1, L, =D +2-(1,2, 1),

dostdvame vyjadfeni hledaného pruniku ve tvaru mnoZiny vSech ska-
larnich ndsobkl vektoru (3,5,1) (jednd se o piimku prochdzejici

pocatkem s timto smérovym vektorem). O

2.45. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vek-
toryu; = (—1,3, -2, 1), u, = 2,-1,-1,2), u3s = (—4,7,-3,0),
us = (1,5, =5, 4) vybranim néjaké maximalni mnoziny linedrn€ ne-
zavislych vektord u; (tj. vybranim baze).

ReSeni. SepiSeme vektory u; do sloupcti matice a obdrZzenou matici

s vz

upravime pomoci fddkovych elementarnich transformaci. Takto zis-

kame
-1 2 -4 1 2 0 4 1 2 0 4
3 -1 7 5 -1 2 -4 1 0 -4 5
-2 -1 -3 -5 3 -1 7 5 0o -7 7 =7
1 2 0 4 -2 -1 -3 =5 0 3 -3 3
1 2 0 4 1 2 0 4 1 0 2 0
0 1 -1 5/4 0 1 -1 5/4 01 -1 0
0 1 -1 1 0 0 0 -—1/4 0 0 0 1
00 0 0 0 0 0 0 00 0 0

Odtud vyplyvé, Ze linedrné nezdvislé jsou pravé vektory uy, us, us,
tj. pravé ty vektory odpovidajici sloupctim, které obsahuji prvni nenu-

lové &islo néjakého fadku. Navic odsud plyne (viz tfeti sloupec)
2-(-1,3,-2,1)—-(2,—-1,—-1,2) = (—4,7,-3,0). ]

2.46. Ve vektorovém prostoru R* jsou dény trojrozmérné podpro-
story

U = (uy, uy, us), V = (v1, v2, v3),

jisté generuji Wi+ W,. UkdZeme, Ze jsou pritom linearné nezavislé.
Necht tedy

ajwy + -+ awy + by + .
st bty +Cp Vg1 + o vy =0,

Pak nutné

—(Crp1 Vg1 + e vg) =
=ap-wit-coFa Wby gy + by cuy
musi patfit do Wi N W. To ale m4 za nasledek, Ze
bt =---=b, =0,
protoZe tak jsem dopliiovali nase baze. Pak ovSem i

@y wi+ @ w g Vg ot ey =0,

a protoZe piislusné vektory tvofi bazi W, jsou viechny koeficienty
nulové.

Tvrzeni (3) nyni vyplyva z piimého pfepocitani generatorl.

O

2.32. Priklady. (1) K" ma (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi
n. Bazi je napf. n-tice vektorti

(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0, 1)).

Tuto bdzi nazyvame standardni bdze v K". VSimnéme si, Ze
v piipad¢ kone¢ného pole skalart, napf. Zx, ma cely vektorovy pro-
stor K" jen kone¢ny pocet k" prvki.

(2) C jako vektorovy prostor nad R ma dimenzi 2, bazi tvoii
napt. ¢isla 1 ai.

(3) K, [x1, tj. prostor polynom stupné nejvyse m, md dimenzi
m + 1, bazi je napf. posloupnost 1, x, x>, ..., x™.

Vektorovy prostor K[x] vSech polynomi ma dimenzi oo,
umime vSak jesté stdle najit bazi (i kdyZ s nekone¢né mnoha prvky):
1, x, xz, R

(4) Vektorovy prostor R nad Q ma dimenzi co a nemd spocet-
nou bazi.

(5) Vektorovy prostor v§ech zobrazeni f : R — R ma také
dimenzi co a nema spocetnou bazi.

2.33. Souradnice vektord. JestliZe pevné zvolime bazi
. (v1, ..., vy) koneéné rozmérného prostoru V, pak
muiZeme kazdy vektor w € V vyjadrit jako linedrn{
kombinaci v = ajvy + - - - + a,v,. Pfedpokladejme,
7e to udélame dvéma zplsoby:

7
[
{
/

7

Potom ale

w=ayvy+---+ayv, =bjvy + -+ byvy.

0=(ar —b1)-vi+ -+ (an —by) - vy,

a proto a; = b; pro viechnai = 1,...,n. Dospéli jsme proto
k zavéru:

V konecné rozmérném vektorovém prostoru lze kazdy vektor
zadat pravé jedinym zpasobem jako linedrni kombinaci bdzovych
vektord. Koeficienty této jediné linedrni kombinace vyjadfujici
dany vektor w € V ve zvolené bazi v = (vy, ..., v,) se nazyvaji
soutadnice vektoru w v této bazi.

Kdykoliv budeme mluvit o soufadnicich (ay, .. ., a,) vektoru
w, které vyjadfujeme jako posloupnost, musime mit pevné zvo-
lenu i posloupnost bdzovych vektord v = (vy, ..., v,). Jakkoliv
jsme tedy baze zavedli jako minimalni mnoZiny generdtorti, ve
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pricemz
1 1 1
1 1 0
up = 11 Uy = ol Uz = 1 )
0 1 1
1 1 1
1 -1 -1
vy = R U2 = 1| U3 = 1
—1 -1 1

Urcete dimenzi a libovolnou bazi podprostoru U N V.

Reseni. Do podprostoru U NV néleZi pravé ty vektory, které je mozné
obdrzZet jako linedrni kombinaci vektort u; a také jako linedrni kombi-

naci vektord v;. Hleddme tedy ¢isla xq, x2, X3, y1, 2, ¥3 € R takova,

aby platilo
1 1 1 1 1 1
1 n 1 n of _ 1 n -1 " -1
N B 210 REN I I Y21 »Bl1_11
0 1 1 -1 -1 1
tj. hleddme feSeni soustavy
X+ x2 4+ x3 =y + y + ¥,
X1+ X = Y — 2 — ¥
X + X3 = —=y1 + Y2 — V3
X2 + X3 = —=y1 — Y + s

Pfi maticovém zdpisu této homogenni soustavy (a pfi zachovani poradi

proménnych) je

111 -1 -1 -1 11 -1 -1 -1
110 -1 1 1 0 0 -1 0 2 2
1 o1 1 -1 1] o =1 0o 2 o 2]
o1 1 1 1 -1 o 1 1 1 1 -1
T S TS R 111 -1 -1 -1
o1 1 1 1 -1 01 1 1 1 -1
oo =1 0 2 2| loo 1 o —2 —2f”
o0 1 3 1 1 000 1 1 1
1110 0 0 1 000 0 2
01 10 0 =2 0100 2 0
oo 10 2 2|7 loo 10 2 =
000 1 1 1 000 1 1 1

Dostavame tak feSeni
X1 ==2t, xp=—-285, x3=254+2t, )1 =—s—1, y, =S, y3 =1,

t, s € R. Odtud dosazenim ziskavame obecny vektor priiniku

X1+ x2 + x3 0
X1+ x | -2t —-2s
X1+ x3 o 2s
Xy + x3 2t

skute¢nosti s nimi budeme pracovat jako s posloupnostmi (tedy
s uspofadanymi mnozinami, kde je pevné zadano poradi bazovych

prvki).
Prirazeni, které vektoru u = ajv; + --- + a,v, ptifadi I

jeho soufadnice v bazi v, budeme znalit stejnym symbolem
v : V. — K" M4 tyto vlastnosti:

D) v +w) =vW) +vw); Yu,w eV,

2) v@-u)y=a-v(u); VaeK,Vu € V.

PRIRAZENT SOURADNIC VEKTORUM

Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych stranich té€chto
rovnic nejsou totozné, naopak, jde o operace na
riznych vektorovych prostorech! Pfi této piileZitosti
— "~ se také miZeme zamyslet nad obecnym piipadem
baze M (mozZna nekone¢né rozmérného) prostoru V. Béze pak ne-
musi byt spocetnd, pordd ale jeSté¢ mlzeme definovat zobrazeni
M : V. — KM (tj. soufadnice vektoru jsou zobrazeni z M do
K).

Uvedené vlastnosti pfifazeni soufadnic jsme vidéli uz diive
u zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali linearn{ (zacho-
vavaly na$i linedrni strukturu v roving). NeZ se budeme vénovat po-
drobngéji zavislosti soufadnic na volbé baze, podivame se obecnéji
na pojem linearity zobrazeni.

2.34. Linearni zobrazeni. Pro jakékoliv vektorové prostory
(kone¢né i nekone¢né dimenze) definujeme
74
Llinearitu“ zobrazeni mezi prostory obdobng,
—_jako jsme to vidéli jiZ v roving R?:
DEFINICE LINEARNICH ZOBRAZEN({

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalara I
K. Zobrazeni f : V — W se nazyva linedrni zobrazeni (homo-
morfismus), jestlize plati:

M fut+v)=f@)+ fQ), Vu,veV,
2) fa-u)y=a-f(u), Vaek, Yu €V.

Samoziejmé, Ze jsme takova zobrazenf jiz vidéli ve formé na-
sobeni matic:
fK'S> K" x—> A-x

s matici typu m /n nad K.

ObrazIm f := f(V) C W je vzdy vektorovy podprostor, pro-
toZe linearni kombinace obrazd f (u;) je obrazem linedrni kombi-
nace vektord u; se stejnymi koeficienty.

Stejné tak je vektorovym podprostorem mnoZina vSech vek-
tort Ker f := f _1({0}) C V, protoZe linearni kombinace nulo-
vych obrazli bude vZdy zase nulovym vektorem. Podprostor Ker f
se nazyvd jadro linedrniho zobrazeni f.

Linedrni zobrazeni, které je bijekci, nazyvame izomorfismus.

Podobné jako u abstraktn{ definice vektorovych prostorti, opét
je tfeba oveérit zdanlivé samoziejma tvrzeni vyplyvajici z axiomd:

Tvrzeni. Nech? [ 1V — W je linedrni zobrazeni mezi libovol-
nymi vektorovymi prostory nad tymz polem skaldrii K. Pro vsechny
vektory u, uy, ..., ux € V a skalary ay, ..., ax € K plati:

(1) f(0)=0,
(2) f(—u)=—f(u),
(3) flar-ur+ - +ai-u) =ai-

flu) 4+ +ag - fup),
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Vidime, Ze

0 0
: 1 -1
dimU NV =2, UﬂV=< HE 0 >
1
O
2.47. Uvedte n¢jakou bazi podprostoru
1 2 0 1 -1 0 -2 -1
U =< 34,02 3], 11 2.0 1 >
56 4 5 3 4 2 3

vektorového prostoru redlnych matic 3 x 2. Tuto bazi dopliite na bazi
celého prostoru.
ReSeni. Pripomerime, Ze bazi podprostoru tvoif mnozina linedarné ne-

zavislych vektord, které generuji uvaZovany podprostor. Protoze

1 2 01 -1 0
—1-13 4] + 2-{2 3 = 1 21,
56 4 5 3 4
1 2 01 -2 -1
213 4] + 3-{12 3 = 0 1],
56 4 5 2 3

cely podprostor U je generovdn pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty
jsou potom linedrné nezdvislé (jedna neni ndsobkem druhé), a tak
zaddvaji bazi. Chceme-li ji doplnit na bazi celého prostoru redlnych
matic 3 x 2, musime najit dal§i ¢tyfi matice (dimenze celého pro-
storu je zjevné 6) takové, aby vyslednd Sestice byla linedrné nezavisla.

MiiZzeme vyuZit toho, Ze zndme napt. standardni bazi

1 0 0 1 00 00 00 00
0 0,10 0,111 O}, {0 1},1{0 O}, {0 O
0 0 0 0 00 00 1 0 0 1

prostoru redlnych matic 3 x 2, ktery lze pfimo ztotoZnit s RS.
SepiSeme-li dva vektory bdze U a vektory standardni bdze celého
prostoru v tomto poradi, vybérem prvnich 6 linedrn€ nezavislych

vektort dostaneme hledanou bazi. Pokud v§ak uvazime, Ze kupf.

1 00 00O
210000
32100 0 _ |
430100 ’
540010
6 50 0 01
miZeme ihned bazového vektory

1 2 01

3 41, 2 3

56 4 5

(4) pro kaZdy vektorovy podprostor Vi C 'V je jeho obraz f (V1)
vektorovy podprostor ve W,
(5) pro kaZdy podprostor Wi C W je mnoZina

FIWD = e Vs f(v) € W)
vektorovy podprostor ve V.

Duikaz. Pocitime s vyuZitim axiom, definic a jiZ dokdza-
nych vysledkil (dohledejte si pfipadné samostatné!):

O =fu—w=f(A-1-u)=0-fu) =0,
f(uw) = f((=D-u) = (=1)- f(u) = —f(u).

vy -

Vlastnost (3) se ovéii snadno z defini¢nfho vztahu pro dva
sc¢itance indukci pres pocet s¢itanct. Z platnosti (3) nyni plyne, Ze
(f (V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.

Je-li naopak f(u) € Wy a f(v) € Wi, pak pro libovolné
skalary budei f(a-u+b-v)=a- f(w)+b- fv)ye W;. O

2.35. Jednoduché dusledky.

(1) Slozenigof : V — Z dvoulinearnich zobrazeni f : V — W
ag: W — Z jeopét linearni zobrazeni.

(2) Linedrni zobrazeni f : V — W je izomorfismus, pravé kdyz
Im f = WaKer f = {0} C V. Inverzni zobrazeni k izomor-
fismu je opét izomorfismus.

(3) Pro libovolné podprostory Vi, Vo € V a linearn{ zobrazen{
f:V — Wplati

SVi+V2) = f(V) + f(V2),
fvinvy) € f(Vi) N f(Va).

(4) Zobrazeni ,ptitazeni soufadnic” u : V — K" dané libovolné
zvolenou bazi u = (uy, ..., u,) vektorového prostoru V je
izomorfismus.

(5) Dva kone¢né rozmérné vektorové prostory jsou izomorfni,
pravé kdyz majf stejnou dimenzi.

(6) Slozeni dvou izomorfismi je izomorfismus.

Dtkaz. Ovéfeni prvniho tvrzeni je velmi snadné cviceni.
: Pro dikaz druhého si uvédomme, Ze je-li f line-
=/ arni bijekce, pak je vektor w vzorem linedrni kombi-
nace au + bv, tj. w = £~ (au + bv), pravé kdyz

Je tedy také w = af ~'(u) + bf ' (v) a tedy je inverze k linedrni
bijekci opét linedrni zobrazeni.

Dale, f je surjektivni, pravé kdyZ Im f = W, a pokud
Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruCuje f(u —v) =0, tj. u = v.
Je tedy v tom piipadé f injektivni.

Dalsi tvrzeni se dokdZe snadno piimo z definic. Najdéte si pro-
tipfiklad, Ze v dokazované inkluzi opravdu nemusf{ nastat rovnost!
Zbyvajici body jsou jiz zfejmé. (]

2.36. Opét souiradnice. Uvazujme libovolné vektorové prostory

VaWnadKsdim V = n,dim W = m a méme
"=® linedrni zobrazeni f V. — W. Pro kazdou volbu
i baziu = (uy, ..., up)naV,v = (vq, ..., v,) na

U W mame k dispozici pfislusna prifazeni soufadnic a celou
situaci n€kolika pravé zminénych zobrazen{ zachycuje nasledujici
diagram:
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podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)

00 00 0 0 0 0
1 0], 0 1], 0 0], 00
00 00 1 0 01

na bézi. Upozornéme, Ze vySe uvedeny determinant lze vyc&islit velmi
snadno — je roven souinu prvkl na diagonéle, nebof matice je v dol-
nim trojihelnikovém tvaru (nad diagondlou jsou vSechny prvky nu-
lové). O

H. Linearni zobrazeni

Jak popsat analyticky shodné zobrazeni v roviné €i prostoru jako
je rotace, osovd symetrie Ci zrcadleni, nebo projekci tfirozmérného
prostoru na dvojrozmérné platno? Jak popsat zvétSeni obrazku? Co
maji spolecného? Jsou to vSechno linedrnf zobrazeni. Znamend to, Ze
zachovdvaji jistou strukturu roviny ¢i prostoru. Jakou strukturu? Struk-
turu vektorového prostoru. Kazdy bod v roving je popsdn dvéma v pro-
storu pak tfemi souradnicemi. Pokud zvolime pocatek soutfadnic, tak
ma smysl mluvit o tom, Ze néjaky bod je dvakrat dal od pocatku stej-
nym smérem nez jiny bod. Také vime, kam se dostaneme, posuneme-
li se o néjaky tsek v jistém sméru a pak o jiny dsek v jiném sméru.
Tyto vlastnosti miZzeme zformalizovat, hovoiime-li o vektorech v ro-
viné, ¢i prostoru a o jejich ndsobcich, ¢i souctech. Linedrni zobrazeni
ma pak tu vlastnost, Ze obraz souctu vektorl je soucet obrazli s¢itanych
vektorli a obraz ndsobku vektoru je ten stejny ndsobek obrazu ndsobe-
ného vektoru. Tyto vlastnosti pravé maji zobrazeni zminénd v tvodu
tohoto odstavce. Takové zobrazeni je pak jednozna¢né ureno tim, jak
se chovd na vektorech néjaké baze (to je v roviné obrazem dvou vek-
torl neleZicich na pfimce, v prostoru obrazem tii vektord neleZich v ro-
ving).

A jak tedy zapsat né€jaké linedrni zobrazeni f na vektorovém pro-
storu V? Zaénéme pro jednoduchost s rovinou R?: predpokladejme,
Ze obraz bodu (vektoru) (1, 0) je (a, b) a obraz bodu (0, 1) je (c, d).
Tim uZ je jednoznaéné€ uréeny obraz libovolného bodu o soufadnicich
(u,v): f((u,v)) = fu(,0)+v0,1) =uf(1,0) +vf(1,0) =
= (ua, ub) + (vc, vd) = (au + cv, bu + dv), coz mizeme vyhodné

zapsat nasledujicim zptisobem:

a c u\y fau+cv
b d)\v) \bu+dv)
Lineédrni je tedy zobrazeni jednoznacné dané matici. Navic po-

kud mdme dalsi linedrni zobrazeni g, dané matici (; £ ), tak snadno

Wy

spocitdme (Ctendr si jist€ ze zdjmu sdm ovéii), Ze jejich sloZeni g o f

. . . ¢ [ ae+fc be+df
je ddno matic{ (ag+ch bg-+dh ) .

f

Vv—m W

(| S
fu,v

K™ oo o M
Spodnf §ipka f, v je definovdna zbylymi tfemi, tj. jako zobrazeni
jde o sloZeni

-1
fi uy =V0 fou .
____l MATICE LINEARN{HO ZOBRAZEN{ l_____——l
Kazdé linearni zobrazen{ je jednozna¢né ur¢eno svymi hodno-

tami na libovolné mnozing generdtori, zejména tedy na vektorech
baze u. OznaCme

flur) =an -vi+ay-v2+-+amvm,

fuz) =aip-vi+axn-va+--+amin,

fuy) =ay, -vi+ay-v2+- -+ AupVm,

tj. skaldry a;; tvoii matici A, kde sloupce jsou soufadnice hodnot
f(uj) zobrazeni f na bazovych vektorech vyjadfené v bazi v na
cilovém prostoru W.

Matici A = (a;;) nazyvdme matici zobrazeni f v béazich u, v. l

Pro obecny vektor u = xju; + --- + x,u, € V spocteme
(vzpomerime, Ze s¢itani vektori je komutativni a distributiva{ viici
nasoben{ skalary)

f@ =xif)+-+x,f(un) =
= x1(anvi+ - +amvy) + -+
+ xp(@ainvi+ - - +amnvm) =
= (x1a11+ - +xpain)vr + -+ (X1am1 - X nn) V-

Pomoci ndsobeni matic Ize nyni velice snadno a piehledné za-
psat hodnoty zobrazeni f, ,(w) definovaného jednoznacéng pied-
chozim diagramem. P¥ipomertime si, Ze vektory v K" chapeme jako
sloupce, tj. matice typu r/1

Jup@w)) =v (f(w)) = A - u(w).

Naopak, mame-li pevné zvoleny baze na V i W, pak kazda
volba matice A typu m/n zadava jednoznaCn¢ linedrni zobrazen{
K" — K™ atedy i zobrazeni f : V — W. Mame-li tedy zvo-
leny baze prostort V a W, odpovida kazdé volb& matice typu m /n
pravé jedno linearni zobrazeni V — W. Ukdzali jsme bijekci mezi
maticemi pfislu$ného rozméru a linedrnimi zobrazenimi V. — W,

2.37. Matice piechodu mezi souradnicemi. Jestlize za
V i W zvolime tentyZ prostor ale s riznymi bazemi,
a za f identické zobrazeni, vyjadfuje postup z pied-
choziho odstavce vektory bdze u v soufadnicich
= vzhledem k v. Oznaéme vyslednou matici 7. Kdyz
pak zaddme vektor u
U =xiuy+ -+ xpuy,
v soufadnicich vzhledem k 1 a dosadime za u; jejich vyjadfeni po-
moci vektordl z v, obdrzime soufadné vyjadfeni x = (x1, ..., X,)
téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu pieskladat poradi sc¢itancti
a vyjadfit skaldry u jednotlivych vektort baze.
Ve skutecnosti ted’ délame totéZ, co v predchozim odstavci pro
specidlni ptipad identického zobrazeni idy na vektorovém prostoru
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To nds vede k tomu, abychom ndsobeni matic definovali timto
zpisobem, tedy aby aplikace zobrazeni na vektor byla ddna matico-
vym ndsobenim matice zobrazeni se zobrazovanym vektorem a aby
sloZeni zobrazeni bylo ddno sou¢inem matic jednotlivych zobrazeni.
Obdobné to funguje v prostorech vyS$§i dimenze. Ziroveii tato Gvaha
znovu ukazuje to, co jiz bylo dokdzdno v (Z3), totiZ Ze ndsobeni ma-
tic je asociativni, ale neni komutativni, nebof tomu tak je u skladani
zobrazeni. To je tedy dal$i z motivaci, pro¢ se zabyvat vektorovymi
prostory.

Ptfipomeiime si nyni, Ze v prvni kapitole jsme jiZ pracovali s ma-
ticemi nékterych linedrnich zobrazen{ v roving R?, zejména rotace ko-
lem bodu a osové symetrie (viz [ 31 a [37).

Nyni zkusme zapsat matice linedrnich zobrazeni z R? do R3. Jak
vypadd matice rotace ve tfech rozmérech? Zaénéme specidlnimi (pro

popis jednodus§imi) rotacemi kolem soufadnicovych os.

2.48. Matice rotaci kolem os v R, Napiste matice zobrazen{ rotaci

o tihel @ postupné kolem (orientovanych) os x, y, z v R? .

Reseni. P¥i rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme x) se
ptislus$nd soufadnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zby-
lymi osami pak jiZ je rotace ddna zndmou matic{ typu 2/2.

Postupné tedy dostdvame nésledujici matice — rotace kolem osy z:

cosp —sing 0
singp cosgp O],
0 0 1
rotace kolem osy y:
cosep 0 sing
0 1 0 ,
—sing 0 cosg
rotace kolem osy x:
1 0 0
0 cosgp —sing
0 sing cose

U matice rotace kolem osy y mdme jinak znaménko u ¢. Chceme to-
tiz, stejn€ jako u ostatnich os rotaci kolem osy y v kladném smyslu,
tedy takovou, Ze pokud se divdme proti sméru osy y, tak se svét toci
proti sméru hodinovych ruci¢ek. Znaménka v maticich jsou zdvisld na
orientaci nasi soutadné soustavy. Obvykle se v tifrozmérném prostoru
voli tzv. ,,pravotocivd soustava soufadnic*: polozime-li ruku na osu
x tak, aby prsty byly po sméru osy a abychom mohli osu x otocit v ro-
viné xy do osy y tak, aby souhlasily jejich sméry, pak palec by mél
ukazovat ve sméru osy z. V takové soustavé jde o rotaci v zdporném
smyslu v roviné xz (tedy osa z se otd¢i smérem k x). Rozmyslete si

kladny a zdporny smysl rotace pod€l vsech tf os. ]

V. Matice tohoto identického zobrazeni je T a tedy nutné mus{
naznaceny piimy vypocet dat x = T - x. Situace je zobrazena na

diagramu: )
idy

\% |4
Ml ~ ~ LU
KA o 00 e

Vyslednou matici T nazyvame matice prechodu od baze u vek-
torového prostoru V k bézi v téhoZz prostoru.
Piimo z definice vyplyva:

—

J VYPOCET MATICE PRECHODU

|
1

Tvrzeni. Matici T prechodu od bdze u k bdzi v ziskdme tak, Ze
souradnice vektorii bdze u v bdzi v napiseme do sloupcii matice T.

Funkce matice pfechodu je takova, Ze zndme-li soufadnice
x vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi vyna-
sobenim sloupce x matici prechodu (zleva). ProtozZe inverzni zob-
razen{ k identickému je opét totéZ identické zobrazeni, je matice
prechodu vZdy invertibilni a jejf inverze je prav€ matice pfechodu
opa¢nym smérem, tj. od baze v k bazi u.

2.38. Vice sourradnic. Nyni si ukaZzeme, jak se skladaji soufadna
vyjadfen{ linedrnich zobrazeni. Uvazme jesté dalsi
vektorovy prostor Z nad K dimenze k s bazi w, li-
nedrni zobrazeni g : W — Z a ozna¢me pfislu$nou
matici gy w.

1% ! w g z
ulf\- va ’Vlw
KT gem Bk

SloZeni g o f na hornim fadku odpovidd matici zobrazen{
K" — K* dole a pfimo spo¢teme (piSeme A pro matici f a B pro
matici g ve zvolenych bazich):

1

Suw © fup(¥) =wogov ovofou
=B-(A-x)=(B-A) -x=(go NHuwk

pro viechna x € K". Sklddan{ zobrazeni tedy odpovidd ndsoben{
prislusnych matic. VSimnéte si také, Ze isomorfismy odpovidaji
pravé invertibilnim maticim.

Stejny postup ndm dava odpovéd na otazku, jak se zméni ma-
tice zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hod-
not:

idy Vv f W idw W
u/L: Ml: :LU :Lv’
K* oo T ... K" oo f’ ....... ~ K™ S_] .... ~ K™

kde T je matice piechodu od u’ k u a S je matice pfechodu od
v' kv. Je-li tedy A plivodni matice zobrazeni, bude nova ddna jako
A= STTAT.

Ve specidlnim pifipadé linearniho zobrazeni f : V — V. .
zobrazeni ma stejny prostor V jako defini¢ni obor i obor hodnot,
vyjadfujeme zpravidla f pomoci jediné baze u prostoru V. Pak
tedy pfechod k nové bazi u’ s matici piechodu T od u’ k u bude
znamenat zm&nu matice zobrazeni na A’ = T~ AT.
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Znalost matic rotaci kolem soufadnicovych os ndm jiZ umoziuje
napsat matici rotace kolem libovolné (orientované) osy. Zacnéme

s konkrétnim piikladem:

2.49. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o dhel 7/3 kolem
pfimky prochdzejici pocdtkem s orientovanym smérovym vektorem
(1, 1, 0) ve standardn{ bazi R>.

Reseni. Uvedené otoden{ lze ziskat sloZenim po fadé& t&chto tff zobra-
zeni:
e rotace o /4 v zdporném smyslu podle osy z (osa rotace
prejde na osu x),
e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy x,
e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osa x pfejde na

osu rotace).

Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvede-
nym tfem zobrazenim, pfi¢emZ potfadi matic je ddno potadim pro-
vadéni jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobrazeni odpovidd v sou-

¢inu matice nejvice napravo. Takto dostaneme hledanou matici

0 0 V2

V2 V2o 1 V2
2 2 2 2
2 2 } 2 2 2
o o0 1) \o £ I 0 0 1
3.1 46
1 4 4
=] 1 3 W6
4 4 4
_y¥6 6 1
4 4 2

Uvédomme si, Ze vyslednou rotaci bylo mozné ziskat napf. také

sloZenim nésledujicich tif zobrazeni:

e rotace o r/4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace prejde
na osu y),

e rotace o 7r/3 v kladném smyslu podle osy y,

e rotace o /4 v zdporném smyslu podle osy z (osa y piejde

na osu rotace).

Analogicky tak dostdvame

V22 1 9 8 V22
2 2 2 2 2 >
_V2 V2 0 1 0 V2 2 g =
) 7 X 7 2
o 0 1) \=£ o0 ) 0o o0 1
31 W6
4 4 4
= L 3 _6
i_ 1 4
_V6 vo 1
A 4 2

O

2.50. Matice obecné rotace v R3. Odvodte matici obecné rotace

v R3.

2.39. Llnearm formy. Obzvldst jednoduchym a zdroven dilezi-
tym pfipadem linedrnich zobrazen{ jsou tzv. linedrni
' formy. Jde o linearni zobrazeni z vektorového
prostoru V nad polem skaldrd K do skalari K.
’ Jsou-li dany soufadnice na V, je pfifazeni jednotlivé
i-té soufadnice vektoriim pravé takovou linedrn{ formou. Presnéji
feceno, pro kazdou volbu baze v = (v, ..., v,) mame k dispozici
linedrni formy v/ : V — K takové, Ze v} (v;) = 8;j, tj. nula pro
ruzné indexy i a j a jednicka pro stejné.

Vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V znatime V*
a fikdme mu dudlni prostor k vektorovému prostoru V. Predpokla-
dejme nyni, Ze prostor V ma kone¢nou dimenzi n. Bazi V* sesta-
venou z prifazovani jednotlivych soufadnic jako vySe nazyvame
dudlni bdze. Skuteéné se jednd o bézi prostoru V*, protoZe jsou
tyto formy zjevné linedrné nezavislé (provéite si!). Je-li o libovolna
forma, pak pro kazdy vektor u = xjv; + - - - + x,v, plati

a(u) = xja(vy) +---
= a()viW) + -

+ xpa(vy) =

+ o (vp) vy (),

a je tedy o linedrni kombinaci forem v},

Pfi pevné zvolené bdzi {1} na jednorozmérném prostoru ska-
lard K jsou s kazdou volbou baze v na V linedrni formy o zto-
toZznény s maticemi typu 1/n, tj. s fddky y. Pravé komponenty
téchto fadkd jsou soufadnicemi obecnych linedrnich forem v du-
dlni bdzi v*. Vydéisleni takové formy na vektoru je pak ddno vyna-
sobenim pfislu§ného fadkového vektoru y se sloupcem soufadnic
x vektoru u € V v bazi v:

a(u) =y -x=yix1+- -+ YuXn.

Zejména tedy vidime, Ze pro kazdy konecné rozmérny prostor V
je V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomorfismu je
dana napf. nasi volbou dudlni baze ke zvolené bazi na prostoru V.

V tomto kontextu tedy znovu potkdvame skaldrni soucin fadku
n skaldrd se sloupcem n skalart, jak jsme s nim pracovali jiZ v od-
stavci £3 na strané B2,

U nekonecné rozmérného prostoru se véci maji jinak. Napf.
:\\\' uZ nejjednodussi pfiklad prostoru vSech polynomt
(-, K[x] v jedné proménné je Vektorovym prostorem
w//// se spoletnou baz{ s prvky v; = x' a stejné jako
‘ 77/ vyse mizeme definovat linedrn& nezavislé formy i
Jakykoliv formalni nekonecny souet > ;o a;vf je nyni dobfe
definovanou linedrni formou na K[x], protoze bude vy¢islovan
vzdy pouze na koneéné linearni kombinaci bazovych polynomii x' ,

=0, 1, 2

Spocetnd mnoZzina vSech v} tedy neni bazi. Ve skutecnosti lze

ukdzat, Ze tento dudlni prostor ani spocetnou bazi mit nemtize.

2.40. Vellkost vektori a skalarni soudin. V dvahich o geometrii
_ roviny R? jsme jiZ v prvni kapitole v odstavci [
pracovah nejen s bazemi a linedrnimi zobrazemm1
ale také s velikosti vektort a jejich thly. Pro zavedeni
techto pojmt jsme také pouzili skalarniho soucinu dvou vektort
v=(x,yav = (&,y)vetvaruv - v = xx' + yy. Skutetné,
souradné vyjadieni pro velikost v = (x, y) je dano

Ioll = a2 + 32 = Vv,
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Reseni. Uvahu z pfedchoziho pfikladu miZeme provést i s obec-
nymi hodnotami. Uvazme libovolny jednotkovy vektor (x, y, z). Ro-
tace v kladném smyslu o tihel ¢ kolem tohoto vektoru pak mizeme

zapsat jako sloZeni ndsledujicich rotaci, jejichZ matice jiZ zndme:

i) rotace R v zdporném smyslu kolem osy z o thel s kosinem
x//X2 + y* = x//1 — 72, tedy sinem y/+/1 — z2, ve které
prejde piimka se smérovym vektorem (x, y, z) na pfimku se
smerovym vektorem (0, y, z), matice této rotace je

x/v1—=z22 y/J1=22 0

Ri=|—-y/J1-22 x//1-2% 0],
0 0 1

ii) rotace R, v kladném smyslu podle osy y o dhel s kosinem
V1-22, tedy sinem z, ve které pfejde pfimka se sméro-
vym vektorem (0, y, z) na pfimku se smérovym vektorem
(1, 0, 0), matice této rotace je

Vi—z2 0 z
R, = 0 1 0
—z 0 J1-22

iii) rotace R3 v kladném smyslu kolem osy x o thel ¢ s matic{

1 0 0
R;=10 cos¢ —sing]|,
0 sing cosg
iv) rotace R, ' s matici R, ",
v) rotace R; ' s matici R; .
Matice slozeni téchto zobrazeni, tedy hledand matice, je dana

sou¢inem matic jednotlivych rotaci v opaéném potadi:

cos ¢ + tx? IxXy —zs8 Xz +ys

Rfl -R;l “R3-Ry-= | yxt+zs cos@ + 1y tyz — xs ,
Ixt — ys 1zy + xs cos @ + 17>
kde jsme oznacilit =1 —cosgp as = sing. O

2.51. Je déno linedrni zobrazeni R? — R? ve standardni bézi ndsle-

dujici matici:

1 -1 0
0o 1 1
2 0 O

Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi
(fla fZ’ f3) = ((17 la 0)7 (_la 17 1)7 (2a 07 1))

ResSeni. Matici prechodu T od bdze J = (f1, f2, f3) k standardni
bézi, tj. bazi danou vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), ziskdme podle

Tvrzeni 2.25 zapsanim soutfadnic vektora fi, f», f3 ve standardni bazi

zatimco (orientovany) thel ¢ dvou vektord v = (x,y) a v’ =
(X', ) je v rovinné geometrii ddn vztahem

xx' +yy

vl

PovSimnéme si, Ze tento skaldrni soucin je linedrni v kazdém
ze svych argumentd. Takto definovany skalarni soucin je také sy-
metricky ve svych argumentech a samoziejmé plati, Ze ||v|| = O,
pravé kdyz v = 0. Z naSich dvah je také vidét, Ze v Euklidovské
roviné jsou dva vektory kolmé, pravé kdyz je jejich skaldrni soucin
nulovy.

V piipadée redlného vektorového prostoru jakékoliv dimenze
budeme hledat obdobny postup, protoZe koncept thlu dvou vek-
tortl je samoziejmé vZdy dvourozmérny (jisté chceme, aby thel
byl stejny v dvourozmérném podprostoru obsahujicim u a v jako
thel v celém prostoru). Budeme v nékolika dalSich odstavcich uva-
Zovat pouze kone¢né rozmérné vektorové prostory nad redlnymi

skalary R.
J SKALARNI SOUCIN A KOLMOST L_\

Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi &isly
je zobrazeni (, ) : V x V — R, které je symetrické ve svych
argumentech, linedrni v kazdém z nich a takové, Ze (v,v) > 0 a
lvl? = (v,v) =0 pouze piiv = 0.

Cislu ||v]| = /{v, v) fikdme velikost vektoru v.

Vektory v, w € V se nazyvaji ortogondlni nebo kolmé, jest-
lize (v, w) = 0. PiSeme také v L w. Vektor v se nazyva normo-
vany, jestlize ||v]| = 1.

Baze prostoru V sloZend z ortogondlnich vektort se nazyva
ortogondlni baze. Jsou-li bazové vektory navic i normované, je to

l ortonormdlni bdze.

cos g =

Skalérni soucin se také Casto zapisuje pomoci obvyklé tecky,
tj. (4, v) = u - v. Z kontextu je pak tieba poznat, zda jde o soucin
dvou vektort (tedy vysledkem je skaldr) nebo néco jiného (stejné
jsme znacili sou¢in matic a také n¢kdy soucin skalari).

ProtoZe je skaldrni soucin linedrni v kazdém ze svych argu-
: mentl, bude jisté Gplné urden jiZ svymi hodnotami
__na dvojicich bazovych vektorii. Skutené, zvolme si

bdziu = (uy,...,u,) prostoru V a oznaCme

Sij = {ui, uj).
Pak ze symetri¢nosti skaldrniho soucinu plyne s;; = sj; a z linea-
rity souéinu v kazdém z argumentd dostavame:

<le'ui, Z yjuj> = inyj (wi uj) = Zsz‘sz‘yj-
i j ij ij
Pokud je bdze ortonormdlni, je matice S jednotkovou matici. Tim
jsme dokézali nasledujici uziteCné tvrzeni:

SKALARNI SOUCIN A ORTONORMALN{ BAZE L_\

Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kazdé ortonormdalni bdzi ddn
v souradnicich vyrazem

(x, ) =x" -y

Pro kaZdou obecnou bazi prostoru V existuje symetrickd matice
S takova, Ze souradné vyjddieni skalarniho soucinu je

(x,y):xT~S~y.
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do sloupctli matice pfechodu 7. Mame tedy

1 -1 2
rT=11 1 0
0 1 1
Matice pfechodu od standardni bdze k bdzi f je potom
1 3 1
3 4 2
71— | -1 1 1
R |
i Tz 2
Matice zobrazeni v bézi f je potom
1 3
i 2
T'AT = % 0 7
9
i 2 3

O

2.52. UvaZme vektorovy prostor mnohoclenti jedné nezndmé stupné
nejvyse 2 s redlnymi koeficienty. V tomto prostoru uvazme bazi 1, x,

x?. Napiste matici zobrazen{ derivace v této bdzi a také v bdzi 1 + x?,

X, x + x%.
010 0 1

ReSeni. [0 0 2,2 3 O
0 0 0 0 -1 -1

2.53. Ve standardni béazi v R? urdete matici rotace o 90° v kladném
smyslu kolem pfimky (z, ¢, 1), ¢t € R, orientované ve sméru vektoru

(1, 1, 1). Dale urCete matici této rotace v bazi
g =((1,1,0),(1,0,-1), (0, I, 1)).

Reseni. Snadno uréime matici uvaZzované rotace, a to ve vhodné bazi,
totiZ v bazi dané smérovym vektorem pfimky a ddle dvéma navzdjem
kolmymi vektory v roviné x + y + z = 0, tedy v roviné vektori kol-
mych k vektoru (1, 1, 1). Uvédomme si, Ze matice rotace v kladném
smyslu o 90° v né&jaké ortonormdlni bazi v R? je ((1) o ), v ortogo-

nalni s velikostmi vektort &, [ potom (l?k 7’6/ !

). Zvolime-li v roviné
x +y + z = 0 kolmé vektory (1, —1,0) a (1, 1, —2) o velikostech

V2 a +/6, tak v bézi f=((1,1,1),(1,=1,0), (1, 1, —2)) m4 uvazo-

1 0 0
vand rotace matici (O ?F -3 ) Abychom ziskali matici uvaZzované
01/vV/3 0

rotace ve standardni bdzi, staci ndm transformovat matici jiZ zndmym
zptsobem (viz Z38). Matici pirechodu 7' od baze f ke standardni do-

staneme zapsanim soufadnic (ve standardni bazi) vektort baze f do

111
sloupcti matice 7: T = (i —01 12>. Celkem tedy pro hledanou matici

R mame

Poznamka, Matice S z pfedchozi véty je dokonce pozitivné defi-
nitni (pro definici pojmu pozitivni definitnosti viz B3T)

2.41. Ortogonalni dopliiky a projekce. Pro kazdy pevné zvo-
leny podprostor W <V v prostoru se skaldr-
nim sou¢inem definujeme jeho ortogondlini dopinék

Wh={ueV;ulv pro viechny v € W}.

Pimo z definice je zjevné, 7e W je vektorovy podprostor. Jestlize
W C V méabazi (ui, ..., ux), je podminka pro W+ dana jako k ho-
mogennich rovnic pro n proménnych. Bude tedy mit W dimenzi
alespofi n — k. Zaroveir aleu € W N W+ znamend (u, u) = 0
atedy i u = 0 podle definice skalarniho soucinu. Ziejmé je tedy
vzdy cely prostor V pfimym souctem

V =WeoWwt.

Linedrni zobrazeni f : V — V na libovolném vektorovém
prostoru se nazyva projekce, jestlize plati

fof=1F
V takovém pripad¢ je pro kazdy vektor v € V:
v=fw)+ @ — f(v)) € Im(f) + Ker(f) =V,

aje-liv e Im(f)a f(v) =0, pakjeiv = 0. Je tedy predchozi
soucet podprostort piimy. Rikdme, Ze f je projekce na podprostor
W = Im(f) podél podprostoru U = Ker(f). Slovy se da projekce
popsat prirozené takto: rozloZime dany vektor na komponentu ve
W av U atu druhou zapomeneme.

Je-li na V navic skaldrn{ soucin, fikdme Ze jde o kolmou pro-
jekci, kdyZ je jadro kolmé na obraz. Kazdy podprostor W # V
tedy definuje kolmou projekci na W. Je to projekce na W podé€l
W, kterd je ddna pomoci jednozna&ného rozkladu kazdého vek-
toru u na komponenty uy € W auy. € W, tj. linedrni zobra-
zeni, které uw + uyL zobrazi na uw.

2.42. Existence ortonormalni baze. Pov§Simnéme si, Ze na kaz-

” dém kone¢né rozmérném redlném vektorovém pro-
storu jist¢ existuji skaldrni souciny. Prosté si staci
vybrat libovolnou bdzi, prohlasit ji za ortonormalni
= a hned jeden dobfe definovany skaldrni sou¢in mame.
V této bazi pak skalarni souciny pocitdme podle vzorce v Tvrzeni
0.

Umime to ale i naopak. Mame-li zadan skaldrni soudin na
vektorovém prostoru V, miizeme vecelku jednoduse pocetné vyu-
Zit vhodnych kolmych projekei a jakoukoliv zvolenou bdzi upravit
na ortonormdlni.

Jde o tzv. Gramiv—Schmidtiiv ortogonalizacni proces. Cilem
této procedury bude z dané posloupnosti nenulovych generatort
V1, ..., Uk kone¢né rozmérného prostoru V vytvorit ortogonaln{
mnoZzinu nenulovych generatort pro V.

’___J GRAMOVA—SCHMIDTOVA ORTOGONALIZACE

Tvrzeni. Necht (uy, ..., ux) je linedrné nezdvisla k-tice vektorii
prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak existuje ortogondlni sys-
téem vektorii (vy, ..., vg) takovy, Ze v;i € (uy, ..., Uj),
i=1, ..., k. Ziskdme jej ndsledujici procedurou:

e Nezdavislost vektorii u; zarucuje, Ze u1 # 0, zvolime v| = uj.
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1 0 0
R=T-|0 0 =V3|.17!'=
0 1/4/3 0

1/3 1/3—+/3/3 1/3++/3/3
=|1/3+3/3 1/3 1/3 —+/3/3
1/3—+3/3 1/3++/3/3 1/3
Tento vysledek mutzeme ovéfit dosazenim do matice obecné
rotace (]|2.50]]), misto vektoru (1,1, 1) vSak musime pouZit jed-

notkovy vektor stejného sméru, tedy vektor dostdvdme vektor

(x, y,2) = (1/3/3,1/4/3,1/3/3), cosp = 0, sing = 1. O

2.54, Matice obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit matici
(obecné) rotace z (||2.50]|) o dhel ¢ v kladném smyslu kolem jednot-
kového vektoru (x, y, z) jinym zplsobem, analogicky jako v pred-
chozim piiklad€. V bazi i = ((x, v, 2), (=¥, x,0), (zx, 2y, 2 —-1),

tedy v ortogondlni bdzi tvofené smerovym vektorem osy rotace a
dvéma navzdjem kolmymi vektory o shodnych velikostech +/1 — z2
lezicimi v roviné kolmé na osu, md uvazovand rotace matici
A = (g) Co(s)w - s(i)nw ) Matice pfechodu od bize f ke standardni bézi

0 sing cos¢
. -y . .
jepotom T = (y X2y ) s inverzni matic{
7 0 22-1
X y Z
-1_|_ x
T - 1—z2 1-72 0
x 91
1—22 1-z2

Celkem pak pro matici R hledané rotace dostdvame

R=T-R- T '=

(cos¢+(lcos¢))x2 (1 —cosgp)xy — zsing

cosga-i—(l—cosga)y2 (1 —cosg)yz —xsing

(1 —cosg)xz+ ysing
yx(1 —cosg) + zsing .

zx(1 —cosg) —ysing (1 —cose)zy +xsing  cosg + (1 —cos<p)z2

Pfi ndsoben{ a ndsledném zjednoduSovani je nutno opakovang pou-
7it predpokladu x> + y> + 22 = 1.

Podrobnéjs$im rozborem vlastnosti rtiznych typt linearnich zobra-
zeni se nyni dostaneme k porddnéj§imu pochopenfi ndstrojt, které ndim
vektorové prostory pro linedrni modelovédni procest a systémi nabi-

zeji.

2.55. Uvazme komplexni ¢isla jako redlny vektorovy prostor a za
jeho bdzi zvolme 1 a i. V této bazi urcete matice ndsledujicich line-
drnich zobrazeni:

a) konjugace,

b) ndsobeni ¢islem (2 + ).

Urcete matice téchto zobrazeni v bazi i =((1-=10),+10D).

o Mame-li jiz vektory vy, ..
Veyl = Ugyl + aiv] + -+ + agvy, kde a; = —
i =1, ..., L

., Vg potfebnych vlastnosti, zvolime
(1,0
ol

DUkaz. Zatneme prvnim (nenulovym) vektorem v

a spo¢teme kolmou projekcei vy do
()™ € o, v))

Vysledek bude nenulovy, pravé kdyZ je vy nezévislé na v;. Ve
vSech dalSich krocich budeme postupovat obdobné.

V £-tém kroku tedy chceme, aby pro ve+1 = ug+1 + ajvy +
+ ... 4+ agvg platilo ( ve4+1, v;i ) = Oprovsechnai = 1, ..., £.
Odtud plyne

0= (uer1 +arvy + -+ agve, vi) = (Ueg1, vi) + a; (v, v;)

a je vidét, Ze vektory s poZadovanymi vlastnostmi jsou urCeny jed-
nozna¢né az na nasobek. (I

Kdykoliv mame ortogonalni bazi vektorového prostoru V,
sta¢{ vektory vynormovat a ziskdme bazi ortonormalni. Dokazali
jsme proto:

Duasledek. Na kaZdém konedné rozmérném redlném vektorovém
prostoru se skaldrnim soucinem existuje ortonormdlni bdze.

V ortonormalni bazi se obzvlast snadno spoctou soufadnice
akolmé projekce. Skute¢né, m¢jme ortonormalni bazi (e, .. ., e,)
prostoru V. Pak kazdy vektor v = xje1 + - - - + x,e, spliiuje

(ei,v) = {ej, x1e1 + -+ xpen) = X;,
a plati tedy vzdy

(2.3) v={(e,v)er+ -+ (e, v)e,.

Pokud mame zadan podprostor W < V a jeho ortonor-
madlni bazi (e, ..., ex), jde ji jist¢ doplnit na ortonormdlni bazi
(e1, ..., ey) celého V. Kolma projekce obecného vektoru v € V
do W pak bude dana vztahem

v (e1,v)er + -+ (en, V)ek.

Pro kolmou projekci ndm tedy sta¢i znat jen ortonormaln{ bazi pod-
prostoru W, na né&jZ promitdme.

Poviimnéme si také, Ze obecné jsou projekce f na podpro-
stor W podél U a projekce g na U podél W svdzany vztahem
g = idy — f.Je tedy u kolmych projekei na dany podprostor W
vZdy vyhodnéjsi pocitat ortonormdlni bazi toho podprostoru z dvo-
jice W, W, ktery ma menii dimenzi.

Uvédomme si také, Ze existence ortonormdlni bdze nam
zarucuje, Ze pro kazdy redlny prostor V dimenze n se skalarnim
soucinem existuje linedrnf zobrazeni, které je izomorfismem mezi
V a prostorem R" se standardnim skaldrnim soucinem. Podrobné
to bylo ukdzano jiz v Tvrzeni 740, kde jsme ukazali, Ze hledanym
izomorfismem je pravé pfifazeni soufadnic. Re¢eno volnymi slovy
— v ortonormdlni bazi se skaldrni souc¢in pomoci soufadnic pocita
stejnou formulf jako standardni skaldrn{ soucin v R",

K otazkdm velikosti vektori a projekcim se vratime jeSté

oy

v piisti kapitole v obecnéjsich souvislostech.
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ReSeni. Abychom ur¢ili matici linedrniho zobrazeni v néjaké bazi,
sta¢f urcit obrazy bazovych vektort.

a) Pro konjugaci je 1 — 1,7 +— —i, zapsdno v soufadnicich
(1,0) — (1,0) a (0,1) — (0, —1). Zapsanim obrazd do sloupcti
dostdvdme matici (0 ) V bézi f pak konjugace prohazuje bdzové
vektory, ¢ili (1,0) — (0,1) a (0,1) — (1,0) a matice konjugace
v této bazi je (9 ).

b) Pro bazi (1,i) dostdvime 1 — 2 4+ i,i — 2i — 1, tedy
1,0) — (2,1), (0,1) — (2,—1). Celkem je matice nasoben{
Cislem 2 + i v bazi (1, i) tato: (1 21)

Nyni ur€eme matici v bazi f. Nasobenim ¢islem 2 +i dostdvame:
l—i— A-D2+1) =3—-i,14+i
(a,b) i vektoru 3 — i v bazi i jsou dany, jak jiz dobfe vime, rovnici
a-(1—-)+b-(1+i)=3+itedy B+1i); = (2,1). Obdobné
1+ 3i)1 = (—1, 2). Dohromady jsme ziskali I;latici (% _21 )

Zamyslete se, pro¢ ndm matice ndsoben{ ¢islem 2 + i vySla stejnd

1 + 3i. Soufadnice

v obou bédzich. Byla by stejnd matice ndsoben{ libovolnym jinym kom-

plexnim ¢&islem v téchto bazich? ]

2.56. Urdete matici A, kterd ve standardni béazi prostoru R? zadava
kolmou projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory
uy=(-1,1,00au; =(-1,0,1).

ReSeni. Nejprve poznamenejme, 7e uvedeny podprostor je rovinou
(1,1, 1).
Uspotadand trojice (1, 1, 1) je totiZ oCividnym feSenim soustavy

prochdzejici pocitkem s normdlovym vektorem uz =

e

—X1 + x2 =
—X1 + x3 = 0,

tj. vektor us je kolmy na vektory u, u,.
Pfi dané projekci se vektory u; a u, museji zobrazit na sebe a vek-
tor u3 potom na nulovy vektor. V bazi slozené po fad€ z vektort u,

Uy, u3 je proto matice této projekce

1 00

010

00O

Pomoci matic prechodu

-1 =1 1 12 1
_ -1 _ R S
=\, T Tl g
3 3 3

2.43. Uhel dvou vektort. Jak jsme jiz zminili, dhel dvou line-
arné nezavislych vektorti musi byt stejny, kdyZ je budeme uvazo-
vat v dvourozmérném podprostoru, ktery generuji, nebo v okolnim
prostoru vétsim. Ve své podstaté je proto pojem thlu dvou vektord
nezdvisly na dimenzi okolntho prostoru a pokud si zvolime orto-
normdlni bazi, jejiZ prvni dva vektory budou generovat tentyz pod-
prostor jako dané vektory u a v, miiZzeme doslova prevzit definici
z rovinné geometrie. I bez volby baze tedy musi platit:

S

Uhel ¢ dvou vektorii v a w ve vektorovém prostoru se skalar-
nim soucinem je dan vztahem

UHEL DVOU VEKTORU —

(v, w)

osp = .
lollllwll

Takto definovany tihel nezavis{ na uvaZzovaném pofadi vektort v,
w spliuje 0 < ¢ < 7.

K problematice skalarnich souinti a Ghld vektord se vratime
v dal$ich kapitolach.

2.44. Multilinearni formy. Skaldrni soucin byl dan jako zobra-
zeni ze soudinu dvou kopi{ vektorového prostoru
S % V do prostoru skaldri, které bylo line4rn{ v kaZzdém
" ze svych argumentii. Podobné budeme pracovat i se
zobrazenimi ze soucinu k kopif vektorového prostoru
14 do skalaru kterd jsou linearni v kazdém ze svych k argumentd.
Hovoiime o k-linedrnich formach.

Nejcastéji se budeme setkavat s bilinedrnimi formami, tj.
pfipadem o : V x V. — K, kde pro jakékoliv vektory u, v, w,
z a skalary a, b, c a d plati, stejné jako u skalarniho soucinu, 7e

a(au +bv,cw +dz) =aco(u,w) +ado(u, 7))+
+ bca(v, w) + bd a(v, 2).

Pokud navic plati

a(u, w) =a(w, u),
hovotime o symetrické bilinedrni formé. JestliZze zdména argu-
mentl vede k obraceni znaménka vysledku, hovofime o antisyme-
trické bilinedrni formé.

Jiz v rovinné geometrii jsme zavedli determinant jako biline-
arni antisymetrickou formu o, tj. ¢(u, w) = —a(w, u). Obecné
vime z véty T, Ze je na determinant v dimenzi n moZno nahliZet
jako na n-linearni antisymetrickou formu.

Jako u linedrnich zobrazeni je zfejmé, Ze kazda k-linedrn{
forma je iplné€ uréena svymi hodnotami na vSech k-ticich bazovych
prvki v pevné bazi. V analogii k linearnim zobrazenim tyto hod-
noty miZzeme vnimat jako k—rozmérné analogie matic. UkdZeme
si to v pfipad¢ k = 2, kde pijde doopravdy o matice, jak jsme je

zavedli.
-

MATICE BILINEARNI FORMY

Jestlize zvolime bdzi u na V a definujeme pro danou biline-
arnf formu o skaldry a;; = a(u;, u;), pak zjevné dostaneme pro
vektory v, w se soufadnicemi x a y (jakoZto sloupce soufadnic)

n
Z aijXiyj = )’T
i,j=1

(aij).

a(v,w) = <A - x,

kde A je matice A =

—
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od baze (u1, us, uz) ke standardni bazi a od standardni baze k bazi

(I/ll, us, M3) ziskame

1 2 1
-1 -1 100y (-+ 2 -1
A=11 010 _§_§§=
1 1
o 1 1) \ooo ror
2 11
Y R L |
2
3 3 3

I. Baze a skalarni souciny

Pomoci skaldrntho souc¢inu umime fesit jinym zptisobem (1€pe?)

problémy, které jsme jiz diive zvlddli pomoci transformace soufadnic.

2.57. 'V prostoru R? napiste matici zobrazeni kolmé projekce do ro-
viny prochazejici pocatkem a kolmé na vektor (1, 1, 1).
Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (x1, x2, x3) € R?
v uvazovaném zobrazeni ziskdme tak, Ze od daného bodu odecteme
jeho kolmou projekci do normédlového sméru dané roviny, tedy do
sméru (1, 1, 1). Tato projekce p je ddna (viz Z3) jako

@ LD
(1, 1, DI?

(Xl +x2+x3 X1 +x2+x3 X1+ x2 +X3)
3 ’ 3 ’ 3 '

Vysledné zobrazeni je tedy

<2x1 Xo4+x3 2x0 x4+ 2x3 2x3 x1+x2>
x—-p=\-—--, —""""—F, —— — | =

3 3 73 3 73 3
2 1 _% x|
— =1 2 _1)|x
B i 2 2
3 T3 3/ \B
Vysla ndm tedy (spravné) stejnd matice jako v prikladu |[Z38|. O

2.58. V prostoru R? uréete matici zrcadleni podle roviny prochéze-
jici po€édtkem a s normdlovym vektorem (1, 1, 1).

ReSeni. Obdobné jako v predchozim pfikladu (]|[Z32||) ziskdme obraz
libovolného bodu (vektoru) x = (x1, x2, x3) € R pomoci jeho kolmé
projekce p do normdlového sméru (1, 1, 1). Na rozdil od predchoziho

prikladu je vSak tuto projekci tfeba odecist dvakrat (viz obrdzek). Je

tedy
—2p = X 200 +x3) xp 21 4x3) x3 20 +x0)
P=1{3 3 '3 3 '3 3 =
1 2 2
5 3 3T
N _g 32 _l3 2
-5 -5 3/ \»

Pfimo z definice matice bilinearni formy je vidét, Ze forma je
symetricka nebo antisymetricka, pravé kdyZ ma tutéz vlastnost jeji
matice.

Kazda bilinearni forma o na vektorovém prostoru V definuje
zobrazeni V. — V* v — «a(, v), tj. dosazenim pevného vektoru
v za druhy argument dostdvame linedrni formu, kterd je obrazem
tohoto vektoru. Zvolime-li pevné bazi na kone¢né rozmérném pro-
storu V a dudlni bazi na V*, pak jde o zobrazeni

yr—)(xr—)yT-A - X).

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

N

Podrobnéjs§im rozborem vlastnosti riiznych typt linedrnich
zobrazen{ se nyni dostaneme k lepsimu pochopeni ndstroji, které
ndm vektorové prostory pro linedrni modelovani procest a systémda
nabizeji.

2.45. Zacneme Ctyfmi piiklady v nejniZsi zajimavé dimenzi. Ve
. standardn{ bazi roviny R? se standardnim ska-
> .. larnim soucinem uvaZujme ndsledujici matice
zobrazeni f : R? — R%:

G o)o=(o)e=(2)2=0 )

Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru

W C{(0,a); a € R} CR?
na podprostor
V S {(a.0); a eR} S R?,

tj. projekce na osu x podél osy y. Evidentné pro toto zobrazeni
f : R* - R?plati f o f = f atedy zizeni f|y daného
zobrazeni na obor hodnot je identické zobrazeni. Jadrem f je pravé
podprostor W.

Matice B md vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o piislusném
zobrazeni f. MlZeme si jej pfedstavit jako matici derivovan{ po-
lynomi R[x] stupné nejvyse jedna v bazi (1, x) (derivacemi se
budeme podrobné zabyvat v kapitole paté, viz BG).

Matice C zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi
a-krét, druhy b-krat. Tady se ndm tedy cela rovina rozpadd na
dva podprostory, které jsou zobrazenim f zachovany a ve kterych
jde o pouhou homotetii, tj. roztaZeni skalarnim ndsobkem (prvn{
priklad byl specidlni pfipadem s a = 1, b = 0). Napf. volbaa =1,
b = —1 odpovida osové symetrii (zrcadleni) podle osy x, coZ je to-
téz jako komplexnf konjugace x +iy — x —iy na dvourozmerném
redlném prostoru R? ~ C v bézi (1, i). Toto je linedrni zobrazeni
dvourozmérného redlného vektorového prostoru C, nikoliv v8ak
jednorozmérného komplexniho prostoru C.

Matice D je matici rotace o pravy tihel ve standardni bazi a na
prvni pohled je vidét, Ze Zadny jednorozmérny podprostor neni
zobrazenim zachovavan.

Takova rotace je bijekci roviny na sebe, proto jisté umime najit
(rizné) baze na defini¢nim oboru a oboru hodnot, ve kterych bude
jeho matici jednotkova matice E (prosté vezmeme jakoukoliv bazi
na defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale
v tomto pripadé totéZ s jednou bazi na definicnim oboru i oboru
hodnot.
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Uvedend matice je tedy hledanou matici uvaZzovaného zrcadleni. Uve- Zkusme v8ak uvaZovat matici D jako matici zobrazeni

g : C© — C? ve standardni bazi komplexniho

vektorového prostoru C?. Pak umime najit vektory
= (i, 1),v = (—i, 1), pro které bude platit

deny postup miZeme technicky také provést nasledujicim (myslen-

kové shodnyym) zptisobem. Normovany normdlovy vektor je n =

\%(1, 1, 1). Zrcadleni Z na vektoru v lze pak vyjadfit Zv = v — D= (0 -1 i (1) .
Qu,mn=v=2n-(n" -v)=v—-2m-n")-v=_(E =2n-n")v gw =\ o) \y)=;)=iw
pro standardni skalarni soucin je (v, n) = v - n"; dale jsme vyuzili _ - =i\ _(-1\ __ .
( dardni skaldrni soucin je (v, n) T. dale j yuzil 0 -1 j 1

g =1, o) ly)=\_)="Fv

asociativity ndsoben{ ,,-* matic). Matice zrcadleni je tedy
To ale znamen4, e v bazi (u, v) na C2 ma zobrazen{ g matici

100\ ,(1 11\ (1 -2 =2 ,
E-2n-n"=[0 1 0)->[|1 1 1]==|-2 1 =2}. K=<(l) _O>
oo 1) 3\11 1) 3\22 22 1 ’

Pov§imnéme si, Ze tato komplexn{ analogie k piipadu matice C ma
U na diagonile prvky a = cos(%n) +i sin(%n) a komplexné sdru-
7ené a. Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto
komplexniho ¢isla udava dhel otocent.
Tomu Ize snadno porozumét, kdyZ si oznac¢ime redlnou a ima-
z = 0 je umisténo zrcadlo a v bod€ [4, 3, 5] sviCka. Pozorovatel  gindrn{ &st vektoru u takto

2.59. V R? je ddna standardni soufadnicovd soustava. V roving

v bodé [1, 2, 3] o zrcadle nevi, ale pozoruje odrazem v ném svicku. ) ) (1

u =x,+iy, =Reu +ilmu = 1 +i- E
V jakém bodé se mu jevi, Ze je svicka umisténa?
Vektor v je komplexné sdruZeny k u. Zajima nas zaZen{ zobrazen{
g na redlny vektorovy podprostor V.= R? N (u, v) € C2. Evi-
obraz pozorovanych objektd. Svicka se tedy jevi v bodé, ktery je zr-  dentné je

ReSeni. V zrcadle vidime vzdy (nezdvisle na nasf poloze) zrcadlovy

V = <u + ﬁ’ l(u - ﬁ)) = (-xuv _)’u)
celd redlnd rovina R?. ZiZeni zobrazeni g na tuto rovinu je pravé

pivodni zobrazeni dané matici A a z definice nasobeni komplexn{
stac¢i zménit znaménko u soufadnice z zobrazovaného bodu (rozmysli).  jednotkou jde o otogeni o dhel %n v kladném smyslu ve vztahu ke

Svi¢ku tudiz vidi pozorovatel v bodé& [4, 3, —5]. O zvolené bazi x,, —y, (ovéite si pfimym vypocltem a uvédomte si
také, pro¢ ptipadné prohozeni potadi vektorti u a v povede k témuz
vysledku, by v jiné redlné bazi!).

cadlovym obrazem skute¢né polohy podle roviny zrcadla, tedy podle
roviny z = 0. Zrcadleni podle této roviny md jednoduchy predpis,

Pomoci skaldrniho souc¢inu mzZeme urcovat odchylky vektort:
2 . 5 Lo 2.46. Vlastm’ Cisla a vlastni vektory zobrazeni. Kli¢em k po-
— i uvazovanych jako .7 - pisu zobrazeni v predchozich piikladech byly od-
vektory v komplexn{ roving. 8 b7V, povédi na otdzku ,,jaké jsou vektory splilujici rovnici
"'l < — f(u) = a - u pro n&jaké vhodné skaldry a?*.
Zvolme tedy pevné lmearm zobrazeni f : V — V na vekto-
gumenty druhych odmocnin z libovolného nenulového komplexniho  rovém prostoru dimenze n nad skalary K. JestliZe si pfedstavime
takovou rovnost zapsanou v soufadnicich, tj. s vyuZitim matice zob-
razeni A v néjakych bdazich, jde o vyraz

A-x—a-x=(A —a-E)-x=0.

2.60. Urcete odchylku kofent polynomu x

ReSeni. Kofeny daného polynomu jsou druhé odmocniny z i. Ar-

¢isla se podle Moivreovy véty lisi o . Jejich odchylka tedy bude vzdy
. U

2.61. Ur&ete cosinus odchylky pfimek p, g v R3 danych obecnymi rov-  ZdiivéjSka vime, Ze takovd soustava rovnic md jediné feSeni x = 0,
pravé kdyz je matice A — aE invertibilni, viz odstavec Z13. My

nicemi jako tedy chceme najit takové hodnoty a € K, pro které naopak A —a E
p: 2x+y+z= L, invertibilni neni, a nutnou a dostate¢nou podminkou je (viz Véta
x+3y—4z= 5, r73)
q: x—y= —é’ (2.4) det(A —a- E) =0.
Z = .

Jestlize povazujeme A = a za proménnou v piedchozi skaldrn{

rovnici, hledime ve skute¢nosti kofeny polynomu stupné n. Jak

jsme vid€li v pripad€ matice D vySe, kofeny mohou, ale nemus{
2.62. Pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizaniho procesu zis-  existovat podle volby pole skalari K.

kejte ortogondlni bazi podprostoru ,_____l VLASTN{ CfSLA A VLASTN{ VEKTORY lﬂ————-l
ulovy vektor

Skalary A vyhovujici rovnici f(u) = A-u pro nen
U ={( )T ]R4| T xrdx3dtxa=0 oz P p e 1% 4 p
= 1X1, X2, X3, X4)" € X1 T X2 T X3 T Xg4 = u € V nazyvame viastni Cisla zobrazeni f, pfislu$né nenulové
vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f. l

prostoru R*.
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ReSeni. Mnozina feSeni uvedené homogenni linearni rovnice je

ziejmeé vektorovym prostorem s bazi

—1 —1 —1
1 0 0
up = 0 s Uy = 1 s Uz = 0
0 0 1

Vektory ortogondlni baze ziskané uZitim Gramova-Schmidtova orto-

gonaliza¢niho procesu. Budeme znacit vy, vy, vs. Nejprve poloZme

1 110T
2’ 2’3 9

resp. zvolme ndsobek v, = (—1, —1, 2, 0)7. Nésledné je

v; = uy. Déile

uzT-vl 1
— 3 UV =Up — -V =
[lv1]]

2

V) = Uy

F,J

Jsou-li u, v vlastni vektory prislu§né k témuz vlastnimu ¢islu
A, pak i pro jejich jakoukoliv linedrn{ kombinaci plati

flau + bv) = af (u) + bf (v) = A(au + bv).

Proto tvoii vlastnf vektory pfislu§né k vlastnimu &islu A, spolecné
s nulovym vektorem, netrividlni vektorovy podprostor V;, tzv.
vlastni podprostor piislusny A. Napf., je-li A = 0 vlastnim &islem,
je jadro Ker f vlastnim podprostorem V).

Z definice vlastnich &isel je zfejmé, Ze jejich vypocet nemtiZze
zaviset na volbé baze a tedy matice zobrazeni f. Skute¢né, jako
pfimy dasledek transformacnich vlastnosti z odstavce 738 a Cau-
chyovy véty 19 pro vypocet determinantu soucinu dostadvame ji-
nou volbou soufadnic matici A’ = P~'AP s invertibilni matici P
a

|P'AP — AE| = |P"'AP — P"'AEP| =
=|P"" (A= X1E)P| = |P"'||(A - AE||P| =

protoZe nasobenf skalart je komutativn{ a [P~ =PI,
7. téchto diivodli pouzivime pro matice a zobrazeni spole¢nou

terminologii:

Pro matici A dimenze n nad K nazyvidme polynom
|A — MLE| € K, [A] charakteristicky polynom matice A.

Kofeny tohoto polynomu jsou viasini ¢isla matice A. Je-1i
A matice zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A — AE| na-
zyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f.

CHARAKTERISTICKY POLYNOM MATICE A ZOBRAZEN{

ugT - Vg u3T - Uy 1 1
V3 = Uz — — V] — Vy=U3— —V] — — Uy =
TR T T T qer T T2 e
11 1\
= __a__a__’l .
3" 33
Miéme tedy celkem
—1 -1 —1
11 N ! -1
vl - 0 k) v2 - 2 ’ v3 - _1
0 0 3
Dodejme, Ze pro jednoduchost pifkladu Ize bezprostiedné uvést orto-
gondlni bazi z vektort |
(1,-1,0,00", (0,0,1,-D", (1, 1,-1, -7
nebo
(-1,1,1,-D", @, -1,1,-n", (-1,-1,1,H". O

2.63. Urcete néjakou bazi vektorového prostoru antisymetrickych redl-
nych ¢tvercovych matic typu 4 x 4. Uvazte standardn{ skalarni soucin
v této bazi a pomoci tohoto soucinu vyjadfete velikost matice

0o 3 1 0
-3 0 1 2
-1 -1 0 2
o -2 -2 0

2.64. Najdéte ortogondlni doplngk U+ podprostoru
U = {(x1, X2, %3, X4) | X1 = X3, X2 = x3 + 6x4} € R%.

ReSeni. Ortogondlni dopln&k U~ tvoii pravé ty vektory, které jsou
kolmé na kazdé feSeni soustavy

X1 X3

X2 6)64
Vektor je ovSem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyZ je
kolmy na oba vektory (1,0, —1, 0), (0, 1, —1, —6). Je tedy

Ut ={a-(1,0,—-1,00+b-0,1,—1,-6) |a,b e R}. O

ProtoZe je charakteristicky polynom linedrniho zobrazeni f :
V — V nezdvisly na volbé baze V, jsou i jeho koeficienty u jed-
notlivych mocnin proménné A skaldry vyjadfujici vlastnosti zob-
razeni f, tj. nemohou zdviset na nasi volb¢ baze. Zejména jako
jednoduché cviceni na poé¢itani determinantl vyjadiime koeficien-
ty u nejvyssich a nejniZsich mocnin (pfedpokladame dimV = n
a matici zobrazeni A = (a;;) v néjaké bazi):

A=A El = (=D"\" + (=1)"Nan + -+ am) - A"+
oA A0

Koeficient u nejvy$s{ mocniny jen fikd, zda je dimenze pro-
storu V sudd nebo lichd. O determinantu matice zobrazenf{ jsme uz
zmifovali, Ze vyjadiuje, kolikrat dané linearni zobrazeni zvétSuje
objemy.

Zajimavé je, Ze i soucet diagonalnich ¢lenti matice zobrazeni
nezavisi na volbé baze. Nazyvame jej stopa matice a zna¢ime TrA.
Stopa zobrazeni je definovana jako stopa jeho matice v libovolné
bazi. Ve skute¢nosti to natolik pfekvapivé neni, protoZe metodami
z kapitoly osmé je snadné ovéfit, Ze stopa je ve skuteCnosti linedr-
nim pfibliZenim determinantu v okoli jednotkové matice E (uva-
7Zujeme determinant vycisleny na maticich v kfivce t = E + A,
tj. tzv. derivaci determinantu ve sméru A).

V dal$im si uvedeme nékolik podstatnych vlastnosti vlastnich
podprostord.

2.47. Véta. Viasmi vektory linedrniho zobrazeni f : V. — V
prislusné riiznym vlastnim hodnotam jsou linedrné nezdvislé.
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2.65. Naleznéte néjakou ortonormdlni bazi podprostoru V C R,
kde V = {(x1, x2, x3, x4) € R* | x; + 2x, + x3 = 0}.

ReSeni. Vidime, Ze Ctvrtd soufadnice se v omezeni na podprostor
nevyskytuje, bude tedy vhodné volit za jeden z vektor hledané or-
tonormdlni baze vektor (0, 0,0, 1) a redukovat problém do prostoru
R3. 1 ddle se zkusime vyhnout pocitani: vidime, Ze poloZime-li dru-
hou soufadnici rovnu nule, tak ve vySetfovaném prostoru lezi vek-
tory s opacnou prvni a tfeti soufadnici, zejména jednotkovy vektor
(%@, 0, —\%, 0). Na tento vektor je kolmy libovolny vektor, ktery
mé stejnou prvni a tieti soufadnici. Abychom se dostali do uvazZo-
vaného podprostoru, volime druhou soufadnici rovnu zdporné hod-
noté souétu prvm’ a tfeti soufadnice a normujeme, tedy volime vektor

0) a jsme hotovi. U

(\/’7 [fa

J. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

s v

2.66. Naleznéte vlastni ¢isla a jim piislusné vektorové prostory vlast-
nich vektorti matice
-1 1 0
A=|-1 3 0
2 =22

ReSeni. Nejprve sestavime charakteristicky polynom dané matice:

—1—-A 1 0
—1 3—A 0
2 -2 2—-A

4 20+ 4
Tento polynom ma kofeny 2, 1 + V3,1—/3,coz jsou tak vlastni ¢isla
zadané matice. Jejich algebraickd ndsobnost je jedna (jsou to jednodu-
ché kotfeny charakteristického polynomu), kazdému tedy bude odpovi-
dat pravé jeden (az na nenulovy ndsobek) vlastni vektor (tj. jejich tzv.
geometrickd ndsobnost bude také jedna, viz IZ37).

Uréeme vlastni vektor prislu§ny vlastnimu ¢islu 2 (je feSenim ho-

mogenni linedrn{ soustavy s matici A — 2E):

—3)61 + Xy = 0,
—x1 + x, = 0,
2)61 — 2X2 = 0.

Soustava m4 feSeni x; = x» = 0, x3 € R libovolné, vlastnim vek-
torem prisluSnym vlastni hodnoté€ 2 je tedy naptiklad vektor (0O, 0, 1)
(a libovolny jeho nenulovy ndsobek).

Analogickym zplisobem ur¢ime i zbyvajici dva vlastni vektory ja-
kozto feSen{ soustavy [A — (1 + \/§)E]x = 0, respektive [A — (1 +
V/3)E]x = 0. Refenim soustavy

(=2—=V3)x + X = 0,
-x1 + 2-V3)x = 0,
2x; — 2% + (1=3)x; = 0

Dokaz. Necht ay, ..., a; jsou rizné vlastni hodnoty zobra-
g ozeni f a uy,...,ug vlastni vektory s témito vlastnimi
hodnotami. Dukaz provedeme indukci pies pocet linedrné
2" nezdvislych vektord mezi zvolenymi. Predpokladejme 7e
ui,...,up jsou linedrné nezavislé¢ a u;1 = Z, ciu; je
jejich linedrni kombinaci. Alespoit £ = 1 lze zvolit, protoZe
vlastni vektory jsou nenulové. Pak oviem f(u¢y1) = aj41 -

I .
= Y i1 Qi1 G- g, g

U1

I
[ =) am-ci-up = Zc, f(u)—zcl A Ui

i=1 i=1

Odectenim druhého a ¢tvrtého vyrazu v rovnostech dostdvame
0= Zf»:l (aj+1 — a;) - ¢i - u;. Viechny rozdily vlastnich hodnot
jsou vSak nenulové a alespori jeden koeficient ¢; je nenulovy. To je
spor s predpokladanou nezavislosti uy, . . ., uy, takzZe i vektor u;41
mus{ byt linedrné nezdvisly na pfedchozich. (]

Na pravé dokazané tvrzeni se miiZzeme podivat jako na roz-
klad linearntho zobrazeni f na soucet jednoduchych zobrazeni.
Pro vesmés rizné vlastni hodnoty A; charakteristického polynomu
budeme dostdvat jednorozmérné vlastni podprostory V;,. Kazdy
znich pak zaddva projekci na tento invariantni jednorozmérny pod-
prostor, na némZ je zobrazeni ddno jako ndsobeni vlastnim ¢islem
A;. Cely prostor V je tak rozloZen na pifimy soucet jednotlivych
vlastnich podprostorti. Navic Ize tento rozklad na vlastni podpro-
story snadno spocist:

BAZE z VLASTNICH VEKTORU

l
L

Dasledek. Jestlize existije n navzdjem riiznych kofenii ); charak-
teristického polynomu zobrazeni f : V. — V na n-rozmérném
prostoru V, pak existuje rozklad V na primy soucet viastnich pod-
prostorii dimenze 1. To znamend, Ze existuje bdze V sloZend vy-
hradné z viastnich vektorii a v této bdazi mda f diagondini matici.
Tato bdze je urcéena jednoznacné az na poradi prvkii.

Prislusnou bazi (vyjadrenou v souradnicich vzhledem k libo-
volné zvolené bdzi V ) obdriime teSenim n systémii homogennich
linedrnich rovnic o n neznamych s maticemi (A — \; - E), kde A je
matice f ve zvolené bazi.

2.48. Invarlantm podprostory. Vidéli jsme, Ze kazdy vlastn{
vektor v zobrazeni f : V — V generuje podprostor
__ (v) € V, ktery je zobrazenim f zachovavin.

Obecnéji  fikdme, Ze vektorovy podprostor
W <V je invariantni podprostor pro linearn{
Zobrazenl f, jestlize plati f(W) € W.

Jestlize je V kone¢né rozmérny vektorovy prostor a vybereme
néjakou bazi (uq, ..., uy) podprostoru W, miZeme ji vzdy doplnit
nabazi (uy, ..., ug, Ug+1, ..., Uy) celého V a v kazdé takové bazi
ma naSe zobrazeni matici A tvaru

B C
=6 b)

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je ¢tvercova matice di-
menze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize
je v néjaké bazi (uy, ..., u,) matice zobrazeni f tvaru (I3), je
W = (uy, ..., ug) invariantni podprostor zobrazeni f.

2.5)

103



KAPITOLA 2. POCITANI S VEKTORY

je prostor {((‘/73 — 1) t, —%) S R}. To je tedy prostor vlastnich

vektorl pfisluSnych vlastni hodnoté 1 + ﬁ (mimo nulového vektoru,
ktery sice je feSenim dané soustavy, ale za vlastni vektor jej nepovazu-

jeme; tuto zélezitost jiZ nebudeme vice zmifiovat a nebudeme nulovy

vektor explicitng vylucovat z mnoZiny feSenf).

Obdobné pak dostaneme, Ze prostor vlastnich vektort piisluSnych

vlastni hodnoté 1 — «/§je (=1 — ﬁ, —%, 1)).

s Xz

2.67. Priklad i se zménou baze. UrCete vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice

1
A=|1 2
2

—_ = O

Popiste geometrickou interpretaci tohoto zobrazeni a napiSte jeho ma-

tici v bazi:
er. = (I,-1,D,
e = (1,2,0),
es = (0,1,1).

ReSeni. Charakteristicky polynom dané matice je

1—A 1 0

1 2= 1 |==2+47-21=-2(*—4)+2).
1 2 1—x
Kofeny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, uddvaji, kdy nebude mit matice
11— 1 0
1 2—x 1
1 2 1—A
plnou hodnost, tedy soustava rovnic
1—A 1 0 X1
1 2—A 1 X2
1 2 1—A X3

bude mit i jiné feSeni nez feSeni x = (0, 0, 0). Vlastni ¢isla tedy jsou
0,24 /2, 2 — +/2. Spocitejme vlastni vektory piisluiné jednotlivym

vlastnim hodnotam:

e 0: Resime tedy soustavu

1 0 X1
2 1 X | = 0.
2 1 X3

Jejim feSenim je jednodimenziondln{ vektorovy prostor vlast-

nich vektord ((1, —1, 1)).
o 2+ \/5: Resime soustavu

—(1+v2) 1 0 x|
1 —V2 1 x| =0.
1 2 —(14+v2)) \x3

O

Pochopitelné bude v nasi matici zobrazeni (Z3) submatice
C nulova pravé tehdy, kdyZ bude i podprostor (ux+1, ..., u,) ge-
nerovany doplnénymi vektory baze invariantni.

7. tohoto pohledu jsou vlastni podprostory linearniho zob-
razeni extrémni piipady invariantnich podprostord a zejména
v piipadé€ existence n = dim V riznych vlastnich ¢isel zobrazen{
f dostavame rozklad V na pfimy soucet n vlastnich podprostori.
V pfislusné bazi z vlastnich vektori mi pak naSe zobrazen{
diagondln{ tvar s vlastnimi ¢isly na diagonale.

2.49. Vlastni Cisla a vlastni vektory mohou slouzit k ndzornému
popisu linedrnich zobrazeni, zejména v R? a R3.
(1) UvaZme zobrazeni s matici ve standardni bazi

0 0 1
FRRSR, A=[0 1 0
1 00
Pak dostavame
—A 0 1
JA—AE|=|0 1—-2 0|=-2+22+1-1
1 0 —A
s kofeny A1 2 = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou
A =1 se spoctou:
-1 0 1 1 0 —1
0O 0 0]~10 O O ];
1 0 -1 0 0 O

s bazi prostoru feSeni, tj. vSech vlastnich vektord s touto vlastni
hodnotou

ur =(0,1,0), wur=(1,0,1).

Podobné pro A = —1 dostdvame tieti nezdvisly vlastni vektor
1 0 1 1 0 1
0 2 0]~[0 2 O0)]=usz=(-1,0,1).
1 0 1 0 00

V bazi uy, us, uz (vdimnéte si, Ze u3 musi byt linedrné neza-
visly na zbylych dvou diky vété 242 a u1, un vysly jako dvé neza-
visld feSeni) ma f diagonalni matici

Cely prostor R? je pfimym souctem vlastnich podprostori,
R = Vi @ Vp,dimV; = 2,dimV, = 1. Tento rozklad je
dan jednozna¢né a vypovidd mnoho o geometrickych vlastnostech
zobrazeni f. Vlastni podprostor Vi je navic pfimym souétem
jednorozmérnych vlastnich podprostorti, které lze vsak zvolit
mnoha rlznymi zplsoby (takovy dalsi rozklad nema tedy jiz
7Zadny geometricky vyznam).

(2) Uvazme linedrni zobrazeni f : Ry[x] — Ry[x] defi-

nované derivovanim polynomi, tj. f(1) = 0, f(x) = 1,
f (x2) = 2x. Zobrazeni f ma tedy v obvyklé bazi (1, x, x2)
matici

010
A=10 0 2
0 0 0
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Resenim je prostor <(1 14+42,1+ \/E) >, ktery je jednodi- ~ Charakteristicky polynom je [A—2- E| = —2°, existuje tedy pouze
jedind vlastni hodnota A = 0. Spo¢téme vlastni vektory:

menziondlni.
LB axe 010 010
e 2 — +/2: Re§ime soustavu 00 2l~1lo o1
W2-1) 1 0 X1 0 0 0 0 0 0
V2 x| =0. Prostor vlastnich vektort je tedy jednorozmérny, generovany kon-
1 2 W2-1) \x3 stantnim polynomem 1.

Resenim je prostor vlastnich Vektorﬁ<(1, 1—-2,1- \/§>> 2.50. Ortogonalnl zobrazeni, Podivejme se ted na specidlni
_ pfipad zobrazeni f V. — W mezi prostory se
" skaldrnimi souciny, kterd zachovavaji velikosti pro
piislusi po fad€ jednorozmérné prostory vlastnich vektort ((1, —1, 1)), =~ vSechny vektory u € V.

(a, 1 + V2,1 + V2 2))a((1,1— V2,1 — ﬁ)) ,____1 DEFINICE ORTOGONALNICH ZOBRAZEN{ L__———-'
e skaldrnim

Linearni zobrazeni f : V — W mezi prostory s
soudinem se nazyva ortogondlni zobrazeni, jestlize pro vSechny

toru (I, —1,1) do roviny dané vektory (1,1 + /2,1 + +/2) a ¢ V plati
(a1, 1 — V2,1 — «/5) sloZenou s linedrnim zobrazenim danym (fu), f(w)) = (u,u).

Dand matice ma vlastni ¢isla 0, 2 + V2 a2 - \/5, kterym

Zobrazeni tedy miiZzeme interpretovat jako projekci podél vek-

»hatazenim“ danym vlastnimi &isly ve sméru uvedenych vlastnich
Z linearity f a ze symetrie skaldrniho soucinu vyplyva pro
vSechny dvojice vektorti rovnost

(flutv), flutv) = (f@), f)+ (f), f(v)+
2(f (), f()).

Proto vSechny ortogondlni zobrazeni spliuji i zdadnlivé silnéjsi
pozadavek, aby platilo pro vSechny vektory u,v € V

(f@), f(v)) = (u,v).

V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme ve Vét¢ [33
0 dokdzali, 7e linedrni zobrazeni R*> — R2 zachovava velikosti
1
1

vektord.

Nynf jej vyjadfeme v uvedené bdzi. K tomu budeme potfebovat
matici pfechodu T od standardni baze k dané nové bazi. Tu ziskame
tak, Ze soufadnice vektord staré baze v bazi nové napiSeme do sloupci
matice 7. My vSak snadnéji zapiSeme matici pfechodu od dané béze
k bdzi standardni, tedy matici 7~!. Soufadnice vektor(i nové baze

pouze zapiSeme do sloupcti:

vektord, pravé kdyZ jeho matice ve standardni bazi (a ta je orto-
normdln{ vzhledem ke standardnimu skaldarnimu soucinu) spliuje
AT - A = Etj. A7l = AT,

0 1 Obecné, ortogondlni zobrazeni f : V — W musi byt
0 —1 vzdy injektivni, protoze podminka (f (u), f(#)) = O znamen4 i
’ (u,u) = 0Oatedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém piipad¢ di-
I3 menze oboru hodnot alespofi takovd, jako je dimenze defini¢niho
a pro matici B zobrazeni v nové bazi pak mdme (viz E38) oboru f. Pak oviem je dimenze obrazu rovna dimenzi oboru hod-
0 5 ) not a vime, Ze f : V — Im f je bijekce. Pokud Im f # W, dopl-
B=TAT '= |0 —2 1 nime ortonormdalni bazi na obrazu f na ortonormalni bazi cilového
prostoru a matice zobrazeni bude obsahovat ¢tvercovou regularni
0 14 6 matici A doplnénou nulovymi fddky na potfebnou velikost. Bez

O tjmy na obecnosti tedy predpokladejme W = V.
Nase podminka pro matici ortogonalniho zobrazen{ v ortonor-
2.68. Pro libovolnou n x n matici A je jeji charakteristicky poly-  malni bdzi pak fkd pro viechny vektory x a y v prostoru K" toto:

nom | A — A E | stupné n tvaru A0 A-y=x" (AT - A)-y=xT -y

Potom

[A—AE|=c MV 4+ M+ oo+ A+co. # 0, Specidlnimi volbami vektord standardni baze za x a y dostaneme
pfimo, 7e AT - A = E, tedy tenty? vysledek jako v dimenzi dvé.

pficemZ plati Dokazali jsme tak ndsledujici tvrzeni:

cn=(=1", ¢ =CD"TtrA, ¢ = | A ,___,J MATICE ORTOGONALNICH ZOBRAZENT
JestliZe je matice A trojrozmérnd, obdrZime Véta. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
|A—AE| ==+ @AM +ch+ Al a f: V. — V jelinedrni zobrazeni. Pak f je ortogondlni, pravé
kdy? v nékteré ortonormdlni bazi (a pak uZ ve vsech) md matici
Volbou A = 1 dostdvdme A splitwjici AT = A=,
|A—E|=—-14+trA+c+|A]| l
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Odsud ziskdvame vyjadien{
|[A—AE|= -2+t +(A—E|+1—trA —|ADL+]A].
VyuZijte toto vyjddieni k ureni charakteristického polynomu a vlast-

nich hodnot matice

32 —67 47
A=|7 -14 13
-7 15 -6

s ws

Dalsi zdkladn{ pfiklady na vlastni ¢isla a vektory matic naleznete

na strané 14

2.69. Pauliho matice. Ve fyzice se stav ¢dstice se spinem % popisuje

Pauliho maticemi. Jsou to ndsledujici matice 2 x 2 nad komplexnimi

(01 (0 —i (1 0
aT=\10)2=\i o) 2" \o 1)

Pro ¢tvercové matice definujeme jejich komutdtor (znaeny hranatymi

&isly

zévorkami) jako [0, 03] := 0107 — 0207.

Ukazte, ze plati [0}, 02] = 2io3 a podobné [07,03] = 2ioy

a [0y, 03] = 2io;. Dale ukazte, Ze 01 = 022 = 03

1 a Ze vlastn{
hodnoty matic o1, 07, 03 jsou %1.

UkaZte, Ze pro matice popisujici stav ¢éstice se spinem 1

C{0 10\ {0 =i 0 10 0
“ (10 1), =i o =i). oo o
V2\o 1 0/ v2\o i o 00 —1

plati stejné komutacni relace jako v pfipadé Pauliho matic.
Ekvivalentné Ize ukdazat, Ze pfi oznaceni

1 0 . . .
1:= (O 1), I :=io3, J :=ioy, K :=io0

tvori vektorovy prostor s bazi (1, I, J, K) algebru kvaterniont (alge-
bra je vektorovy prostor s bindrn{ bilinedrni operaci ndsobenf; v tomto
ptipadé je toto ndsobeni ddno ndsobenim matic). K tomu, aby uvazZo-
vany prostor byl skute¢né algebrou kvaterniont, je nutné a staci uka-
zat nasledujici vlastnosti: 12 = J2 = K*> = —lalJ = —JI = K,
JK=—-KJ=1aKIl=—-IK=.

2.70. Uvedte dimenze vlastnich podprostort jednotlivych vlastnich ho-

dnot A; matice

S N = N
O RO
SO W oo
w o OO

2.71. Lze vyjadtit matici

[ Véta. Necht f : 'V — V je ortogondlni zobrazeni na prostoru se

DuUkaz. Skuteéné, jestlize zachovava f velikosti, musi mit
uvedenou vlastnost v kazdé ortonormalni bazi. Naopak, pfedchoz{
vypocet ukazuje, Ze vlastnost matice v jedné bazi uz zarucuje za-
chovavani velikosti. ]

Ctvercovym maticfm, které sphiuji rovnost AT = A7l
tikdme ortogondlni matice.

Diusledkem predchozi véty je také popis v8ech matic prechodu
S mezi ortonormalnimi bazemi. Kazda totiZ musi za-
dévat zobrazeni K" — K" zachovévajici velikosti
a splitujf tady také pravé podminku S~! = ST. P¥i

: prechodu od jedné ortonormdln{ baze ke druhé se tedy
matice (hbovolnych) linearnich zobrazeni méni podle vztahu

A =STAS.

2.51. Rozklad ortogonalniho zobrazeni. Podivejme se nyni po-
1 drobnéji na vlastni vektory a vlastni ¢isla ortogondlnich
zobrazeni naredlném vektorovém prostoru V se skalarnim
&' soudinem.

'/thaqume pevné zvolené ortogondlni zobrazeni f : V — V
s matici A v néjaké ortonormdlni bdzi a zkusme postupovat ob-
dobné jako s matici rotace D v ptikladu 43,

Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podprostory
ortogondlnich zobrazeni a jejich ortogonaln{ dopliiky. JestliZe pro
libovolny podprostor W € V a ortogonalni zobrazeni f : V — V
plati f(W) € W, pak také plati pro viechny v € W+, w e W

(f),w) = (f), fof ') = (v, fw)=0,
protoZe i f_1 (w) € W. To ale znamena, Ze také f(Wl) c wt.
Dokazali jsme tedy jednoduché, ale velice dtleZité tvrzeni:

Tvrzeni. Ortogondini doplnék k invariantnimu podprostoru je
také invariantni.

Kdyby byla vlastni &isla ortogondlniho zobrazeni reélna,
zaruCovalo by uZ toto tvrzeni, 7e bude vZdy existovat baze
V z vlastnich vektort. Skute¢né, ziizeni f na ortogondlni doplnék
invariantnitho podprostoru je opét ortogondlni zobrazeni, takZe
miZeme do baze pfibirat jeden vlastni vektor za druhym, a7
dostaneme cely rozklad V. Nicméné vétsinou nejsou vlastni ¢isla
ortogondlnich zobrazeni redlnd. Musime si proto pomoci opét
vyletem do komplexnich vektorovych prostorti. Zformulujeme

rovnou vysledek:

ROZKLAD ORTOGONALNICH ZOBRAZEN{

skalarnim soucinem. Pak vSechny koveny charakteristického poly-
nomu f maji velikost jedna a existuje rozklad V na jednorozmerné
vlastni podprostory odpovidajici viastnim Cislim » = £1 a dvou-
rozmérné podprostory P, 5, na kierfch piisobi [ rotaci o iihel
rovny argumentu komplexniho Cisla A v kladném sméru. VSechny
tyto rizné podprostory jsou po dvou ortogondlni.

Dtkaz. Bezijmy na obecnosti miiZeme pracovat s prostorem
N R™ se standardnim skaldrnim souéinem. Zob-
Jo- o)), razeni tedy bude ddno ortogondlni matici A, kterou
B W//// muizZeme stejné povaZovat za matici linedrniho zobra-
00 zeni na komplexnim prostoru C” (kterd je jen shodou
okolnosti redlnd). Zarucené bude existovat pravé m (komplexnich)
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ve tvaru sou¢inu B = P~!. D . P pro n&jakou diagondlni ma-
tici D a invertibilni matici P? Pokud je to moZné, udejte piiklad

takové dvojice matic D, P a zjistéte, kolik takovych dvojic existuje.

Jak jsme vidéli v |26, na zdkladé vlastnich hodnot a vektord
dané matice 3 x 3 umime Casto geometricky interpretovat zobrazeni,
které tato matice zaddva ve standardni bdzi v R*. Umime to zejména
v téchto situacich:

Ma-li matice vlastni ¢islo O a vlastni ¢islo 1 s geometrickou ndsob-
nosti 2, tak se jednd o projekci ve sméru vlastniho vektoru ptislusného
vlastni hodnot€ 0 na rovinu vlastnich vektort pfislusnych vlastni hod-
noté 1. Pokud je vlastni vektor piislu§ny vlastni hodnoté O kolmy na
rovinu vlastnich vektort piislu§nych hodnoté 1, pak se jednd o kolmou
projekei.

Ma-li matice vlastn{ ¢islo —1 s vlastnim vektorem kolmym na ro-
vinu vlastnich vektorl pfislu$nych vlastni hodnoté 1, jde o zrcadlen{
podle roviny vlastnich vektort piisluSnych vlastni hodnoté 1.

Ma-li matice vlastni ¢fslo 1 s vlastnim vektorem kolmym na rovinu
vlastnich vektord piislusnych vlastni hodnoté —1, jednd se o osovou
symetrii (v prostoru) podle osy dané vlastnim vektorem piisluSnym

vlastni hodnoté€ 1.

2.72. Urdete geometricky vyznam linedrniho zobrazeni R® — R3

zadaného matici

ReSeni. Matice m4 dvojndsobnou vlastni hodnotu —1, ji p¥islu$ny pro-
stor vlastnich vektord je ((2, 0, 1), (1, 1, 0)). Dédle ma matice vlastni
hodnotu 0, s vlastnim vektorem (1, 4, —3). Zobrazeni dané touto ma-
tici ve standardni bazi je tudiZ projekce podle vektoru (1, 4, 3) nésle-

dovand stfedovou symetrii podle poc¢atku. |

2.73. Véta 5T ndm déava do ruky ndstroje, jak poznat matici rotace
v R3: m4 tfi riznd vlastni &fsla s absolutni hodnotou 1, jedno z nich je
pfimo &islo 1 (jemu pfislusny vlastni vektor je osa rotace). Argument
zbylych dvou, tedy nutné komplexné sdruZenych, vlastnich ¢isel potom
udava thel rotace v kladném smyslu v roviné urcené bazi u; + u;,

ilu, —uy].
2.74. Urcete, jaké linedrni zobrazeni zaddv4 matice

1
5

| oo | —
W\ w

oo
S
(T[S IATN

kofent charakteristického polynomu, véetné jejich algebraické na-
sobnosti (viz tzv. zdkladni véta algebry, IT21 na str. B&3). Navic,
protoZe charakteristicky polynom zobrazeni bude mit vyhradné re-
alné koeficienty, budou tyto koteny bud redlné, nebo ptijde o dvo-
jice komplexné sdruZenych kofenii A a A. Pfislu§né vlastni vektory
v C™ k takové dvojici komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel budou
feSenim dvou komplexné sdruZenych systémil homogennich linear-
nich rovnic, nebof piislu§né matice systéma rovnic jsou celé redlné,
a7 na samotnd dosazena vlastni ¢isla. Evidentné proto budou také
feSeni téchto systémi komplexné sdruzené vektory.

Nyni vyuZijeme skute¢nost, Ze ke kazdému invariantnimu pod-
prostoru je i jeho ortogondlni doplnék invariantni. Nejprve si naj-
deme vSechny vlastni podprostory V4 pfislusné k redlnym vlast-
nim hodnotdm a ziZime naSe zobrazeni na ortogondlni dopln¢k
k jejich souctu. Bez ijmy na obecnosti tedy miiZzeme predpokladat,
7e naSe ortogondln{ zobrazeni nema 7Zaddnd redlna vlastni ¢isla a 7e
jedimV =2n > 0.

Zvolme nyni néjaké vlastni ¢islo A a ozna¢me u) vlastni vek-
tor pfislusny k vlastnimu &islu A = o 4 i, B # 0. Zcela stejné
jako v pripadé¢ rotace v roviné zadané v odstavci 43 matici D
nds zajima redlnd ¢ast souctu dvou jednorozmérnych podprostora
(uy) ® (i1y), kde it;, je vlastni vektor pifslusny k vlastnimu &islu A.

Jde o prinik uvedeného souctu komplexnich podprostori
s R?", ktery je generovany vektory uy + it a i(u; — ity), tj. realny
vektorovy podprostor P, € R?" generovany bazi danou redlnou

s %2

a imaginarni Casti u;

X, =reu;, —y,=—imu,.

ProtoZe A - (uy + 1)) = Auy + Aiiy a podobné s druhym bazovym
vektorem, jde zjevné o invariantni podprostor vii¢i ndsobeni matic{
A adostdvidme

A-x) =axy+ By, A-yi=—ay,+ Bx;.

ProtoZe nase zobrazeni zachovava velikosti, musi byt navic veli-
kost vlastn{ hodnoty X rovna jedné. To ale neznamena nic jiného,
neZ 7e zuZzeni naseho zobrazeni na P, je rotaci o argument vlastn{
hodnoty A. VSimnéme si, Ze volba vlastniho ¢isla X misto A vede na
stejny podprostor se stejnou rotaci, pouze ji dostaneme vyjadienou
v bazi x;, yx, tj. musime v soufadnicich rotovat o thel s opacnym
znaménkem.

Dikaz celé véty je tim dokoncen, protoZe ziiZenim naseho zob-
razeni na ortogondlni dopInék a opakovanim ptredchozi dvahy do-
staneme cely rozklad po n krocich. (]

K myslenkdm tohoto ditkazu se jesté vratime v kapitole tfeti,
kdyZz budeme studovat komplexni rozsiteni euklidovskych vektoro-
vych prostort, viz BZ28.

Poznamka. Specidlné v dimenzi tfi musi byt alespoil jedno

vlastni Cislo £1, protoZe je trojka liché cislo. Pak
* ov§em prislusny vlastni podprostor je osou rotace
trojrozmérného prostoru o thel dany argumentem

dalsich vlastnich ¢&isel. Zkuste si rozmyslet, jak

poznat, kterym smérem jde rotace a také, Ze vlastni ¢islo —1
znamend jest¢ dodateCné zrcadleni podle roviny kolmé na osu

rotace.
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ReSeni. Jiz zndmym postupem zjistime, 7e matice ma nasledujici
vlastni &isla a jim pifslusné viastni vektory: 1, (1,2,0); 2+%i, (1, 1+
i, —1—-10);z—

vlastnich hodnot jsou rovny jedné, nejednd se o rotaci, nebof dand ma-

‘g‘i, (1, 1 —i, —1+1). Pfesto, Ze absolutni hodnoty v§ch

tice nenf ortogondlni.

Jde tedy o matici rotace (vSechna vlastni ¢isla maji absolutni hod-
notu 1 a jedna z vlastnich hodnot je piimo 1). Navic vime, Ze se jednd
o rotaci o arccos (%) = 0,295m, coz je argument vlastniho ¢isla % + ‘g‘i.
Zbyva urcit smysl otd¢eni. Nejprve je dobré si pfipomenout, Ze smysl
otdCeni se méni s orientaci osy (nemd tedy smyslu hovofit o smyslu
otaceni, pokud nemdme orientovanu jeho osu. Dle tGvah v diikazu véty
D51 plisobi dand matice otd¢enim o arccos (2)) v kladném smyslu
v roving dané bazi ((0, 1, —1), (1, 1, —1)). Prvni vektor baze je imagi-
narn{ ¢asti vlastniho vektoru piislu§ného vlastni hodnoté g + %i, druhy
pak je (spole¢nou) redlnou ¢asti vlastnich vektord piisluSnych kom-
plexnim vlastnim hodnotdm. Tady je dilezité poradi vektorl v bazi
(prohozenim vektorti se zméni smysl otden{). Osa otdcenf je kolma
na uvazovanou rovinu. Pokud ji orientujeme podle pravidla pravé
ruky (dany kolmy smér také dostaneme vektorovym soucinem vektort
v bazi), tak bude smysl otd¢eni v prostoru souhlasit se smyslem otdcen{
v rovin€ s uvedenou bdzi. V naSem piipadé dostaneme vektorovym
sou¢inem (0, 1, —1) x (1,1, —1) = (0, —1, —1). Jedn4 se tedy o ro-

taci o arccos (5) v kladném smyslu kolem vektoru (0, —1, —1), neboli

5
3

o rotaci o arccos (2) v zdporném smyslu kolem vektoru (0, 1, 1). O

2.75. Bez pocitani napiSte spektrum linedrntho zobrazeni
f: R® — R’ zadaného piifazenim
(x1, X2, 3) = (X1 + x3, X2, X1 + X3). @

K diskusi vlastnosti matic a linedrnich zobrazeni se budeme
vracet. Pred pokra¢ovanim obecné teorie si napied ukaZzeme v na-
sledujici kapitole nékolik aplikaci, jesté ale uzavieme nasi diskusi

obecnou definici:
SPEKTRUM LINEARN{HO ZOBRAZEN{ L__\
2.52. Definice. Spektrum linedrniho zobrazeni f : V. — V (resp.
matice) je posloupnost kofenti charakteristického polynomu zob-
razeni f, v€etné ndsobnosti. Algebraickou ndsobnosti vlastni hod-
noty rozumime jeji ndsobnost jakoZto kofenu charakteristického
polynomu, geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je dimenze
prislusného podprostoru vlastnich vektor.
Spektralnim polomérem linearntho zobrazeni (matice) je
nejvetsi z absolutni hodnot vlastnich &isel.

V této terminologii miiZeme nase vysledky o ortogonalnich
zobrazenich zformulovat tak, Ze jejich spektra jsou vZdy celd pod-
mnoZzinou jednotkové kruZnice v komplexnf rovin€. To znamen4,
7e v redlné ¢asti spektra mohou byt pouze hodnoty +£1, jejichZ alge-
braické a geometrické nasobnosti jsou stejné. Komplexni hodnoty
spektra pak odpovidaji rotacim ve vhodnych dvourozmérnych pod-

prostorech, které jsou na sebe po dvou kolmé.
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K. Dopliujici piiklady k celé kapitole

2.76. Reste soustavu

x1 + x + x4+ xz — 2x5 = 3,
2%y 4+ 2x3 + 2x4 — 4x5 = 5,

-x1 — X2 — x3 + x3 + 2x5 = 0,
—2x1 + 3x, 4+ 3x3 - b6xs = 2.

ReSeni. Rozsifend matice soustavy je

1 1 1 1 =23
0 2 2 2 —4)|5
-1 -1 -1 1 210
-2 3 3 0 —6]2

Pfi¢tenim prvniho fadku ke tfetimu a jeho dvojndsobku ke ¢tvrtému a poté pri¢tenim (—5/2)ndsobku
druhého fadku ke ¢tvrtému obdrzime

1111 =213 111 1 =2 3
60222 4|5 022 2 -4 5
0002 0 |3 000 2 O 3
055 2 —-10]8 000 -3 0/|-972

Posledn{ fadek je zfejmé ndsobkem predposledniho, a tak jej mtizeme vynechat. Pivoti se nachazeji
v 1., 2. a 4. sloupci, proto jsou volné proménné x3 a xs, které nahradime redlnymi parametry f, s.

UvaZujeme tak soustavu

X1 + x 4+ t + x4 — 25 = 3,
2xp 4+ 2t + 2x4 — 4s = 5,
2X4 = 3.

Vime tedy, Ze x4 = 3/2. Druhd rovnice dava
2xp+2t+3—-4s =5, tj. xpx=1-—1+2s.
Z prvni potom plyne
x1+1—t4+2s+t+3/2-2s=3, . x3=1/2.

Celkem mame
2.1
(x1, x2, X3, X4, x5) = (1/2, 1 —t +2s, t, 3/2,5), t,s €R.

Také v tomto piikladu znovu uvaZzujme rozsifenou matici a pfevedme ji pomoci fddkovych tprav
do schodovitého tvaru, kde prvnf nenulové ¢islo v kazdém fadku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém
tato 1 je, jsou ostatni ¢isla 0. Jesteé pfipomeiime, Ze Ctvrtou rovnici, jeZ je kombinaci prvnich tiech
rovnic, budeme vynechdvat. Po fadé vyndsobenim druhého a tiettho fadku ¢islem 1/2, odectenim

tfettho fddku od druhého a od prvniho a ode¢tenim druhého fddku od prvniho ziskdme

1111 =23 1111 =23
0222 —4|5]|~101 11 =2|5/2 ]|~
0002 0|3 0001 0]3/2
1110 =2]3/2 1 00 0 0 |1/2
~1 0110 2|1 ~1 0110 2|1
0001 0372 0001 0372
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Pokud opét zvolime x3 = 1, x5 = s (¢, s € R), dostaneme odsud obecné feseni (||[Z1]|) ve stejném
tvaru, a to bezprostiedng. UvaZte piislusné rovnice
X1 = 1/2,
X2 + t — 25 = 1,
X4 = 3/2.

2.77. Najdéte feSeni soustavy linedrnich rovnic zadané roz§ifenou matici

33 2 13
21 1 0|4
05 —4 3|1
53 3 =3|5

Reseni. Uvedenou roziffenou matici upravime na schodovity tvar. Nejprve prvni a tfeti fadek opiSeme
a do druhého fadku napiSeme soucet (—2)ndsobku prvniho a 3ndsobku druhého fadku a do ¢tvrtého
radku soucet Snasobku prvniho a (—3)ndsobku posledniho fadku. Takto ziskdme

33 2 1|3 33 2 1|3
21 1 041 10 -3 -1 -2]6
05 —4 3|1 0 5 —4 3|1
53 3 =3|5 0 6 1 1410

Opsani prvnich dvou fadkt a pri¢teni Sndsobku druhého fadku k 3ndsobku tfetiho a jeho 2ndsobku

ke ¢tvrtému fadku dava

3 3 2 1 |3 3 3 2 1 3

0 -3 -1 =216 0 -3 -1 =216

0 5 —4 3 |1 0 0 —-17 —-1133

0 6 1 1410 0O 0 -1 10|12
ty

fadek opiSeme a ke tfetimu pric¢teme ¢tvrty, dostaneme

~

Pokud prvni, druhy a ¢tvr

3 3 2 1 |3 33 2 1 |3
0 -3 -1 -2{6 | |0 -3 -1 =-2]6
0 0 -17 —-1]33 0 0 -—-18 9 |45
0 0 -1 10|12 0 0 -1 10|12

Dile je (fadkové dpravy jsou jizZ ,,obvyklé®)

3 3 2 1|3 3 3 2 1 3
0 3 -1 -2/6 | |0 -3 -1 2|6 N
0 0 —18 9 |45 0o 0 2 —-1/| -5
0 0 -1 1012 0 0 1 —-10|-12
3 3 2 1 3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 -2/ 6 10 -3 -1 2] 6
0 0 1 -—-10|-12 0 0 1 —-10|-12
o 0 2 -—-1/|-5 0 0 0 19| 19
Vidime, Ze soustava ma praveé 1 feSeni. Ur¢eme ho zpétnou eliminaci
3 3 2 1 3 3 3 2 0] 2
0 -3 -1 -2/ 6 10 -3 -10] 8
0 0 1 -—-10|-12 0 0 1 0]-=-2
\oo o 1|1 ) \o o o 1|1
(3 3 00| 6 1 10 0] 2 1 00 0] 4
10 -3 006 101002 010 0]-2
0 0 1 0]-2 0 01 0f=-2 001 0]-2
\O 0 0 1] 1 0 00 1|1 000 1]1
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Vysledek je tak
X1 = 4, Xy = —2, X3 = —2, X4 = 1. O

2.78. Uvedte vSechna feSeni homogenniho systému
x+y=2z+v, z4+4u+v=0, -3u=0, z=-v

4 linedrnich rovnic 5 proménnych x, y, z, u, v.

ReSeni. Systém piepiSeme do matice tak, Ze v prvnim sloupci budou koeficienty u x, ve druhém
sloupci koeficienty u y, az v patém sloupci koeficienty u v, pfi¢emzZ vSechny cleny v kazdé rovnici

pfevedeme na levou stranu. Timto zptisobem piislusi systému matice

11 -2 0 -1
00 1 4 1
00 0 -3 0
00 1 O 1
Pfi¢teme-li (4/3)-ndsobek tretiho fadku ke druhému a odecteme-li poté druhy fadek od ¢tvrtého,
obdrZime
11 -2 0 -1 11 -2 0 -1
00 1 4 L1 _ (oo 1 0 1
00 0 -3 0 00 0 -3 0
00 1 0 1 o0 o0 o0 O
Diéle vynasobime tfeti fadek ¢islem —1/3 a pficteme 2ndsobek druhého fadku k prvnimu, coz dava
11 -2 0 -1 1 10 01
00 1t 0o 1] _ 00101
00 0 -3 0 00010
00 0 0 O 0 00 0O

Z posledni matice miZeme piimo vypsat v§echna feSeni

X -1 —1
y 1 0
zl=t] O | +s|-1]|, &seR,
u 0 0
v 0 1

nebof mame matici ve schodovitém tvaru, pti¢emz prvni nenulové ¢&islo v kazdém fadku je 1 a ve
sloupci, kde se takova 1 nachdzi, jsou na ostatnich pozicich 0. VySe uvedené feseni ve tvaru linedrni
kombinace dvou vektorti je uréeno pravé sloupci bez prvniho nenulového ¢isla néjakého fadku, tj.
druhym a patym sloupcem, kdy volime 1 jako druhou sloZku pro druhy sloupec a jako patou slozku
pro paty sloupec a kdy &isla v pifslusném sloupci bereme s opaénym znaménkem a umisfujeme je na
pozici danou sloupcem, ve kterém je prvni 1 v jejich fadku. Dodejme, Ze vysledek je ihned mozné
prepsat do tvaru

x, y,z,u,v) =(—t—s,t —5,0,5, tselR. ]

2.79. Zjistéte pocet feSeni soustav
(a)

12x; 4+ 5x + 1lx3
X1 — 5)63 = —9,
X1 + 2x3 = -7

|
|
°
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(b)
dx; + 2x, — 12x3 = 0,
S5x1 + 2x — x3 = 0,
—2x;1 — X2 + 6x3 = 4,
©
4)(1 + 2)(2 — 12)63 = 0,
5x1 + 2xp — x3 = 1,
—2x1 — Xy + 6X3 =

ReSeni. Vektory (1,0, —5), (1,0, 2) jsou o&ividné& linedrné nezavislé (jeden neni nasobkem druhého)
a vektor (12, +/5, 11) nemiiZe byt jejich linedrni kombinaci (jeho druh4 slozka je nenulové), a proto
matice, jejimiZ faddky jsou tyto tfi linedrn€ nezdvislé vektory, je invertibilni. Soustava ve varianté (a)
md tedy prave jedno feSeni.

U soustav ve variantach (b), (c¢) si sta¢i pov§Simnout, Ze je
4,2, -12) = —2(-2,—1,6).

V piipadé (b) tak secteni prvni rovnice s dvojndsobkem tieti divd 0 = 8 — soustava nema4 fesenf;

v pripadé (c) je tfeti rovnice ndsobkem prvni — soustava ma ziejmé nekone¢né mnoho feSeni. U

2.80. Najdéte (libovolny) linedrni systém, jehoZ mnozina feSeni je praveé
{(t +1, 2¢, 3¢, 41); t € R}.
ReSeni. Takovym systémem je napf.
2x1 —x2 =2, 2x—x4=0, 4x3—3x4=0.
Témto rovnicim totiZ uvedené feseni vyhovuje pro kazdé r € R a vektory
2,-1,0,0), (0,2,0,-1), (0,0,4,-3)

zaddvajici levé strany rovnic jsou zfejmé linedrné nezdvislé (mnoZina feSeni obsahuje jeden parametr).
]

2.81. Stanovte hodnost matice

1 -3 0 1
1 -2 2 —4
A=l1 _1 0 1
2 -1 1 =2

Poté stanovte pocet feSeni systému linedrnich rovnic

X1+ x4+ x3 — 2x4 = 4

—3X1 — 2)62 - X3 — X4 = 5,

+ 2x; + xg = 1,

X1 — 4xp, + x3 — 2x4 = 3

a také vSechna feSeni systému

X1 + x 4+ x3 — 2x4 = 0,

—3x; — 2% — x3 — x4 = 0,

+ 2x; + xs = 0,

xp — 4x, + x3 — 2x4 = 0
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a systému
X1 — 3XQ = 1,
X1 — 2x + 2x3 = —4,
X1 — X2 = 1,
—2x; — X + x3 = =2.
Reseni. ProtoZe je det A = —10, tedy nenulovy, jsou sloupce matice A linedrn& nezavislé, a tudiZ se

jeji hodnost rovnd jejimu rozméru.

Prvni z uvedenych tfech systémt je zadan rozsifenou matici

1 1 1 -214
-3 -2 -1 —-1]5
o 2 0 1 |1
1 -4 1 =213
OvSem levd strana je pravé AT s determinantem |AT| = |A| # 0. Existuje tedy matice (AT)_1

a soustava ma prave 1 feSeni
T T\~! T
(x1, X2, x3, xg)" = (AT) - (4,5, 1,3)".

Druhy ze systém@ m4 totoZnou levou stranu (uréenou matici A”) s prvnim. ProtoZe absolutni
¢leny na pravé stran€ linedrnich systémd neovliviiuji pocet feSeni a protoZe kazdy homogenni systém

md nulové feSeni, dostivdme jako jediné feSeni druhého systému uspotfddanou Ctvetici
(x1, x2, x3, x4) = (0,0,0,0).

Tteti systém md roz§ifenou matici

1 -3 0|1

1 -2 2|4

1 -1 0] 1 ’
-2 -1 1]-=2

coz je matice A (pouze posledni sloupec je uveden za svislou ¢arou). Pokud budeme tuto matici

upravovat na schodovity tvar, musime obdrzet fadek
(0 0 0fa), kdea #0.

Vime totiz, Ze sloupec na pravé strané nenf linedrnf kombinac{ sloupcti na levé strané (hodnost matice

je 4). Tento systém nemd feSeni. ]

2.82. Vyfteste systém homogennich linedrnich rovnic zadany matici

0 V2 V3 V6 0
2 2 3 =2 -5
0 2 V5 2V3 =3
33 43 -3 0
@
2.83. Urcete vSechna fesSen{ systému
X2 + xx = 1,
3x1 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2,
X1 + x - x 4+ x4 =2
X1 — X3 = 1.
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2.84. Vyfieste

3x — 5y 4+ 2u + 4z = 2,
S5 + 7y — 4u — 6z = 3,
11x — 3y + + 2z =1
@
2.85. Rozhodnéte o feSitelnosti soustavy linedrnich rovnic
3x1 + 3x + x3 = 1,
2x1 + 3xp -— X3 = 8,
2xi — 3x + x3 = 4,
3x1 — 2x 4+ x3 =
tfech proménnych x;, x7, X3. O
2.86. Stanovte pocet feSeni 2 soustav 5 linedrnich rovnic
AT x=(1,2,3,4,5", AT .x=(,1,1,1, DT,
kde
31750
x=(x,x,x) a A=[0 0 0 0 1
21 4 30
e
2.87. Urcete feSeni soustavy linedrnich rovnic
ax; + 4x, + 2x3 = 0,
2x1 + 3)62 - X3 = 0
v zdvislosti na parametru a € R. @
2.88. V zavislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o poctu feSen{ soustavy
4 1 4 a X1 2
2 3 6 8 x| |5
3 2 5 4 x| |3
6 —1 2 -8/ \x4 -3
@

2.89. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linedrnich rovnic tf{ proménnych, jejiZ mnoZinou
reSen{ je

(a) {(0,0,0)};

() {(0,1,0),(0,0,0), (1, 1,00}

© {(x,1,0); x e R}

(d) {(x, . 2y); x, y € R}.

2.90. Reste soustavu linedrnich rovnic v zdvislosti na redlnych parametrech a, b.

xX 4+ 2y + bz = a,
x - y + 2z = 1,
3x — y = 1.
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2.91. Najdéte algebraicky adjungovanou matici F*, je-li

a B 0
F=1y § 0], a, B,v,8 €R.
0 0 1
a
2.92. Vypoditejte algebraicky adjungované matice k maticim
3 =2 0 -1
0o 2 2 1 14+i 2i
@11 2 3 2 © (3—21' 6)’
o 1 2 1
pti¢emz i oznacuje imaginarni jednotku. @)
2.93. Rozlozte na transpozice nasledujici permutace:
(1 2 3 45 6 7
D76 54321)
(1 2 3 45 6 7 8
Dle4125837)
iii)1234567891
4 6 1 10 2 5 9 8 3 7))
2.94. Urcete paritu ndsledujicich permutaci:
(1 2 3 45 6 7
D7 5641 23)
(1 2 3 45 6 7 8
D6 7123845)
ii.)12345678910
Y971 1025493 6)
2.95. Je mnozina V = {(1, x); x € R} s operacemi
@:VxV->V, (Lyddz)=0,z +y),
O:RxV =V, zol,y=U,y-2),
kde y, z € R, vektorovym prostorem? @

2.96. Vyjadrete vektor (5, 1, 11) jako linedrni kombinaci vektortd (3, 2, 2), (2, 3, 1), (1, 1, 3), tj. na-
leznéte ¢isla p, g, r € R, pro kterd je

S, L,1)=p@3,2,2)+q 2,3, 1)+r(1,1,3). a
2.97. V R3 uréete matici rotace o 120° v kladném smyslu kolem vektoru (1, 0, 1) (sta¢i uvést ve tvaru
soucinu matic). O
2.98. Ve vektorovém prostoru R* uréete matici kolmé projekce na rovinu x + y — 2z = 0. O
2.99. Ve vektorovém prostoru R* uréete matici kolmé projekce na rovinu 2x — y + 2z = 0. O

2.100. Je déna piimka
p:l1, 1]+ &, Dt t eR.
Urcete parametrické vyjadieni vSech piimek ¢, které prochdzeji pocdtkem soutadnic a s pfimkou p

maji odchylku 60°. @
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2.101. Napiste néjakou bazi redlného vektorového prostoru matic 3 x 3 nad R s nulovou stopou
(soucet prvki na diagondle) a napiSte soufadnice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.102. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic z predchoziho pfikladu.

Spoditejte normu matice z predchoziho prikladu, kterd je indukovand Vami zavedenym soucinem.

@)
2.103. Urcete, zda jsou podprostory

U=(2122),
V = <(_1s 07 _172)s (_17 Oa ls O)s (Oa 07 1’ _1)>
prostoru R* na sebe kolmé. Pokud ano, je R* =U @ V, tj. je U+ = V?

2.104. V zdvislosti na parametru ¢ € R stanovte dimenzi podprostoru U vektorového prostoru R,
je-li U generovan vektory

@ wu =0, LD, un=00,81), us=1(2,2,0;
(b) uy = (ta , t)a Uy = (_4t9 _4t9 4t)7 us = (_25 _27 _2)

2.105. Sestrojte ortogonalni bazi podprostoru
((1v 17 17 1)v (17 17 19 _1)7 (_17 1v 17 1) >
prostoru R*.

2.106. V prostoru R* naleznéte né&jakou ortogonalni bazi podprostoru viech linedrnich kombinac{
vektort (1,0, 1,0), (0,1,0,—=7), (4, —2,4, 14) a podprostoru generovaného vektory (1, 2,2, —1),
(17 15 _Sa 3)3 (37 2a 87 _7)

2.107. Pro jaké hodnoty parametrii a, b € R jsou vektory
(17 19 2’ Oa 0)9 (17 _19 Ov 17 a)9 (19 b? 2’ 35 _2)
v prostoru R> po dvou ortogondlni?

2.108. V prostoru R3 uvazujte podprostor generovany vektory (1,1, —1, —1,0), (1, —=1, —1,0, —1),
(1,1,0,1, 1), (—1,0, —1, 1, 1). Najdéte néjakou bazi jeho ortogondlniho dopliiku.

2.109. Popiste ortogondlni dopln&k podprostoru V prostoru R*, je-li V generovdn vektory
(_19 2’ 05 1)7 (3’ 15 _27 4)’ (_45 19 2’ _4)7 (25 37 _25 5)
2.110. V prostoru R’ uréete ortogondlni doplnék W+ podprostoru W, jestlize

@ W={r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+1|rs,teR}

(b) W je mnozina feSeni soustavy rovnic x; — x3 = 0, x; —xp + x3 — x4 + x5 = 0.

2.111. Necht jsou v prostoru R* dany vektory (1, —2,2,1), (1, 3,2, 1). Dopliite tyto dva vektory
libovolnym zp@isobem na ortogonalni bazi celého R*. (MiaZete k tomu vyuZit Gramiv-Schmidtiv

ortogonaliza¢ni proces.) O
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2,112, Naleznéte vlastni ¢isla a jim piislusné vektorové prostory vlastnich vektordi matice

1 1 O
A=|-1 3 0
2 =22

ReSeni. Charakteristicky polynom matice je A> — 6A% 4+ 121 — 8, coZ je (A — 2)® s trojndsobnym

kofenem 2. Cislo 2 je tedy vlastni hodnotou s algebraickou nasobnostf tfi. Jeji geometrickd nasobnost

tedy bude jedna, dvé, nebo tfi. Uréeme tedy vlastni vektory prislu$né této vlastni hodnoté jako feSeni
soustavy

—x;1 + x2 = 0,

0

(A-2Ex=0,t. —x; + x2 =
2)61 — 2X2 = 0.

’

Jejim feSenim je dvojrozmérny prostor ((1, —1, 0), (0, 0, 1)). Vlastni hodnota 2 m4 tedy algebraickou

ndsobnost tfi, ale geometrickou pouze dva. (]

2.113. Stanovte vlastni hodnoty matice

—13 5 4 2
0 -1 00
=30 12 9 5
—12 6 4 1
2.114. Vite-li, ze ¢isla 1, —1 jsou vlastni hodnoty matice
—11 5 4 1
-3 0 10
A=1_21 11 8 2|
-9 5 31

uvedte vSechna feSeni charakteristické rovnice | A — A E | = 0. Ndpovéda: Oznacime-li kofeny poly-
nomu | A — A E | jako Ay, Ay, Az, Ag, je
[Al=A1- A2 A3 X4, A=A +A+A3+ 4. a

2.115. Udejte piiklad ¢tyfrozmérné matice s vlastnimi ¢isly A; = 6 a A, = 7 takové, aby ndsobnost
A jako korene charakteristického polynomu byla 3 a aby

(a) dimenze podprostoru vlastnich vektord X, byla 3;

(b) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 2;

(¢c) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 1.

@)
2.116. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice:
-1 -3 3
0o - 5§ 2
;i
0§ —3
a

2.117. Urcete charakteristicky polynom | A — A E |, vlastni ¢isla a vlastn{ vektory matice
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(4 -1 6\
2 1 61.
2 1 8}

2.118. Urdete geometricky vyznam zobrazeni v R3, které je zaddno matic{

0 01
010
1 00

2.119. Rozhodnéte, zda |A'"%%% || < 1,kde v = (3,2, 1), kde A =

D LAD | W
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ReSeni cviceni

2.7.
122 —121 121 14 13 —13
Ad=|-121 122 -121 ,A’3=% 13 14 13
0 0 1 0 0 27

2.12. Takova matice X existuje pravé jedna, a to

18 -32
5 -8/

1 10 -4
214. A7l =11 12 -5
0 5 -2
2 -3 0 0 0
-5 8 0 0 0
2150 0 -1 0 o0
0 0 0 -5 2
0o 0 0 3 -1
0O 1 1 0
1 -1
216. ¢l =1 0

0
| .
\1 -1 -1 1 }

2.17. V prvnim piipadé dostdvaime

ve druhém potom

14 8 5
ATl=2 11
1 10
2.18. Plat{
01 1 1
1 0 1 1
—1 1 . .
A7l = 11 0 . .
n—1
(.
11 -~ 1 0
2.21.-3,17-1
2.27. B
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 1t 1 -1 -1
1 -1 1 —1] 4]1 =1 1 =1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Nasledné 1ze snadno ziskat
13 3 3 1
xlz?, xzz—Z, xg:—Z, x4=Z.
2.39. (2+%,2—%§).
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2.40. Vektory jsou zavislé, je-1i spInéna alespori jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.
2.41. Vektory jsou linearné nezdvislé.
2.42. Stadi pfipojit napf. polynom x.
2.61. cos = %
268.Je|A—LE|=—23 41222 — 470460, tj. Ay =3, A2 =4, A3 = 5.
2.70. Dimenze je 1 pro A1 =4 a2 pro Ay = 3.
2.71. Matice B ma dvé rtizna vlastni ¢isla, a proto takové vyjadieni existuje. Napf. plati
)4 ) (0 )45 9
6 5] 2\vV2 V2 0 —1) 2\-v2 V2

Existuji pravé dv€ diagondlni matice D, a to

11 0 -1 0

(0 —1) ’ ( 0 11) ’

oviem sloupce matice P~ miiZeme nahradit za jejich libovolné nenulové skaldrni nasobky, tedy uvaZovanych
dvojic D, P je nekone¢né mnoho.

2.75. Vysledkem je posloupnost 0, 1, 2.

2.82. Resenimi jsou pravé viechny skalarni nasobky vektoru

(1+f, ~V3,0, 1, o).

2.83. x1 =141, x2=%, X3 =1, X4=—%, t eR.
2.84. Soustava nemad feseni.
2.85. Soustava mi feSeni, protoZe je

3 3 1 1

RS RS R]

2.86. Systém linearnich rovnic

3x1 + 2x3 1,
X1 + X3 = 2s
7x1 + 4X3 = 3,
S5x1 + 3x3 = 4,
X2 5
nemd feSeni, zatimco systém

3x1 +  2x3 1,
X1 + x3 = 1,
Tx1 4+ 4dx3 = 1,
5x1 + 3x3 = 1,
X2 1

ma pravé jedno feseni x; = —1,xp = 1, x3 = 2.

2.87. MnozZina vSech feSeni je

{(—=10¢, (a +4)t, Ba —8)t) ; t € R}.

2.88. Pro a = 0 nema uvazovany systém feseni; pro a # 0 ma nekoneéné mnoho feseni.
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2.89. Pti zachovani potadi jsou spravné odpovédi ,,ano®, ,,ne”, ,,ne“ a ,,ano®.
2.90. )Prob # —Tjex=z=Q2+a)/(b+7),y=Ba—b—1)/(b+7) (1b).ii) Prob = =7 (1b)aa # -2
(1b) nemd fesSeni (1b), pro a = —2 je feSenim x = z, 3z — 1 (2b).
2.91. Ze znalosti inverzni matice F~! dostdvame
5 —B 0
Fr=@—By) Fl=|-y « 0 ,

pro libovolnd «, B, v, 8 € R.
2.92. Hledanymi maticemi jsou

11 -2 —4

w0 oo - (b)< 6 —2i)
-1 -1 3 6 |’ 342 1+i]
2 1 —6 —10

2.93. 1) (1, 7)(2,6)(5, 3), ii) (1,6)(6, 8)(8, 7)(7,3)(2,4), iii) (1,4)(4, 10)(10, 7)(7,9)(9, 3)(2, 6)(6,5)
2.94. i) 17 inverzi, licha, ii) 12 inverzi, suda, iii) 25 inverzi, lich4

2.95. Lehce se ovéri, Ze se jedna o vektorovy prostor. Prvni soufadnice neovliviiuje vypocty souctt vektorti ani
hodnoty skalarnich ndsobki vektorti: jednd se o pfeznaceny prostor (R, 4+, -).

2.96. Uloha ma jediné feseni

2.97.
/4 —J6/4  3/4
Vo4 =172 —6/4
3/4 J6/4 1/4
2.98.
5/6 —1/6 1/3
-1/6 5/6 1/3
13 1/3 1/3
2.99.
5/9 2/9 —4/9
2/9 8/9 2/9
—4/9 2/9 5/9
2.100.

3 1 3 1
q1:(2—§,2«/§+5)t, q2:<2+§,—2\/§+§>t.

2.102. Naptiklad skaldrni sou¢in, ktery vyplyvé z izomorfismu prostoru viech redlnych matic 3 x 3 s R°.
PouZijeme-li sou¢in z R° dostdvame skaldrni sou¢in, ktery dvéma maticim pfitadi soudet soudini po dvou
odpovidajicich si sloZek. Pro danou matici dostaneme

1 2 0 1 2 0\ (1 2 O
020=<020,020>=

1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3

= V12422402 +024+22+02 + 12+ (=2)2 + (=3)2 = V23.
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2.103. Vektor, ktery zadava podprostor U, je kolmy na kazdy ze tif vektord, které generuji V. Podprostory
jsou tak na sebe kolmé. Avak nenf pravda, Ze R* = U @ V. Podprostor V je totiZ pouze dvojdimenzionalni,
protoZe

(-1,0,—-1,2) = (-1,0,1,0) —2(0,0, 1, —1).

2.104. V prvnim piipadé je dim U = 2 pro t € {1, 2}, jinak je dim U = 3. Ve druhém piipadu je dim U = 2
prot #0adimU = 1prot = 0.

2.105. Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem 1ze obdrZet vysledek

(@a,1,1,n, 1,1,1,=3), (=2,1,1,0)) .

2.106. Pti zachovani potadi podprostori ze zaddni jsou ortogondlnimi bazemi napt.

((1,0,1,0),(0,1,0, =7 a((1,2,2,-1),(2,3,-3,2), (2, -1, —1, =2)).

2.107. Vysledek je a = 9/2, b = —5, nebof musi mj. platit
14064+4+04+0=0, 1-b64+0+4+3—-2a=0.

2.108. Hledana baze obsahuje jediny vektor. Je jim néjaky nenulovy skaldrni ndsobek vektoru

(3,-7,1,-5,9).

2.109. Ortogonélni dopIngk (komplement) V- je mnozina viech skaldrnich nasobk vektoru (4, 2,7, 0).
2.110. (8 W+ =((1,0,-1,1,0), (1,3,2,1,=3));
(b) Wt = ((1,0,-1,0,0), (1,—1,1,—1,1)).

2.111. Hledanych doplnénf je pochopitelné nekonecné mnoho. Jednim (skutecné jednoduchym) je napf.

1,-2,2,1), (1,3,2,1), (1,0,0,-1), (1,0,—1,1).

2.113. Dand matice ma pouze jedno vlastni ¢islo, a to —1.
2.114. Kofen —1 polynomu | A — A E | je trojndsobny.

2.115. Kupt.
6 0 0 0 6 0 0 0 6 0 0 0
07 00 710 0710

(a) ;o (b) ;o (© )
00 7 0 007 0 00 7 1
00 0 7 \0007} \0007}

2.116. Trojnasobna vlastni hodnota —1, pfislusny vektorovy prostor je ((1, 0, 0), (0, 2, 1)).

P

2.117. Charakteristicky polynom je —(1—2)%(1—9), tj. vlastni &isla jsou 2 a 9 s piislu nymi (po fad&) vlastnimi
vektory

(1,2,0),(=3,0,1) a (1,1,1).
2.118. Zrcadleni podle roviny ((1, 0, 1), (0, 1, 0)).

2.119. Dany vektor je vlastnim vektorem dané matice s vlastni hodnotou 1/2. Je tedy

A0y = | 1™ I A vl <1
v = — vl = — vi| < 1.
2 2
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KAPITOLA 3

Linearni modely a maticovy pocet

kde jsou matice uZitecné?

— nakonec skoro vsude...

‘r?w.;r;

SUTOTITYd

Ay
N
b ——— 1

Otéazkou poctu feSeni soustavy linedrnich rovnic jsme se jiz zaby-

vali v pfikladech na strané B3 a nékolika nésledujicich.

A. Procesy s linearnimi omezenimi

UkaZme si piiklad velmi jednoduché linedarni optimaliza¢n{ Glohy,

se kterymi se lze setkat v praxi:

3.1. Firma vyrdbi §roubky a mati¢ky. Sroubky i mati¢ky jsou liso-
vany — vylisovan{ krabi¢ky Sroubkdl trvd 1 minutu, krabicka maticek
je lisovdna 2 minuty. Sroubky i mati¢ky balf do krabi¢ek, ve kterych
je pak prodava — krabicka Sroubki se bali 1 minutu, krabicka matic
4 minuty. Firma mé k dispozici 2 hodiny ¢asu pro lisovdni{ a 3 hodiny
¢asu pro balen{ vyrobkd. Vzhledem k poptdvce je tieba vyrobit alespoil
0 90 krabicek Sroubkti vice nez krabi¢ek matic. Z technickych divodi
nelze vyrobit vice nez 110 krabi¢ek Sroubki. Zisk z jedné krabicky
Sroubkd je 40 K¢ a z jedné krabicky matic 60 K&. Firma nema potizZe
s odbytem vyrobku. Kolik krabi¢ek Sroubkl a matic m4 firma vyrobit,

chce-li dosdhnout maximalniho zisku?

ReSeni. Zapis$me si zadané tidaje do tabulky:

Mame uZ vybudovan docela slusny bali¢ek nastrojii a tak je
na ¢ase, abychom si maticovy pocet zkusili pouZzit. Na docela jed-
noduchych tdlohach uvidime, Ze teorie nim umoziuje kvalitativni
i kvantitativn{ analyzy a n¢kdy i pfekvapivé snadno vede k neceka-
nym vysledkim.

Jakkoliv se miZe zdat, Ze predpoklad linearity vztahi mezi
veli¢inami je piili§ omezujici, v redlnych tdlohich naopak casto
pravé linearni zavislosti bud’ vystupuji pfimo nebo je skute¢ny pro-
ces vysledkem iterace mnoha linedarnich kroki. I kdyZ tomu tak
neni, mizeme timto zpisobem skutecné procesy alespoil aproxi-
movat.

V této kapitole proto nejprve zrekapitulujeme nejjednodussi
: pfipad, kdy cely proces je popsan jedinym linedrnim
__ zobrazenim. O co mén¢ tady bude nové teorie, tim

vice snad bude zajimavé, jak takové modely vznikaji
v rliznych oblastech vyuZit{ matematickych ndstroji.

Poté se vratime k tzv. linedrnim diferen¢nim rovnicim, které lze

chépat bud jako rekurentné definované funkce nebo také jako spe-
cificky piipad linedrniho iterovaného procesu. Pravé takovym pro-
cestim bude vénovana ¢ast treti, kde si ukdZeme, k jakym kouzlim
vede pochopeni vlastnosti vlastnich hodnot matic.
Na matice (resp. linedrni zobrazen{) se také nékdy radi divime
41 jako na objekty, se kterymi bychom radi pracovali tak, jak
to umime se skalary. K tomu ale bude tfeba docela usilovna
A préce ve tvrté &asti kapitoly. Rychlé a uZitedné pouZiti pak
ukdZeme na tzv. rozkladech matic, které jsou potiebné pro
numerické zvladnuti maticového poctu co nejrobustnéjsim zpiliso-
bem.

1. Linearni procesy

3.1. Reseni systému linearnich rovnic. Jednoduché linearni pro-
cesy jsou ddny linearnimi zobrazenimi ¢ : V — W
-2 na vektorovych prostorech. Jak si jist€ umime pred-
stavit, vektor v € V miiZe pfedstavovat stav néjakého
ndmi sledovaného systému, zatimco ¢(v) pak d4a vy-

sledek po uskute¢néném procesu.
Pokud chceme dosahnout piedem daného vysledku b € W
takového jednorazového procesu, fesime problém

o(x) =b

pro nezndmy vektor x a zndmy vektor b.

V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zob-
razeni ¢ a soufadné vyjadfeni vektoru b. Jak jsme si povSimli
uz v tvodu druhé kapitoly, mnoZina vSech feSeni tzv. homogenni
ulohy

A-x=0
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Sroubky | Maticky | Kapacita
1 krabicka | 1 krabicka
Lis I min/kr | 2 min/kr | 2 hodiny
Baleni | 1 min/kr | 4 min/kr | 3 hodiny
Zisk | 40 K&/kr | 60 Kc/kr

Oznac¢me x; pocet vyrobenych krabicek Sroubk, x, pocet vyrobe-
nych krabic¢ek matic. Z doby, po kterou ma firma k dispozici lis, resp.
kterou mé na baleni, dostdvdme omezujici podminky:

X1+ 2x, < 120,
x1 +4x, < 180,

\Y

> xp 4+ 90,
x1 < 110.

X1

Utelovd funkce (funkce udavajici zisk pfi daném poétu vyrobe-
nych Sroubkl a matic) je 40x; + 60x,. Pfedchozi soustava nerovnic za-
ddva v R? ur¢itou oblast a optimalizace zisku znamend najit v této ob-
lasti bod (pfipadné body), ve kterém bude mit icelova funkce nejvyssi
hodnotu, tj. najit nejvetsi k takové, ze pfimka 40x; + 60x, = k bude
mit s danou oblasti neprdzdny prinik. Graficky mtizZeme najit feSeni
napiiklad tak, Ze umistime pifimku p do roviny tak, aby spliiovala rov-
nici 40x; + 60x, = 0 a zacneme ji rovnobézné posunovat ,,nahoru‘
tak dlouho, dokud bude mit n€jaky spole¢ny prinik s danou oblasti. Je
ziejmé, Ze timto poslednim prinikem mize byt bud’bod, nebo hrani¢ni
pfimka dané oblasti (pokud by byla rovnobéznd s p). Dostaneme tak
(viz obrazek), bod x; = 110 a x, = 5. Maximdlni moZny zisk tedy
¢ini 40 - 110 + 60 - 5 = 4700 K¢. O

3.2. Minimalizace nakladd na krmeni. Hi{barna v NiSovicich u Vo-
lyn€ nakupuje na zimu krmivo: seno a oves. VyZivné hodnoty krmiv

a pozadované denni ddvky pro jedno hiibé jsou v tabulce

g/kg | Seno | Oves | POZADAVKY
SuSina | 841 860 | Alespoii 6300 g

SNL 53 123 | Nejvyse 1150 g
Skrob | 0,348 | 0,868 | Nejvyse 5,35 g
Vapnik 6 1,6 Alespori 30 g
Fosfor | 2,8 3,5 NejvySe 44 g
Sodik | 0,2 1,4 Priblizn€ 7 g
CENA | 1,80 | 1,60

Kazdé hiibé musi v krmné ddvce denné dostat alespoii 2 kg ovsa.
Primérnd cena v¢etn& dopravy ¢ini 1,80 K¢ za 1kg sena a 1,60 K¢
za 1 kg ovsa. Sestavte denni ddvku krmeni pro jedno hfibé tak, aby
ndklady byly minimdlnf. O

Pfedchozi dva piiklady Slo feSit pouze graficky, vyznacenim ob-

lasti v roving R?, kterd je uréena danymi omezenimi, a potom snadno

je vektorovym podprostorem.

Pokud je dimenze V koneéna, feknéme n, a dimenze obrazu
zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci pfevodu na
tadkove schodovity tvar (viz Z70) zjistime, Ze dimenze podprostoru
vSech feSeni je praveé n — k. Skute¢né, protoze sloupce matice zob-
razeni jsou pravé obrazy bazovych vektorl, je v matici systému
pravé k linedrné nezavislych sloupci a tedy i stejny pocet linearné
nezavislych fadkt. Proto ndm ziistane pii pfevodu na fadkovy scho-
dovity tvar pravé n — k nulovych fadka. Pri feseni systému rovnic
ndm tak zdstane pravé n — k volnych parametrii. Dosazenim vzdy
jednoho z nich s hodnotou jedna a vynulovanim ostatnich ziskdme
pravé n — k linearné nezavislych feSeni. VSechna feSeni jsou pak
dana pravé v8emi linedrnimi kombinacemi téchto n — k feSeni. Ka-
7dé takové (n — k)—tici feSeni fikdme fundamentalni systém reseni
daného homogenniho systému rovnic. Dokazali jsme:

Véta. MnoZina vSech feseni homogenniho systému rovnic
A-x=0

pro n proménnych s matici A hodnosti k je vektorovim podpro-
storem v K" dimenze n — k. KaZdd bdze tohoto podprostoru tvoFi
Sfundamentalni systém reSeni daného homogenniho systému.

3.2. Nehomogenni systémy rovnic. UvaZme nyni obecny systém
rovnic

A-x=b.

Znovu si uvédomme, Ze sloupce matice A jsou ve skute¢nosti ob-
razy vektord standardni baze v K" v linedrnim zobrazeni ¢ odpovi-
dajicim matici A. Pokud md existovat feSeni, musi byt b v obrazu
¢ a tedy musi byt linedrni kombinaci sloupct v A.

Jestlize tedy rozsifime matici A o sloupec b, mlizeme, ale
nemusime, také zvétsit pocet linedrn€ nezavislych sloupct a tedy
i fadkd. Pokud se tento pocet zvetsi, pak b v obrazu neni a tedy
systém rovnic nemiiZe mit feSeni. Jestlize ale naopak mame stejny
pocet nezavislych fadku i po pfidani sloupce b k matici A, zna-
mend to, Ze sloupec b musi byt linedrni kombinac{ sloupcti matice
A. Koeficienty takové kombinace jsou praveé feseni naseho systému
rovnic.

Uvazme nyni dv€ pevné zvolend feSenf x a y naSeho systému
a n&jaké feSeni z systému homogenniho se stejnou matici. Pak
zjevné

A-x—y=b—-b=0
A-(x+2)=04+b=0>.

Mtizeme proto shrnout:

3.3. Véta. Reseni nehomogenniho systému linedrnich rovnic
A - x = b existuje pravé tehdy, kdyZ pridanim sloupce b k ma-
tici A nezvysime pocet linedrné nezdvislych radki. V takovém
pripadé je prostor vSech FesSeni ddan vSemi soucty jednoho pevné
zvoleného partikuldrniho FeSeni systému a vSech FeSeni systému
homogenniho se stejnou matici.

V literatute se tomuto tvrzeni Casto fika Frobeniova véta a ob-
vykla formulace je ,,systém mad feSeni, pravé kdyZ je hodnost jeho
matice rovna hodnosti matice roz§itené*.
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nalezneme na jeji hranici bod, ve kterém nabyva zadand funkce ma-

v

xima (je to ,,nejvzdalenéjs$i“ bod dané oblasti ve sméru nejvétsiho
ristu dané funkce, tedy normdly k nadrovin€ zadané koeficienty op-
timalizované funkce).

Jde vlastné o obecnéjsi pozorovani. Pokud mdme zaddnu néjakou
linearni funkci R” — R”, f(xy, ..
(fikejme ji dale ucelovd funkce), tak se jeji hodnota v bodech
A= lay,...,a,]aB = A4+u = [a;+uy, ..
rit€¢ ohodnotu f(A—B) = f(u) = f(uy, ...

coz je skalarni soucin vektord (cy, ..., c,) a (uy, ...

S Xp) =Co + Xy + -+ Gy

., ap+u,]lisi diky linea-
s Mn) =ciui+- - -+culty,
,Uy). Ze vztahu
skalarntho soucinu a kosinu odchylky dvou vektorti vidime, Ze
zadanad linedrni funkce definuje ve vektorovém prostoru R” nadrovinu
(s normélou (cy, ..., c1) rozd€lujici prostor R” na dva poloprostory
takové, Ze zkoumana funkce ve sméru libovolného vektoru z jednoho
poloprostoru roste, ve sméru libovolného vektoru z druhého polo-
prostoru klesd. Jde vlastné o stejny princip, se kterym jsme se setkali
u rozhodovén{ o viditelnosti dané dsecky v roviné (urdili jsme, jestli
pozorovaci bod lezi na napravo, ¢i nalevo od ni, viz [33).

Toto pozorovani pak vede k algoritmickému postupu hleddni ex-
trému ucelové funkce na mnoziné omezené linedrnimi nerovnostmi.

Algoritmus pracuje pro tlohu v tzv. standardnim tvaru maximali-
zovat funkci c;x; + - - - + ¢,x, na mnoziné Ax = b. Do tohoto tvaru
Ize libovolnou tlohu o hleddni extrému tGcelové funkce na mnoziné
Ax < b snadno pfevést (ndsobenim nerovnosti ¢islem (-1) miiZzeme
meénit znaménko nerovnosti, prondsobenim ¢islem (-1) dcelové funkce
rovnéZ miZeme zménit minimalizacni problém na maximaliza¢ni,
pfidanim nové nezdporné proménné k jedné nerovnici pak mizeme
zmenit nerovnici na rovnici).

Zapis algoritmu pomoci tabulky: méjme dlohu maximalizovat
c1x1+ - - -+ cyx, namnozin€ v R” dané rovnicemi Ax = b, a nerovni-
cemixj > 0,kde A = (Cl,‘j),l <j<s<ml<i<mb=(0b,...,by,).

Zadani pfepiSeme do tabulky takto:

—Cq —c, ‘ 0
ann e Ain bl
Aml -+ Gun | bn

Pokud se ndm podafi v matici A nalézt m sloupct takovych, Ze po-
stupnou eliminaci vii¢i vhodn€ vybranym prvktim v té€chto sloupcich
(v kaZdém jeden), dosdhneme toho, Ze vybrané sloupce budou tvofit
(ve vhodném poradi) jednotkovou matici a pravy sloupec bude po eli-

minaci spliiovat podminky tlohy (napf. nezdpornost), miZeme zah4jit

3.4. Optimalizaéni linearni modely. Ve vedlejsim sloupci jsme
>, druhou kapitolu zacali problémy natéract (||2ZT|)).
2/ / Budeme v tom pokracovat. Predstavme si, Ze nas
A% =2 velice specializovany natérac v Cernobilém svété je
ochoten natirat fasddy bud’ malych rodinnych domk@ nebo nao-
pak velikych vefejnych budov a Ze pochopitelné pouZiva jen Cer-
nou a bilou barvu. MiiZe si zcela volné vybirat, v jakém rozsahu
bude dé¢lat x jednotek plochy prvého typu nebo y jednotek dru-
hého. Predpokladejme vSak, Ze jeho maximalni pracovni zaté7 je
ve sledovaném obdobi L jednotek plochy, jeho Cisty vynos (tj. po
odeCteni ndkladi) je na jednotku plochy ¢1 u malych domku a ¢;
u vefejnych staveb. Zarovei ma k dispozici maximalné W kg bilé
a B kg ¢erné barvy. Koneéné na jednotku plochy rodinného domu
potiebuje wi kg bilé€ barvy a by kg Cerné, zatimco u vefejnych sta-
veb jsou to hodnoty wy a b;.
Kdyz si to celé shrneme do (ne)rovnic, dostdvame omezeni

(3.1 x1+x2=<1L,
3.2) wix] + waxy < W,
3.3) bix1 + byxo < B.

Celkovy Cisty vynos natérace
h(x1, x2) = ci1x1 + c2x2
bychom pfitom radi méli co nejvetsi.

KaZzda z uvedenych nerovnic samoziejmé zaddva v roviné
proménnych (x1, x2) polorovinu, ohranicenou piimkou zadanou
prislusnou rovnici, a jist¢ musime také predpokladat, Ze jak x; tak
X7 jsou nezdpornd redlna Cisla, protoZe zdporné velikosti ploch
natéra¢ neumi. Ve skutenosti mdme tedy omezeni na hodnoty
(x1, x2), které miiZe byt bud'nesplnitelné nebo je dano jako vnitieck
mnohothelniku s maximalné péti vrcholy:

-
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Obecné hovofime o problému linedrniho programovdni, jest-
lize hleddme bud’ maximum nebo minimum linedrn{ formy 4 na R"
na mnoZziné ohranic¢ené pomoci systému linearnich nerovnic, kte-
rym fikame linedrni omezeni. Vektoru na pravé stran¢ pak fikame
vektor omezeni, linedrni formé h také iicelova funkce.

Formulace s nerovnostmi < u omezujicich podminek, neza-
pornymi proménnymi a maximalizaci u¢elové funkce fikame stan-
dardni maximalizacni problém. Naopak, standardni minimalizacni
problém je hleddni minima ucelové funkce pti omezujicich pod-
minkdch s nerovnostmi >, pfi€emZ opét uvazujeme nezdporné
promé&nné.
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vypocet (uvidime, Ze pfi zadani Glohy ve tvaru Ax < b, kde b je ne-
zaporné, je mozné matici A jednoduSe rozsitit tak, Ze toho Ize snadno
docilit).

Déle postupujeme v ndsledujicich krocich: Vybereme prvni slou-
pec zleva, ktery md na prvnim fddku nekladny prvek. V tomto sloupci
vybereme z kladnych &isel to €islo x, pro které je pomér ¢isla ve stej-
ném fadku a nejpravéj$im sloupci ku x minimdlni. Eliminujeme cely
sloupec této tabulku podle ¢isla x, fikejme mu pivot (tzn. elementér-
nimi fadkovymi transformacemi dané tabulky dosdhneme toho, Ze ve
vybraném sloupci bude ¢islo 1 na misté x, jinak samé nuly).

Ukazme si postup na konkrétnim piikladu:

3.3. Minimalizujte funkci —3x — y — 2z za podminek x, y,z > 0Oa

x —y + z = -4
2x + z = 3,
x + y 4+ 3z < 8.

ReSeni. Vyndsobenim ucelové funkce a prvni nerovnice ¢islem —1

dostavame ekvivalentni tlohu maximalizovat funkci 3x + y + 2z za

podminek
—x 4+ y - z < 4
2x + z < 3,
x 4+ vy + 3z < 8.

Zavedenim nezdpornych proménnych u, v, w dostdvdme jiZ ta-
bulku (dcelova funkce je 3x +y +2z4+0-u+0-v 40 w):
-3 -1 -2 0 0 010
-1 1 -1 10 04

2 o 1 0103

1 1 3 00 1|8

Nyni vybereme prvni sloupec tabulky, ve kterém je v prvnim
tadku zdporné Cislo (tedy celkové prvni sloupec tabulky) a v ném vy-

bereme fadek s dvojkou (u faddkl s kladnou hodnotou porovndvdme
velikosti Cisel % a %,

V dal$fm eliminujeme prvni sloupec podle prvku 2 (vyndsobime tieti

vybereme fadek odpovidajici mensi hodnotg).

radek ¢islem %, a odecteme jeho vhodné ndsobky od ostatnich tak, aby
v nich ztstaly v prvnim sloupci samé nuly; nezapomindme na prvni
tadek tabulky):

0 -1 -2 0 2 of?2
o -5 1 5 oF
1 o 4 0o 1 o]
0 1 2 0 -1 1|2

Nyni vybirdme z druhého sloupce a podle jiZ aplikovaného pravi-

s vz

dla vybereme prvni fadek (% < %), pivotem tedy bude jednicka ve

Je snadné nahlédnout, Ze kazdy obecny problém linedrniho
programovani lze pfevést na kterykoliv ze standardnich. Kromé
zmén znamének miZeme jeSté pracovat s rozdélenim pfipadnych
proménnych bez omezeni znaménka na rozdil dvou kladnych. Bez
tijmy na obecnosti se tedy budeme déle vénovat jen standardnimu
maximaliza¢nimu problému.

Jak takovy problém fesit? Hleddme maximum linearni formy
h na podmnoZinich M vektorového prostoru, které jsou zadany
linedrnimi nerovnostmi, tj. v roviné pomoci pruniku poloro-
vin, obecné budeme v dal$i kapitole hovofit o poloprostorech.
Vsimnéme si, Ze kazd4 linedarn{ forma na redlném vektorovém pro-
storu i : V — R (4j. libovolnd linearni skaldrni funkce) v kazdém
vybraném sméru bud stéle roste nebo stale klesa. Presnéji feceno,
jestlize vybereme pevny pocate¢ni vektor u € V a ,smérovy"
vektor v € V, pak slozenim na$i formy h s parametrizac{
dostaneme

t h(u+tv) =h(u) +thw).

Tento vyraz je skute¢né s rostoucim parametrem ¢ vzdy bud ros-
touci nebo klesajici, piipadné konstantni (podle toho, zda je h(v)
kladné nebo zdporné, ptipadné nulové).

Jist¢ tedy musime ocekavat, Ze problémy podobné tomu
s natérac¢em budou bud’ nesplnitelné (kdyZ je mnoZina zadana
omezenim prazdnd) nebo bude vynos neohrani¢eny (kdyZ ome-
zeni zadaji neomezenou ¢ast celého prostoru a forma i v nékterém
z neomezenych smérd bude nenulovd) nebo budou mit maximaln{
feSeni v alesponl jednom z ,,vrcholi” mnoZiny M (pfiCemZ zpra-
vidla ptijde o jediny vrchol, miZe ale jit o konstantni maximaln{
hodnotu na ¢asti hranice oblasti M).

3.5. Formulace pomoci linearnich rovnic. Ne vZzdy je nale-
zeni optima tak snadné jako v pfedchozim piipadé.
Problém miiZe zahrnovat velmi mnoho proménnych
a velmi mnoho omezeni a jen rozhodnout, zda

> je mnoZina M splnitelnych bodi neprazdna, je
problematické.

Nemdame tu prostor na dplnou teorii, zminime ale alespon dva
sméry tvah, které ukazuji, Ze ve skute¢nosti bude feSeni naleznu-
telné vZdy podobné, jako tomu bylo v dvojrozmérném problému
v predchozim odstavci.

Zacneme srovnanim se systémy linedrnich rovnic — t€m uz
totiZ rozumime dobfe. Zapisme si rovnice (BI)—(B3) vektorove
v obecném tvaru:

A-x <b,

kde x je nyni n—rozmérny vektor, b je m—rozmérny vektor a A od-
povidajici matice a nerovnosti myslime jednotlivé nerovnosti po
fadcich. Maximalizovat chceme soudin ¢ - x pro dany fadkovy
vektor koeficientll linedrni formy 4. JestliZe si pro kazdou z rov-
nic pridame jednu pomocnou proménnou a jest¢ si primyslime
promé&nnou z jako hodnotu linearni formy £, miZeme cely problém
prepsat jako systém linedrnich rovnic

G a)(:)-0)

0 A E, o b

kde matice je sloZena z blokti o 1 4 n 4 m sloupcich a 1 4+ m fad-
cich a tomu odpovidaji jednotlivé komponenty vektorti. Dodate¢né

pfitom poZadujeme pro vSechny soufadnice (proménné) x i x; ne-
zapornost.
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druhém fadku i sloupci tabulky. Eliminujeme podle nf:

00 -1 1 2 0]10
01 —3 1 5 0%
1o L o 1 of2
00 @B -1 -1 1|1

Pivotem bude nynf ¢islo 3 ve tfetim sloupci a ¢tvrtém fadku:

000 3 3 (¥
oro 3 5 L%
too L 3 i
001 -y b 4y

Z vysledné tabulky odecteme feSeni (hodnoty v pravém sloupci
udévaji hodnoty nezndmych, zastoupenych v ,,jednotkové podmatici®,
pokud se proménnd v podmatici nevyskytuje, je jeji hodnota nulova
— to ovS§em neni tento pripad): x; = %, Xy = 1?7, X3 = % Maximalni
hodnota ticelové funkce na zadané mnoZiné je pak 33—1 (mtZeme ji vycist
v pravém hornim rohu tabulky).

Z tabulky lze vycist i feSeni dudlni dlohy, totiz minimalizovat

4u 4+ 3v 4+ 8w za podminek

u + 2v + w < 3,
u + v 4+ 3w > 2.

Hodnota tohoto minima je totiz dle véty o dualité¢ (B1) také %, od-
povidajici hodnoty proménnych odecteme v hornim faddku tabulky ve

sloupcich odpovidajicich nezndmym u, v, w, tedy ve sloupcich 4, 5

2 5
3.V =3

ais, ais, aje v prvnim fadku tabulky a zminénych sloupcich a hod-

abu = w = % Nenf tézké si rozmyslet, Ze pro tfi Cisla
notu /2 v pravém hornim rohu tabulky plat{ v prib&hu vypoctu neustile
day4+3a15+8a16 = h. (Cfsla v prvnim fadku zminénych sloupct totiz
uddvaji, kolikrat byl fddek odpovidajici dopliikové proménné pricten

k prvnimu, tedy nejpravéjsi hodnota v prvnim fddku bude odpovidajici
linedrni kombinaci nejpravéjSich hodnot ostatnich radk.) U

34. Spetka teorie her. UvaZme hru, kterou mezi sebou hraji dva

.'f/:/// \, hraci, burzian a osud. Burzian chce investovat do zlata, stiibra,
%V/ﬁ"y,ﬂ/"

diamantd ¢i do akcii vyznamné softwarové firmy. Jsou zndmy
S zisky ¢i ztraty t€chto investic v poslednich ¢ty letech (pro jed-
noduchost vypoctu uvazujeme pouze posledni ¢tyfi roky a zapiSme je

do matice A = (a;;)):

zlato stifbro diamanty ovoce
2001 2% 1% 4% 3%
2002 3% -1% -2% 6%
2003 1% 2% 3%  -4%
2004 2% 1% 2% 3%

Pokud tedy ma dany systém rovnic feSeni, hleddme v této
mnoZin¢ feseni takové hodnoty proménnych z, x a x;, aby vSechna
x byla nezdporna a z maximalni mozné. K diskusi, jak to obecné
muize dopadat se vratime z pohledu afinni geometrie v odstavci
BT na strané [94.

Konkrétné v naSem problému ¢ernobilého natérade bude sys-
tém line4rnich rovnic vypadat takto:

Zz
1 —C] —C 0 0 O X1 0
o 1 1 100]| [n] |L
0 wy wr, 0 1 0 x| | W
0 b b, 0 0 1 X4 B
X5

3.6. Dualita v linedrnim programovani. UvaZujme redlnou ma-
i1, tici A s m tadky a n sloupci, vektor omezeni b a fadkovy

vektor ¢ zaddvajici d¢elovou funkci. Z téchto dat mizeme
k' sestavit dva problémy linedrniho programovéni pro x € R”
ay e R™,

Maximaliza¢ni problém:

Maximalizuj ¢ - x za podminky A - x < bazdroven x > 0.

Minimaliza¢ni problém:
Minimalizuj y7 - b za podminky y/ - A > ¢! azaroveiiy > 0.

Rikdme, Ze tyto problémy jsou vzdjemné& dudlni. K odvozeni
dalsich vlastnosti problému linedrntho programovini zavedeme
trochu terminologie.

Rekneme, 7e jde o Fesitelny problém, jestlize existuje n&jaky
pFipustny vektor x, ktery vyhovi viem omezujicim podmin-
kdm. Resitelny maximaliza¢ni, resp. minimalizani problém je
ohraniceny, jestlize je ulelova funkce na mnoZiné vyhovujici
omezenim ohraniCend shora, resp. zdola.

Lemma. Je-li x € R" pfipustny vektor pro standardni maxima-
lizacni problém a y € R™ je pripustny vektor pro dudlni minima-
lizacni problém, pak pro iicelové funkce plati

c-xﬁyT-b

Dtkaz. Jde vlastn€ jen o snadné pozorovini: x > 0 a
c < yT - A,aletaké y > 0a A - x < b, proto musi platit

c-x fyT -A-x fyT - b,
coZ jsme méli dokdazat. t

Odtud okamzité vidime, Ze jestliZe jsou oba dudlnf problémy
feSitelné, pak musi byt i ohrani¢ené. Jesté zajimavéejsi je nasledujici
postieh pifimo vychdzejici z nerovnosti v predchozi véte.
Dusledek. JestliZe existuji pFipustné vektory x a y dudlnich line-
drnich problémii takové, Ze pro ticelové funkce platic - x = y' - b,
pak jde o optimdlni FeSeni obou problémii.

3.7. Véta (O dualité). Je-li standardni problém linedrniho progra-
movdni FeSitelny a ohraniceny, pak je takovy i jeho dudlni pro-
blém, optimdlni hodnoty jejich tcelovych funkci splyvaji a opti-
mdlni FesSeni vZdy existuje.

Dtkaz. Jeden smér tvrzeni jsme jiZ dokazali v pfedchozim
disledku. Zbyva dlikaz existence optimalniho feseni. Ten se nej-
snadnéji dokaze konstrukei funkéniho algoritmu, tomu se viak ted’
nebudeme v podrobnostech vénovat. K chybéjici ¢asti diikazu se
vratime na strané v afinni geometrii. (]
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Burzidn chce investovat na jeden rok. Jak md rozlozit svilj vklad,
aby si zaru¢il maximdlni mozny zisk bez ohledu na to, jak se situace
na burze vyvine? (Pfedpokldaddme, Ze ndsledujici rok bude néjakym
pravdépodobnostnim mixem Ctyf pfedchozich let. Ve hie tedy osud
zahraje néjaky pravdépodobnostni vektor (x;, x3, X3, x4), burzidn zvol{
pravdépodobnostni vektor (y;, y2, ¥3, y4) odpovidajici rozdélen{ jeho

vkladu. Vyhra burzidna je pak Zf i1 XiYjdij-)

Refeni. Problém dlohy je najit pravdépodobnostni vektor
(1, ¥2, 3, ya), ktery maximalizuje minimum ze vSech hodnot
Z?,j:l x;y;jaij pro (¥1, 2, y3, y4) pevné a (x1, x2, x3, x4) libovolny
pravdépodobnostni vektor.

Velmi bystry Ctendi si rozmysli, Ze tento problém je ekviva-
lentni problému maximalizovat z; + z» + z3 + z4 za podminky
ATz < (,

y pak dostaneme pravdépodobnostnim normovanim vektoru z). ”

L DI,z >0 (hledany pravdépodobnostni vektor

Re$me tedy tuto Glohu linedrniho programovéni. Zavedeme po-
mocné promeénné wi, w,, wi, Wy, prevedeme tlohu do standardniho

tvaru
max {z1 + 22+ 23 + 24 | (AT|Es) (z,w) = (1,1,1, )7}

a zapiSeme do tabulky:

-1 -1 -1 -1 .0 0 0 0]0
2 3 1 210001
1 -1 2 1 0100/1
4 -2 3 2 00101
3 6 —4 3 000 1|1
3 1 1 1 1
0 -3 -3 —3 00 3 0)g
1 1 1

0 4 -1 310 -1o0fl
15 1 1 3

0 — 3 2 01 —3 03
13 1 1 1

I = 5 3 00 3 0y
25 3 3 1
0@—7500—11-

3 1 1 1 | 3
00 =3 -3 00 7 35 |
19 1 8 | 11
OO—SIO—E—E%
5 3 3 1 |23
00 3 5 01 =% = |%
1 3 1 1 | 4
Lo 3 5 00 5 |
5 1 1 2 |1

01 -5 5 00 —-F % |5

Toto je kliCovd tdvaha v proslulé von Neumannove vété, kterd fikd, Ze pravdépo-

dobnostni rozsiteni libovolné maticové hry md rovnovdZnou situaci.

Poviimnéme si jesté pékného piimého dasledku pravé zformu-
lované véty o dualité:

Dasledek (Véta o ekvilibriu). UvaZme pFipustné vektory x a y pro
standardni maximalizacni problém a jeho dudlni problém z de-
finice B8. Pak jsou oba tyto vektory optimdlni, pravé tehdy,
kdy? yi = 0 pro vSechny souradnice s indexem i, pro které
Z?:l ajjxj < bj a zdroveii x; = 0 pro vSechny soutadnice
s indexem j, pro které Y i | yiaij > ci.
DUKAZ Predpokladejme, Ze plati oba vztahy z pfedpokladu
\ implikace ve vété. Pak tedy miZeme v n sleduj ¢ m

vypoctu pocitat s rovnostmi, protoZe s¢itance s ostrou
nerovnosti maji stejné u sebe nulové koeficienty:

Zylb _Zyl asz]—ZZy,a,jxj

i=1 j=1 i=1 j=1

aze stejneho diavodu také

n

ZZy,a,ij = chxj.

i=1 j=1 j=1

Tim méame dokdzanu jednu implikaci z tvrzeni diky vété o dualité.
Predpokladejme nyni, Ze x a y jsou skute¢né optimdlni vek-
tory. Vime tedy, Ze plati

Zytb = ZZ)’taz/x/ = ch-xjv

i=1 j=1

ale zaroveil jsou si levé a pravé strany rovny. Nastava tedy vSude
rovnost. PfepiSeme-li prvou rovnost jako

m n
Z)’i (bi - Zaijxj) =0,
i=1 =1

vidime, Ze miiZe byt naplnéna jen za podminek ve vété, protoZe jde
o nulovy soucet samych nezdpornych ¢isel. Z druhé rovnosti stejné
plyne i druhé zbylé tvrzeni a dikaz je ukoncen. (]

Véty o dualité a ekvilibriu jsou uZite¢né pfi feSeni problémi
linearniho programovani, protoZe nam ukazuji souvislosti mezi nu-
lovosti jednotlivych dodate¢nych proménnych a napliiovani omezu-
jicich podminek.

3.8. Poznamky o linearnich modelech v ekonomii. Nas velice
schematicky problém cernobilého natérace z od-
stavce B4 mizeme pouZit jako ilustraci jednoho
z typickych ekonomickych modeld, tzv. model
: planovani vyroby. Jde ptitom o zachyceni problému
Jako celku tj. se zahrnutim vnitfnich i vnéjich vztaht. Levé
strany rovnic (Bl), (B2), (BE3) i dcelové funkce h(xq, x2) jsou
vyjadifenim rtznych vyrobnich vztahd. Podle povahy problému
pak jsou pozadovdny na pravé strané bud pifesné hodnoty (pak
feSime systém rovnic) nebo poZadujeme kapacitni omezeni
a optimalizaci icelu (a pak dostavame pravé problémy linearniho
programovini).

MiuiZzeme tak tedy obecné fesit problém alokace zdroji pfi do-
davatelskych omezenich a ptitom bud minimalizovat ndklady nebo
maximalizovat zisk. Z tohoto pohledu Ize také nahliZet dualizaci
problémi. JestliZe by nas natéra¢ chtél hypoteticky nastavit svoje
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188 9 4 7 42

000 —% % 0 5 -5
114 6 3 16 11

0 0 1 85 17 O 85 85 85
146 5 23 19 56

0 O 0 85 17 1 85 85 85
89 18 11 19

100 1 55 & |8
78 5 11 2 12

010 -5 -5 "%l
188 25 44 17 86
89 0 0 0 89 0 89 89 89

114 18 21 _2 ﬂ
w 010 5 0 & 89 | 89
146 9 55 1 26

—3 000 -5 1 -5 & |&
85 10 18 11 19

) 0 01 ) 0 89 39 89
78 17 5 8 30
89 1 0 0 89 0 89 89 89

Zavérecna tabulka jiZ je optimalni, nebof v prvnim fadku se vysky-
tuji jenom nezdporné hodnoty. Z tabulky odecteme optimalni feSeni
dlohy: zo = g—g, 3 = g—;, 4 = %, z1 = 0. Optimdlni hodnota
(pravy horni roh) je pak z; + 20 + 23 + 24 = %. Po preskdlovani
na pravdépodobnostni vektor (vyndsobenim hodnotou %) dostdvame
feSeni plivodni dlohy: y; = 0, y, = %, y3 = %, V4 = g S opti-
malni hodnotou %. Podotknéme, Ze zavéry tlohy byly ud€lany bez
vysvétleni s tim, Ze vzbudi zdjem Ctendfe o danou problematiku. Vice

viz poCetné zdroje na internetu. ]

B. Rekurentni rovnice

Rizné linedrni zavislosti mohou byt dobrym ndstrojem pro po-
psani rozlicnych modeld rlstu. Zacnéme s velmi populdrnim po-

pulaénim modelem, ktery vyuZiv4 linedrn{ diferen¢ni rovnici druhého

fadu:

3.5. Fibonacciho posloupnost. Na zacatku jara pfinesl ¢4p na louku

dva Cerstvé narozen€ zajicky, samecka a samicku. Samicka
7 je schopnd od dvou mésict staii povit kazdy mésic dva
—_ malé zajicky (samecka a samicku). Nové narozeni zajici
plodi potomky po jednom mésici a pak kazdy dal§i mésic. Kazda
samicka je brezi jeden mésic a pak opét porodi samecka a samicku.
Kolik pari zajict bude na louce po deviti mésicich (pokud zZaddny neu-
hyne a zZadny se tam ,,nepfist¢huje)?

ReSeni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce pofad jeden pr,
nicméng samicka zabiezne. Po dvou mé&sicich se narodi prvni potomci,
takZe na louce budou dva pary. Po uplynuti kazdého dalstho mésice se
narodi (tedy pribude) tolik zajict, kolik zabtezlo zajecic pfed mésicem,
coz je presné tolik, kolik bylo pfed mésicem parti schopnych mit po-
tomka, coZ je presné tolik, kolik bylo parti pfed dvéma mésici. Celkovy

pocet p, zajict po uplynuti n-t€ého mésice tak je tak souctem poctl

naklady spojené se svoji praci yr, bilou barvou ywy a ¢ernou bar-
vou ypg, pak bude chtit minimalizovat tiéelovou funkci

L-y.+ Wyw + Byg

pfi omezujicich podminkéch

v

yL +wiyw +b1yp
yL +w2yw + bayp = ca.

€1,

To je pravé dudlni problém k ptivodnimu a hlavn{ véta BT iik4, Ze
optimdlni stav je takovy, kdy ucelové funkce maji stejnou hodnotu.

V ekonomickych modelech najdeme mnoho modifikaci. Jed-

nou z nich jsou #lohy financniho pldnovdni, souvisejici s optima-
lizaci portfolia. Uréujeme pfitom objemy investic do jednotlivych
investi¢nich variant s cilem drZet se danych omezeni na rizika a op-
timalizovat pfitom zisk, resp. pii o¢ekdvaném objemu minimalizo-
vat rizika.

Dal§im obvyklym modelem jsou marketingové aplikace, napft.

alokace ndkladt na reklamy v riznych médiich nebo umistovini
reklam do ¢asovych terminti. Omezujicimi podminkami bude dis-
ponibilni rozpocet, rozloZen{ cilovych skupin apod.

Velmi obvyklé jsou modely vyZivovych problémii, tj. navrh na-

vek riznych komponent vyZivy s danym sloZenim a omezujicimi
pozadavky na celkové objemy vyZivovych latek.

Problémy linearnitho programovani se objevuji pfi perso-

nalnich udlohach, kdy jsou pracovnici s rtiznymi kvalifikacemi
a dalSimi predpoklady rozdé€lovani do smén. Obvyklé jsou také
problémy smésovani, problémy déleni a problémy distribuce
zboZi.

2. Diferenc¢ni rovnice

Diferen¢nimi rovnicemi jsme se struéné zabyvali jiZ v prvni
. kapitole, byf pouze t¢mi prvniho fadu. Nynf
E2 .. si ukdZeme obecnou teorii pro linedrn{ rov-
nice s konstantnimi koeficienty, kterd posky-
tuje nejen velmi praktické ndstroje, ale je také

peknou ilustrac pro koncepty vektorovych podprostorli a linedr-
nich zobrazeni.

HOMOGENNT{ LINEARN{ ROVNICE RADU k

3.9. Definice. Homogenni linedrni diferencni rovnice vddu k je
déna vyrazem

apxX, +arxp—1 + -+ arx,—x =0, ao#0, ar #0,

kde koeficienty a;, i € {0,...k}, jsou skalary, které mohou
pfipadné i zaviset na n.

Rikame také, Ze takovd rovnost zadava homogenni linedrni

rekurenci fddu k a Casto zapisujeme hledanou posloupnost jako
funkci

Xo = fn) = —Z—(l)f(n—l)—m—z—/;f(n—k).

ReSenim této rovnice nazyvadme posloupnost skalarti x;, pro

vechnai € N, piipadnéi € Z, které vyhovuji rovnici pro vSechna

n.
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part v pfedchozich dvou mésicich. Pro pocet parti zajicti na louce tedy

dostavame homogenni linedrni rekurentni formuli

3.1) neN,

Pn+2 = DPn+1 + Pns

kterd spolu s poc¢atecnimi podminkami p; = 1 a p, = 1 jedno-
znacné urcuje pocty parl zajic na louce v jednotlivych mésicich. Li-
nearita formule znamen4, Ze vSechny ¢leny posloupnosti (p,) jsou ve
vztahu v prvni mocniné, rekurence je snad jasnd a homogenita znaci,
Ze v predpisu chybi absolutni ¢len (viz BI4 pro nehomogenni rov-
nice). Pro hodnotu n-tého ¢lenu mizeme odvodit explicitni formuli.
V hledani formule ndm pomuiZe pozorovani, Ze pro jistd r je funkce
feSenim diferenéni rovnice bez pocatecnich podminek. Tato r ziskdme

tak, Ze dosadime do rekurentniho vztahu:

P = 4 apo vyd&leni ”* dostaneme
P =r+1,

coZ je tzv. charakteristicka rovnice daného rekurentniho vztahu. NaSe

1-/5 , 1+/5
a—

n
rovnice ma kofeny —= a tedy posloupnosti a, = (—1 _2‘5>

ab, = <%§>n, n > 1, vyhovuji danému vztahu. Vztah také
spliiuje jejich libovolnd tzv. linedrni kombinace, tedy posloupnost
¢, = sa, + th,, s,t € R.Cislas at miZeme zvolit tak, aby
vyslednd kombinace spliiovala dané pocateéni podminky, v naSem
pripad€ ¢; = 1, ¢; = 1. Pro jednoduchost je vhodné navic jesté do-
definovat nulty ¢len posloupnosti jako ¢y = 0 a spocitat s a ¢ z rovnic

pro cop a ci. Zjistime, 7Ze s = —\/Lg, t = % a tedy

<1+J§)" - (1 —ﬁ)n

(3.2) " (ﬁ)

Pn =

Takto zadand posloupnost splituje danou rekurentni formuli a navic
pocateéni podminky ¢y = 0, ¢; = 1, jednd se tedy o tu jedinou po-
sloupnost, kterd je témito poZadavky zaddna. VSimnéte si, Ze hodnota
vzorce ([|B2]]) je celociselnd pro libovolné pfirozené n (zadava totiz
celoc¢iselnou Fibonacciho posloupnost), i kdyz to tak na prvnf pohled

nevypad4d. U
3.6. ZjednoduSeny model chovani hrubého narodniho produktu.

UvaZujme diferencni rovnici

(3.3) Yiy2 — a(l +D)yiy1 +aby = 1,

Libovolnym zadanim k po sob¢ jdoucich hodnot x; jsou
uréeny i vSechny ostatni hodnoty jednoznacné.
Ziff A%, Skutetné, pracujeme nad polem skaldrd, takZe hod-
} noty ag i ax jsou invertibilni, a proto z defini¢niho
vztahu lze vzdy spodist hodnotu x, ze zndmych ostatnich hodnot
a stejné tak pro x,—¢. Indukci tedy okamzité dokdzeme, Ze lze
jednoznaéné dopocitat vSechny hodnoty jak pro kladna tak pro
zaporna celd n.

Prostor vSech nekonec¢nych posloupnosti x; je vektorovy pro-
stor, kde s¢itani i ndsoben{ skalary je dano po slozkach. Piimo z de-
finice je zjevné, Ze soucet dvou feSeni homogenn{ linedrni rovnice
nebo skaldrni ndsobek feSeni je opét feseni. Stejné jako u homo-
gennich systémi linedrnich tedy vidime, Ze mnoZina vSech fesen{
je vektorovy podprostor.

Pocateni podminka na hodnoty feSeni je ddna jako
k— rozm&ry vektor v K¥. Soudtu politenich podminek od-
povidd soucet prislusnych feSeni a obdobn¢ se skaldrnimi ndsobky.
Dale si v§imnéme, Ze dosazenim nul a jedniéek do zadavanych
pocateCnich k hodnot snadno ziskdme k linedrné nezavislych
feSeni nasi rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkoumané vektory ne-
kone¢né posloupnosti skaldr(, samotny prostor vSech feSeni je
kone¢nérozmérny. Pfedem vime, Ze jeho dimenze bude rovna
fadu rovnice k, a umime snadno urcit bazi vSech téchto feSeni.
Opét hovoiime o fundamentdlnim systému reSeni a vechna ostatn{
feSeni jsou prave jejich linedrnimi kombinacemi.

Jak jsme si jiz ovéfili, vybereme-li k po sobé jdoucich in-
dexd i, i + 1,...,i + k — 1, zaddva homogenni linearni dife-
renéni rovnice linedrni zobrazeni KK — K> k-rozmérnych vek-
torti podatenich hodnot do nekoneéné rozmérnych posloupnost
tychz skalard. Nezavislost riiznych takovych feseni je ekvivalentni
nezavislosti pocatecnich hodnot, ale tu umime snadno rozpoznat
pomoci determinantu. Mame-li k—tici FeSeni (x[,,”, e ka]), pak
jde o nezdvisla feseni, pravé kdyz nésledujici determinant, tzv. Ca-
soratidn, je nenulovy pro jedno (a pak uZ v§echna) n

(1] [£]

x’l ... xn

A1 A
cedll, L Ay = | T 2,

0l oW

Xntk—1 - Kntk—1

3.10. Rekurence s konstantnimi koeficienty. T¢Zko bychom hle-
dali univerzalni postup, jak hledat feSeni obecnych homogennich
linearnich diferenénich rovnic, tj. pfimo spoditatelny vyraz pro
obecné feSeni x;,.

V praktickych modelech ale velice Casto vystupuji rovnice,

kde jsou koeficienty konstantni. V tomto piipade se

daff uhodnout vhodnou formu feSeni a skute¢né se

, ndm podaii najit k linedrn¢ nezdvislych moZnosti.

— Tim budeme mit problém vyfeSeny, protoZe vSechna
ostatni feSeni budou jejich linedrni kombinaci.

Pro jednoduchost za¢neme rovnicemi druhého fadu. Takové
potkavame obzvlast Casto v praktickych problémech, kde se vy-
skytuji vztahy zavisejici na dvou pfedchozich hodnotach. Linedrni
diferenéni rovnic{ druhého fadu s konstantnimi koeficienty (resp.
linearni rekurenci druhého fadu s konstantnimi koeficienty) tedy
rozumime piedpis

fm+2)=a-fn+1D)+b-fn)+c,

(3.4)
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kde yx je ndrodni produkt v roce k. Konstanta a je takzvany mezni
= sklon ke spotiebé, coz je makroekonomicky uka-
0 zatel, ktery udava jaky zlomek penéz, které maji
obyvatelé k dispozici, utrati, a konstanta b popi-
suje, jak zdvisi mira investic soukromého sektoru na meznim sklonu
ke spotfebé.
Ptredpoklddame ddle, Ze velikost ndrodniho produktu je normo-
vana tak, aby na pravé stran¢ rovnice vyslo ¢islo 1.

Spocitejte konkrétnf hodnoty proa = 2,b =1,y =1,y = 1.

ReSeni. Nejprve budeme hledat feSeni homogenni rovnice (pravd
strana nulov4) ve tvaru r*. Cislo r musi byt fe§enim charakteristické
rovnice

1

xz—a(l—l—b)x—f—ab:O, tj. x> —x—{—Z:O,

kterd m4 dvojndsobny kofen % Vsechna feSeni homogenni rovnice
jsou potom tvaru a(%)” + bn(%)”, viz B12.

Diéle si v§imné€me, Ze najdeme-li néjaké feSeni nehomogenni rov-
nice (tzv. partikuldrni fesen{), tak pokud k nému pfi¢teme libovolné
feSeni homogenni rovnice, obdrZime jin€ feSeni nehomogenni rovnice.
Lze ukdzat, Ze takto ziskdme vSechna feSeni nehomogenni rovnice (viz
BT14).

V naSem piipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehomo-
genni ¢len konstantami) je partikuldrnim feSenim konstanta y, = c.
Dosazenim do rovnice madme ¢ — ¢ + ic = 1, tedy ¢ = 4. VSechna
feSeni diferen¢ni rovnice

1
yk+2_}’k+1+Z‘)’k:1

jsou tedy tvaru 4 +a (1)" + bn (1)". Pozadujeme yo = y; = 1 a tyto

dvé rovnice ddvaji a = b = —3, tedy feSen{ nasi nehomogenni rovnice

—431n3 Ly
Yn = 5 n\5)

Opét protoZe vime, Ze posloupnost zadand touto formuli spliiuje da-

je

nou diferencni rovnici a zdroveil dané pocate¢ni podminky, jednd se
vskutku o tu jedinou posloupnost, kterd je témito vlastnostmi charak-
terizovana. ]

V piedchozim piikladu jsme pouZili tzv. metodu neurcitych koe-
ficientii. Ta spocivd v tom, Ze na zdkladé€ nehomogenniho ¢lenu dané
diferen¢ni rovnice ,,uhodneme* tvar partikuldrniho feSeni. Tvary par-
tikuldarnich feSeni jsou zndmy pro celou fadu nehomogennich ¢lend.

Napt. rovnice

(3.4 Ytk T @1 Yngh—1 + -+ aky, = Ppu(n),

kde a, b, ¢ jsou znamé skaldrni koeficienty.

Napf. v populaénich modelech mtiZeme zohlednit, Ze jedinci
v populaci dospivaji a pofddné se rozmnoZuji az o dvé obdob{
pozd¢&ji (tj. prispivaji k hodnoté f(n+2) ndsobkem b - f(n) s klad-
nym b > 1), zatimco nedospéli jedinci vysili a zni¢i ¢ast dospélé
populace (tj. koeficient a pak bude zdporny). Navic si je tieba
nékdo péstuje a pribézné si ujida konstantni pocet ¢ < 0 v kaz-
dém jednotlivém obdobi.

Specidlnim takovym piikladem s ¢ = 0 je napt. Fibonacciho
posloupnost ¢isel yo, yi, ..., kde Y42 = ynt1 + ya.

Jestlize pfi feSeni matematického problému nemdme Zadny
novy ndpad, vZdy muZeme zkusit, do jaké miry funguje znamé
feSeni podobnych dloh. Zkusme proto dosadit do rovnice (B4) s ko-
eficientem ¢ = 0 podobné feseni jako u rovnic prvntho fadu, tj.
f(n) = A" pro néjaké skaldrni A. Dosazenim dostdvame

A=t =gt = (32— ax—b) =0,
Tento vztah bude platit bud pro A = 0 nebo pfi volbé hodnot

A =%(a+\/a2—|—4b), Azzl(a—\/a2+4b).

2

Zjistili jsme tedy, Ze skute¢né opét takova feSeni funguji, jen
musime vhodné zvolit skaldr A. To ndm ale nestaci, protoZe my
chceme najit feSeni pro jakékoliv pocate¢ni hodnoty f(0) a f(1),
a zatim jsme nasli jen dvé konkrétni posloupnosti spliiujici danou
rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je Ao = Ap).

Jak jsme jiZ dovodili i u zcela obecnych linearnich rekurenci,
soucet dvou feSeni f1(n) a f>(n) nasi rovnice

fh+2)—a-fn+1)—b-f(n)=0
je zjevné opét feSenim téZe rovnice a totéZ plati pro konstantni
ndsobky feSeni. NaSe dvé konkrétni feseni proto poskytuji daleko
obecnéjsi feseni
f(n) = CiA] + CaA;

pro libovolné skalary C1 a Cz. Pro jednoznaéné vytesen{ konkrétn{
tlohy se zadanymi pocateCnimi hodnotami f(0) a (1) ndm zbyva
jen najit piislusné konstanty C; a C;. (A také si musime ujasnit, zda
to pro vSechny pocate¢ni hodnoty pijde).

3.11. Volba skalari. UkaZme si, jak to miZe fungovat alespoii
na jednom priklad€. Soustiedime se pfitom na problém, Ze kofeny
charakteristického polynomu nevychazi obecné ve stejném oboru
skaldri, jako jsou koeficienty v rovnici. Re§me tedy problém:

1
(3.5) Yn42 = Yn+1 + Eyna

yo=2,y1 =0.
v s v . 1 . «
V naSem ptipadé je tedy A1 2 = 5 (1 + «/§) a zjevné
=C+C =2,

Vi =%cl (1+~/§)+%c2(1—«/§)

je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant. PHimym
vypoltem C1 = 1 — %\/3, Cr=1+ %ﬁ a naSe dloha m4 jediné
fesen{

foy = (1-4v3) & (14 3) +
+(1+4v3) & (1-v3)"
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kde P, (n) je polynom stupné m a prislu$nd charakteristickd rovnice
ma redlné kofeny, ma (skoro vzdy) partikuldrni feSeni tvaru Q,,(n) a
kde Q,,(n) je polynom stupné m.

Dal$i moznym zptsobem feSeni je tzv. metoda variace konstant,

kdy nejprve najdeme feSeni

k
Yn) =" cifin)

i=1

zhomogenizované rovnice a poté uvazujeme konstanty c¢; jako funkce

c;(n) proménné n a hledame partikuldrni feSenif dané rovnice ve tvaru
k

Yy =Y ci(n) fi ().

i=1
Na nésledujicim obrdzku jsou vyneseny hodnoty f (n) pron < 35,

kde f vyhovuje rovnici

9 3 1
f(n)=§f(n—1)—zf(n—2)+§, fO) =71 =1

0,87 ° © T C0609°%%0000

°
LI B e e

0 5 10 15 20 25 30 35

v

Dile si procvi¢me, jak fesSit linedrni diferencni rovnice druhého
fddu s konstantnimi koeficienty. Posloupnost vyhovujici dané reku-
rentni rovnici druhého fddu je ddna jednoznaéné, pokud zaddme na-
vic néjaké dva jeji sousedni Cleny. Znovu si pov§imnéme dal$tho vy-
uziti komplexnich &isel: pro uréeni explicitniho vzorce pro n-ty len
posloupnosti redlnych ¢isel miZzeme potiebovat vypocty s ¢isly kom-
plexnimi (to nastava tehdy, pokud ma charakteristicky polynom dané

diferen¢ni rovnice komplexni kofeny, viz téZ B14).

3.7. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici nasledu-
jici linedrni diferen¢ni rovnici s pocdtecnimi podminkami:

Xpao = 2%, +n, x1 =2,x = 2.

ReSeni. Zhomogenizovand rovnice je

Xnt2 = 2x,.

Vsimnéme si, Ze i kdyZ nalezend feSeni pro rovnice s celocisel-
nymi koeficienty vypadaji sloZit€ a jsou vyjadfena pomoci iracio-
ndlnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o samotném feseni doptredu
vime, Ze je celociselné téz. Bez tohoto ,ukroku* do vétsiho oboru
skalarti bychom ov§em obecné fesen{ napsat neuméli.

S podobnymi jevy se budeme potkdvat velice ¢asto. Obecné
feSeni nam také umozZiiuje bez pfimého vycislovan{ konstant disku-
tovat kvalitativni chovani posloupnosti éisel f(n), tj. zda se budou
s rostoucim n bliZit k néjaké pevné hodnoté nebo budou oscilovat
v néjakém rozsahu nebo uteCou do neomezenych kladnych nebo
zapornych hodnot.

3.12. Obecny piipad homogennich rekurenci. Zkusme nyn{

- stejn¢ jako v piipadé druhého tfddu dosadit volbu
xp = M pro ngjaky (zatim neznamy) skaldr A do
obecné homogenni rovnice z definice BY. Dostadvame
pro kazdé n podminku

Ak (aokk +a o4 ak) =0,

coZ znamend, Ze bud' A = 0 nebo je A kofenem tzv. charakteristic-
kého polynomu v zavorce. Charakteristicky polynom ale uz neni
zavisly na n.

Predpokladejme, Ze ma charakteristicky polynom k rtiznych
kofent A1, ..., Ax. MlZeme za timto d¢elem i rozsifit uvazované
pole skalart, napf. @ na R nebo R na C, protoze vysledkem
vypoctu pak stejné budou fesent, kterd opét zistanou v pivodnim
poli diky samotné rovnici. Kazdy z kofent ndm dava jedno mozné
feSeni

xp = (A)".

Abychom byli uspokojeni, potfebujeme k linedrné nezavislych
feSeni.

K tomu ndm postaci ovérit nezdvislost dosazenim k hodnot pro
n=20,...,k—1prok moznosti A; do Casoratidnu, viz B9. Do-
staneme tak tzv. Vandermondovu matici a je péknym (ale ne tplné
snadnym) cviéenim spocist, Ze pro vSechna k a jakékoliv k—tice
ruznych X; je determinant takovéto matice nenulovy, viz piiklad
[|EZ2Zd|| na strané BO. To ale znamend, Ze zvolend feSeni jsou line-
arné nezavisla.

Nalezli jsme tedy fundamentalni systém feseni homogennf di-
feren¢ni rovnice v pfipadé€, Ze viechny kofeny jejiho charakteristic-
kého polynomu jsou po dvou riizné.

UvaZme nyni ndsobny kofen A a dosadme do defini¢ni rovnice
predpokladané fesenf x,, = n)". Dostavime podminku

apnAt + -+ ap(n — HA"F = 0.

Tuto podminku je moZné piepsat pomoci tzv. derivace polynomu
(viz B8 na stran¢ P39), kterou zna¢ime apostrofem:

Maoh" + -+ a7 =0

a hned na zacétku kapitoly paté uvidime, Ze kofen polynomu f je
vicendsobny, pravé kdy?Z je kofenem i jeho derivace f'. Nase pod-
minka je tedy splnéna.
Pfi vy$8i ndsobnosti ¢ kofenu charakteristického poly-
nomu miZeme postupovat obdobné a vyuZijeme
h.‘/, skutecnosti, Ze {—nasobny kofen je kofenem vSech
" derivaci polynomu a? do (£ — 1)-ni derivace v&etng.
Tuto skutecnost dokdZeme na zacatku paté kapitoly.
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Jeji charakteristicky polynom je x> —2, jeho kofeny jsou £=+/2. Reseni

zhomogenizované rovnice je tedy tvaru
a <\/§> +b (—ﬁ) pro libovolnd a, b € R.

Partikuldrni feSeni budeme hledat metodou neurcitych koeficientd.
Nehomogenni ¢4st dané rovnice je linedrni polynom n, partikularni
feSeni proto budeme nejprve hledat ve tvaru linedrntho polynomu
v proménné n, tedy kn + [, kde k, [ € R. Dosazenim do ptivodni rov-

nice dostavame
kn+2)+1=2kn+1) +n.

Porovnanim koeficientli u proménné n na obou stranich rovnice dosta-
vame vztah k = 2k + 1, tedy kK = —1, porovndnim absolutnich ¢lenti
pak vztah 2k + 1 = 2/, tedy [ = —2. Celkem je tedy partikuldrnim
feSenim je posloupnost —n — 2.

Reseni dané nehomogenni diferenéni rovnice druhého f4du bez
pocatecnich podminek jsou tedy tvaru a (ﬁ)n +b (—«/E)” —n—2,
a,belR.

Nyni dosazenim do pocdtecnich podminek ur¢ime nezndmé
a, b € R. Pro pocetni jednoduchost pouZijeme malého triku:
z pocatecnich podminek a daného rekurentniho vztahu vypocteme
lm -0 =
s podminkami xo = 1 a x; = 1 pak zfejmé splituje tatdz posloupnost,

Clen xp @ Xxo 1. Dany rekurentni vztah spolu

ktera spliiuje ptivodni pocateéni podminky. Mame tedy nasledujici

vztahy pro a, b:
0 0
xma(ﬁ) +b<—\/§> —2=1, tedy a+b=3,
x1:v2a —2b =35,

jejichz feSenim dostdvdme a = #, b =

#. Resenfm je po-
sloupnost
=52 (V2) 4+ 52 (<v2) —n -2, 0

3.8. Urcete redlnou bazi prostoru feSeni homogenni diferen¢ni rov-
nice

Xn+d4 = Xp+3 + Xng1 — Xn,s

ReSeni. Charakteristicky polynom dané rovnice je x* — x* — x + 1.
Hleddme-li jeho kofeny, feSime reciprokou rovnici (to znamend, Ze

koeficienty u (n — k)-té a k-t€ mocniny x, k = 1, ..., n, jsou shodné)
=X —x+1=0.

Standardnfm postupem nejprve vydélime rovnici vyrazem x> a poté
zavedeme substituci = x + 1, tedy # = x> + ﬁ + 2. Obdrzime

Derivace pfitom postupn& vypadaji takto:
F) =aor™ + - + a7k,
FO) = agna™ 4 - 4 ag(n — AR
F"(0) = agn(n—DA" 24 - - 4ag (n—k) (n—k—1)A"7* 2,

FEY —gon...n— oA 4L
ot ar(n—k) ... (n—k — AL

Podivejme se na piipad trojndsobného kotenu A a hledejme feSeni
ve tvaru n?A”. Dosazenim do definiéni podminky dostaneme rov-
nost

aon® " + -+ ap(n — k2R = 0.

Zjevné& je levd strana rovna vyrazu A% £ (1) + Af’ (L), a protoZe je
A kofenem obou derivaci, je podminka splnéna.

Indukei snadno dokédZeme, Ze i obecnou podminku pro hle-
dané feseni ve tvaru x,, = nA",

aon“ A" + . ag(n — k) k =0,

dostaneme jako vhodnou linedrn{ kombinaci derivaci charakteris-
tického polynomu za¢inajici vyrazem

AL D 4 l;fg(g +DfO 4+ ...
> )
¢imz jsme témér dokazali nésledujici:

Véta. KaZda homogenni linedrni diferencni rovnice vadu k nad li-
bovolnym ciselnym oborem K obsaZenym v komplexnich ¢islech K
md za mnoZinu vSech reSeni k—rozmérny vektorovy prostor gene-
rovany posloupnostmi x, = n*A", kde A jsou (komplexni) koFeny
charakteristického polynomu, al = 0, . ..s—1, kde s je ndsobnost
prislusného kovenu A.

DiUkaz. VySe pouzité vztahy ndsobnosti kofenll a derivaci
uvidime pozdéji, a nebudeme tu dokazovat tvrzeni, Ze kazdy kom-
plexni polynom ma prave tolik kofent, v€etné€ nasobnosti, jaky ma
stupenl. Zbyva tedy jesté dokdzat, Ze nalezend k—tice feSenf je line-
arné nezdvisla. I vtomto pripadé 1ze induktivné dokazat nenulovost
ptislusného Casoratidnu, jako jsme odkazovali u pifpadu Vander-
mondova determinantu vyse.

Pro ilustraci postupu ukdZeme, jak vypocet vypada pro prfipad
jednoduchého kofenu A a dvojnasobného kofenu A charakteris-
tického polynomu:

A A5 nij
C (M A, nal) = (AT A8 e DAt =
AMT2ANE (n 4 2)al 2
1 1 n
=AM A A (n+ Dig| =
AMOA (4223
1 1 n
AM— A 0 A=
MOa =) 0 A3
M= A
MO —2r) A3

= A2 (g = a)? #0.

2
= Ama3

2
= A2
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rovnici

F—t—2=0
s kofeny ¢ = —1, #, = 2. Pro obé& tyto hodnoty nezndmé ¢ pak fes§ime
zvlasf rovnici danou substituénim vztahem:

x+ l =—1.

X
Ta ma dva komplexn{ kof*eny X] = —5 + zi = cos(2n/3) +
+isin(2r/3)ax, = —5 — 1‘2[ = cos(27r/3) —isin(2m/3).
Pro druhou hodnotu nezndmé ¢ dostdvdme rovnici
x + l =2
X

s dvojndsobnym kofenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného

vektorového prostoru posloupnosti, které jsou feSenim dané dife-
oo
renéni rovnice, ndsledujici Ctvefice posloupnosti: (—% + l\?) ,

n=1
<—% — z‘/;) ,(1);2, (konstantni posloupnost) a (n):2 . Hleddme-li

el
vSak redlnou ba21, musime nahradit dva generdtory (posloupnosti)
z této baze s komplexnimi hodnotami generétory redlnymi. ProtoZe
tyto generdtory jsou geometrické fady, jejichZ libovolné Eleny jsou
komplexné sdruzend cisla, miZeme vzit jako vhodné generitory
posloupnosti dané polovinou souctu, resp. polovinou i-ndsobku
rozdilu, danych komplexnich generdtord. Takto dostaneme nésle-
dujici redlnou bdzi feSeni: (1)72, (konstantni posloupnost), (n)72,,

(cos(n - 2m/3))0, (sin(n - 27/3))52 . ]

3.9. Najdéte posloupnost, kterd vyhovuje nehomogenni diferen¢ni

rovnici s pocate¢nimi podminkami:

Xpg2 = Xpp1 +2x, + 1, x1 =2, xp =2.

ReSeni. Obecné feSeni zhomogenizované rovnice je tvaru
a(—1)" + b2". Partikularnim feSenim je konstanta —1/2. Obecné
feSeni dané nehomogenni rovnice bez poc¢atecnich podminek je tedy

X, =a(=1)"+b2" — 3
Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty a = —5/6,
b = 5/6. Dané rovnici s poc¢ate¢nimi podminkami tedy vyhovuje po-
sloupnost

5 5 1
y=— (=D 4 2ol - O
x 6( )—i—3 5

3.10. Reste nésledujici diferen¢ni rovnici:
Xntd = Xp43 — Xp42 + Xpgp1 — Xy

ReSeni. Z teorie vime, Ze prostor feSeni této diferenéni rovnice

bude étyfdimenziondlni vektorovy prostor, jehoZ generdtory zjistime

V obecném piipadé vedeme podobné diikaz nenulovosti
pfislu§ného Casoratidnu indukeci. (]

3.13. Redilné baze feSeni. Pro rovnice s redlnymi koeficienty po-
vedou realné pocate¢ni podminky vZdy na re-
alna teSeni. Pfesto ale budou pfislusna funda-
mentdlni feSeni z pravé odvozené véty Casto
existovat pouze v oboru komplexnim.

Zkusme proto najit jiné generatory, se kterymi se ndm bude
pracovat 1épe. ProtoZe jsou koeficienty charakteristického poly-
nomu redlné, kazdy jeho kofen bude bud také redlny nebo mus{
kofeny vystupovat po dvou komplexné sdruzenych.

Jestlize si feseni popiSeme v goniometrickém tvaru jako

= |A|"(cosng + i sinng),
" = |A|"(cosng — i sinng),

okamZité je vidét, Ze jejich souctem a rozdilem dostavame jina dvé

linedarné nezavisla fesent (nezdvislost snadno ovéfime pomoci Ca-
soratianu)

X, = A" cosng, y, = |A|" sinne.

Diferen¢ni rovnice se velmi ¢asto vyskytuji jako model dyna-
miky néjakého systému. Péknym tématem na pfemysleni je proto
souvislost absolutnich hodnot jednotlivych kofenti a stabilizace
feSeni, bud’ v8ech nebo v zavislosti na pocate¢nich podminkach.
Neptijdeme zde do podrobnosti, protoZe teprve v paté kapitole bu-
deme probirat pojem konvergence hodnot k néjaké hodnoté limitn{
apod., jisté je tu ale prostor pro zajimavé numerické experimenty
napr. s oscilacemi vhodnych populaénich nebo ekonomickych mo-
dela.

3.14. Nehomogennl linedrni diferen¢ni rovnice. Stejné jako
_ u systémd linedrnich rovnic miZeme dostat vSechna
teSeni nehomogennich linedrnich diferencnich
== rovnic

+ ax(n)xp—k = b(n),

kde koeficienty a; a b jsou skalary, které mohou zaviset na n,
aao(n) # 0, ax(n) # 0.

Postupujeme tak, Ze najdeme jedno fesenf a pri¢teme cely vek-
torovy prostor dimenze k feseni odpovidajicich systém homogen-
nich. Skute¢né takto dostdvame feSeni a protoZe je rozdil dvou
feSeni nehomogenni rovnice zjevné fesenim homogenni rovnice,
dostavame takto feSeni vSechna.

U systému linedrnich rovnic se mohlo stdt, Ze nemusel viibec
mit feSeni. To u naSich diferenénich rovnic mozné neni. Zato ale
byva nesnadné nalézt to jedno potiebné partikuldrni feSeni neho-
mogenniho systému, pokud je chovani skalarnich koeficientti v rov-
nici sloZité. U linedrnich rekurenci je to podobné.

Omezime se tu na jediny piipad, kdy piislusny homogennf sys-
tém md koeficienty konstantni a b(n) je polynom stupné s. Resen{
pak lze hledat ve tvaru polynomu

ap(n)x, +ay(n)x,—1 +---

S
+ agn

s neznamymi koeficienty o;, i = 1,...,s. Dosazenim do dife-
renéni rovnice a porovndnim koeficientd u jednotlivych mocnin
n dostaneme systém s + 1 rovnic pro s 4+ 1 proménnych «;. Po-
kud ma tento systém feSeni, nasli jsme feSeni naseho pivodniho
problému. Pokud feSeni nemd, miZe stacit zvétsit stupeii s hleda-
ného polynomu.

Xp =00 +on+---
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z kofenll charakteristického polynomu dané rovnice. Charakteristicka
rovnice je

4

A+ —x+1=0.

Jednad se o reciprokou rovnici. Zavedeme tedy substituci u = x 4+ % Po
vydéleni rovnice x*> (nula nemiiZe byt kofenem) a substituci (v§imnéte

si, ze x* + x—lz = u? — 2) dostdvame

2 1 1 2
X —x+1——+—2=u —u—1=0.
X X

Dostavame tedy nezndmé u;, = H“[

2 —ux + 1

Odtud pak z rovnice
= 0 urcime Ctyfi kofeny

1+V/5+v/-10+2/5
1 )

X1,2,34 =

Nyni si v§imnéme, Ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli

,;uhodnout” rovnou. Je totiz

PHl=x+D0* =+ —x+1)

a tedy jsou kofeny polynomu x* — x* + x> — x + 1 i kofeny polynomu

x° + 1, coZ jsou paté odmocniny z — 1. Takto dostidvdme, Ze feSenfm
charakteristického polynomu jsou ¢isla x; , = cos ( ) 4 isin ( 5) a
x34 = cos (2) £ i sin (). Tedy redlnou bazi prostoru feseni dané
diferen¢ni rovnice je napiiklad baze posloupnosti cos (%), sin (“Z),
cos (222) a sin (), coZ jsou siny a kosiny argumenti pifslusnych
mocnin kofentl charakteristického polynomu.

VSimnéme si, Ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy
Ty _ 1+ﬁ 10-2+/5 3wy fs—l
pro cos (5) = ) =

,sin(5) = 7 5
sin ( i ) VvV 10+2v5 10+2

> (vzhledem k tomu, Ze viechny kofeny rovnice
maji absolutn{ hodnotu 1, tak jsou to redlné, resp. imagindrni, ¢asti

, cos(

pfislusnych kofend). ]

3.11.

rovnici x,49 = 2x,41 — 2x, se €leny x; = 2, x, = 2.

Urcete explicitni vyjadieni posloupnosti vyhovujici diferencni

ReSeni. Kofeny charakteristického polynomu x> — 2x + 2 jsou 1 + i
a 1 — i. Baze (komplexniho) vektorového prostoru feSeni je tedy
tvofena posloupnostmi y, = (1 + 9" az, = (1 — i)". Hledanou
posloupnost mZzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci téchto posloup-
nosti (s komplexnimi koeficienty). Je tedy x, = a - y, + b - z,, kde
a = ay + iap, b = by + ib,. Z rekurentniho vztahu dopocteme
X = %(2x1 — x3) = 0 adosazenimn = 0 an = 1 do uvaZovaného

vyjadfeni x,, dostdvdme

1=x0=a1 +ia2+b1 +ib2,
2=ux1 = (a1 +ia)(1 +10) + (by +iby)(1 — ),

Napt. rovnice x, —x,—» = 2 nemiZe mit konstantni fesent, ale
dosazenim x,, = g + an dostdvame feSeni o1 = 1 (a koeficient
ap miZe byt libovolny), a proto je obecné feSeni nasi rovnice

xp = C1 + Co(=1)" +n.

Vsimnéme si, Ze skute¢né matice piislusSného systému rovnic pro
polynom nizsiho stupné nula je nulovd a rovnice 0 - &g = 2 nemd
feSeni. Dal§f pozndmky o vhodnych postupech nalézan{ partikular-

nich feSeni jsou za piikladem ||B4]|.

3.15. Linearni filtry. Uvazujme nyni nekoneéné posloupnosti

'x:("'a-x—n’-x—n-'r]a"'sx—lax()’-x]?'-'a-xrl7~")'

Budeme, podobné jako u systémi linedrnich rovnic, pracovat s ope-
raci T, ktera zobrazi celou posloupnost x na posloupnost z = Tx
se Cleny
Zp = aoXy +aiXp—1 + -+ AkXp—k.

S posloupnostmi x miZeme opét pracovat jako s vektory vzhle-
. dem ke s¢itan{ i ndsobeni skaldry po slozkach. Pouze bude
tento velky vektorovy prostor nekone¢nérozmérny. NasSe
&' zobrazeni T je zjevn& linedrnim zobrazenim na takovém
vektorovém prostoru.

Posloupnosti si pfedstavme jako diskrétni hodnoty néjakého
signdlu, odecitané zpravidla ve velmi kréatkych ¢asovych jednot-
kach, operace T pak muZe byt filtrem, ktery signdl zpracovava.
Bude nas zajimat, jak odhadnout vlastnosti, které takovy ,.filtr*
bude mit.

Signdly jsou velice ¢asto ze své podstaty ddny souctem néko-
lika ¢asti, které jsou samy o sob& viceméné periodické. Z nasi defi-
nice je ale ziejmé, Ze periodické posloupnosti x,,, tj. posloupnosti
splitujici pro néjaké pevné pfirozené &islo p

Xn+p = Xn
budou mit i periodické obrazy z = Tx

Zn+p = A0Xn+p F A1 Xp—14p + -+ A Xp—k+p =

= agx, + aixp—1 + -+ AxXn—k = Zn

se stejnou periodou p.

Pro pevné zvolenou operaci T nds bude zajimat, které vstupni
periodické posloupnosti zistanou piiblizné stejné (piipadné az na
ndsobek) a které budou utlumeny na nulové hodnoty.

Ve druhém piipadé tedy hleddme jadro naseho linearniho zob-
razeni T. To je ale dano pravé homogenni diferenéni rovnic{

apxpy +arxp—1 + -+ arxn—k =0, ao#0, a#0,

kterou jsme se uZ naudili fesit.

3.16. Spatny ekvalizér. Jako piiklad uvaZzujme velmi jednoduchy
linearnf filtr zadany rovnici

Zn = (TX)y = Xpy2 + Xp.

Vysledky takového zpracovani signdlu jsou naznaCeny na
ndsledujicich ¢tyfech obrazcich pro postupné
v se zvySujici frekvenci periodického signdlu
xp, = cos(pn). Signily se stejnou amplitudou

7 na vSech obrazcich jsou plivodni signély, dal$i jsou
vysledky po zpracovani filtrem. Nerovnomérnosti kfivek jsou
disledkem nepresného kresleni, v§echny signdly jsou samozfejmé
rovnomérnymi sinusovkami.
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a porovnanim redlné a komplexni slozky obou rovnic dostdvame line-

arni soustavu Ctyf rovnic o ¢tyfech nezndmych

aj + b = 1,
ar + b, = 0,
a — a + by + b = 2,
a + a — b + b = 0
sfeSenima; = b; = by = % aay = —1/2. Celkem miZeme hledanou
posloupnost vyjadfit jako
(=LY awar s (24t a—r
w=\3 l i > 21 ",
Posloupnost mtzeme vSak vyjadfit i pomoci redlné bdze
(komplexniho) vektorového prostoru feSeni, totiZz posloup-
nosti u, = 3 (w + ) = («/5) cos () a
Ve = 3z, V) = <ﬁ> sin (). Matice prechodu od

komplexn{ baze k redlné je

L1y
T = (% 12. ) )
2 2!

. PP 1 e .
inverzni matice je T~! = ; . Pro vyjadieni posloupnosti x,, po-

moci redlné baze, tj. soufadnice (c, d) posloupnosti x, v bazi {u,, v,},

(s) =)= ()

Mame tedy alternativni vyjadfeni posloupnosti x,, ve kterém se nevy-

pak mdme

skytuji komplexni ¢isla (ale zase jsou v ném odmocniny):
X, = («/E)n cos (E) + (ﬁ)n sin (E) ,
4 4
které jsme samozifejmé mohli ziskat téZ feSenim dvou linedrnich rov-
nic o dvou nezndmych ¢, d, totiz 1 = xg = c-up+d-vg = ¢
a2=xy=c-u;+d-vi=c+d. O

3.12. Dokazte, Ze kazdy Clen posloupnosti zadané rekurentnim vzta-
hem

n = 2xn—1 + 8xn—2 -9, n>=2,

se Cleny x; = 1, x, = 25, je druhou mocninou pfirozeného ¢isla. [0}

C. Populacni modely

Popula¢ni modely, kterymi se budeme zabyvat, budou rekurentni
vztahy ve vektorovych prostorech. Nezndmou veli¢inou tedy nebude
posloupnost ¢isel nybrz posloupnost vektort. Roli koeficientd pak bu-
dou hrét matice. Za¢neme s jednoduchym (dvourozmérnym) piikla-

dem.

A=7.1250 A=19.375

DL L
Pa 1

3 4 5
-1 14
-23 23

A=25500 A=29583
2 2
14 19
49 4
o o

Vsimnéme si, Ze v oblastech, kde je vysledny signdl priblizné
stejné silny jako plvodni, dochazi k dramatickému posuvu faze
signdlu. Levné ekvalizéry skutecné podobné Spatné funguji.

3. Iterované linedrni procesy

3.17. Iterovane procesy. V praktickych modelech se Casto se-
tkdvame se situaci, kdy je vyvoj systému v jednom
_ Casovém obdobf{ ddn linedrnim procesem, zajimame
se ale o chovani systému po mnoha iteracich. Casto
pfitom samotny linedrni proces ziistava porad stejny,
zZ pohledu naseho matematického modelu tedy nejde o nic jiného
nez opakované nasobeni stavového vektoru stdle stejnou matici.

Zatimco pro feSeni systémt linedrnich rovnic jsme pottebovali
jen minimum znalost{ o vlastnostech linearnich zobrazeni, k pocho-
peni chovani iterovaného systému budeme tiéelné pouZivat znalosti
vlastnich &isel, vlastnosti vlastnich vektorti a dalsi strukturni vy-
sledky.

V jistém smyslu se pohybujeme v podobném prostredi jako
u linedrnich rekurenci a skute¢né miiZeme nas popis filtrli v minu-
Iych odstavcich takto také popsat. Pfedstavme si, Ze pracujeme se
zvukem a uchovavame si stavovy vektor

Yy = (xn, ooy Xn—kg1)

v8ech hodnot od aktudlni aZ po posledni, kterou jesté v nasem line-
arnich filtru zpracovavame. V jednom ¢asovém intervalu (ve vzor-
kovaci frekvenci audio signdlu mimotadné kratkém) pak prejdeme
ke stavovému vektoru

Yn+1 = (xn-‘rl! xn’ ce xl’l—k-’rz)v

kde prvni hodnota x,+1 = ajx, + - -+ + axxn—k+1 je spoctena
jako u homogennich diferen¢nich rovnic, ostatn{ si jen posunujeme
0 jednu pozici a posledni zapomeneme. Pfislusnd ¢tvercova matice
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3.13. Sporeni. S kamaradem sporime na spole¢nou dovolenou nasle-
dujicim zptisobem. Na za¢atku ddim 10 EUR a on 20 EUR. Kazdy dalsi
mesic pak dd kazdy z nds tolik, co minuly mésic plus polovinu toho,
co dal ten druhy z nds pfedchozi mésic. Kolik budeme mit za rok do-
hromady naspotfeno? Kolik penéz budu platit dvandcty mésic?

ReSeni. Obnos penéz, ktery budu platit n-ty mésic ji oznadim x,

a to, co bude platit kamardd ozna¢im y,. Prvni mésic tedy ddme

x; = 10,y; = 20. Pro dalsf platby miZeme psat rekurentni rov-
nice:
1 1
Xn+l = Xp + Eynv Ynt1 = Yn + Exw

Pokud oznac¢ime spole¢ny vklad z,, = x,+y,, pak seCtenim uvedenych

rovnic dostaneme vztah z,+1 = z, + %Zn = %z,,. To je geometrickd
.| .

%)" . Za rok budeme mit celkem

nasporeno z; + z» + --- + z12. Tento ¢4ste¢ny soucet umime lehce

fada a dostdvame tedy z, = 30 - (

spocitat

3 3 11 (§)12_1
1+>+-- . =30-2—— = 7725,
21 |: +2+ +(2) j| 5

2
Za rok tedy dohromady naspofime vice neZ 7724 euro.

Rekurentni soustavu rovnic popisujici systém spofeni miiZzeme na-

psat pomoci matice nasledovné

()= 3G
Yn+1 % 1 n )
Jde tedy opét o geometrickou fadu. Jejimi prvky jsou ted’ ovSem vek-

tory a kvocient nen{ skaldr, ale matice. ReSeni 1ze nicméné najit ob-

dobné
()=C 1) ()
Yn B % 1 Y1 '
Mocninu matice ptisobici na vektor (x;, y;) miZeme nalézt, kdyz vy-
jadiime tento vektor v bazi vlastnich vektord. Charakteristicky poly-
1 1

PRSP _ 3
7 a Vlastni ¢isla jsou tedy A1, = 3, 5.

Piislusné vlastni vektory jsou po fadé¢ (1, 1) a (1, —1). Pro poc¢atecni

nom matice je (1 — 2?2 —

vektor (x1, y1) = (10, 20) spocitime

(30)=150) -5(4)
()=2G) ()= (4)

To znamend, Ze ja zaplatim 12. mésic

3 11 1 11
xp=15{ = -5({= = 1297
2 2

euro a miij kamardd v podstaté stejné. |

a proto

Poznamka. Predchozi piiklad lze feSit i bez matice nasledujicim

prepsanim rekurentni rovnice: x,,1; = x, + % Vp = %xn + %z,,.

fadu k spliujici Y,+1 = A - ¥, bude vypadat takto:

a a k-1 ak
1 0 0 0
A=]0 1 0 0
0 0 1 0

Pro takovou jednoduchou matici jsme si odvodili explicitni postup
pro tplné fesen{ otazky, jak vypada formule pro feSeni. Obecné to
tak snadno nepiijde ani pro velice podobné systémy. Jednim z ty-
pickych piipadi je studium dynamiky populaci v riiznych biologic-
kych systémech.

Vsimnéme si také, Ze vcelku pochopitelné md matice A za
charakteristicky polynom pravé

pO) =1 —apf = — gy,

jak snadno dovodime pomoci rozvoje podle posledniho sloupce a
rekurenci. To je vysvétlitelné i pfimo, protoZe feSeni x, = A",
A # 0, vlastn€ znamend, Ze matice A vyndsobenim pievede
vlastni vektor (AK, ..., )T na jeho A-ndsobek. Musi byt tedy ta-
kové A vlastnim ¢islem matice A.

3.18. Leslicho model ristu populaci. Predstavme si, Ze zkou-
= mame néjaky systém jednotlivcd (péstovana zvitata,
hmyz, bunééné kultury apod.) rozdéleny do m skupin,

tieba podle stafi, fazi vyvoje hmyzu, apod. Stav X, je
tedy dan vektorem

X}’l =(M17""um)T

zavisejicim na okamziku t,, ve kterém systém pozorujeme. Line-
arni model vyvoje takového systému je dan matici A dimenze n,
ktera zadava zménu vektoru X, na

Xn+1=A-Xp

pii pfirtstku asu z #, na t,,41.
Uvazujme jako piiklad tzv. Leslieho model riistu, ve kterém
vystupuje matice

fl f2 f3 fm—l fm

7 0 0 ... 0 0

0 » 0 ... 0 0
A=10 o 3 .0 ol

0 0 0 Tuoi O

jejiz parametry jsou svdzany s vyvojem populace rozdélené do
m vékovych skupin tak, Ze f; oznaCuje relativni plodnost piislu§né
vékové skupiny (ve sledovaném Casovém skoku vznikne z N je-
dinct v i—té skupiné f; N jedinct novych, tj. ve skupiné prvni),
zatimco t; je relativni imrtnost i-té skupiny béhem jednoho ob-
dobi. Pochopitelné 1ze pouzit takovy model s libovolnym poctem
vékovych skupin.

Vsechny koeficienty jsou tedy nezdpornd redlna Cisla a ¢isla
7; jsou mezi nulou a jednic¢kou. VSimnéme si, Ze pokud jsou
viechna 7; rovna jedné, jde vlastné o linearni rekurenci s kon-
stantnimi koeficienty, a tedy bud’exponencidlnim ristem/poklesem
(pro redlné kofeny A charakteristického polynomu) nebo oscilova-
nim spojenym s pfipadnym rtistem ¢i poklesem (pro komplexn{
kofeny).
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Ptedchdzejici priklad byl vliastné modelem rlistu (v daném piipadé
rlstu mnozstvi nasporenych penéz). Nyni prejdéme k modeltim riistu
popisujicim primarn€ riast néjaké populace. Lesliecho model ristu,
ktery jsme detailné rozebrali v teorii, velmi dobfe popisuje nejen popu-
lace ovci (podle kterych byl sestaven), ale uplatiiuje se naptiklad i pti

modelovani ndsledujicich populaci:

3.14. Zajici podruhé. Ukazme si, jak miZeme Leslicho modelem
popsat populaci zajicti na louce, kterou jsme se zaobirali v piikladu
(IBF]}). Uvazujme, Ze zajici umiraji po dovrSeni devatého meésice
véku (v pivodnim modelu byl vék zajicti neomezen). Ozna¢me pocty
zajicl (resp. zajeCic) podle staif v mésicich v Case ¢ (mésicl) jako
x1(®), x2(0), . . ., x9(2), tak poCty zajict v jednotlivych vékovych sku-
pindch budou po jednom mésici x; (r +1) = x(H)+x3(H)+- - - +x9(),
xi(t+ 1) =x;_1(t),proi =2,3,...,10, neboli

X1t +1)
xp(t+1)
x3(t+1)
xq(t+ 1)
s+ | =
xg(t + 1)
x7(t+1)

Xyt + 1)
x9(t+1)

x1(9)
x2(2)
x3(f)
x4(2)
x5(0)
x6(2)
x7(2)

xg (1)
Kxg(t)

Charakteristicky polynom uvedené matice je
R i R R S LR Y

Kofeny této rovnice nejsme schopni explicitné vyjadtit, jeden z nich

S O O o o o o~ O
S O O O O O = O

S O O o = O O
S O O = O O O O
S O = O O O O O ==
S = O O O O o o ==
—_ O O O O o o o ~
S O O O o o o o~

S O O O = O O O

(=]

v8ak velmi dobfe odhadnout, A; = 1, 608 (pro¢ musi byt mensi neZ
(+/5+1)/2)?). Populace bude tedy podle tohoto modelu rist pfiblizné
s geometrickou Fadou s kvocientem 1, 608’.

Obecnéji miizeme zpracovat predchazejici model takto:

3.15. Nechf je v popula¢nim modelu dravec-kofist uréen vztah
mezi poctem dravcl Dy a kofisti Ky v daném a nésledujicim mésici

(k € N U {0}) linedrnim systémem

(a)
Dk+1 - 076Dk + 075 Kk’
Kk+1 = —0,16 Dk + 1,2 Kk;
(b)
Dy = 0,6 Dy + 0,5Kj,
Kiyi = —0,175D; + 12K
(©)
Dy = 0,6 Dy + 0,5Ki,
Kimi = —0,135D, + 12K,

Analyzujte chovini tohoto modelu po velmi dlouhé dobé.

ReSeni. VSimnéme si, Ze jednotlivé varianty se od sebe navzdjem lisi

pouze v hodnoté koeficientu u Dy ve druhé rovnici. MizZeme proto

Yew s

Nez se pustime do obecnéjsi teorie, trochu si pohrajeme
s timto konkrétnim modelem.

Piimym vypoctem pomoci Laplaceova rozvoje podle posled-
niho sloupce spocteme charakteristicky polynom p,, (1) matice
A pro model s m skupinami:

Pn) = |A = hE| = =Apm—1(A) + (=D futi Tt

Vcelku snadno dovodime indukci, Ze tento charakteristicky poly-
nom ma tvar

P() = (=D A" —apd" N — o — @ A — ap)

s vesmés nezdpornymi koeficienty aq, . .
parametry 7; a f; kladné. Napt. je vidy

., am, pokud jsou vSechny

am = fml’] oo T—1-

Zkusme kvalitativné odhadnout rozloZen{ kofenti polynomu
1 pm- BohuZel, detaily budeme umét pfesné vysvétlit a ovefit

az po absolvovani pislusnych partif tzv. matematické ana-
A 1yzy v kapitole paté a pozdgji, presto by ale postup m&l byt
intuitivné jasny. Vyjadiime si charakteristicky polynom ve

() = £2" (1 = q()),

kde g(A) = a;A™' + - + a,,A7™ je ostie klesajici a nezdpornd
funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat pravé jedno
kladné A, pro které bude g(A) = 1 a tedy také p,,(A) = 0. Jinymi
slovy, pro kaZdou Leslicho matici existuje pravé jedno kladné re-
alné vlastni &islo.

Pro skute¢né Lesliecho modely populaci byvaji vSechny koe-
ficienty 7; i f; mezi nulou a jednickou a typicky nastdvd situace,
kdy jediné redlné vlastni Cislo A je vétSi nebo rovno jedné, za-
timco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich éisel jsou ostie mens{
neZ jedna.

Jestlize za¢neme s libovolnym stavovym vektorem X, ktery
bude dan jako soucet vlastnich vektora

X=X+ +Xn
s vlastnimi hodnotami A;, pak pfi iteracich dostadvame
AR X =0k x4+ Ak X,

takZe za predpokladu, Ze |A;| < 1 pro vSechna i > 2, budou
vSechny komponenty ve vlastnich podprostorech velmi rychle mi-
zet, krom& komponenty A1 X ]1‘

Rozlozeni populace do vékovych skupin se tak budou rychle
blizit pomé&rim komponent vlastniho vektoru k dominantnimu
vlastnimu ¢islu A ;.

Napriklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych koe-
ficient(l, jsou prevzaty z modelu pro chov ovci, tj. hodnoty T zahr-
nujf jak pfirozeny thyn tak pfipadné aktivity chovatelti na jatkach)

0 02 08 06 0

095 0 0 O

A=] 0 08 0 O
0 0 07 O

0 0 0 006

(=N =Nl

vyjdou vlastnf hodnoty pfiblizné

1,03; 0; —0,5; —0,27 4+ 0,74i; —0,27 —0,74i
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vSechny tfi pfipady vyjadrit jako

Dk _ 0,6 0,5 Dk—l
(k)= (% 02)- (k). wem
kde budeme postupné klasta = 0,16,a = 0,175,a = 0,135. Hodnota

koeficientu a zde reprezentuje primérny pocet kust kofisti zahube-

nych jednim (ocividné ,,nendro¢nym®) dravecem za mésic. Pfi oznaceni

0,6 0,5
r= (—a 1,2)

bezprostfedné dostdvame

Pomoci mocnin matice 7 tak miizeme urcit vyvoj populaci dravce
a koristi po velmi dlouhé dobé.

Snadno stanovime vlastni ¢isla

@ rMm=12=08;
(b) A1 =095, i, =0,85;
(¢) A,y =1,05, 2, =075

matice T a jim (pfi zachovan{ pofadi) prislu§né vlastni vektory

@ &9, 5,27
() (10,7, 2, D7
(¢) (10,97, (10,3)7.

Vime, Ze matice 7 m4 v bdzi dané vlastnimi vektory diagondln{ tvar s
vlastnimi ¢isly na diagondle. Vlastni vektory zapsané do sloupcil pak
zaddvaji matici prechodu od standardni baze k bazi tvofené vlastnimi

vektory. Je tedy

()G

a pro k € N tudiz plati

(a)
(55 1 0\ (5 5\
—\4 2)°\0o 08) \4 2) -
(b)
s (10 2) (095 0\ (10 27"
—\7 1)°Lo o08) \7 1)
©

s (10 10) (105 0 )" (10 10\
“\9 3 o 075) \9 3) -

Odtud ddle pro velkd k € N plyne

s velikostmi 1,03; 0; 0,5; 0,78; 0,78 a vlastni vektor prislu§ny do-
minantnimu vlastnimu &islu je pfiblizné

xT =(3027211478).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se sou¢tem soufadnic rov-
nym stu, zadava nam proto piimo vysledné procentni rozloZeni po-
pulace.

Pokud bychom chtéli misto tiiprocentniho celkového riistu po-
pulace setrvaly stav a predsevzali si ujidat vice ovce tieba z druhé
veékové skupiny, fesili bychom tlohu, o kolik mdme zmensit 77, aby
bylo dominantnf vlastni ¢islo rovno jedné.

3.19. Matice s neziapornymi prvky. Realné matice, které ne-

maji Zadné zaporné prvky maji velmi specidlni vlast-
nosti. Zarovei jsou skute¢n¢ ¢asté v praktickych mo-
, delech. NaznaCime proto ted proto tzv. Perronovu-
— Frobeniovu teorii, kterd se pravé takovym maticim

vénuje.
Zacneme definici nékolika pojmii, abychom mohli nase tivahy

viibec formulovat.
KLADNE A PRIMITIVNT MATICE l

—

Definice. Za kladnou matici budeme povazovat takovou ¢tverco-
vou matici A, jejiZ vSechny prvky a;; jsou redlné a kladné. Primi-
tivni matice je pak takova ¢tvercova matice A, jejiZ néjakd mocnina
AF je kladna.

Pfipomenme, Ze spektrdlnim polomérem matice A nazyvame
maximum absolutnich hodnot vSech jejich (redlnych i komplex-
nich) vlastnich ¢isel. Spektrdlnim polomérem linearnitho zobra-
zeni na (kone¢nérozmérném) vektorovém prostoru rozumime spek-
tralni polomér jeho matice v nékteré bazi. Normou matice A € R"
nebo vektoru x € R” rozumime soucet absolutnich hodnot viech
jejich prvki. U vektorh x piSeme pro jejich normu |x|.

Nasledujici vysledek je mimofddné uziteCny a snad i dobie
srozumitelny. Jeho dikaz se svou naro¢nosti dosti vymyka této
ucebnici, uvadime ale alespon jeho struény nastin. Pokud by &tenar
m¢él problém s plynulym ¢tenim ndstinu diikazu, doporucujeme jej
preskocit.

Véta (Perronova). Jestlize je A primitivni matice se spektrdlnim
polomérem A € R, pak je A jednoduchym kovenem charakteris-
tického polynomu matice A, ktery je ostie vétsi neZ absolutni hod-
nota kteréhokoliv jiného viastniho Cisla matice A. K viastnimu ¢islu
A navic existuje viastni vektor x s vyhradné kladnymi prvky x;.

Dokaz. TV dikazu se budeme opirat o intuici elementarni
:,\\\ geometrie. Céaste¢né budeme pouZité koncepty
@), uptesinovat uZ v analytické geometrii ve Ctvrté
/’// kapitole, nékteré analytické aspekty budeme studovat
77/ podrobn&ji v kapitoldch paté a pozd&ji, presné
dikazy nékterych analytickych krokd v této ucebnici nepodame
vibec. Snad budou nasledujici ivahy nejen osvétlovat dokazovany
teorém, ale budou také samy o sobé motivaci pro naSe dals{
studium geometrie i matematické analyzy. Zacneme docela
srozumitelné znéjicim pomocnym lemmatem:

linspirove’mo materidlem na webu, viz http://www-users.math.umd.edu/
"mmb/475/spec.pdf
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(a)

(b)

(©)

5\ (1 0\ (5 5\ _
2) \o o) \4 2] —
~10 25\
-8 20)°
;i (1002) (0 0) (10 2\ _
7 1) \o o) \7 1) =
_00.
=\o o)
7 (100 10) (1,055 0) (10 10\ _
“\9 3 o o/ \9 3) —

_ 1,05F /30 100
T 60 \=27 90 /)’

5

k A

s (]
1
10

2

nebof pravé pro velkd k € N miZzeme polozit

(a)

(b)

(©)

1o\ _ /1 o)
0 08) “\o 0)°
k
095 0\ _ [0 0).
0 08) “\o o)’
1,05 0 \° _ (1,05 0
0o 075) "\ o o)

Podotknéme, Ze ve varianté (b), tj. pro a = 0,175, nebylo nutné vlastn{

vektory pocitat.
Obdrzeli jsme tak

(a)

(b)

(©)

D\ _ 1 (—10 25 Do\ _
K] 10\ -8 20) \k,)
1 (5 (—2D0+5K0)).

~ 10 \4(=2Dy + 5Kp) )’

D\ . (0 O\ (Do) _ (0).
k) \o o) \k,)] " \0)°
D\ . 1,05 (=30 100\ (Do) _
K] 60 \-27 90 Ko)

_ 1,05" (10 (=3Dy + 10K)
60 \ 9(=3Dy+ 10Kp) /-

Tyto vysledky Ize interpretovat nasledovné:

(a)

Pokud 2Dy < 5K, velikosti obou populaci se ustdli na
nenulovych hodnotich (fikdme, Ze jsou stabilni). JestliZze

2 Dy = 5 Ky, obé populace vymiou.

Lemma. UvaZme libovolny mnohostéen P obsahujici pocdtek
0 e R

JestliZe néjakad iterace linedrniho zobrazeni ¥ : R" — R”"
zobrazuje P do jeho vnittku, pak je spektralni polomer zobrazeni
¥ ostie mensi nez jedna.

UvaZzme matici A zobrazeni ¢ ve standardni bazi. Protoze
vlastni Gisla A¥ jsou k—té mocniny vlastnich Gisel matice A,
muizeme rovnou bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, Ze samotné
zobrazeni V jiZ zobrazuje P do vnittku P. Zjevné tedy nemiiZe
mit ¥ Zadnou vlastni hodnotu s absolutni hodnotou v&t3i neZ

jedna.
Dukaz dale povedeme sporem. Piedpokladejme, Ze existuje
vlastni hodnota A s |A| = 1. Mame tedy dvé moZnosti. Bud' je

A% =1 pro vhodné k nebo takové k neexistuje.

Obrazem P je uzaviend mnoZina (to znamend, Ze pokud se
body v obrazu budou hromadit k né€jakému bodu y v R”, bude
y opét v obrazu) a hranici P tento obraz viibec neprotind. NemtiZe
tedy mit ¢ pevny bod na hranici P ani nemiize existovat Zddny bod
na hranici, ke kterému by se mohly libovoln¢ blizit body v obrazu.
Prvnf argument vyluCuje, Ze by néjakd mocnina A byla jednickou,
protoZe to by takovy pevny bod na hranici P jisté existoval. Ve zby-
vajicim piipadé jist€ existuje dvourozmérny podprostor W € R”,
na néjZz se Y zuZuje coby rotace o iraciondlni argument a jisté exis-
tuje bod y v priniku W s hranici P. Pak by ale byl bod y libovolné
presné piibliZen body z mnozZiny ¥ (y) pfi prichodu pies viechny
iterace, a tedy by musel sim byt také v obrazu. Dosli jsme tedy ke
sporu a lemma je ovéfeno.

Nynf{ se ddme do diikazu Perronovy véty. Nas§im prvnim kro-
kem bude ovéfeni existence vlastniho vektoru, ktery ma vSechny
prvky kladné. Uvazme za tim tdelem tzv. standardni simplex

S={x=0....,x)"5 xl=1,x2>0i=1...n}.

ProtoZe vSechny prvky v matici A jsou nezdporné, obraz A-x bude

mit samé nezdporné soufadnice stejné jako x a alespoii jedna z nich
bude vZdy nenulovi. Zobrazeni x — |A - x| ' (A - x) proto zob-
razuje S do sebe, Toto zobrazeni S — § spliuje v§echny predpo-
klady tzv. Brouwerovy véty o pevném bod¢ a proto existuje vektor
y € S takovy, Ze je timto zobrazenim zobrazen sam na sebe. Dlikaz
Brouwerovy véty v této ucebnici nepoddvame, zajemci snadno na-
jdou odkazy na wikipedii. To ale znamen4, Ze

A-y=2xry, A=Ay

a nasli jsme vlastni vektor, ktery leZi v S. ProtoZe ale ma né&jaka
mocnina AX podle nageho predpokladu samé kladné prvky a sa-
moziejmé je také A -y = AXy, viechny soufadnice vektoru y jsou
ostfe kladné (tj. leZi ve vnitiku S)a A > 0.

Abychom dokazali zbytek véty, budeme uvazovat zobrazeni
zadané matici A ve vyhodné&jsi bdzi a navic ho vyndsobime kon-
stantou A~ !:

B=)'x"1.A.v),
kde Y je diagondlni matice se soufadnicemi y; prav€ nalezeného
vlastniho vektoru y na diagondle. Evidentné je B také primitivn{
matice a navic je vektor z = (1, ..., 1)7 jejim vlastnim vektorem,
protoZe zjevné Y - z = y.

Jestlize nyni dokdZeme, Ze 1 = 1 je jednoduchym kofenem
charakteristického polynomu matice B a vSechny ostatni kofeny
maji absolutni hodnotu ostfe mensi neZ jedna, bude Perronova véta
dokézana.
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(b) Obe populace vymiou.
(c) Pro3Dy < 10K nastava populacni exploze obou druhti. Pro
3Dy > 10K, obé populace vymfiou.

To, Ze extrémné mald zména velikosti a miZe vést ke zcela
losti na velikosti obou populaci. Poznamenejme, Ze toto omezeni,
kdy a v naSich modelech povazujeme za konstantni, nemd oporu ve
skutecnosti. Pfesto ziskavame odhad velikosti a pro stabilni populace.

O

V linedrnich modelech hraji vyznamnou roli tzv. primitivni matice

(viz B19).

3.16. Které z matic

0 1/7 1/2 0 1/3 0 1 0
A=<1 6/7)’B= 0 1 12),C=|1/4 0 1/2],
1/2 0 1/6 3/4 0 1/2
1/3 1/2 0 0 01 00
D— 1/2 1/3 0 0 E— 00 01
1 0 1/6 1/6 1/3}" |1 00O
1/6 0 5/6 2/3 0010
jsou primitivni?
ReSeni. Nebof
3/8 1/4 1/4
A2:<é% 463/;99) c=|1/4 3/8 1/4],
3/8 3/8 1/2
matice A a C jsou primitivni. Ddle plati rovnost
1/2 0 1/3 0 0
0O 1 12)1-{1)=1(1],
1/2 0 1/6 0 0

a tak bude prostfedni sloupec matice B" vzdy (pro libovolné n € N)

vektorem (0, 1, 0)7, tj. matice B nemiiZe byt primitivni. Soucin

13 12 0 0 0 0

12 13 0 0 o| 0

0 1/6 1/6 13| |a a/6+b/3 |0 @PER
16 0 s5/6 2/3) \b 5a/6+2b/3

implikuje, Ze matice D? bude mit v pravém hornim rohu nulovou dvou-
rozmérnou (¢tvercovou) submatici. Opakovdnim této implikace dosté-
D - D3,

, tudiZ matice D neni primitivni. Matice E je

vdme, Ze stejnou vlastnost maji matice D® = D - D?, D* =

..,D"=D-D" ..
permutacéni (v kazdém fadku a sloupci md praveé jeden nenulovy prvek,
ato 1). Nenf obtiZné si uvédomit, Ze mocniny permutacni matice jsou
opét permutacni matice. Matice E proto také neni primitivni. To Ize
rovnéz ovéfit vypoétem mocnin E2, E®, E*. Matice E* je totiZ jednot-
kova. (I

Nyni uvedme ponékud obsdhlejsi model.

K tomu se nam ted bude hodit dfive dokdzané pomocné
lemma. UvaZujme matici B jako matici linearniho zobrazeni, které
zobrazuje fadkové vektory

=Wy,...,up)—>u-B=v,

tj. pomoci ndsobenti zprava. Diky tomu, 7ejez = (1, ..., 1)T vlast-
nim vektorem matice B, je soucet soutadnic fadkového vektoru v

roven
n

n
Z u,'b,-j = Zui = 1,
i,j=1 i=1

kdykoliv je u € S. Proto toto zobrazeni zobrazuje simplex S na
sebe a ma také jisté v S vlastni (fddkovy) vektor w s vlastni hodno-
tou jedna (pevny bod, opét dle Brouwerovy véty). ProtoZe néjaka
mocnina BY obsahuje samé oste pozitivni prvky, je nutné obraz
simplexu S v k—té iteraci zobrazen{f daného B uvnitf S. To uz jsme
blizko pouZziti naSeho lemmatu, které jsme si pro ditkaz pfipravili.

Budeme i nadéle pracovat s fddkovymi vektory a ozna¢me si
P posunuti simplexu S do pocatku pomoci vlastniho vektoru w,
ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w+-S. Evidentné je P mnohostén
obsahujici pocéatek a vektorovy podprostor V. € R" generovany
P je invariantni vaci psobeni matice B pomoci nasobeni fadko-
vych vektorii zprava. Zizeni naSeho zobrazeni na P tedy spliiuje
predpoklady pomocného lemmatu, a proto nutné musi byt v§echny
jeho vlastni hodnoty v absolutni hodnoté men3{ neZ jedna.

Jesté se musime vyporadat se skuteCnosti, Ze pravé uvazo-
vané zobrazeni je ddno nasobenim fadkovych vektort zprava ma-
tici B (zatimco nds pivodné zajimalo chovan{ zobrazenf, zadaného
matici B pomoci nasobeni sloupcovych vektort zleva). To je ale
ekvivalentni ndsoben{ transponovanych sloupcovych vektort trans-
ponovanou matici B obvyklym zplsobem zleva. Dokazali jsem
tedy vlastné potfebné tvrzen{ o vlastnich ¢islech pro matici transpo-
novanou k nasi matici B. Transponovani ale vlastn{ ¢isla neméni.

Dimenze prostoru V je pfitom n — 1, takze dikaz véty je
ukoncen. (I

3.20. Jednoduche dasledky. Nésledujici velice uZite¢né tvrzeni
_ ma pii znalosti Perronovy véty aZ prekvapivé jedno-
duchy dikaz a ukazuje, jak silna je vlastnost primi-
~_ tivnosti matice zobrazeni.

Disledek. Jestlie A = (a;j) je primitivni matice a x € R" jeji
viastni vektor se vSemi souradnicemi nezdpornymi a viastni hodno-
tou A, pak ) > 0 je spektrd/m’ polomér A. Navic platz’

i=1 i=1

Dtxkaz. Uvazme vlastni vektor x z dokazovaného tvrzeni.
ProtoZe je A primitivni, miizeme zvolit pevné k tak, aby A uz méla
samé pozitivni prvky, a pak je samoziejmé i AR . x = Akx vektor
se samymi ostfe kladnymi soufadnicemi. Nutné proto je A > 0.

Z Perronovy véty vime, Ze spektralni polomér p je vlastnim
¢islem a zvolme takovy vlastni vektor y k u, Ze rozdil x — y ma
samé kladné soufadnice. Potom nutné pro v§echny mocniny n

0< A" (x —y=rx—puy,
ale zaroven platf A < w. Odtud jiz vyplyva A =

Zbyva odhad spektralniho poloméru pomoci minima a ma-
xima souctt jednotlivych sloupcii matice. Oznacme je bpin @ bmax.
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a4

3.17. Model Sifeni jednoletych bylin, Budeme uvaZovat rostliny,
které na zacdtku léta vykvetou, na jeho vrcholu vyprodukuji semena
a samy uhynou. N&kterd ze semen vykli¢i jest€ na konci podzimu
(ozimé rostliny), jind pfeckaji zimu v zemi a vykli¢i na zacdtku jara
(jarni rostliny). Ozimé rostlinky (sazenice), které pfes zimu nezmrz-
nou, jsou na jate vétsi neZ jarni a vétSinou z nich vyrostou vétsi rostliny
neZ z jarnich sazenic. VEtsi rostlina vyprodukuje vice semen. Pak se
cely vegetacni cyklus opakuje.

Rok je tedy rozdélen na Ctyfi vegetacni obdobi a v kazdém z téchto

obdobi miZzeme rozliSit nékolik ,,forem* rostliny:
Obdobi ‘ stadia rostliny
zacatek jara | malé a velké sazenice
zacatek 1éta | malé, stfedni a velké kvetouct rostliny
vrcholné 1éto | semena
podzim sazenice a prezimujici semena

Ozna¢me x (), resp. x,(#), pocet malych, resp. velkych, sazenic na
zacatku jara roku ¢ a y; (f), resp. y»(¥), resp. y3(f), pocet malych, resp.
stiednich, resp. velkych rostlin v 1ét€ téhoz roku. Z malych sazenic mo-
hou vyrtist malé nebo stfedni rostliny, z velkych sazenic mohou vyrist
stiedni nebo velké rostliny. Kterdkoliv ze sazenic samoziejmé muze
uhynout (uschnout, byt spasena krdvou a podobn¢) a nevyroste z ni nic.
Oznacme b;; pravdépodobnost, Ze ze sazenice j-té velikosti, j = 1, 2,

vyroste rostlina i-té velikosti, i = 1, 2, 3. Pak je

0<b11<1, b12:0’
O<b32<1,

0<b21<1, 0<b22<0, b31:0,

bii+by <1, bpn+byp<l

(promyslete si, co kazdd z téchto nerovnosti vyjadfuje). Pokud
pravdépodobnost povazujeme za klasickou, mlzZeme b;; vypocitat

jako podil pfiznivych vysledkil (z malé vyrostla mald rostlina) a v§ech

yi(0)/x1(0).

moznych vysledkli (pocet malych sazenic), tj. by, =
Odtud

yi(®) = brix (7).
Analogicky dostaneme rovnost
y3(0) = b3x2(1).

Oznacime-li na chvili y; (f), resp. ¥22(f) pocet stfednich rostlin vy-
rostlych z malych, resp. velkych sazenic, je y2(f) = y2.1(¢) 4+ y2.2(f)
aby = y2,1(1)/x1(0), by = y22(2) /x2(2) a tedy

Y2(t) = ba1x1(2) + baoxa(2).

Oznacéime
by O y1(?)
B=bu bx]. x(t)=<§1§g), ¥ = [ 10
0 by 2 y3(?)

zvolme za x vektor se souétem soufadnic jedna a pocitejme:

Z ajjxj = Z)Lx, =A,

i,j=1
= Z bmaxxj = Dmax,
=1

()

=1 Ni=1
n
Xj = E bminxj = bmin.

n n

A= E < E a; j)

=1 Ni=T =1 O

Vsimnéme si, Ze napf. viechny Lesliecho matice z BIR, kde

jsou vSechny uvaZované koeficienty f; a t; ostfe kladné, jsou pri-

mitivni a tedy na né miZzeme plné pouzit pravé odvozené vysledky.

Perronova-Frobeniova véta je zobecnénim Perronovy véty na
obecnéjsi matice, které tu nebudeme uvadét.

3.21. Markovovy Fetézce. Velice Casty a zajimavy piipad linear-
nich procest se samymi nezdpornymi prvky v matici
' je matematicky model systému, ktery se miZe nacha-
zet v m riznych stavech s riiznou pravdépodobnosti.
: V jistém okamZiku je systém ve stavu i s pravdé€po-
dobnostl x; a k prechodu z mozného stavu i do stavu j dojde
s pravdépodobnosti #;;.

Mizeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém popsan
pravdépodobnostnim vektorem

um ()T

To znamen4, Ze viechny komponenty vektoru x jsou redlnd neza-
pornd ¢isla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji
rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moZnosti stavl systému.
Rozdéleni pravdépodobnosti pro ¢as n+1 bude ddno vyndsobenim
pravdépodobnostni matici pfechodu T' = (¢;;), j.

X = u1(n), ...,

Xnt1 =T - xy.

Protoze ptfedpokldddme, Ze vektor x zachycuje vSechny mozné
stavy a proto s celkovou pravdépodobnosti jedna piejde opét
do nékterého z nich, budou vSechny sloupce matice 7 tvofeny
také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu f{kame
(diskrétni) Markoviiv proces a vysledné posloupnosti vektort
X0, X1, ... rikdme Markoviiv retézec.

Vsimnéme si, ze kazdy pravdépodobnostni vektor x je
skute¢né Markovovym procesem zobrazen na vektor se souctem
soufadnic jedna:

Ztijxj = Z(Zl‘lj)xl’ = ij' =1.
ij J i J

Nyni miiZzeme v plné sile pouZit Perronovu—Frobeniovu teorii.
Protoze je soucet fadkt matice T vzdy roven vektoru (1, ..., 1), je
zcela elementdrné vidét, Zze matice T — E je singularni a jednicka
proto bude zaruéené vlastnim ¢islem matice 7 .

Pokud je navic T primitivni matice (tj. napi-. kdyZ jsou v§echny
prvky nenulové), z Dtsledku vime, Ze je jednicka jednodu-
chym kotenem charakteristického polynomu a v§echny ostatni maji
absolutni hodnotu ostfe mensi nez jedna.

Véta. Markovovy procesy s matici, kterd nemd Zddné nulové prvky
nebo jejiz nékterd mocnina md tuto vlastnost, spliiuji:

e existuje jediny viastni vektor xoo pro viastni cislo 1, ktery je
pravdépodobnostni,
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a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru

y(t) = Bx(1).

Oznacime-li po fadé€ c11, 12 a 13 pocty semen, které vyprodukuje
jedna mal4, stfednf a velkd rostlina, a z(#) celkovy pocet vyprodukova-

nych semen v 1€t€ roku ¢, plati

z(t) = cuy1 () + ci2y2() + c13y3(1),
nebo v maticovém tvaru
z(1) = Cy(n)
pri oznaceni
C= (011 c12 613)-

Aby matice C popisovala modelovanou realitu, budeme piedpoklddat,

Ze plati nerovnosti

0< C1] < C12 < (C13.

Oznac¢me nakonec wi (f) a wy(f) pocet semen, které vykIici jesté
na podzim a pocet semen, kterd prezimuji, v tomto poradi, a d;, resp.
dy pravdépodobnost, Ze semeno vykli¢i na podzim, resp. nevykli¢i
(prezimuje), a fi;, resp. f2; pravdépodobnost, Ze ozimd sazenice, resp.
7e prezimujici semeno béhem zimy nezmrzne. Pravdépodobnosti vy-

kliceni d1, d»; zfejmé musi splilovat nerovnosti

0<dy, O0<dy, diu+dn=1,

aponévadz rostlinka sndze zmrzne, neZ semeno ukryté v zemi, budeme

o pravdépodobnostech fi;, f>, preziti zimy predpokladat

0<f11<f22<1.
Pfi oznaceni
dn fu 0 wi (7)
D = s F = R w(t) =
(d21> ( 0 fzz) @ (wz(f)
dostaneme podobnymi tivahami jako vySe rovnosti
w(t) = Dz(1),

x(t+1) = Fw(t).

PonévadZ ndsoben{ matic je asociativni, mtiZeme pro pocty jednot-

livych stadif rostlin v ndsledujicim roce z pfedchozich rovnosti sestavit

v

o iterace T*xo se bliZi k vektoru xo pro jakykoliv pocdtecni
pravdépodobnostni vektor x.

Dtkaz. Prvni tvrzeni vyplyva piimo z kladnosti soufadnic
« vlastniho vektoru dovozené v Perronove vete.
Predpokladejme nejprve, Ze jsou algebraické a geome-
& trické nasobnosti vlastnich &isel matice T stejné. Pak kaz-
J ' dy pravdépodobnostni vektor xo mlzeme (v komplexnim
roz§ifeni C™) napsat jako linedrni kombinaci

X0 = Cl1Xoo + C2U2 + - -+ + Cpliy,

kdeus, ..., u, dopliuji xoc na bazi z vlastnich vektort. Pak ov§em
k—ndsobna iterace dava opét pravdépodobnostni vektor

Xp = Tk - X0 = C1Xeo + )\gczuz + -+ )\ﬁcnun.

ProtoZe jsou vSechna vlastni &isla Ay, - - - A, v absolutni hodnoté
ostfe mensi neZ jedna, vSechny komponenty vektoru xi, kromé té
prvni, se velmi rychle blizi v normé k nule. Pfitom ale je stile
X pravdépodobnostni, takze musi byt ¢y = 1 a druhé tvrzeni
mame ovéfeno.

Ve skutecnosti ale i pfi rizné algebraické a geometrické na-
sobnosti vlastnich ¢isel dojdeme ke stejnému zavéru pomoci po-
drobngjsiho studia tzv. kofenovych podprostorit pro matici 7', ke
kterym se dostaneme v souvislosti s tzv. Jordanovym rozkladem
matic jesté v této kapitole, viz pozndmka B33,

I v obecném pfipadé totiZ dostaneme k vlastnimu podprostoru
(Xoo) jednoznaéné uréeny invariantni (n — 1)—rozmérny komple-
ment, na kterém uZ vSechna vlastni ¢isla jsou v absolutni hodnoté
mensi nez jedna, a proto se piislu$nd komponenta v x; také bude
neomezeng bliZit k nule jako vyse. (]

3.22. Tterace stochastickych matic. Matice Markovovych pro-
cest, tj. matice jejichZ vSechny sloupce maji soucet
svych komponent roven jedné se nazyvaji stochas-
tické matice. Standardn{ dlohy spojené s Markovo-
= vymi procesy zahrnuji odpovédi na otazky po oceka-
vané stredm dobé prechodu mezi pfedem urcenymi stavy systému
apod. Zatim ale nejsme na feSen{ téchto dloh pfipraveni.
Preformulujeme predchozi vétu do jednoduchého, ale asi do-
cela prekvapivého disledku. Konvergenci k limitni matici v na-
sledujicim tvrzeni myslime skute¢nost, Ze kdyZ si pfedem uréime
mozZnou chybu & > 0, tak najdeme hranici na pocet iteraci k po
niz uz v§echny komponenty uvedené matice se od té limitni budou
li§it o méné nez ¢.

Diusledek. Nechi'T je primitivni stochastickd matice 7 Markovova
procesu a X« je stochasticky viastni vektor k dominantnimu cislu
1 jako ve vété vise. Pak iterace T konverguji k limitni matici Tno,
Jejiz vSechny sloupce jsou rovny X .

Dutkaz. Sloupce v matici 7% jsou obrazy vektort standardni
baze v pifslusném iterovaném linedrnim zobrazeni. To ale jsou
obrazy pravdépodobnostnich vektord, a proto vSechny konverguji
k x00. [l

Nynfi se jesté na rozlucku s Markovovymi procesy zamyslime

nad problémem, zda existuji pro dany systém stavy, do kterych se
ma systém tendenci dostat a setrvat v nich.
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rekurentni formule:
x(t + 1) = Fw(t) = F(Dz(1)) = (FD)z(r) = (FD)(Cy(1)) =
= (FDO)y(t) = (FDC)(Bx(1)) = (FDCB)x(1),
y(t +1) = Bx(t + 1) = B(Fw(1)) = (BF)w(t) =

= (BF)(Dz(1)) = (BFD)z(1) = (BFD)(Cy(1)) =
= (BFDO)y(),

zt+ 1) =Cy(t+1)=C(Bx(t + 1)) = (CB)x(t + 1) =
= (CB)(Fw(t)) = (CBF)w(t) = (CBF)(Dz(1)) =
= (CBFD)z(1),

w(t+1) =Dz(t + 1) = D(Cy(t + 1)) = (DO)y(t + 1) =
= (DO)(Bx(t + 1)) = (DCB)x(t + 1) =

= (DCB)(Fw(1)) = (DCBF)w(1).
Pfi oznacent
A, =FDCB, A,=BFDC, A,=CBFD, A, =DCBF
je zjednoduSime na formule
X+ 1) = Ax(o), ¥t + 1) = Ay,

2+ 1) = Az(0), w(t +1) = Ay(0).

Z téchto formuli jiz miZeme vypocitat sloZzeni populace rostlin v li-
bovolném obdobi libovolného roku, pokud zndme sloZeni populace
v né¢jakém obdobi pocdte¢niho (nultého) roku.

Nechf je naptiklad zndmo sloZeni populace v 1€té, tj. pocet z(0)

vysetych semen. Pak sloZeni populace na zacétku jara 7-tého roku je
x(1) = Ax(t — 1) = A2x(t — 2) =
= A" Fw(0) = AS FDz(0).

.= A;—lx(1) =

PovSimnéme si, Ze matice A, = CBFD je typu 1 x 1. Neni to tedy

matice, ale skaldr. MiZeme tedy oznalit A = A, vypocitat

(3.5)
by 0
0 d
:(Cll C12 (,‘13) b21 b22 (f(‘l)1 f22> (d;)z

0 b3
Judn) _
Jdo

= byiendi fir + barciadi fi1 + bascinday f22 + baacizda fo

a predchozi vypocet uspotddat do vyhodného tvaru

A =CBFD

= (cnbi + ciobyr ciabx + c13b3) (

FD(CBFD)2CBFDz(0) =
FDA™'z(0) = A" ' FDz(0).

x(t) = (FDCB)"'FDz(0) =
= FD(CBFD)"'z(0) =

Timto zplsobem zlstanou pouze dvé ndsobeni matic.

O stavu systému fekneme, Ze je prechodovy, jestlize v ném
systém setrvava s pravdépodobnosti ostfe mensi neZ jedna. Za ab-
sorpcni oznacime stav, ve kterém systém setrvava s pravdépodob-
nosti 1 a do kterého se 1ze dostat s nenulovou pravdépodobnosti
z kteréhokoliv z pfechodovych stavi. Kone¢né, Markoviv fetézec
Xn je absorpcni, jestlize jsou jeho vSechny jeho stavy bud ab-
sorp¢ni nebo prechodové.

Je-li v absorpénim Markovové fetézci prvnich r stavil systému
absorpénich, pro stochastickou matici 7' systému to znamena, Ze se
rozpadd na ,,blokoveé“ horni trojihelnikovy tvar

E R
T = ,
0 0
kde E je jednotkovd matice, jejiz rozmér je dan poctem ab-
sorpCnich stavil, zatimco R je kladnd matice a Q nezdporni.
V kazdém pfipadé iteracemi této matice budeme potad dostdvat

stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku, a tedy zcela
jisté nebude primitivni, napt.

72 _ <E R+R- Q)
0 0? '
I o takovych maticich lze ziskat hodn¢ informaci pomoci plné
Perronovy—Frobeniovy teorie a se znalosti pravdépodobnosti a sta-
tistiky také odhadovat stfedni doby, po kterych se systém dostane
do jednoho z absorp¢nich stavli apod.

4. Vice maticového poctu

Na veelku praktickych prikladech jsme vidé€li, Ze porozuméni
vnitini struktufe matic a jejich vlastnostem je silnym nastrojem
pro konkrétni vypocty nebo analyzy. Jesté vice to plati pro efekti-
vitu numerického pocitani s maticemi. Proto se budeme zase chvili
vénovat abstraktn{ teorii.

Budeme pfitom zkoumat dalsi specidlni typy linedrnich zob-
razen{ na vektorovych prostorech ale také obecny piipad, kdy je
struktura zobrazen{ popséna tzv. Jordanovou vétou.

3.23. Unitarni prostory a zobrazeni. U7 jsme si zvykli, Ze je
- uzitecné pracovat rovnou v &iselném oboru komplex-
nich ¢isel a to i v ptipadé€, kdy nas zajimaji jen redlné
objekty. Navic v mnohych oblastech jsou komplexn{
S vektorové prostory nutnou soucasti dvah. Jasnym
prlkladem je napriklad tzv. kvantové pocitani, které se stalo velmi
ak¢ni oblasti teoretické informatiky, prestoze kvantové pocitace
zatim zkonstruovany ve funkéni podobé nebyly.
Proto navdZeme na ortogondlni zobrazeni a matice z konce

druhé kapitoly nasledujici definici:

UNITARN{ PROSTORY

Definice. Unitdrni prostor je komplexni vektorovy prostor
V spolu se zobrazenim V x V — C, (u, v) — u - v, které spliiuje
pro v8echny vektory u, v, w € V askaldrya € C
(1) u-v = v -u (zde pruh znac¢i komplexn{ konjugaci),
() (au)-v =a(u-v),
B w+v) w=u-w+v- w,
(4) je-liu # 0, pak u - u > 0 (zejména je vyraz realny).
Toto zobrazeni nazyvame skaldrni souc¢in na 'V .

Redlné &islo /v - v nazyvame velikosti vektoru v, zna&ime
[lv]| a vektor je normovany, jestlize ma velikost jedna. Vektory u a
v nazyvame ortogondlni, jestliZze je jejich skalarni souéin nulovy,
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Uvedeme konkrétni hodnoty matic B, C, D, F. Jednd se o para-
metry hypotetické rostliny, které ale byly inspirované skute¢nou travou

Vulpia ciliata:

03 0
B=|01 06|, c=(1 10 100),
0 02

0,5 (0,05 0
D:<0,5>’ F_(o 0,1)'
Nyni miZeme vypocitat jednotlivé matice, které zobrazuji vektor popi-

sujici slozeni populace v néjakém vegetaénim obdobi na vektor sloZeni

populace v témze obdobi nasledujiciho roku:

0,0075 0,0750 0,7500
sz(g’gzgg ?’2388), A, =[0,0325 03250 3,2500 |,
’ ’ 0,0100 0,1000 1,0000
0,0325 1,3000
A: = 1,332, Aw:(0,0325 1,3000)'

Hodnota . = A, = 1,3325 vyjadfuje meziro¢ni relativni piirGstek
populace. PfesvédcCete se, Ze kazda z matic A,, Ay, A,, md jedinou
nenulovou vlastni hodnotu A = 1,3325; ostatn{ vlastni hodnoty jsou
rovny 0.

UkaZeme jesté jedno vyuziti uvedeného modelu. MlzZe nds zaji-

3

mat, jak ,,pruzné“ reaguje meziro¢ni relativni pfirtistek A na zménu
jednotlivych ,,demografickych parametri‘, jak napf. zména pravdépo-
dobnosti pfeziti semene pies zimu ovlivni meziroéni prirtstek. Tuto
otazku ponékud upfesnime. Za pruZnost reakce charakteristiky
A na parametr s, oznacenou e(A,s) prohldsime relativni zménu
hodnoty A vztazenou k relativni zméné parametru s. Jesté presnéji:
oznac¢ime A(s) meziro¢ni pfirdstek zdvisly na parametru s. Potom
AL(s) = A(s + As) — A(s) vyjadifuje absolutni zménu relativniho
piirdstku A pfi absolutni zméné parametru s o As. Relativni zména XA
tedy je AA(s)/A(s). Relativni zména pfirlistku parametru s je As /s.
Hledana pruznost je tedy podil té€chto relativnich zmén, tj.
O s) = AL(S)/A(S) _ S A(s + As) — A(s) .
As /s A(s) As

Konkrétn€ meziro¢ni relativni pfirtistek populace zavisly na preziti se-

men pies zimu je podle (||B3]))
A f22) = da1(bycia + b3ycrz) foo + diy(bricii fi1 + barcia f11)

a pro konkrétn{ zvolené hodnoty ostatnich parametrt

A(f2) = 13 f2 4+ 0,0325.

bazi sestavenou z po dvou ortogondlnich a normovanych vektort
nazyvame ortonormdlni bdze V .

Na prvni pohled jde o roz§iten{ definice euklidovskych vekto-
rovych prostorti do komplexniho oboru. Nadile budeme také pou-
Zivat alternativni znaceni (u, v ) pro skalarni soucin vektorti u a
v. Zcela stejné jako v redlném oboru také okamzité z definice vy-
plyvaji nasledujici jednoduché vlastnosti skaldrntho sou¢inu pro
vSechny vektory ve V a skaldry v C:

u-u €R,
u - u = 0 pravé tehdy, kdyz u = 0,
u-(av) =a(u-v),
u-+w)=u-v +u-w,
u-0=0-u =0,

(Zaiui) . (ijvj) = Zail;j(ui -vj),
i ] i

kde posledni rovnost plati pro vSechny kone¢né linearni kombi-
nace. Podrobné ovéfen{ je skute¢né jednoduchym cvicenim, napf.
prvni vztah plyne okamZit¢ z defini¢ni vlastnosti (1).

Standardnim piikladem skalarniho sou¢inu na komplexnim
vektorovém prostoru C” je

(x1, ..

Sx)t O,

-axn)T =x1y1+--+Xp -

Diky konjugovini soufadnic druhého argumentu toto zobrazeni
spliiuje v8echny poZzadované vlastnosti. Prostor C* s timto ska-
larnim soucinem budeme nazyvat standardni unitdrni prostor
v dimenzi n. Maticové miZeme tento skaldrni soucin psat jako

ST

X-y=y

- X,

Zcela obdobné jako u euklidovskych prostort a ortogondlnich

zobrazeni budou dtileZita linedarni zobrazeni, kterd respektuji ska-

larni souciny.

S

UNITARNT ZOBRAZEN{ l

—

Linearni zobrazeni ¢ : V — W mezi unitarnimi prostory se
nazyva unitdrni zobrazeni, jestliZe pro vSechny vektory u,v € V

plati

u-v =) ).

Unitdrni isomorfismus je bijektivni unitarni zobrazenf.

3.24. Vlastnosti prostori se skalarnim soucinem. Ve stru¢né

diskusi euklidovskych prostorti v predchozi
kapitole jsme uZ n€které jednoduché vlastnosti
prostori se skaldrnim soucinem odvodili,

dikazy v komplexnim oboru jsou velmi podobné.
V dal§im budeme pracovat s redlnymi i komplexnimi prostory

zaroveii a budeme psit K pro R nebo C, v redlném piipadé je kon-
jugace prosté identické zobrazeni (tak jak skute¢né ziZeni konju-
gace na redlnou pfimku v komplexni roviné je). Stejné jako u redl-
nych prostor definujeme obecné pro libovolny vektorovy podpro-

stor U € V v prostoru se skaldrnim soucinem jeho ortogondlni

doplnék

Ponévadz f>, = 0,1, mZzeme pocitat

A(0,1) =1,3325, A(0,14-As) = 1,3325+13As, AA(0,1) = 13As,

Ulz{ve V; u-v =0provSechny u € U},

cozZ je zjevné také vektorovy podprostor ve V.,
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takZe
0,1 13As
1,3325 As

Analogicky mtZeme spocitat pruznost reakce relativniho pfirtistku

e(x,0,1) = = 0,976.

A populace na ostatnich ,,demografickych parametrech®. Vysledky
jsou shrnuty v tabulce:

parametr | pruZnost reakce || parametr | pruZnost reakce
by 0,006 c11 0,006
b21 0,019 C12 0,244
b22 0,225 C13 0,751
by 0,750 fn 0,024
di 0,024 f 0,976
d>) 0,976

Z ni miZeme vidét, Ze prirdstek A je nejvice ovliviiovin mnoZstvim
pfrezimujicich semen (parametr d>|) a jejich prezivanim (parametr f>,).
Toto zjisténi neni nijak prekvapivé, zemédélclim je tento fakt dobie
znamy jiz od neolitu. Vysledek vSak ukazuje, Ze matematicky model
skute¢né néjak adekvatné realitu popisuje.

Dalsi zajimavé a detailn€ popsané modely rdstu nalezne ctendf

v souboru prikladt za touto kapitolou.

3.18. Uvazujte nasledujici Leslieho model: farmar chova ovce. Po-
rodnost ovci je ddna pouze vékem a je prumérné 2 ovce na jednu ovci
mezi jednim a dvéma lety véku, pét ovci na ovci mezi dvéma a tfemi
lety v€ku a dv€ ovce na ovci mezi tfemi a ¢tyfmi roky véku. Ovce do
jednoho roku nerodi. Z roku na rok umfie vzdy polovina ovci a to rov-
nomérné ve vSech vékovych skupinach. Po Ctyfech letech posild farmar
ovce na jatka. Farmér by rédd jesté prodéval (Zivd) jehiidtka do jednoho
roku na kozeSinu. Jakou ¢ast jehtidtek mize kazdy rok prodat, aby mu
velikost stdda ziistdvala z roku na rok stejna? V jakém poméru budou

potom rozdéleny pocty ovci v jednotlivych vékovych skupindch?

ReSeni. Matice daného modelu (bez zdsahu farmafe) je

0252
1
1000

— 12

L‘o%oo

0010

Farmaf miZe ovlivnit kolik ovci do jednoho roku mu ve stidu
ztstane do dal$tho roku, mtze tedy ovlivnit prvek /i, matice L. Zkou-

mame tedy model

0252
a 00 0
L=1o 1 00
0010

a hleddme a tak, aby dand matice méla vlastni hodnotu 1 (vime, Ze m4

pouze jednu redlnou kladnou). Charakteristicky polynom této matice

Budeme v dal§ich odstavcich pracovat vyhradné
s konecnérozmérnymi unitirnimi nebo euklidovskymi pro-
story. Rada nagich vysledkt ale ma pfirozené rozsifeni pro tzv.
Hilbertovy prostory, coZ jsou jisté nekone¢nérozmérné prostory se
skaldarnim sou¢inem, ke kterym se asponi strucné vratime pozdéji.

Tvrzeni. Pro kaZdy konecnérozmérny prostor V dimenze n se ska-
ldrnim soucinem plati:

(1) VeV existuje ortonormdlni bdze.

(2) KaZdy systém nenulovych ortogondlnich vektorii ve V je line-
drné nezdvisly a lze jej doplnit do ortogondini bdze.

(3) Pro kaZdy systém linedrné nezavislych vektori (uy, ..., ug)
existuje ortonormdlni bdaze (vy, ..., v,) takovd, Ze jeji vek-
tory postupné generuji stejné podprostory jako vektory u j, tzn.
W1, vi) =(uy ..., u;), 1 <i<k

(4) Je-li (uy, ..., uy,) ortonormdlni baze V, pak souradnice kaz-
dého vektoru u € V jsou vyjadreny vztahem

=W-upuy+ -+ - uy)uy.

(5) V libovolné ortonormdlni bazi ma skaldrni soucin souradny
tvar

u-v =x-y=x1y1+---+ Xn¥n,

kde x a y jsou sloupce soutadnic vektorii u a v ve zvolené
bazi. Zejména je tedy kazZdy n—rozmérny prostor se skaldrnim
soucinem izomorfni standardnimu euklidovskému R" nebo
unitdarnimu C".

(6) Ortogondlni soucet unitdrnich podprostori Vi + - - -
V je vidy pFimy soucet.

(7) Je-li A C V libovolnd podmnoZina, pak A+ C V je vektorovy
(tedy i unitdrni) podprostor a (AY)+ C V je pravé podprostor
generovany A. Navic plati V = (A) @ AL,

(8) V je ortogondlnim souctem n jednorozmérnych unitdrnich
podprostori.

+ Vi ve

Dokaz. (1), (2), (3): Dany systém vektorti nejprve dopl-
. nime do libovolné baze (ui,...,u,) prostoru V a
spustime na ni Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci

9\ z 42, Tak ziskdme ortogondlni bazi s vlastnostmi

. J poZadovanymi v (3). Pfitom ale z algoritmu Gramovy—

Schmldtovy ortogonalizace vyplyva, Ze pokud jiZ pGvodnich &

vektort tvofilo ortogondlni systém vektort, pak v pribéhu ortogo-

nalizace z@stanou nezménény. Dokdézali jsme tedy zaroven i (2) a

(1.

@):Je-liu =ajuy +-- -+ ayu,, pak
woup = ar(uy i)+ -+ an(un - up) = aillul* = a;.
(5): Podobné pro libovolné vektory u = xju; + ... + Xxyuy,
= yiu1 + ... + Ynln:
u-v=(xpur+-+xpun) - (1u1 + -+ yntty) =

=x1y1+ -+ XpYn-

(6): Potiebujeme ukdzat, Ze pro libovolnou dvojici Vi, V; ze za-
danych podprostort je jejich prinik trividlni. Je-li v8ak u € V;
azérovei u € Vi, pakjeu L u,tj.u-u = 0. To je ale moZné
pouze pro nulovy vektoru € V.

(7): Nechf u,v € At. Pak (au + bv) - w = 0 pro viechny
w € A, a,b € K (z distributivity skaldrniho sou¢inu). Tim jsme
ov&tili, 7¢ AL je unitdrni podprostor ve V. Necht (vq, ..., vg)
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je
5 1
A —2aA* — Zak — —a.
2 2
PoZadujeme-li, aby mél koten 1, musi byt a = % (dosadime za A ¢islo

1 _ 3 p
5= 10 Oov(Cl,

1 a polozime rovno nule). Farméi tedy mtze prodat % —
které se mu v dany rok narodi. Odpovidajici vlastni vektor k vlastnimu
¢islu 1 dané matice je (20, 4, 2, 1) a v téchto pomérech se taky ustali

populace ovci. (I

3.19. Uvazujme Leslieho model rlstu pro populaci krys, které mame
rozd€leny do tii vékovych skupin: do jednoho roku, od jednoho
do dvou let a od dvou let do tfi. Pfedpokladdme, Ze se Zadn4d krysa
nedoziva vice nez tif let. Primérnd porodnost v jednotlivych vékovych
skupindch pripadajicich na jednu krysu je nésledujici: v 1.skupiné
je to nula a ve druhé i tieti 2 krysy. Krysy, které se doZiji jednoho
roku, umiraji aZ po druhém roce Zivota (imrtnost ve druhé skupinég je
nulovd). UrCete imrtnost v prvni skupiné, vite-1i, Ze dand populace

krys stagnuje (pocet jedincil v ni se nemeénf). @

Dalsi zajimavé popula¢ni modely mutzZete najit po¢inaje stranou
Q.

D. Markovovy procesy

3.20. Mlsny hazardér. Hazardn{ hra¢ sazi na to, kterd strana mince
padne. Na zacdtku hry md tfi kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu
kremroli a kdyZ jeho tip vyjde, tak k ni ziskd jednu navic, pokud ne, tak
kremroli prohrdvd. Hra kon¢i, pokud v§echny kremrole prohraje, nebo

jich ziskd pét. Jak4 je pravdépodobnost, Ze hra neskonéi po Etyfech

sdzkéch?

ReSeni. Pred j-tym kolem (sdzkou) miZeme popsat
stav, ve kterém se hrd¢ nachdzi ndhodnym vektorem
X; = (po(i), pr(j), P2, p3()s Pa()). p5(J)), kde p; je

pravdépodobnost, Ze hrd¢ ma i kremroli. Pokud m4 hrad¢ pfed j-tou
sazkou i kremroli (i = 2, 3, 4), tak po sdzce md s polovi¢ni pravdépo-
dobnosti (i — 1) kremroli a s polovi¢ni pravdépodobnosti (i + 1)
kremroli. Pokud dosdhne péti kremroli nebo vSechny prohraje, uz se
pocet kremroli neméni. Vektor X ;; tak ziskdme podle podminek
zaddni z X ; vyndsobenim matici

05 0 0 O
0o 05 0 O
05 0 05 0
o 05 0 0,5
0O 0 05 O
o 0 0 05

SO OO o -
- o O O oo

je néjaka baze (A), vybrand z prvka A, (uq, ..., ug) ortonor-
malni baze vznikla z Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace vek-
torti (v1, . .., vx). Dopliime ji na ortonormalni bazi celého V (oboj{
existuje podle jiz dokdazanych ¢asti véty). ProtoZe se jednd o orto-
gondlni bézi, je nutnd (ugi1, ..., un) = (uy, ..., ux)" = At a
A C (Us1s ..., un)" (jak plyne z vyjadieni soufadnic v ortonor-
malni bazi). Je-liu L (ugy1, ..., u), pak u je nutné linedrn{ kom-
binac{ vektorl uy, ..., ug, to je ale pravé tehdy, kdyZ je linearn{
kombinaci vektort vy, ..., vk, coZ je ekvivalentni piisluSnosti u
do (A).
(8): Je pouze ekvivalentni formulaci existence ortonormdlni baze.
O

3.25. Duleznte vlastnosti velikosti. Nyni mame vSe pfipraveno
pro zdkladni vlastnosti spojené s na$i definici veli-
kosti vektorti. Hovoifime také o normé definované
skalarnim sou¢inem. VSimnéme si také, Ze vSechna

: tvrzent se tykaji vzdy kone¢nych mnozin vektort a je-
jich platnost proto nezdvisi na dimenzi prostoru V, ve kterém se
vSe odehrava.

Véta. Pro libovolné vektory u,v v prostoru V se skaldrnim
soucinem plati

(1) llutvl| < |lull+llvll, pFitom rovnost nastane, prdvé kdyz jsou
u a v linedrné zavislé.
(trojiihelnikova nerovnost)

(2) |u-v| < |lull v, pFitom rovnost nastane, prave kdyz jsou
u a v linedrné zavislé.
(Cauchyova nerovnost)

(3) Pro kaZdy ortonormdlni systém vektorii (eq, . . ., ex) plati

2 2 2
lull= = Ju-er|” + -+ |u-exl”.
(Besselova nerovnost)
(4) Pro ortonormdlni systém vektori (ey, ...,
u do podprostoru (e1, . .., ex), pravé kdy?

ex) patri vektor

2 2 2
lull” = lu-er]” 4+ [u-exl”
(Parsevalova rovnost)
(5) Pro ortonormdlni systém vektorii (eq, .. .,
Je vektor

ex) avektoru eV

w=(u-e)ey+---+ (u-epe

Jedinym vektorem, ktery minimalizuje velikost |lu — v| pro
vSechny v € (e, ..., ek).

Dtkaz. VSechny dikazy spocivaji v pfimych vypoctech:
(2): Definujme vektor w := u — v, tzn. w L v, a poCitejme

s (v u) + LD |y 2,

—2w-v)U-v)+ (u-v)(u-v).

0 < llwl® = flul® = {53 (u - v) =

2 2 2 2
0 < lwl*llvll” = llul*llv]l

Odtud jiz pfimo plyne, Ze ||u||2||v||2 > |u - v|2 a rovnost nastane
pravé tehdy, kdyZ w = 0, tj. kdyZ jsou u a v linearné zavislé.
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Na za¢dtku mame X; = (0,0, 1,0,0)7, po Ctyfech sazkach bude situ-
aci popisovat ndhodny vektor
Xs = A*X, = (l’ i’ , i’ ’E)T’
8 16 16 8
tedy pravdépodobnost, Ze hra skon¢i do ¢tvrté sdzky (v€etné) je polo-
vina.

Vsimnéme si jesté, Ze matice A popisujici vyvoj pravdépodob-
nostntho vektoru X je pravdépodobnostni, tedy ma soucet prvkl
v kazdém sloupci 1. Nem4 ale vlastnost vyZadovanou v Perronové—
Frobeniové vét€ a snadnym vypoctem zjistite (nebo piimo uvidite bez
pocitani), Ze existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory piislusné
k vlastnimu ¢&islu 1 — pfipad, kdy hra¢i neztistane Zadnd krémrole, tj.
(1,0,0,0,0,0)7, nebo ptipad kdy ziskd 5 krémroli a hra tim
0,0,0,0,0, HT.

VSechna ostatni vlastni ¢isla (pfiblizné 0,8, 0,3, —0,8, —0,3) jsou

X =

padem konéi a vSechny mu uz zistavaji, tj. x =

v absolutni hodnoté ostfe mensi neZz jedna. Proto komponenty
v piisluSnych vlastnich podprostorech pfi iteraci procesu s libovolnou
pocate¢ni hodnotou vymizi a proces se blizi k limitni hodnoté
pravdépodobnostniho vektoru tvaru (a, 0, 0, 0, 0, 1 — a), kde hodnota
a z4visi na poctu kremroli, se kterymi hrd¢ za¢ind. V naSem piipadé

jetoa = 0,4, kdyby zacal se 4 kremrolemi, bylo by to a = 0,2 atd. [

3.21.
na teplé, primérné a chladné. Dle celoro¢nich statistik nasleduje po

Na zédkladé teploty ve dvé hodiny odpoledne se rozdéluji dny

teplém dni teply v poloviné pripadt a primérny ve 30 % piipadd, po
primérném dnu primérny ve 40 % piipadi a chladny ve 30 % pii-
padt, po chladném dnu chladny v poloviné pripadi a ve 30 % piipadt
pramérny. Bez dalSich informaci zjistéte, kolik 1ze béhem roku oceka-

vat teplych, primérnych a chladnych dnt.

ReSeni. Pro kazdy den musi nastav pravé jeden ze stavi ,teply
den®, ,,primérny den®, ,,chladny den*. Pokud vektor x,, ma za sloZky
pravdépodobnosti toho, Ze jisty (oznaceny jako n-ty) den bude teply,

primérny, chladny (pfi zachovani pofadi), potom slozky vektoru

0,5 0,3 02
Xor1 = 0,3 04 03] x,
02 0,3 0,5

uddvaji postupné pravdépodobnosti, Ze ndsledujici den bude teply,
pramérny, chladny. Pro ovéfeni staci dosadit

1 0 0
x, =10}, x,=1(1]), x,=1]0],
0 0 1

pri¢emZ napf. pro teti volbu musime dostat pravdépodobnosti, Ze po

chladném dnu bude ndsledovat teply, primérny, chladny (v tomto

(1): Opét staci pocitat
lu+ vl = lul* + vI* +u-v +v-u =
= [lul* + [lv]|* + 2Re(u - v) <
< ull® + 1vl* + 2Ju - v| <
< ull® + 11ol* + 2[ullfv] =
= (llull + lvID*.

Protoze se pfitom jednd o nezdporna redlnd Cisla, je opravdu
lu + vl < |lull + |lv|l. Navic, pti rovnosti musi nastat rovnost ve
vSech pfedchozich nerovnostech, to vSak je ekvivalentni podmince,
7e u a v jsou linedrné zavislé (podle pedchozi ¢asti dikazu).

(3), (4): Necht (eq, ..., ex) je ortonormalni systém vektorti. Do-
plnime jej do ortonormalni baze (e, ..., e,) (to vzdy jde podle
predchozi véty). Pak, opét podle predchozi véty, je pro kazdy vek-
toru eV:

n n k
2 ——. 2 2
Ml = (u-ey@e) = lu-eil> =D |u-el”.
i=1 i=1 i=1

To je ale pravé dokazovand Besselova nerovnost. Pfitom rovnost
maze nastat pravé tehdy, kdyZ u - ¢; = 0 pro vSechny i > k, a to
dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (eq,...,ex) a doplime dany or-

tonormdlni systém na ortonormdlni bazi (eq,...,e,). Nechf
(U1, ...,up)a(xy,...,x, 0,...,0) jsou soufadnice u a v v této
bazi. Pak

2 2 2 2 2
lu —v||* = lur —x1|* 4+ -+ lug — xk|= + |ugs11=+ - -+ unl

a tento vyraz je zjevné minimalizovan pfi volbé jednotlivych vek-
tord X1 = Uy, ..., Xk = Ug. O

3.26. Vlastnosti unitarnich zobrazeni. Vlastnosti ortogonal-
nich zobrazeni maji pfimocarou obdobu v kom-
. plexnim oboru. MiiZeme je snadno zformulovat a
——=" ~ dokadzat spolecn¢:

Tvrzeni. UvaZme linedrni zobrazeni (endomorfismus)g : V. — V

na prostoru se skaldrnim soucinem. Pak jsou ndsledujici podminky

ekvivalentni:

(1) @ je unitdrni nebo ortogondlni transformace,

(2) ¢ je linedrni isomorfismus a pro kaZdé u,v € V plati
o) - v =u- ¢! (v),

(3) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormdlni bazi splriuje
A~V = AT (pro euklidovské prostory to znamend A~ = AT),

(4) matice A zobrazeni ¢ v nékteré ortonormdini bdzi splriuje
A—l — AT,

(5) Fadky matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bdzi tvoFi ortonor-
malni bazi prostoru K" se standardnim skaldrnim soucinem,

(6) sloupce matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bazi tvori
ortonormdlni bdzi prostoru K" se standardnim skaldrnim
soucinem.

Dtkaz. (1) = (2): Zobrazeni ¢ je prosté, proto musi byt i na.
Plati pfitom @(u) - v = @(u) - o(¢~ ' (V) = u - ¢~ (v).
(2) = (3): Standardni skalarni soucin je v K" vzdy dan pro
sloupce x, y skalrii vyrazem x - y = x! Ey, kde E je jed-
notkova matice. Vlastnost (2) tedy znamend, 7Ze matice A zobra-

zeni ¢ je invertibilni a plati (Ax)”y = x” A-ly. To znamen4
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poradi). Vidime tak, Ze Gloha je Markovovym fetézcem s pravdépo-
dobnostni matici pfechodu

0,5 0,3 0,2
T=103 04 0,3
0,2 0,3 0,5

Nebof jsou vSechny prvky této matice kladné, existuje pravdépodob-
nostni vektor
1 2 3\
Xoo = (xoo,xoo,xoo) ,
k némuz se blizi vektor x, pro zvétSujici se n nezdvisle na tom, jaky
byl vektor x, pro mnohem mensi n. Navic podle dsledku Perronovy-
Frobeniovy véty (viz odstavec B19) je x, vlastnim vektorem matice T’

P

pro vlastni ¢islo 1. M4 tedy platit

x, = 05xL + 03+ + 02x,
2, = 03x + 04x2 + 03x,
o= 02xL + 03+ + 0,5x,

1 = xl o+ X2+ X,

kde posledni podminka znamen4, Ze vektor x, je pravdépodobnostni.

Snadno se vypocitd, Ze tato soustava md jediné feSeni

1 _ .2 _ .3 _ 2
Koo = Xoo = Xoo = 3

Lze tedy ocekdvat pfiblizné stejny pocet teplych, primérnych a chlad-
nych dnd.

Zdtraznéme, Ze soucet vSech Cisel z libovolného sloupce ma-
tice T musel byt roven 1 (jinak by se nejednalo o Markoviliv proces).
Protoze TT = T (matice je symetrickd), je soucet viech &isel z li-
bovolného fddku matice také roven 1. O matici s nezdpornymi prvky
a s vlastnosti, Ze soucet ¢isel v kazdém fadku a rovnéZ soucet Cisel
v kazdém sloupci je 1, mluvime jako o dvojndsobné (dvojité, dvojng)
stochastické. DileZitou vlastnosti kazdé dvojndsobné stochastické pri-
mitivni matice (pro jakykoli rozmér — pocet stavil) je, Ze ji piislusny
vektor xo, ma vSechny sloZky stejné, tj. po dostate¢né dlouhé dobé
vyhodnocovéni se v§echny stavy v odpovidajicim Markovové procesu

jevi jako stejné Casté. (]

3.22. Pujcovna aut. Firma pijcujici kazdy tyden auta ma dvé
pobocky - jednu v Brn€ a jednu v Praze. Auto zapijcené v Brné€ lze
vrétit i v Praze a naopak. Po Case se zjistilo, Ze na konci tydne je vZdy
v Praze vraceno zhruba 80 % z aut vyptjcenych v Praze a 90 % z aut
vyptjcenych v Brné.

Jak je potfeba rozdélit auta mezi pobocky, aby na obou byl na
zacatku tydne vZdy stejny pocet aut jako predchozi tyden?

Jak bude vypadat situace po jisté dlouhé dobé&, pokud jsou auta

mezi pobo¢ky na zacdtku ndhodné€ rozdélena?

il (ATy — A7'y) = 0 pro viechny x € K". Zejména dosa-
zenim vyrazu v zdvorce za x zjistime, Ze to je moZné pouze pfti
AT = A7
(3) & (4): Je-li AT = A~ v n&které ortonormdlni bazi, pak to
zaruCuje platnost podminky (2):

o) v = (ANTEy =xT EA-ly =u - ¢! (v)
atedyi(3).
(4) = (5) Dokazované tvrzeni je vyjadieno prostfednictvim ma-
tice A zobrazeni ¢ vztahem AAT = E, to je ale zaru¢eno podmin-
kou (4).
(5) = (6): Protoze pro determinant plati |[AT A| = |E| =
= |AAT| = |A|m = 1, existuje inverzni matice AL Pfitom je
AATA = A, proto i AT A = E co? vyjadiuje pravé (6).
(6) = (1): Ve vybrané ortonormalni bazi je

o(u) - p(v) = (A)" (Ay) =xAT Ay =x" Ey = x" 3,

kde x a y jsou sloupce soufadnic vektorti u a v. Tim je zaruceno
zachovavani skalarniho soudinu. O

vsoow

Charakterizace z pfedchozi véty si zaslouZi nékolik poznamek.
4 Matice A € Mat,(K) s vlastnosti A7l = AT ge nazy-

vaji unitdrni matice pro komplexn{ skaldry (a v pfipadé
A R jsme jim jiz ¥ikali ortogondlni matice). Z. defini¢ni vlast-
nosti plyne, Ze souc€in unitarnich (resp. ortogondlnich) ma-
tic je unitarni (resp. ortogondlni), stejné pro inverze. Unitarni ma-
tice tedy tvoii podgrupu U (n) € Gl,(C) v grupé viech inverti-
bilnich komplexnich matic s operaci soucinu. Ortogonalni matice
tvoii podgrupu O(n) < Gl,(R) v grupé redlnych invertibilnich
matic. Hovofime o unitdrni grupé a o ortogondlini grupé.

Jednoduchy vypocet

1 =detE = det(AAT) = det Adet A = | det A|?

ukazuje, 7Ze determinant unitdrni matice ma vZdy velikost rovnu
jedné, v pripad¢ redlnych skaldrG pak determinant musi byt £1.
Dile, je-li Ax = Ax pro unitirn{ ¢i ortogondlni matici, pak
(Ax) - (Ax) = x -x = |A|2(x - x). Proto jsou redlné vlastni hod-
noty ortogondlnich matic v redlném oboru rovny +1, vlastni hod-
noty unitdrnich matic jsou vzdy komplexni jednotky v komplexn{
roviné.

Stejné jako u ortogonalnich zobrazeni také docela snadno
ovéiime, Ze ortogondln{ dopliiky k invariantnim podprostorim
vzhledem k unitdrnimu ¢ : V. — V jsou vzdy také invariantni.
Skuteéng, je-li @(U) C U, u € U av € U* libovolné, pak

o) - @l W) =v- ¢ ().

ProtoZe je ziZeni ¢y také unitdrni, musi to tedy byt bijekce,
zejména je ¢! (u) € U. Pak oviem @(v) - u = 0, protoze v € U+,
To znamena, Ze i p(v) € Ut.

Odtud ovSem v komplexnim oboru okamzit¢ dostavame
uZiteény dusledek.

Dusledek. Nechi ¢ : V. — V je unitdrni zobrazeni komplex-
nich vektorovych prostori. Pak je V ortogondlnim souctem jedno-
rozmérnych vlastnich podprostorii.

Dtkaz. Jisté existuje alespofi jeden vlastni vektor v € V. Pak
je ziZeni ¢ na invariantni podprostor (v)® op&t unitdrni a jisté mé
opétnéjaky vlastni vektor. Po n takovychto krocich obdrzime hleda-
nou ortogondlni bdzi z vlastnich vektort. Po vynormovani vektori
ziskdme ortonormdlni bazi. (]
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ReSeni. Hledany zacate¢ni pocet aut v Brné oznaéme xp a v Praze

xp. Stav rozmisténi aut mezi poboc¢kami je tedy popsdn vektorem
XB
xp
slozek je 1, pak davaji jeho slozky procentudlni rozmistén{ aut.

X = . Uvazime-li takovy ndsobek vektoru x, Ze soucet jeho

Na konci tydne bude podle zaddni stav popsan vektorem

<0 Lo 2) ( ) Matice A = 010, tedy popisuje nas (line-

0,9 0,8 0,9 0,8
arnf) systém ptjcovani aut. Pokud ma byt na konci tydne v pobockach
stejné aut jako na zacdtku, pak hleddme takovy vektor x, pro ktery
plati Ax = x. To znamend, Ze hleddme vlastni vektor matice A
prislusny vlastnimu &fslu 1.

Charakteristicky polynom matice A je
0,1 — 20,8 = 2) — (0,9 - 0,2)=*x—-DR+0,1)

a 1 je tedy opravdu vlastni hodnota matice A . Pfislu$ny vlastni vektor

_ (xs . .. (—0,9 0,2 X\ _ .
X = (XP> spliluje rovnici < 0.9 _0’2> (xp) = 0. Je to tedy né-

sobek vektoru . Pro zjiSténi procentudlniho rozloZeni hleddme

0,
0,9
o4 0,2
takovy ndsobek, aby xp + xp = 1. To spliiuje vektor 17 =

0,9

0,18
0,82
18% aut bude v Brné a 82% aut v Praze.

. Spravné rozloZenf aut mezi Brnem a Prahou je takové, Ze

. . PPN X
Pokud zvolime libovolny pocate¢ni stav x = xB ) , pak bude stav
P

za n tydnd popsdn vektorem x, = A”x. Nyni je vyhodné vyjadfit
pocateéni vektor x v bazi vlastnich vektorti matice A . Vlastni vektor

k vlastnimu ¢&islu 1 uZ jsme nasli a podobné se nalezne vlastni vektor

C _— » -1
k vlastnimu ¢islu —0,1. Tim je naptiklad vektor 1
Pocéte¢ni vektor tedy mtzZzeme vyjadfit jako linedrni kombinaci

X=a (8’3) +b (_11) Stav po n tydnech je pak

0,18 -1 0,18 -1
__An ) _ ’ _ n
X, = A <a<0’82>+b(1))—a(0’82)+b( 0,1) (1)
Druhy séitanec se pro n — oo bliZi nule, a proto se stav ustdli na

1
a (8 8§> , tedy sloZce pocate¢niho vektoru ve sméru prvniho vlastniho

vektoru. Koeficient a 1ze jednoduse vyjadtit pomoci pocate¢nich pocti

aut: g = 2 O

3.23. Studenti na piednasce. Studenty mtizeme rozdélit feknéme do
tif skupin - na ty, co jsou pfitomni na predndSce a vnimaji, na ty, co
jsou rovnéz piitomni, ale nevnimaji, a na ty, co sedi misto prednasky
v hospodé. Nyni budeme hodinu po hodiné sledovat, jak se méni pocty
studentt v téchto skupindch. Zdkladem je vypozorovat, jaké jsou jed-
notlivé pravdépodobnosti zmén stavu studenta. Dejme tomu, Ze by to

mohlo byt ndsledovné:

Nyni uz je mozné snadno pochopit detaily diikazu spektral-
niho rozkladu ortogonalniho zobrazeni z 31 na konci druhé ka-
pitoly — redlnou matici ortogondlniho zobrazeni interpretujeme
jako matici unitdrnitho zobrazeni na komplexnim rozsiteni eukli-
dovského prostoru a peclivé sledujeme dlisledky struktury kotent
redlného charakteristického polynomu nad komplexnim oborem.
Automaticky pfitom dostivame invariantni dvourozmérné pod-
prostory zadané dvojicemi komplexné sdruZzenych vlastnich &isel
a tedy piislusné rotace pro zizené ptivodni redlné zobrazeni.

3.27. Dualni a adjungovana zobrazeni. Pfi diskusi vektorovych
41, prostorl a linedrnich zobrazenf jsme jiZ ve druhé kapitole
letmo zminili dudlni vektorovy prostor V* v§ech linearnich
A2 forem na vektorovém prostoru V, viz Z39.

Pro kazdé linearni zobrazeni mezi vektorovymi pro-
story ¥ : V. — W mizeme ptirozené definovat jeho dudlni zobra-
zeni Y* . W* — V* yztahem

(3.6) (v, ¥* (@) = (Y (v), ),

kde (, ) znaci vycisleni formy (druhy argument) na vektoru (prvni
argument), v € V aa € W* jsou libovolné.

Zvolme si baze v na V, w na W a piSme A pro matici zobra-
zeni ¥ v t&chto bazich. Pak snadno spoéteme matici zobrazeni y*
v piislusnych dudlnich bazich na dudlnich prostorech. Skutecné,
defini¢ni vztah ¥ikd, Ze pokud bychom reprezentovali vektory z W*
v soufadnicich jako fadky skaldrd, pak je zobrazeni ¢* je ddano tou-
téZ matic{ jako v, pokud ji nasobime fadkové vektory zprava:

U1

(w(v)’a) =(011,...,0ln)~A' =<U’ w*(a)>

Un

To znamend, 7e matici duélniho zobrazeni ¥* je transponovand
matice AT, protoZe o - A = (AT .o,

Predpokladejme nadale, Ze se pohybujeme ve vektorovém pro-
storu se skalarnim soucinem. Jestlize tedy zvolime pevné jeden
vektor v € V, dosazovani vektorl za druhy argument ve skalar-
nim sou¢inu ndm ddv4 zobrazeni V — V* = Hom(V, K)

Vave (we (v,w) e K).

Podminka nedegenerovanosti skaldrntho soucinu ndm
zarucuje, Ze toto zobrazenf je bijekci. Zaroven vime,
7e jde skute¢n€ o linedrni zobrazeni nad komplexnimi
nebo redlnymi skalary, protoZe jsme pevné zvolili
: druhy argument. Na prvni pohled je vidét, Ze vektory
ortonormalm baze jsou takto zobrazeny na formy tvotici bazi du-
dlni, a kazdy vektor mZeme prostfednictvim skaldrnitho soucinu
chépat také jako linearni formu.
V piipadé vektorovych prostorti se skalarnim soucinem proto
prevadi nase ztotoZnéni vektorového prostoru se svym dudlem také
dudlni zobrazen{ ¥* na zobrazeni ¢* : W — V zadané formuli

3.7 (WY@, v) = (u, ¥ (),

kde stejnym znacenim zavorek jako v definiénim vztahu (B-8) nyn{
myslime skaldrni sou¢in. Tomuto zobrazeni se fika adjungované
zobrazeni k .

Ekvivalentné 1ze brit vztah (BZ2) za definici adjungovaného
zobrazeni ¥, napf. dosazenim vSech dvojic vektor ortonormalni
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Student, ktery vnimd: s pravdépodobnosti 50% zlistane vnimat,
40% prestane vnimat a 10% odejde do hospody. Student, ktery je na
prednasce a nevnima: za¢ne vnimat s pravdépodobnosti 10%, zlistane
ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student, ktery sedi
v hospodé ma nulovou pravdépodobnost, Ze se vrati na predndsku.

Jak se bude tento model vyvijet v Case? Jak se situace zméni,
pokud budeme predpoklddat aspoii desetiprocentni pravdépodobnost
toho, Ze se student vrati z hospody na prednasku (tu ov§em samoziejmé
nevnima)?

ReSeni. Ze zadani se jednd o Markovlv proces s matici

0,5 0,1 O
04 05 0
0,1 0,4 1

Jeji charakteristicky polynom je (0,5 — 221 — 1) —0,4(1 — 1). Evi-
dentné je tedy 1 vlastn{ ¢islo této matice (dal$i kofeny jsou pak 0,3
a 0,7). Postupem casu se tedy studenti rozd€li do skupin tak, Ze stav
bude popsan piislusnym vlastnim vektorem. Ten je feSenim rovnice

-0,5 0,1 0\ [/x

04 =05 O0)J(ly]=0,

0,1 04 O Z
coz jsou pravé nasobky vektoru (0, 0, 1). Jinymi slovy, vS§ichni studenti
po case skon&i v hospodé.

Tento vysledek je zfejmy i bez pocitdni - tim, Ze je nulovd
pravdépodobnost odchodu studenta do $koly, se budou studenti po-
stupn¢ hromadit v hospodé€. Pfidanim desetiprocentni moznosti od-
chodu studenta do Skoly se toto zméni. Piislu$nd matice bude

05 01 O
0,4 0,5 0,1
0,1 0.4 09

Opét plati, Ze se stav ustdli na vlastnim vektoru piisluSnému vlastnimu

¢islu 1. Ten je v tomto pripadé€ feSenim rovnice

~0,5 01 0 X
04 -05 01 |[y]=0.
01 04 -01)\z

Resenim je napiiklad vektor (1, 5,21). Pomérné rozloZeni studentt

v jednotlivych skupinach pak dd ndsobek tohoto vektoru, ktery ma
15 2
272 277 27
dentd skonéi v hospod€, néktefi ale ve Skole budou. (I

soucet sloZek roven 1, tj. vektor ( ) Opét tedy vétSina stu-

3.24. Ruleta. Hra¢ rulety ma nésledujici strategii: pfiSel hrat se 100
K¢&. Vzdy vSechno, co aktudln€ ma, sdzi vzdy na Cernou (v ruleté je 37
¢isel, z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hra¢ skonéi, pokud
nic nemd, nebo pokud ziskd 800 K&. Uvazte tuto tilohu jako Markovtv

proces a napiSte jeho matici.

baze za vektory u a v dostdvame piimo vSechny hodnoty matice
zobrazeni y*.

Piedchozi vypocet pro dudlni zobrazeni v soufadnicich nyni
muizeme zopakovat, pouze musime mit na paméti, Ze v ortonormadl-
nich bazich na unitarnich prostorech vystupuji soufadnice druhého
argumentu konjugované:

U]
Y),w) =w,...,wy) -A-| 1 | =
Un
w1 T 3]
= (AT’ : ) | = vt
Wy Uy

Vidime proto, Ze je-li A matice zobrazeni i v ortonorméln{ bazi,
pak matice adjungovaného zobrazeni ¥* je matice transponovana
a konjugovand, kterou zna¢ime A* = AT .

Matici A* se fikd adjungovand matice k matici A. V8imnéme
si, Ze adjungované matice jsou dobie definované pro jakékoliv ob-
déInikové matice a neplefme si je s maticemi algebraicky adjun-
govanymi, které jsme u ¢tvercovych matic pouZivali pfi tivahach
o determinantech.

MiuiZzeme si tedy shrnout, Ze ma-li jakékoliv linearn{ zobrazeni
¥ V. — W mezi unitdrnimi prostory v ortonormdlnich bazich
matici A, bude mit jeho dudlni zobrazeni v bazich dudlnich matici
AT Pokud pfFitom ztotoznime pomoci skaldrniho soudinu vekto-
rové prostory s jejich dudlnimi prostory, pak nam dudlni zobrazen{
pfedstavuje adjungované zobrazeni ¥* : W — V (které je zvy-
kem znacit stejné jako to zobrazeni dudlni), které ale ma matici
A*. Rozdil mezi maticemi dudlniho a adjungovaného zobrazeni je
tedy v dodatecné konjugaci, ta ale samoziejmé je disledkem toho,
7e ztotoZnéni unitarniho prostoru s jeho dudlnim prostorem nen{
komplexné linedrni zobrazeni (nebof z druhé pozice ve skaldrnim
soucinu se skalary vytykaji konjugované).

3.28. Samoadjungovana zobrazeni. ZvldStnim pifpadem li-
nedrnich zobrazeni{ jsou tedy ta, kterd splyvaji
se svym adjungovanym zobrazenim: ¢¥* = .
——=" "~ Takovym zobrazenim fikdme samoadjungovand.
Ekvivalentné mZeme fici, Ze jsou to ta zobrazeni, jejichZ matice
A v jedné a tedy ve v8ech ortonormélnich bézich spliiuji A = A*.

V pripad¢€ euklidovskych prostort jsou samoadjungovand zob-
razeni tedy ta, kterd maji v n€které ortonormaln{ bazi (a pak uz
viech) symetrickou matici. Casto se jim proto fika symetrické ma-
tice a symetrickd zobrazeni.

V komplexnim oboru se maticim spliiujicim A = A* fk4
hermiteovské matice. Obcas se také hermiteovskym maticim fika
samoadjungované matice. VSimnéme si, Ze hermiteovské matice
tvoii redlny vektorovy podprostor v prostoru vSech komplexnich
matic, nen{ v8ak podprostorem v komplexnim oboru.

Poznamka. Obzvlas( zajimavy je v této souvislosti nasledujici
postieh. JestliZe hermiteovskou matici A vyndsobime imagi-
narni jednotkou, dostdvame matici B = i A, kterd ma vlastnost
B* = i AT = —B. Takovym maticim ifkdme anti—hermiteovské.
Tak jako je tedy kaZda redlnd matice souctem své symetrické a
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ReSeni. V pribéhu a na konci hry miize mit hra¢ pouze nasledujici
penézni obnosy (v K¢): 0, 100, 200, 400, 800. Budeme-li na danou si-
tuaci nahliZet jako na Markovlv proces, toto budou jeho stavy a snadno

také sestavime jeho matici:

S

|
cocooco~
oo - o~a
o oo~.
- oo o~.
—oocoo

kde a = % ab= %.Véimnéme si, Ze matice je pravdépodobnostni
a singuldrni. Vlastni hodnota 1 je dvojndsobnd. Hra nebude konvergo-
vat k jedinému vektoru x,, nybrZ skon¢i na jednom z vlastnich vektort
prislusnych vlastni hodnoté 1, totiz (1, 0, 0, 0, 0) (hra¢ prohraje vse),
nebo (0, 0, 0, 0, 1) (hra¢ vyhraje 800 K¢). Navic snadno nahlédneme,

Ze hra skon¢fi po tiech sdzkdch, tedy posloupnost {A"}7° |, je konstantni
pron > 3:
1 a+ab+ab*> a+ab a 0
0 0 0 00
A :=A’=A"=|0 0 0 00
0 0 0 00
0 b? b? b 1
a snadno zjistime, Ze hra skon¢i s pravdépodobnosti

a + ab + ab®> =
0,115 vyhrou 800 K¢&. (Matici A*° vyndsobime pocéatecni vektor
(0,1,0,0,0) a dostdvdme vektor (a + ab + ab*,0,0,0,5%).) O

0,885 prohrou a s pravdépodobnosti cca

3.25. Uvazujme situaci z pfedchoziho pfipadu a pfedpokladejme, Ze
pravdépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A.

Bez pouziti vypocetniho software uréete A'%. @

3.26. Roztrzity profesor. Uvazujme ndsledujici situaci: Roztrzity
profesor s sebou nosi destnik, ale s pravdépodobnosti 1/2 jej zapo-
mene tam, odkud odchdzi. Rdno odchdzi do price. V préci chodi na
obéd do restaurace a zpét. Po skonceni prace odchdzi domil. Uvazujme
pro jednoduchost, Ze nikam jinam po dostate¢né dlouhou dobu profe-
sor nechodi a Ze v restauraci zlistava deStnik na profesorové oblibeném
misté, odkud si ho mtzZe ndsledujici den vzit (pokud nezapomene).
Uvazte tuto situaci jako Markovlv proces a napiste jeho matici. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se po mnoha dnech po rdnu destnik bude nalézat
v restauraci? (Je vhodné za Casovou jednotku vzit jeden den — od rdna
do rana.)
ReSeni. Plati
11/16 3/8 1/4
3/16 3/8 1/4

1/8 1/4 1/2

A=

z Mz

antisymetrické ¢asti
1 1
A= (a+aT)+5(a-aT),
2 + + 2
je v komplexnim oboru obdobné

_1 LT
A=s(A+AT) +is (A-A7),

i
a miZeme proto vyjadfit kaZdou komplexni matici pravé jednim
zptisobem jako soucet

A=B+iC

s hermiteovskymi maticemi B a C. Jde o obdobu rozkladu kom-
plexniho ¢isla na redlnou a ryze imaginarni komponentu a skutecné
se Casto v literatufe setkdme i se znacenim

BreA=1(A+A%), C=imA = (A—A%).
1

V feci linedrnich zobrazeni to tedy znamend, 7e kazdy kom-
plexnf linearn{ automorfismus mtiZeme takto jednozna¢né vyjadrit
pomoci dvou samoadjungovanych zobrazeni.

3.29. Spektralni rozklad. Uvazujme samoadjungované zobra-
g zeniyr © V. — V s matici A v n€jaké ortonormalni bazi a

zkusme postupovat obdobné jako v 31l Opét se nejprve
A2 obecn& podivame na invariantni podprostory samoadjun-
govanych zobrazeni a jejich ortogonalni dopliiky. Jestlize
pro libovolny podprostor W € V a samoadjungované zobrazen{
¥ 1V — Vplati (W) € W, pak také plati pro viechny v € W+,
weWw

(Y(v), w) = (v, Y(w)) = 0.
To ale znamena, Ze také I/I(Wl) c wt.
UvaZme nyni matici A samoadjungovaného zobrazen{
v néjaké ortonormalni bazi a néjaky vlastni vektor x € C", tj.
A - x = Ax. Dostdvame

Mo, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = (x, Ax) = A{x, x).

Kladnym redlnym ¢islem (x, x) miZeme kratit, a proto mus{ byt
A = A, tj. vlastni &isla jsou vzdy redlnd.

Komplexnich kofeniT ma charakteristicky polynom
det(A — AE) tolik, kolik je dimenze Ctvercové matice A, a
vSechny jsou ve skutecnosti redlné. Dokdzali jsme tak dilezity

obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru
pro samoadjungované zobrazeni je také invariantni. Navic jsou
vSechna vilastni ¢isla hermiteovské matice A vidy redlnd.

Ze samotné definice je ziejmé, Ze ziZeni samoadjungova-
ného zobrazeni na invariantni podprostor je opét samoadjungo-
vané. Pfedchozi tvrzeni ndm tedy zaruéuje, Ze bude vZdy existo-
vat baze V z vlastnich vektord. Skutecné, zazeni ¥ na ortogondln{
dopInék invariantniho podprostoru je opét samoadjungované zob-
razeni, takZze mlzeme do bdze ptibirat jeden vlastni vektor za dru-
hym, az dostaneme cely rozklad V. Vlastni vektory pfislusejic{
riznym vlastnim &islim jsou navic kolmé, protoZe z rovnosti

Y(u) = Au, Y(v) = pv vyplyva
AMu, v) = (Y(u), v) = (u, Y()) = 1w, v) = pnu, v).

Obvykle byva nas vysledek formulovan pomoci projekci na
vlastni podprostory. O projektoru P : V — V fikame, 7Z¢ je kolmy,
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Spocitejme tfeba prvek all, tedy pravdépodobnost, Ze deStnik
zacne den doma a skon¢i doma (bude tam i druhy den rdno): destnik
mizZe putovat tfemi disjunktnimi cestami:

D Profesor ho hned rdano zapomene doma: p; = 1

DPD Profesor si ho vezme do préce pak ho zapomene vzit na obéd

11 1 1 _ 1

Celkem all =p1+p2+p3= %.

Vlastni vektor této matice prfisluSny dominantni vlastni hodnoté
1je (2,1, 1), je tedy hledana pravdépodobnost 1/(2+ 1+ 1) = 1/4.
]

3.27. Algoritmus na urcovani dileZitosti stranek. Internetové vy-
hleddvace umi na internetu vyhledat (skoro) v§echny stranky obsahu-
jicidané slovo ¢i frazi. Jak ale setfidit vyhledané stranky tak, aby uZiva-
tel dostal pokud mozno seznam sefazeny podle relevance danych stra-
nek? Jednou z moZnosti je ndsledujici algoritmus: soubor vSech nale-
zenych strdnek povaZzujme za systém a kazdou z nalezenych strdnek za
jeden z jeho moZnych stavii. PopiSeme nahodné prochézeni téchto stra-
nek jako Markoviiv proces. Pravdépodobnosti piechodu mezi jednot-
livymi strankami jsou dany odkazy: kazdy odkaz, feknéme ze stranky
A na stranku B uréuje pravdépodobnost (1/(celkovy pocet odkazl ze
strdnky A)), se kterou se dostaneme ze strdnky A na strdnku B. Po-
kud z nékteré stranky nevedou Zadné odkazy, tak ji uvazujeme jako
stranku, ze které vedou odkazy na vSechny ostatni. Timto dostaneme
pravdépodobnostni matici M (prvek m;; odpovidd pravdépodobnosti,
se kterou se dostaneme z i-t€ stranky na j-tou). Bude-li tedy ¢lovék na-
hodné klikat na odkazy v nalezenych strdnkéch (pokud se dostane na
stranku, ze které nevede odkaz, vybere si ndhodné dalsi), tak pravdépo-
dobnost toho, Ze se v dany okamzik (dostatecné vzdéleny od pocétku
klikan{) bude nalézat na i-t€ strance odpovidd i-té sloZce jednotkového
vlastniho vektoru matice M, odpovidajiciho vlastnimu ¢islu 1. Podle
velikosti té€chto pravdépodobnosti pak uré¢ime dileZitost jednotlivych
stranek.

Tento algoritmus Ize modifikovat tim, Ze budeme predpoklidat,
Ze uZivatel po néjaké dobé prestane klikat z odkazu na odkaz a opét
za¢ne ndhodné na néjaké nové strance. Rekndme, Ze s pravdépodob-
nosti d vybere ndhodné novou stranku a s pravdépodobnosti (1 — d)
klikne na né€jaky odkaz na ni. V takovéto situaci je nyni pravdépodob-
nost pfechodu mezi libovolnymi dvéma strankami §; a §; nenulovd, je
to totiz d/n + (1 — d)/(celkovy pocet odkazi ze stranky S;), pokud

je-li Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q jsou vzdjemné
kolmé, je-lilm P L Im Q.

Véta (O spektralnim rozkladu). Pro kaZdé samoadjungované zob-
razeni . V. — V navektorovém prostoru se skaldrnim soucinem
existuje ortonormdlni bdze z viastnich vektorii. Jsou-li Ay, ..., A
vSechna riiznd viasmi ¢isla W a Py, . .., Py prislusné kolmé a na-
vzdjem kolmé projektory na vlastni podprostory k odpovidajicim

viastnim cisliim, pak
Yv=MP+- -+ AP

Dimenze obrazii téchto projektorii je piitom vZdy rovna algebraické
ndsobnosti vlastnich ¢isel ;.

3.30. Ortogonalni diagonalizace. Zobrazeni, pro kterd lze najit
ortonormdlni bazi jako v pfedchozi vété o spektral-
S » nim rozkladu, se nazyvaji ortogondiné diagonalizo-
vatelnd. Jsou to samoziejmé pravé ta zobrazeni, pro
ktera umime najit ortonormdlni bazi tak, aby v nf je-
chh matice zobrazeni byla diagondlni. Zamysleme se, jak mohou
vypadat.

Pro euklidovsky pfipad je to snadné: diagonalni matice jsou
zejména symetrické, jedna se tedy pravé o samoadjungovana zob-
razeni. Jako diisledek ziskdvame tvrzeni, Ze ortogondlni zobrazeni
euklidovského prostoru do sebe je ortogonalné diagonalizovatelné,
prave kdy7 je zdrovenl samoadjungované (jsou to prave ta samoad-
jungovana Zobrazeni s Vlastnimi hodnotami :I:l)

vvvvvv

Zme libovolné linedrni zobrazen{ ¢ : V — V unitarniho prostoru
anechf ¢ = ¥ +in je (jednoznacné dany) rozklad ¢ na hermiteov-
skou a anti-hermiteovskou ¢dst. Ma-li ¢ ve vhodné ortonormdlni
bdzi diagondlni matici D, pak D = reD +i imD, kde redlnd a ima-
gindrni ¢ast jsou pravé matice ¥ a n (plyne z jednoznacnosti roz-
kladu). Zejména tedy plati ¥ o n = n o ¢ ataké ¢ o ¢* = ¢* o ¢.
Zobrazeni ¢ : V — V s posledni uvedenou vlastnosti se nazyvaji
normdlni.

Vzdjemné souvislosti ukazuje nasledujici véta (pokracujeme
ve znaceni tohoto odstavce):

Tvrzeni. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) @ je ortogondlné diagonalizovatelné,

(2) ¢* o = @ o¢* (1. ¢ je normdlini zobrazeni),

(3) yon=mnoy,

(4) Pro matici A = (a;j) zobrazeni ¢ v néjaké ortonormadlni bdzi
a jejich m = dimV vlasmich Cisel A; plati Zi,j |a,-j|2 =
= ZT:] |)Li|2-

Dtkaz. Implikaci (1) = (2) jsme jiz diskutovali.
(2) & (3): Staci provést piimy vypocet
=W+ i —in) = 9> + 17 +ilny — ),
o= =i +in) =¥ + 0 +ilym — ).

Odectenim dostaneme 2i(nyr — ¥n).

(2) = (1): Necht u € V je vlastni vektor normalniho zobra-
zeni . Pak
o) - (u) = (¢" pu), u) = (pg" (W), u) = ¢* () - ¢" (),

zejména tedy |p(u)| = |£p* (u)]. Je-li ¢ normdlni, komutuje také
s(p—2Ai1dV)* = (¢* —rid V) ajeprotoi (¢ —Aid V) normdln{
zobrazeni. Z predeslé rovnosti tedy plyne, Ze je-1i p(u) = lu, pak
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ze stranky S; vede odkaz na §;, pokud ne, tak je tato pravdépodob-
nost d/n (1/n, pokud z S; nevedou Zaddné odkazy). Podle Frobeniovy-
Perronovy véty je vlastni hodnota 1 jednondsobnd a dominantni, takze
ji odpovidajici vlastni vektor je jediny (pokud bychom volili pravdépo-
dobnosti pfechodu pouze zpiisobem z pfedchoziho odstavce, tak by
tomu tak nemuselo byt).

Pro ndzornost uvazme stranky A, B, C a D. Odkazy vedou z A na
BanaC,zBnaCazCnaA,z D paknikam. Uvazujme, Ze pravdépo-
dobnost toho, Ze uzivatel ndhodné€ zvoli novou stranku je 1/5. Potom

by matice M vypadala ndsledovné:

120 1720 17/20 1/4
w9720 1720 1/20 174
= 19/20 17/20 1720 1/4
120 1/20 1/20 1/4

Vlastn{ vektor piislusny vlastni hodnoté 1 je
(305/53,175/53,315/53, 1),

dileZzitost stranek tedy bude stanovena v poradi podle velikosti jeho

odpovidajicich slozek, tedy C > A > B > D.

3.28. Sledujte urcitou vlastnost daného Zivoc¢isného druhu, kterd je
podminéna nezdvisle na pohlavi jistym genem — dvojici alel. Kazdy je-
dinec ziskava po jedné alele od obou rodi¢t zcela ndhodné a nezdvisle
na sobé. Existuji formy genu dané riznymi alelami a, A. Ty uréujf tfi

mozZné stavy aa, aA = Aa, AA vySetfované vlastnosti.

(a) Predpoklddejte, Ze kaZzdy jedinec jisté populace se bude roz-
mnoZovat vyhradné€ s jedincem jiné populace, ve které se
vyskytuje pouze vlastnost podmin€nd dvojici aA. Prave je-
den jejich (ndhodn€ zvoleny) potomek bude ponechén na sta-
novisti a také on se bude rozmnoZovat vyhradné s jedincem
té jiné populace atd. Stanovte vyskyt kombinaci aa,aA, AA
v uvazované populaci po dostatecné dlouhé dobé.

(b) Reste tilohu uvedenou ve varianté (a), pokud je jin4 populace
tvofena pouze jedinci s dvojici alel AA.

(c) Nahodné zvolené dva jedince opa¢ného pohlavi zkfizZite. Z je-
jich potomstva opét ndhodné vyberete dva jedince opacného
pohlavi, které zkiiZite. Pokud takto budete pokraCovat velmi
dlouho dobu, vypoctéte pravdépodobnost, Ze oba kiizen{ je-
dinci budou mit dvojici alel AA, piip. aa (proces kiiZeni
skonc¢i).

(d) Reste tdlohu uvedenou ve variantg (c) bez kladeni podminky,
Ze kiiZeni jedinci maji stejné rodice. Pouze tedy kiiZite je-
dince jisté velké populace mezi sebou, potom kfiZite po-

tomky mezi sebou atd.

¢* (u) = Au. Tzn., 7e ¢ a ¢* maji stejné vlastni vektory a konjugo-
vané vlastni hodnoty.

Stejné jako u samoadjungovanych ted’ snadno dokaZeme or-
togondlni diagonalizovatelnost. K tomu je nutné a staci, aby or-
togondlni doplnek kazdého vlastniho podprostoru pro normalnf ¢
byl invariantni (je totiZ ziZeni normdlniho zobrazeni na invariantn{
podprostor opét normalni). UvaZzme vlastni vektor u € V s vlastn{
hodnotou A, v € (u)*. Plati

o) -u =v-¢* )=, ) =ru-v =0
atedy opét p(v) € (u)J-.

(1) & (4): Vyraz Zi’j |a,-j|2 je pravé stopa matice AA*, to
je matice zobrazeni ¢ o ¢*. Proto nezdvisi na volb& ortonormalni
baze. Je-li tedy ¢ diagonalizovatelné, je tento vyraz roven pravé
> il

Opacnd implikace je pfimym diisledkem Schurovy véty o uni-
tarni triangulovatelnosti libovolného linedrniho zobrazeni V. — V,
kterou dokdzeme pozdé&ji v B3 Podle ni totiZ existuje pro kaz-
dé linearni zobrazeni ¢ : V — V ortonormdlni baze, ve které
ma ¢ horni trojihelnikovou matici. Na jeji diagonale pak mus{
byt pravé viechny vlastni hodnoty ¢. Jak jsme jiz ukazali, vyraz
2 j laij |2 nezévisi na volb& ortonormélni baze, proto z piedpo-
kladané rovnosti vyplyva, Ze vS§echny prvky mimo diagondlu mus{
byt v této matici nulové. ]

V terminech matic zobrazeni dostdvame: zobrazeni je nor-
malni prave, kdyZ jeho matice v nékteré ortonormalni bazi (a ekvi-
valentn€ v kazdé) spliiuje AA* = A*A. Takové matice nazyviame
normdlni matice.

Poznamka. VSimnéme si, Ze pro pocet s linedrnimi zobrazenimi
na komplexnim unitarnim prostoru Ize posledni vétu chdpat také
jako zobecnéni béZnych pocti s komplexnimi ¢isly v goniomet-
rickém tvaru (roli redlnych Cisel zde hraji samoadjungovand zob-
razeni). Roli komplexnich jednotek pak hraji unitdrni zobrazeni.
Zejména si v§imnéme analogie k vyjadfeni komplexnich jednotek
ve tvaru cost + i sint s vlastnosti cos” f 4 sin’ 1 = 1:

Dusledek. Unitdrni zobrazeni na unitdrnim prostoru 'V jsou pravé
ta normdlni zobrazeni, pro kterd vyse uZivany jednoznacny rozklad
¢ = +in splituje ¥> +n*> =id V.

Dkaz. Pro unitarni zobrazeni ¢ je pp* =id V = ¢* ¢ atedy
ot = (U + i —in) = > + 0+ n> = id V. Naopak,
pro normélni zobrazeni jiz posledni vypocet ukazuje, Ze opacna
implikace plati také. ]

3.31. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezdpornd redlnd

; ¢isla jsou pravé ta, kterd umime psat jako druhé

_mocniny. Zobecnéni takového chovani pro matice
a zobrazeni lze vidét u soucini matic B = A™ - A (4j.
sloZeni zobrazeni ¥* o ¥):

(B-x,x)=(A" A-x,x)=(A-x,A-x) >0
pro viechny vektory x. Navic zjevné
B* =(A" - A*=A*-A =B

Hermiteovskym maticim B s takovou vlastnosti fikdme pozitivné
semidefinitni a pokud nastane nulovd hodnota pouze pro x = 0,
pak jim fikdme pozitivné definitni. Obdobné hovotime o pozitivné
definitnich a a pozitivné semidefinitnich zobrazenich  : V. — V.
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ReSeni. Pripad (a). Jedna se o Markoviiv proces zadany matici

12 1/4 0
T=\12 172 12|,
0 1/4 172

pricemz poradi stavli odpovida potadi dvojic alel aa, aA, AA. Hod-
noty v prvnim sloupci plynou z toho, Ze potomek jedince s dvojici
alel aa a jedince s dvojici alel aA ma s pravdépodobnosti 1/2 dvo-
jiciaa a s pravdépodobnosti 1/2 dvojici a A. Analogicky postupujeme
pro tfeti sloupec. Hodnoty ve druhém sloupci potom vyplyvaji z toho,
Ze kazdy ze Ctyf piipadl dvojic alel aa,a A, Aa, AA je stejné pravdépo-
dobny u jedince, jehoZ oba rodi¢e maji dvojici alel aA. Uvédomme
si, Ze na rozdil od pocitani pravdépodobnosti, kdy musime rozliSovat
dvojici aA od Aa (kterd z alel pochézi od kterého z rodi¢ti), vlastnosti
podminéné dvojicemi a A a Aa jsou samozrejmé stejné. Pro ureni vy-
sledného stavu stai nalézt pravdépodobnostni vektor, ktery piislusi

vlastnimu ¢islu 1 matice 7', protoZe matice

3/8 1/4 1/8
T’=1[1/2 1/2 1)2
1/8 1/4 3/8

spliiuje podminku Perronovy-Frobeniovy véty (vSechny jeji prvky jsou
kladné). Hledany pravdépodobnostni vektor je

111\
(#31)
coz jiz dava pravdépodobnosti 1/4, 1/2, 1/4 vyskytu po fad¢ kombi-
naci aa, aA, AA po velmi dlouhé (teoreticky nekone¢né) dobé¢.

Ptipad (b). Pro potadi dvojic alel AA, aA, aa nyni dostdvime

pravdépodobnostni matici pfechodu

1 12 0
T=[0 12 1
0 0 0

Ihned vidime vSechna vlastni ¢isla 1, 1/2 a 0 (odecteme-li je od dia-
gondly, hodnost obdrZené matice nebude 3, tj. touto matici zadand ho-
mogenni soustava bude mit netrividlni feSeni). Témto vlastnim ¢islim

prislusi po fad¢€ vlastni vektory

1
0
0
Proto je
1 -1 1 10 0\ (/1 -1 1\
T=|0 1 —2|-{o 12 0] [0 1 2] =
0 1 0 o/ \o 1
I 1 0y (1 1 1
={o 1 —2]-fo 12 of]-[0o 1 2
0 0 1 o 0 of \oo1

Pro kazd¢ pozitivné semidefinitn{ zobrazeni ¥ : V — V
umime najit jeho odmocninu, tj. zobrazeni n takové, Ze n o n = .
Nejjednoduseji to uvidime v ortonormalni bazi, ve které bude mit
¥ diagonalni matici. Takova podle nasich pfedchozich dvah vZdy
existuje a matice A zobrazeni ¥ v nf bude mit na diagondle nezi-
pornd redlnd vlastni Cisla zobrazeni ¥. Kdyby totiZ bylo nékteré
7 nich zaporné, nebyla by splnéna podminka nezapornosti jiZ pro
néktery z bazovych vektorti. Pak ov§em staci definovat zobrazeni
n pomoci matice B s odmocninami piislusnych vlastnich ¢isel na
diagondle. Dokazali jsme:

Véta. Pro kaZdou pozitivné semidefinitni matici A > 0 existuje

Jjeji odmocnina

B=+vA=rprDPT,
kde P je vhodnd ortogondlni matice a D je diagondlni matice s od-
mocninami viastnich ¢isel matice A na diagondle.

3.32. Spektra anilpotentni zobrazeni. Na zavér této Casti se vra-
_ time k otédzce, jak se mohou chovat linedrni zobrazeni
v plné obecnosti. Budeme i naddle pracovat s redl-
2 —_ nymi nebo komplexnimi vektorovymi prostory.

Prlpomenme 7e spektrum linedrniho zobrazeni f : V. — V
je posloupnost kofendl charakteristického polynomu zobrazeni f,
véetné ndsobnosti. Algebraickou nasobnosti vlastni hodnoty rozu-
mime jejf ndsobnost jako kofenu charakteristického polynomu, ge-
ometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je dimenze pfislusného pod-
prostoru vlastnich vektort.

Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni, jest-
lize existuje celé Cislo k > 1 takové, Ze iterované zobrazeni f k
je identicky nulové. Nejmensi Cislo & s touto vlastnosti se nazyva
stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f : V — V se
nazyva cyklické, jestlize existuje baze (uy, ..., u,) prostoru V ta-

kova, ze f(u1) = 0a f(u;) = u;—1 pro vechnai = 2,...,n.
Jinymi slovy, matice f v této bazi je tvaru
01 0
A =10 01

Je-li f(v) = a - v, pak pro kazdé€ pfirozené k je fk(v) = a* . v.
Zejména tedy miZe spektrum nilpotentnitho zobrazeni obsahovat
pouze nulovy skalar (a ten tam vZdy je).

Pfimo z definice plyne, Ze kazdé€ cyklické zobrazeni je nilpo-
tentni, navic je jeho stupenl nilpotentnosti roven dimenzi prostoru
V. Operétor derivovéni na polynomech, D(x*) = k x*~1je ptikla-
dem cyklického zobrazeni na prostorech K,[x] vSech polynomt
stupné nejvyse n nad skaldry K.

Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni je
pfimym souétem cyklickych. Dikaz tohoto tvrzen{ ndm da hodné
prace, proto napied zformulujeme vysledky, ke kterym smérujeme,
a pak se teprve dame do technické prace. Ve vysledné vété o Jor-
danove rozkladu vystupuji vektorové (pod)prostory a linedrn{ zob-
razen{ na nich s jedinym vlastnim ¢&islem A a matic{

A1 0 ... 0
o x 1 ... 0

R

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podprostortim)
se fika Jordaniiv blok.

155



KAPITOLA 3. LINEARNI MODELY A MATICOVY POCET

Odsud pro libovolné n € N plyne

n

1 -1 1 1 0 O 1 11
T"=10 1 =2 0 1/2 0 01 2=
0 0 1 0 0 O 0 0 1
1 -1 1 1 0 1 11
=10 1 =2 0 2™ 0 01 2
0 0 1 0 0 O 0 01
Ztejmé pro velkd n € N mizZeme nahradit 27" za 0, coz 1mp11kUJe
I -1 1 1 00 111 1
T"~ |0 1 =2 0 0O () 1 2 0 0 ()
0 0 1 000 0 1 000

Pokud tedy plodi potomky jedinci pivodni populace vyhradné s ¢leny
populace, ve které se vyskytuje pouze dvojice alel AA, nutné po do-
staten¢ velkém poctu kifZeni dojde k tomu, Ze dvojice aA a aa zcela
vymizi (bez ohledu na jejich ptivodni ¢etnost).

Pfipad (c). Tentokrate budeme mit 6 moznych stavli (v tomto
portadi)

AA, AA; alA, AA; aa, AA;

al, aA; aa,al; aa, aa,

pfi¢emz tyto stavy jsou dany riiznymi pfipady genotypi rodic¢t. Matice

odpovidajiciho Markovova fetézce je

1 1/4 0 1/16 0 0
0 1/2 0 1/4 0 0
F_]0 0 018 0 0
1o 14 1 14 1/4 0
0 0 0 1/4 1/2 0

0 0 0 1/16 1/4 1

Pokud budeme napf. uvaZovat situaci (druhy sloupce), kdy jeden
z rodi¢li md dvojici alel AA adruhy aA, pak zjevné miiZe nastat kazdy
ze Ctyt piipadi (jde-li o dvojice alel jejich dvou ndhodné zvolenych po-
tomk)

AA,AA; AA,aA;

aA,AA; aA,aA

se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost setrvani ve druhém
stavu je proto 1/2 a pravdépodobnost pfechodu ze druhého stavu do
prvniho je 1/4 a do ¢tvrtého také 1/4.

Nyni bychom méli opét ur¢it mocniny 7" pro velkd n € N. Uvaze-
nim podoby prvniho a posledniho sloupce, vidime, Ze

(1,0,0,0,0,00" a (0,0,0,0,0, )T

jsou vlastni vektory matice T piislusné vlastnimu ¢&islu 1. Pfechodem
ke ¢tyfrozmérné podmatici matice T (vynechdnim pravé prvniho a Ses-

s wr

tého fadku a sloupce) nalezneme poté zbyla vlastni ¢isla

I 1 1-+5 1+45
204 4 4

Véta (Jordanova véta o kanonickém tvaru), Necht'V je vektorovy
prostordimenzen a f : V — V je linedrni zobrazeni s n viastnimi
Cisly véetné algebraickych ndsobnosti. Pak existuje jednoznacny
rozklad prostoru V na primy soucet podprostori

V=Vie -0V

takovych, Ze f(V;) C Vi, ziZeni [ na kaZdé V; md jediné viastni
Cislo Aj a ziiZeni f — A; - id na V; je bud cyklické nebo nulové
zobrazend.

Véta tedy fika, Ze ve vhodné bazi ma kazdé linearn{ zobrazeni
blokové diagondln{ tvar s Jordanovymi bloky podél diagonaly. Cel-
kovy pocet jedni¢ek nad diagondlou v takovém tvaru je roven roz-
dilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou ndsobnosti vlast-
nich ¢isel.

3.33. Poznamky. Vsimnéme si, Ze jsme Jordanovu vétu jiz difve
plné dokazali v pripadech, kdy jsou vSechna vlastni &isla riznd
nebo kdyZ jsou geometrické a algebraické nasobnosti vlastnich
Cisel stejné. Zejména jsme ji pIn€ dokdzali pro unitarni, normaln{
a samoadjungovana zobrazeni.

Dals{ uzite¢né pozorovani je, Ze pro kazdé linearni zobrazeni
prislusi ke kazdému vlastnimu &islu jednozna¢né urceny invari-
antni podprostor, ktery odpovida Jordanovym blokdm s piislusnou
vlastni hodnotou.

Také si v§imnéme jednoho velice uZite¢ného disledku Jorda-
1 novy véty (ktery jsme uz pouZili u diskuse chovini Marko-

Vovych fetézcur). Predpokladejme, Ze jsou vlastni hodnoty
AsA ¢’ naseho zobrazeni f viechny v absolutni hodnot& mensi ne
"Ry jedna. Potom opakované plisoben{ linearniho zobrazeni na
jakémkoliv vektoru v € V vede k rychlému zmenSovani vsech
soufadnic f*(v) nad viechny meze. Skuteéng, predpokladejme pro
jednoduchost, Ze na celém V ma zobrazeni f jediné vlastni ¢islo
A a f — Aidy je cyklické (tj. omezujeme se na jediny Jordantv
blok), a nechf vy, ..., vy je pfislusnd baze. Pak podminka z véty
fikd, Ze f(v2) = Avy + vy, fz(v2) = A2vy 4+ Avy + Avp, a po-
dobné pro ostatni v; a vy$8{ mocniny. V kaZdém pfipadé pii itero-
van{ dostdvame stile vys§i a vy$${ mocniny A u v8ech nenulovych
komponent, pfi¢emz nejniZsi z nich mtiZe byt nejvyse o stupeii nil-
potentnosti niZ${ neZ nasobnost iterace.

Tim je tvrzeni dokdzano (a stejny argument s absolutni hodno-
tou vlastnich &isel ostfe vétsi neZ jedna vede k neomezenému ristu
vSech soufadnic iteraci f k (v)).

Zbytek této &asti tfeti kapitoly je vénovan dikazu Jordanovy
Véty a nékolika k tomu potfebnym pojmﬁm Je V)?-

vvvvvv

toly.

3.34. Kotenové prostory. Na piikladech jsme vidéli, Ze vlastni
podprostory popisuji dostateéné geometrické vlastnosti jen nékte-
rych linedrnich zobrazeni. Zavedeme nyni jemnéjsi nastroj, tzv.
kotenové podprostory.

Definice. Nenulovy vektor u € V se nazyva korenovym vektorem
linedarniho zobrazeni ¢ : V — V| jestlize existuje a € K a celé
&islo k > 0 takové, Ze (¢ —a -idy)*(u) = 0, tj. k—td iterace uvede-
ného zobrazeni zobrazuje u na nulu. MnoZinu vSech kofenovych
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Vzpomeneme-li si na feSeni piikladu nazvaného Mlsny hazardér, ne-
musime 7" pocitat. V tomto prikladu jsme dostali stejné vlastni vek-
tory piislusné ¢islu 1 a ostatn{ vlastni ¢isla méla rovnéz absolutn{ hod-
notu ostfe men$i 1 (jejich presné hodnoty jsme nevyuZivali). Dosta-
vdme tak totoZny zdvér, Ze proces se bliZ{ k pravdépodobnostnimu

vektoru
(a,0,0,0,0,1 —a)T ,

kdea € [0, 1] je ddno vychozim stavem. ProtoZe pouze na prvni a Sesté

z w2

pozici vysledného vektoru mohou byt nenulov4 &isla, stavy

aA,AA; aa,AA; aA,aA; aa,aA

po mnohondsobném kiiZeni vymizi. Uvédomme si ddle (plyne
z predeslého a z piikladu Mlsny hazardér), Ze pravdépodobnost
toho, aby proces koncil AA, AA, se rovnd relativni Cetnosti vyskytu
A v pocatenim stavu.

Pfipad (d). Nechf hodnoty a, b, ¢ € [0, 1] udévaji (pti zachovani
potadi) relativni Cetnosti vyskytu dvojic alel AA, aA, aa v dané popu-
laci. Chceme ziskat vyjadieni relativnich Cetnosti dvojic AA, aA, aa
v potomstvu populace. Probiha-li vybér dvojic pro pafeni ndhodné, l1ze
pfi velkém poctu jedincti ocekdvat, Ze relativni Cetnost pafeni jedinct
s dvojicemi alel AA (u obou) je a2, relativni Eetnost pafeni jedinci,
z nichZ jeden m4 dvojici alel AA a druhy a A, je 2ab, relativni etnost
pafeni jedinci s dvojicemi alel aA (u obou) je b? atd. Potomek rodict
s dvojicemi AA, AA musi dvojici alel AA zd€dit. Pravdépodobnost,
Ze potomek rodict s dvojicemi AA, aA bude mit AA, je ziejmé 1/2
a pravdépodobnost, Ze potomek rodict s dvojicemi a A, aA bude mit
AA, je pak 1/4. Jiné ptipady pro potomka s dvojici alel AA uvaZovat
nemusime (pokud m4 jeden rodi¢ dvojici alel aa, potomek nemtiZze mit
dvojici AA). Relativni ¢etnost vyskytu dvojice alel AA v potomstvu

je tedy
1 b?

a2-1+2ab-l+b2-—=a2+ab+—
2 4 4"

Analogicky stanovime postupné relativni Cetnosti dvojic aA a aa v po-

tomstvu ve tvarech

b2
ab—l—bc+2ac+7
a
2
cz—l—bc-i-b—.
4

Na tento proces miizeme nahliZet jako na zobrazeni T, které transfor-

muje vektor (a, b, c)T. Plati

a a’+ab + b*/4
T:|b|w~ |ab+bc+2ac+b*)2
c c? 4+ bc + b*/4

vektord prislusnych k pevnému skalaru A doplnénou o nulovy vek-
tor nazyvame korenovym prostorem prislu§nym ke skalaru 1 € K,
zna¢ime R,.

Je-li u kotfenovy vektor a k z definice je vybrano nejmens{
mozné, pak (p —a Ady) L (w) je vlastni vektor s vlastni hodnotou
a. Je tedy R, = {0} pro vSechny skaldry A, které nelezi ve spektru
zobrazeni ¢.

Tvrzeni. Pro linedrni zobrazeni ¢ : V. — V plati:

(1) Pro kaZdé ) € K je R, C V vektorovy podprostor.

(2) ProkaZdé A, u € K je R, invariantni vzhledem k linedrnimu
zobrazeni (¢ — w -idy), zejména tedy je R, invariantni vzhle-
dem k .

(3) Je-li w # A, pak (¢ — u -idy)|R, je invertibilni.

(4) Zobrazeni (¢ — A -idy)|R, je nilpotentni.

Dtkaz. (1) Ovéfeni vlastnosti vektorového podprostoru je
jednoduché a ponechdvame jej Ctendri.

(2) Pfedpokladejme, 7e (¢ — A - idv)k(u) = 0 a uvazme
v = (¢ — p-idy)(u). Pak

(p— A -idy)r (v) =
= (¢ — A -idy)* (@ — A -idy) + (. — ) - idy) (u) =
= (p— A-id)* @) + O — ) - (9 — 1 -idy) () =
=0.
(3) Je-liu € Ker(p — p -idy)|R, , pak
(@p—A-idy)w) =(@—p-idy)@) +(pu—2)-u =(@—2~1)-u.

Odtud 0 = (¢ — A -idy) (u) = (u — 1) - u ajetedy nutnéu =0

pro A # [.
(4) Zvolme bézi ey, . . ., e podprostoru Ry ProtoZe podle de-
finice existuj{ ¢isla k; takova, zZe (¢ — A - idv)k" (ei) = 0, je nutné

celé zobrazeni (¢ — A - idy)|R, nilpotentni. (I

3.35. Faktorové prostory. Nasim dals$im cilem je ukazat, Ze di-

- menze kofenovych prostorl je vZdy rovna algebraické
ndsobnosti pfislu$nych vlastnich ¢&isel. Nejprve vSak
zavedeme Sikovné technické néstroje.

Definice. Nechi U C V je vektorovy podprostor. Na mnozZing
vSech vektort ve V definujeme ekvivalenci takto: v ~ vy pravé
tehdy, kdyZ vi — vy € U. Axiomy ekvivalence jdou ovéfit snadno.
Mnozina V /U tiid této ekvivalence, spolu s operacemi definova-
nymi pomoci reprezentantd, tj. [v]+[w] = [v+w], a-[u] = [a-u],
tvoii vektorovy prostor, ktery nazyvame faktorovy vektorovy pro-
stor prostoru V podle podprostoru U.

Ovéite si korektnost definice operaci a platnost vSech axiomi
vektorového prostoru!

Ttidy (vektory) ve faktorovém prostoru V /U budeme casto
oznacovat jako formalni soucet jednoho reprezentanta se vSemi
vektory podprostoru U, napt. u + U € V/U, u € V. Nulovy
vektor ve V /U je pravé tfida O + U, tj. vektor u € V reprezentuje
nulovy vektor ve V /U, pravé kdyZjeu € U.

Jako jednoduché priklady si rozmyslete V/{0} = V,
V/V = {0} a faktorovy prostor roviny R? podle libovolného
jednorozmérného podprostoru (zde je kazdy jednorozmérny
podprostor U € R? pifmkou prochézejici po¢itkem), kde t¥dy
ekvivalence jsou rovnobézky s touto pfimkou.
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Podotknéme, Ze za defini¢ni obor (a pochopiteln€ i obor hodnot) T
vlastng€ bereme pouze vektory

a

bl, kdea,b,ce[0,1],a+b+c=1.

c
Chtéli bychom zadat operaci 7' pomoci ndsobeni vektoru (a, b, o)t jis-
tou konstantni matici. To vSak oCividn€ neni moZné (zobrazeni 7" neni
linedrni). Nejednd se tedy o Markovliv proces a nelze zjednodusit
urcovani, co se stane po velmi dlouhé dobé¢, jako v predeslych piipa-
dech. Mtzeme ale vypocitat, co se stane, kdyz aplikujeme zobra-
zeni T dvakrat po sobé. Ve druhém kroku dostdvdme

a’>+ab + b*/4 7
T:|ab+bc+2ac+b*2|— |5 ],
c? 4+ bc + b*/4 f

kde

~

2\? 2 2
1 ) b ) b b
> =\a —|—ab+Z +|a —|—ab+Z ab—l—bc—|—2ac—|—7 +

1 »\°
+4<ab+bc+2ac+2> ,

A= (a2—|—ab+bz) <ab+bc+2ac+bz>+
2= 4 2

b2 b2
+ | ab +be+2ac+ = c2+bc+I +
2
5 b2 L] b?
+2(a —l—ab—i—j c +bc—|— 2 ab+bc+2ac+7 R

2
b2
t%z(cz+bc+4) +(ab+bc+2ac+ <c +be + >+

2
bt be 42004 2
4 a C ac ) .

Lze ukézat (vyuzitima + b +c = 1), Ze

ST

b* b? b?
t :a2+ab+z, 5 =ab—|—bc+2ac+7, n :cz—l—bc—l—z,
tj.
a’+ab + b*/4 a’ +ab + b*/4
T : | ab+bc+2ac+b*/2 | — | ab + bc + 2ac + b*/2
c? 4 be + b*/4 c? 4+ bc + b*/4

Ziskali jsme tak ptekvapivy vysledek, Ze dal§im aplikovanim transfor-
mace T se vektor obdrZzeny v prvnim kroku nezméni. To znamen4, Ze
vyskyt uvazovanych dvojic alel je po libovoln€ dlouhé dobé totozny
jako v prvni generaci potomstva. Pro velkou populaci jsme tak doké-
zali, Ze evoluéni vyvoj by se realizoval béhem jediné generace, kdyby

nedochazelo k mutacim nebo k selekci. O

Tvrzeni. Nechi U C V je vektorovy podprostor a (uy, ..., uy) je
takovd bdze V, Ze (uy, ..., ux) je bdze U. PakdimV /U =n — k
a vektory

ukJr] +U7"‘9Mn+U
tvori bazi V/U.

DUkaz. Protoze V. = (uy,...,un), je i V/U =
= (u1 + U, ..., u,+U). Pritom ale je prvnich k generatord nulo-
vych, takze je V/U = (ux+1 + U, ..., u, + U). Pfedpokladejme,
eaprr w1 +U)+---+ay- (uy +U) = (@1 - g1+ +
+a,-up)+U =0 e V/U. To je ale ekvivalentn{ piislusnosti
linearni kombinace vektorl uy41, ..., u, do podprostoru U. Pro-
toze U je generovano zbylymi vektory, je nutné tato kombinace
nulovd, tj. v8echny koeficienty a; jsou nulové. ]

3.36. Indukovana zobrazeni na faktorovych prostorech.
Predpokladejme, Ze U < V je invariantni podpro-
stor vzhledem k linedrnimu zobrazeni¢ : V. — V

S » a zvolme takovou bazi uy, ..., u, prostoru V, Ze

prvnich k vektord této baze je bazi U. V této bazi

mé ¢ blokovou matici A = (5 ¢). Pak budeme
umet dokazat nasledujici tvrzent:

Lemma. (/) Zobrazeni ¢ indukuje linedarni zobrazeni
eviu + VU — VU gvuw+U) = @) +U
s matici D v indukované bdziug+1+ U, ..., u, +U na V/U.

(2) Charakteristicky polynom @y jy déli charakteristicky polynom
1)

Dtkaz. Pro vw € V, u € U, a € K mame
ow + u) € @) 4+ U (protoze U je invariantni),
() + U) + (pw) + U) = ov + w) + U a
a-(ew)+U) = a-9w)+U = ¢a-v)+ U (protoze
@ je linedrni), je tedy zobrazeni gy ,y dobie definované a linedrni.
Navic je pfimo z definice matice zobrazenf patrné, Ze matice ¢y
v indukované bazi na V /U je pravé matice D (pii pocitan{ obrazt
bazovych prvkd ndm koeficienty z matice C prispivaji pouze
do tfidy U). Charakteristicky polynom indukovaného zobrazeni
ey je tedy |[D — A - E|, zatimco charakteristicky polynom
puvodniho zobrazeni g je |[A—A-E| = |B—X-E||D—X-E|. O

Dasledek. Nech! V je vektorovy prostor nad K dimenze n a
necht ¢ : V.— V je linedrni zobrazeni, jehoZ spektrum obsa-
huje n prvkii (1. vSechny koveny charakteristického polynomu leZi
v K a pocitame je véemé ndsobnosti). Pak existuje posloupnost

invariantnich podprostorii {0} = Vo € Vi € ... C V, =V
s dimenzemi dim V; = i. V bdzi uy, ..., u, prostoru V takové, Ze
Vi =(uy, ..., u;), ma ¢ horni trojihelnikovou matici:

)\.1 e *

0 ... X
kde M1, ..., Ay je posloupnost prvkii spektra.

Dtkaz. Konstrukei podprostori V; provedeme induktivné.

Necht A1, ..., A, jsou prvky ve spektru zobrazeni ¢, tzn. charak-
teristicky polynom zobrazeni ¢ je tvaru (A — A1) - - -+ - (A — Ap).

Zvolme Vo = {0}, V1 = (u1), kde u; je libovolny vlastni vektor
s vlastni hodnotou A;. Podle ptedeslé véty je charakteristicky poly-
nom zobrazeni @y v, tvaru (A—A2)- - - -(A—A,). Pfedpokladejme,
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3.29. Nechf jsou dany dvé urny, které obsahuji dohromady n bilych
a n Cernych kouli. V pravidelnych ¢asovych intervalech je z obou uren
vylosovdna jedna koule a pfemisténa do druhé urny, pfi¢emzZ pocet
kouli v obou urnéch je na zacétku (a tedy po celou dobu) pravé n. Za-

dejte tento Markoviv proces pravdépodobnostni matici pfechodu 7.

ReSeni. Tento pifklad se pouZiva ve fyzice jako model prolinani dvou
nestlacitelnych kapalin (jiZ v roce 1769 ho zavedl D. Bernoulli) nebo
analogicky jako model difiize plynd. Stavy O, 1, ..., n budou odpovi-
dat kupf. poctu bilych kouli v jedné pevn€ zvolené urné. Tento tidaj
totiZ soucasné zadava, kolik c¢ernych kouli je ve zvolené urné (vSechny
ostatni koule jsou pak ve druhé z uren). Pokud v jistém kroku dojde ke
zmeéné stavu j € {1,...,n}na j — 1, znamend to, Ze ze zvolené urny

byla vytazena bild koule a z druhé cernd. To se stane s pravdépodob-

nosti
. . .2
Sl _ )
n n n?
Ptechodu ze stavu j € {0, ..., n—1}do j+1 odpovida vytaZeni Cerné

koule ze zvolené urny a bilé z té druhé s pravdépodobnosti

n—j n—j _(m—jy
n n n?2

Soustava zlstane ve stavu j € {1, ..., n — 1}, jestliZe z obou uren byly
vytazeny koule stejné barvy, coZ md pravdépodobnost
Jon—j n—j j_2jn=J)
L. 4+ — L= ——
n n n n n

Dodejme, Ze ze stavu 0 se nutné (s pravdépodobnosti 1) pfechdzi do
stavu 1 a Ze ze stavu n se s jistotou prechdzi do stavu n — 1. UvdZenim
vySe uvedeného dostdvame hledanou matici

0 1 0 0 0 0
n2 2-1(n—1) 22 0 0 0
0 w-1D2 22m-2 . 0 0 0
1
T=—
n2
0 0 0 2-n=22 (n—1)72 0
0 0 0 22 2-n—D1 n?
0 0 0 0 1 0
pro poradi stavi 0, 1, ..., n.

Pfi uziti tohoto modelu ve fyzice nds samozfejmé& zajiméd sloZeni
uren po uplynuti ur¢ité doby (po daném poctu vymén v zdvislosti na
predeslém sloZzeni uren). Bude-li pocatecni stav napt. 0, miZeme po-
moci mocnin matice T sledovat, s jakou pravdépodobnosti ptfibyvaji
ve zvolené urné bilé koule. Také 1ze potvrdit oCekdvany vysledek, Ze
pocétecni rozdéleni kouli bude ovliviiovat jejich rozdéleni po delsi

dobé zanedbatelnym zpiisobem.

7e jsme jiz sestrojili linedrné nezavislé vektory uq, . . ., uy ainvari-
antni podprostory V; = (uy...,u;),i =1,...,k < n, takové, Ze
charakteristicky polynom ¢y v, je tvaru (A — Agy1)----- A—=Xp)

ap(ui) € (Aj -u; + Vi—1) provsechnai =1, ..., k.

Zejména tedy existuje vlastni vektor ug+; + Vi € V/Vi
zobrazen{ @y ,y, s vlastni hodnotou Aryj. UvaZme nyni prostor
Vit1 = (u1, ..., ur+1). Kdyby byl vektor uy1 linedrni kombi-
naci vektord uy, ..., ux, znamenalo by to, Ze uyy1 + Vi je nulova
titida v V/ Vg, to ale nenf moZzné. Je proto dim Vi1 = k+1. Zbyva
studovat indukované zobrazeni v v, , . Charakteristicky polynom
tohoto zobrazeni je stupné n — k — 1 a dé€li charakteristicky po-
lynom zobrazeni ¢. Pritom doplnénim vektort uy, ..., ugy; do
baze V dostaneme blokovou matici zobrazeni ¢ s horni trojihel-
nikovou submatici B v hornim levém rohu a nulou v levém dolnim
rohu, jejiZz diagondlni prvky jsou pravé skalary A1, ..., Ax1. Proto
maji kofeny charakteristického polynomu indukovaného zobrazen{
pozadované vlastnosti. (]

3.37. Poznamky. Pokud existuje rozklad celého prostoru V na
L pfimy soucet vlastnich podprostort, existuje baze
__ 7 vlastnich podprostorGi a pfedchozi véta vlastné
nefika vibec nic zajimavého. Jeji sila ov§em spociva
Z v tom, Ze jedinym jejim pfedpokladem je existence
dim V kofent charakteristického polynomu (véetné nasobnosti).
To je ovSem zaruceno, je-li pole K algebraicky uzaviené, napf.
pro komplexni ¢isla C. Pfimym dasledkem pak jsou zajimava
tvrzeni o determinantu a stopé zobrazeni: jsou vzdy soulinem,
resp. souctem prvki ve spektru. Tuto skute¢nost mlizeme pouZit
i pro vSechny redlné matice. MliZeme je totiZ vZdy povaZovat
za komplexni, spocitat potfebné, a protoZe determinant i stopa
jsou algebraické vyrazy v prvcich matice, vysledkem budou pravé
hledané redlné hodnoty.

KdyZz je na vektorovém prostoru V zadan skaldrni
sou¢in, mizeme v kaZzdém induktivaim kroku dikazu pted-
choziho tvrzeni vyuzit skute¢nosti, Ze vidy V/V, =~ VkJ‘ a
Vi > u = @ + Vi) € V/Vi. Toznamend, 7e v kazdé
tiidé rozkladu V /Vj existuje pravé jeden vektor z VkJ‘. Skute¢né,
tuto vlastnost ma faktorovy prostor podle libovolného podprostoru
v unitdrnim prostoru — pokud u, v € Vkl jsou v jedné tride, pak
jejich rozdil patii do Vi N VkJ‘, tedy jsou stejné. MiiZeme tedy jako
reprezentanta ug41 nalezené tfidy, tedy vlastniho vektoru ¢y v, ,
zvolit prave vektor z VkJ‘. Touto modifikaci dojdeme k ortogonaln{
bazi s vlastnostmi pozadovanymi v tvrzeni o triangulovatelnosti.
Proto existuje i takova ortonormalni baze:

Diusledek (Schurova véta o ortogondlni triangulovatelnosti).
Necht ¢ : V. — 'V je libovolné linedrni zobrazeni (redlného
nebo komplexniho) unitdrniho prostoru s m = dimV vlastnimi
hodnotami (véetné ndsobnosti). Pak existuje ortonormdini bdze
prostoru V takovd, Ze ¢ v ni ma horni trojithelnikovou matici
s viastnimi ¢isly A1, . .., Ay na diagondle.

3.38. Véta. Nechio V. — V je linedrni zobrazeni. Soucet koieno-
vych prostorii

Ris - Ray

prislusnych riiznym viastnim hodnotam A1 . . ., Ay je piimy. Navic
Jje pro kaZdou viastni hodnotu ) dimenze podprostoru R, rovna
Jjeji algebraické ndasobnosti.
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Kdybychom jednotlivé koule ocislovali, misto vybéru po jedné

soNv W

kouli z uren vylosovali néjaké z ¢isel 1,2, ..., 2n a kouli, jejiz Cislo
bylo vytazeno, premistili do druhé urny, obdrzeli bychom Markoviv
proces se stavy 0, 1,...,2n (pocet kouli ve zvolené urné), kdy se
tak uz nerozliSuje barva kouli. Tento Markovlv fetézec je rovnéz ve
fyzice dulezity. (P. a T. Ehrenfestovi jej zavedli v roce 1907.) PouZiva
se jako model vymény tepla mezi dvéma izolovanymi télesy (teplota

je reprezentovana poc¢tem kouli, t€lesa urnami). U

Dalsi vyuziti Markovovych fetézct viz strana (||[B=X4||).

E. Unitarni prostory

JiZ v minulé kapitole jsme definovali skaldrni souc¢in v redlnych
vektorovych prostorech (viz Z40), v této kapitole rozSifujeme jeho de-

finici i na komplexni vektorové prostory (viz B23).

s

3.30. Grupy O(n) a U(n). UvdZime-li vSechna linedrni zobrazeni
z R? do R3, kterd zachovévaji dany skaldrni soucin, tedy vzhledem
k definicim délky vektori a odchylky dvou vektort linedrni zobrazeni
zachovdvajici délky a dhly, tak tato tvofi ziejmé vzhledem ke sklddédni
zobrazeni grupu (viz [T; sloZen{ dvou takovych zobrazeni je z definice
zobrazeni zachovdvajici délky a dhly, jednotkovym prvkem je iden-
tické zobrazeni, inverznim prvkem k danému zobrazeni je zobrazeni
k nému inverzni — diky podmince na zachovavan{ velikosti existuje).
Matice téchto zobrazeni tedy tvofi vzhledem k ndsobeni matic grupu
(viz oddil IT), fikdme ji ortogondlni grupa, zna¢ime 0(n). Je to pod-
grupa vSech invertibilnich zobrazeni z R" do R".

PoZadujeme-li navic po maticich zobrazeni, aby mély determinant
roven jedné, hovorime o specidlni ortogondlni grupé SO(n) (obecné
mizZe byt determinantem matice z O(n) ¢islo 1 ¢i —1).

Obdobné definujeme unitdrni grupu U(n) jakoZto grupu vSech
(komplexnich) matic, které odpovidaji komplexné linedrnim zobraze-
nim z C" do C", ktera zachovdvaji dany skaldrni sou¢in v unitdrnim
prostoru. Stejn€ pak SU (n) znaéi podgrupu matic v U (n) s jednotko-
vym determinantem (obecné mutiZze byt determinantem libovolnad kom-
plexnf jednotka).

Nésledujici uloha vyZaduje znalost integrovdni komplexné hod-
notové funkce jedné redlné proménné. S timto pojmem se se-

zndmime a7 v Sesté kapitole, po¢inaje odstavcem 618, Pokud

se Ctendf s integrovanim doposud nesetkal, miiZe tuto tGlohu

s klidnym svédomim pieskocit.

3.31.

zobrazeni ¢ z unitarniho prostoru V' linedrni:

Uvazujme vektorovy prostor V funkci R — C. Urcete, zda je

DUkaz. Diikaz provedeme indukci pres pocet k kofeno-
&\ vych prostord. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni vidy

-3y, plati pro méné nez k prostord a Ze pro vektory
w//// up € Ry, ..., uk € Ry, platiug +---+ug = 0. Pro
%7 vhodné j pak (¢ — Ax -idy)Y (ux) = 0 a zdroveii jsou
yi = (¢ — Ak -idy )/ (u;) nenulové vektory v Ry, i = 1,...,k—1,
pokud u; jsou nenulové, viz véta B34.

Pfitom ale

k
y1+...+yk_1:Z((p—)»k-idv)j(ui)zo

i=1

a tedy podle induk&niho pfedpokladu jsou v8echny y; nulové. Pak
oviem i u; = 0 a linedrni nezavislost je dokazana.

Zbyva ukdzat, ze dimenze kazdého kotfenového prostoru R,
je rovna algebraické ndsobnosti kofenu A charakteristického po-
lynomu. Nechf tedy je A vlastni hodnota ¢, oznaéme ¢ zGZeni
olr, a Y V/R) — V/R, nechf je zobrazeni indukované
¢ na faktorovém prostoru. Pfedpokliadejme, Ze dimenze R, je
mens$i neZ ndsobnost kofenu A charakteristického polynomu. Podle
lemmatu to znamend, Ze A je i vlastni hodnotou zobrazeni
Y. Necht (v + Ry) € V/R, je piislusny vlastni vektor, tj.
(v + Ry) = A (v + Ry) coZ podle definice znac¢i
v ¢ Ryae(v) = A - v + wpro vhodné w € R,. Mame
tedy w = (¢ — A -idy)(v) a(p — A - idy)/ (w) = 0 pro vhodné
Jj. Celkem jsme dovodili (¢ — A - idy)/ ! (v) =0, co? je ve sporu
s volbou v ¢ R,;.

Tim jsme dokdzali, Ze dimenze R, je rovna ndsobnosti kofene
A charakteristického polynomu ¢. (]

Dasledek. Pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ :' V. — V, jeho? celé
spektrumjevK je V =R, ®---®R;, pfimym souctem koreno-
vych podprostorii. Zvolime-Ii vhodné bdze téchto podprostorii, pak
@ ma v této bazi blokove diagondlni tvar s hornimi trojithelniko-
vy¥mi maticemi v blocich a viastnimi hodnotami A; na diagondle.

3.39. Nllpotentnl a cyklicka zobrazeni. Nyni jiZ mame skoro
_ Ve pripraveno pro diskusi kanonickych tvard matic.
: g Zbyva jen vyjasnit vztah mezi cyklickymi a nilpotent-
W nimi zobrazenimi a poskladat dohromady jiZ pfipra-
vené Vysledky

Véta. Necht ¢ : V. — V je nilpotentni linedrni zobrazeni. Pak
existuje rozklad V na primy soucet podprostori V. = V1 ®--- @V
takovych, Ze ziiZeni ¢ na kterykoliv z nich je cyklické.

Dtkaz. Ovéfeni je docela piimocaré a spociva v konstrukei

takové baze prostoru V, Ze akce zobrazeni ¢ na bazovych

. Vvektorech pfimo ukazuje rozklad na cyklickd zobrazeni.
)' Postup bude ale ponékud zdlouhavy.

Nechi &k je stupeni nilpotentnosti zobrazeni ¢

a ozname P; = im(gai ),i =0,...,k, tzn.
O} =P CP1CS--CPICSP=V.
Vyberme libovolnou bdzi e]f_l, ey ekk__I] prostoru Py_1, kde

Pk—1 > 0je dimenze Py_1. Z definice plyne, Ze Py—1 C Ker g, tj.
vzdy (p(e]]‘fl) =0.

Predpokladejme, 7Ze Pr—1 # V. Protoze Px—1 = ¢(Pr—2),
nutné existuji v Py_» vektory 81;472, j=1,..., pr—1, takové, Ze
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i) o(u) = lu,kde A € C,

i) @(u) = u’,
iii) ) = u*(= u.u),
iv) ) = 4.

V je pro vhodné funkce unitdrni prostor nekone¢né dimenze. Skaldr-

nim soucin se definuje vztahem f - g = [~ f(x) g(x)dx.

3.32. Ukazte, ze pokud je H hermiteovska matice, pak je
U = exp(iH) = Y ol o(=D"L(H)"
unitarni matice a spoctéte jeji determinant.
Reseni. Z definice exp lze ukdzat, Ze plati
exp(A + B) = exp(A) - exp(B)
tak, jak jsme zvykli u exponencidlniho zobrazeni v oboru ¢isel. Vzhle-
dem k tomu, Ze obecné plati (¢ + v)* = u* 4+ v* a (cv)* = cv*, tak
dostdvame
* = n 1 . n ’ = n 1 . *\N
Ut = (2_(;< D= (iH) ) —;( D"~ (—iH")",
a protoze H* = H, tak

o0
1
* __ _ n__(_5 n __ 7
U= =) (=)' —(=iH)" = exp(~iH),
n=0
a proto

U*U = exp(iH) exp(—iH) = exp(0) = 1. O

3.33. Hermiteovské matice A, B, C spliiuji [A, C] = [B,C] = 0
a [A,B] # 0, kde [,] je komutdtor matic definovany vztahem
[A, B] = AB — BA. Ukazte, zZe aspoil jeden vlastni podprostor matice
C musi mit dimenzi vétsi nez 1..

ReSeni. Budeme dokazovat sporem. Pfedpokldddme tedy, Ze viechny
vlastni podprostory operatoru C maji dim = 1. Pak mtZzeme pro libo-
volny vektor u psdtu = « CkUk, kde uy jsou linedrné nezdvislé nor-
mované vlastni vektory operdtoru C vlastnim ¢islem Ay (a cy = u - uy)

Pro tyto vlastni vektory pak zjevné plati
0= [A, C]Mk = ACl/tk — CAuk = )\.kAuk — C(Auk).

Odtud vidime, Ze Auy je vlastnim vektorem matice C s vlastni hodno-

z X7

tou A¢. To ovSem znamend, Ze Auy = Afuy pro néjaké &islo A}, Stejné
tak odvodime Bu; = AZuy pro néjaké &islo Af. Pro komutétor matic

A a B pak dostdvdme
[A, Bluy = ABuy — BAu, = M APuy — AP Afu, = 0.
To ov8em znamend

[A. Blu =[A, Bl Y _ca — ) _ cilA, Bluy =0,
k k

a protoZe u bylo libovolné, znamend4 to, Ze [A, B] = 0, coZ je spor. J

(p(el;_z) = e’; ~! Predpoklddejme

k—1

k—1 k=2 k=2 __
alel +“.+apk—lepk,1 +b]€1 +-“+bpk—lepk,| =0.

Aplikaci zobrazenf ¢ na tuto linedrnf kombinaci ziskdme
k—1 k—1 _
blel +.“+bpk—lepk,1 _O’
proto jsou vSechny b; = 0. Pak ale i a; = 0, protoZe se jednd
o kombinaci bazovych vektorti. Celkem jsme tedy ovéfili linedrni
nezavislost vSech 2p;_1 zvolenych vektort. Dopliime je do baze

k—1 k—1

€ e lp 1

k—2 k=2 k-2 k—2
Y Y YR PRRRRY et

prostoru Px_j. Navic jsou obrazy pridanych bazovych prvki
v Pr_1, nutné tedy museji byt linedrnimi kombinacemi bazovych

prvka ell‘_l, ...,e’l‘,;_ll. MizZeme proto zaménit zvolené vektory
k—2 k—2 k=2 k—2 . o .
€ 1 s vektory €; (p(ej ). Tim docilime, ze

doplnéné vektory do baze Py, patii do jadra zobrazeni ¢.
Pfedpokladejme to pfimo o zvolené bazi.

Predpokladejme déle, Ze jiZ mdme sestrojenu bdzi podpro-
storu Py_, takovou, Ze ji miZeme poskladat do schématu

k—1 k—1

ey €

k—2 k—2 k—2 k—2

€] ey € e € s

k—3 k—3 k—3 k—3 k—3 k—3

€] sl € e € € e € s

k—¢ k—t  k—¢ k—€  k—t k—¢ k—¢
€] e € € e € s € s € s €

kde hodnota zobrazeni ¢ na libovolném bazovém vektoru se na-
chézi nad nim, nebo je nulovd, pokud nad zvolenym vektorem
baze jiZ nic neni. Pokud je Py_y # V, opét musi existovat vek-

k—0—1 k—0—1 , .. k—¢ k—¢
toryc e K ...,e.pk_é , které se zobrazuji na e . ep
a mtZeme je doplnit do baze Py_;_1, feknéme vektory
k—£—1 k—£—1
el’k—£+1’ e ey

Pfitom postupnym odecitanim hodnot iteraci zobrazeni ¢ na téchto
vektorech dosdhneme opét toho, Ze doplnéné vektory do baze
Py_¢—1 budou lezet v jadru ¢ a analogicky jako vySe ovétime, Ze
skuteéné dostaneme bazi Pr_y_1.

Po k krocich ziskame bdzi celého V, kterd ma vlastnosti uve-
dené pro bazi prostoru Py_. Jednotlivé sloupce vysledného sché-
matu pak generuji hledané podprostory V; a navic jsme pfimo nasli
baze téchto podprostorti ukazujici, Ze pfislu$na ziZeni ¢ jsou cyk-
lickd zobrazen. 0

3.40. Dikaz Jordanovy véty. Nech( Aj, ..., Ar jsou vSechny
1 1izné vlastni hodnoty zobrazeni ¢. Z piedpokladt Jorda-

novy véty plyne (vizB32,72e V =R, @ --- @ Ry,. Zob-
&, razeni ¢; = (@lR,, — A - idR, ) jsou nilpotentni, a proto
je kazdy z kofenovych prostorti pfimym souétem

Ry =Py @@ Pj»,

prostort, na nichZ je ziZeni zobrazeni ¢ —A; -id y cyklické. Matice
téchto ziiZenych zobrazeni na P, s jsou Jordanovy bloky piislu§né
k nulové vlastni hodnot¢€, ztizen¢ zobrazeni ¢| p, ; ma proto za ma-
tici JordanGv blok s vlastn{ hodnotou 2;.

Pro dikaz Jordanovy véty zbyva dokdzat tvrzeni o jedno-
znacnosti. ProtoZe diagondlni hodnoty A; jsou dédny jako kofeny
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3.34. Pouziti v kvantové fyzice. V kvantové fyzice se fyzikdlni

\\I7, veli¢ing nepfifazuje ¢iselnd hodnota, tak jak tomu je v kla-

NS
> =
) ~

sické fyzice, nybrz hermiteovsky operator. To nenf nic jiného,
neZ hermiteovské zobrazeni, které ovS§em muzZe vést, a ¢asto
taky vede, mezi unitdrnimi prostory nekone¢né dimenze (mdZeme si to
predstavit tfeba jako matici nekone¢ného rozméru). Vektory v tomto
unitdrnim prostoru potom reprezentuji stavy daného fyzikdlniho sys-
tému. Pfi méfeni dané fyzikalni veli¢iny mtizeme dostat jen hodnoty,
které jsou vlastnimi hodnotami piislu$ného operatoru.

Napriklad misto soufadnice x mdme operétor soufadnice x. Je-li
stav systému popsén vektorem v, pak plati x (v) = xv, tzn. je to ndso-
beni vektoru redlnym ¢islem x. Na prvni pohled je tento hermiteovsky
operdtor jiny nez naSe priklady z kone¢né dimenze. Evidentné je totiz

kazdé redlné &islo vlastnim ¢islem (X ma tzv. spojité spektrum). Po-

dobné, misto rychlosti (pfesnéji hybnosti) mame operator p = —i [zix.
Vlastni vektory jsou feSen{ diferencidlni rovnice —i Z—z = Av.lvtomto

pfipadé je spektrum spojité. To je vyjadfenim faktu, Ze piislusnd fy-
zikdln{ veli¢ina je spojitd (miZe nabyvat libovolné redlné hodnoty).
Naproti tomu mame fyzikaln{ veli¢iny. napf. energie, které mohou na-
byvat jen diskrétni hodnoty (energie je kvantovana). Pfislusné opera-
tory jsou pak opravdu podobné hermiteovskym maticim, jen maji ne-

konecny pocet vlastnich Cisel.

3.35. Ukaite, Ze X a p jsou hermiteovské a Ze

[x, p]l =i.

ReSeni. Pro libovolny vektor v plati

A aAan dv - d(xv)
(X, plv=Xpv — pxv=x(—i—) +i —=iv
dx dx
a odtud uZ pfimo vyplyva nase tvrzeni. ]

3.36. Ukazte
[# — p. & + pl = 2i.

ReSeni. Evidentné plati [, %] = 0 a [p, p] = 0 a zbytek vyplyva
z linearity komutétoru a z minulého piikladu. ]

3.37. Jordanuv tvar. Najdéte Jordanv tvar matice A a napiSte
pfislusny rozklad. Jakd je geometrickd interpretace rozkladu této

matice?
. (-1 1
A= <—6 4)’
. (-1 1
ii) A= <_4 3> .

charakteristického polynomu, je jejich jednoznac¢nost ziejma. Vy-
jadiime rozméry jednotlivych Jordanovych blokl prostiednictvim
hodnosti 7; (A;) zobrazeni (¢ — A; - idy)*. Tim bude jasné, Ze az
na poradi jsou bloky jednozna¢né uréeny. Naopak, pfehozen{ blokt
odpovida precislovani vektord baze, 1ze je tedy ziskat v libovolném
pofadi.

Je-li ¥ cyklicky operator na n-rozmérném prostoru, pak de-
fekt iterovaného zobrazeni ¥* je k pro 0 < k < n a je n pro
viechna k > n. Odtud plyne, Ze pokud matice J zobrazen{ ¢ ob-
sahuje di (A) Jordanovych blokl fadu k s vlastni hodnotou A, pak
defekt matice (J — A - E)¢ je

diX) +2do(A) + .. lde(X) +Ldpr 1 (M) .. ..
Odtud spocitime

n—re(A) =di(A) +2da(A) + - - + Ldg (M) +
+Lldp 1 (W) + -+ dr(A) =
=7k—1(A) = 2re () + 11 (V)

(kde posledni fadek vznikne kombinaci pfedchoziho pro hodnoty
C=k—1,k, k+1).

3.41. Poznamka. Dikaz véty o existenci Jordanova kanonického
tvaru byl sice konstruktivni, neddvd ndm ale doko-
= nale efektivni algoritmicky postup pro jejich hle-
2~/ déni. Nyni shrneme jiZ odvozeny postup explicitniho
vypoc¢tu baze, v niZ ma dané zobrazenigp : V — V
matici v kanonickém Jordanové tvaru.

(1) Najdeme koteny charakteristického polynomu.

(2) JestliZe jich je méné nez n = dim V, véetné ndsobnosti, kano-
nicky tvar neexistuje.

(3) Je-li n linearn¢ nezavislych vlastnich vektoril, ziskame bazi
V z vlastnich vektor( a v ni ma ¢ diagondlni matici.

(4) Necht A je vlastni hodnota s geometrickou ndasobnosti mens{
nez algebraickou a vq, ..., vg nechf jsou pfislusné vlastni
vektory. To by mély byt vektory na hornim okraji schématu
z dikazu véty B39, je ovSem nutné najit vhodnou bazi apli-
kacemi iteraci ¢ — A - idy. Zaroven pfitom zjistime, ve kte-
rém fadku se vektory nachazeji, a najdeme linedrné nezavisla
feSeni w; rovnic (¢ — Aid)(x) = v; z Ffadkl pod nimi. Postup
opakujeme iterativné (tj. pro w; atd.). Najdeme tak ,fetizky*
bazovych vektorti zaddvajicich podprostory, kde ¢ — Lid je
cyklické.

Postup je prakticky pro matice, kde ndsobnosti vlastnich hodnot

jsou malé, nebo aspon diskutované stupné nilpotentnosti jsou malg.

Napft. pro matici

2 01
A=1|0 2 1
0 0 2

dostaneme dvourozmérny podprostor vlastnich vektort
<(1 9 O? O)? (07 1’ O))'

Potiebujeme proto najit feSeni rovnic (A — 2E)x = (a, b, 0)T pro
vhodné konstanty a, b. Tento systém je ovS§em feSitelny pouze pro
a = b ajedno z moZnych feseni je v = (0,0, 1),a = b = 1. Celad
hledana baze pak je (1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0). VSimnéme si, 7e
jsme méli spoustu voleb a bazi s pozadovanymi vlastnostmi je tedy
mnoho.
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ReSeni. i) Nejprve spoéitame charakteristicky polynom matice A
—1—-x 1

A-2El=| _ " ,_, =12 =31 +2.
Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny tohoto polynomu, to znamend
A1 = 1, 2. ProtoZe matice je fddu dva a mame dvé rtizné vlastni
hodnoty, je Jordandv tvar diagondlni matice J = (1) (2) . Vlastni
vektor (x, y) ptislusny vlastni hodnoté 1 spliiuje 0 = (A — E)x =
:é ; ;C)), tj. —2x + y = 0. To jsou pravé ndsobky vektoru

(1, 2). Podobng zjistime, Ze vlastnim vektorem k vlastni hodnoté 2 je
(1, 3). Jordandv tvar ndm fik4, Ze matice A urcuje takové linearni zob-
razeni, které md v bazi vlastnich vektora (1, 2), (1, 3) vySe uvedeny
diagondlni tvar. To znamend, Ze ve sméru (1, 2) se nic nedéje a ve
sméru (1, 3) se kazdy vektor protdhne na sviij dvojnasobek.

Matici P takovou, ¢ A = P - J - P~!, pak dostaneme napsanim

téchto vlastnich vektort do sloupct, tj. P = G ;) . Pro matici A pak

mame A = P-J-P~ ' Inverzni matice k P matvar P~} = <_32 _11>

a dohromady pak dostdvame
-1 1\ (1 1\(1 O 3 -1
-6 4) \2 3J\0 2)\-2 1)
ii) Charakteristicky polynom matice A je v tomto piipadé

—1—x 1
—4 32

Dostdvame tedy dvojndsobny kofen A = 1 a pfislusny vlastni vektor

(x, y) splituje
-2 1\ (x
-4 2J\y)"’

To jsou, opét jako v minulém prikladu, ndsobky vektoru (1, 2). To, Ze

|A — LE| = =2 =21+1=0.

0=(A—E)x=<

feSenim této rovnice nejsou dva linedrné nezavislé vektory, fika, Ze
Jordantiv tvar v tomto piipad€ nebude diagondlni, ale bude to matice
1 1
0 1
(1, 2) a vektor, ktery se na tento vektor zobraz{ zobrazenim A — E. Je

. Bazi, ve které ma matice A tento tvar, tvoii vlastni vektor

tedy feSenim soustavy rovnic

=2 11\ _ (-2 11
-4 2|2 0 0|0 )"
To jsou ndsobky vektoru (1, 3). Dostavame tedy stejnou bazi jako v mi-

nulém prikladu a mizeme psat

-1 1\ (1 1\ (1 1 3 -1
-4 3)7\2 3J\0 1)\-2 1)°
Zobrazeni ted plisobi na vektor tak, Ze slozka ve sméru (1, 3) zlstava

stejnd a ke slozka ve sméru (1, 2) se bude ndsobit souctem koeficientd,

které urcuji slozky ve smérech (1, 3) a (1, 2). O

5. Rozklady matic a pseudoinverze

z Xz

V minulé ¢asti jsme s soustfedili na geometricky popis struk-
., tury zobrazeni. Ted naSe vysledky pfelozime
> > d0 jazyku tzv. rozkladi matic, coz je obzvlast
dalezité téma pro numerické postupy a mati-
i ~ covy polet obecné.

I pfi pocitan{ s realnymi ¢isly uZivame pro zjednodu$eni roz-
klady na souciny. Nejjednoduss$im je vyjadieni kazdého redlného
¢isla jednoznacné ve tvaru

a = sgn(a) - lal,

tj. jako soucin znaménka a absolutn{ hodnoty. V dalS$im textu si uve-
deme stru¢né prehled nékolika takovych rozkladd pro riizné typy
matic, které byvaji nesmirné uZite¢né pfi numerickych vypoctech
s maticemi. Napfiklad jsme vhodny rozklad pro pozitivné semi-
definitni symetrické matice vyuZili v odstavci B3 pro konstrukci
odmocniny z matice.

3.42. LU-rozklad. Za¢neme preformulovanim nékolika vy-
sledkd, které jsme uz davno odvodili. V odstavcich
71 a 8 jsme upravovali matice nad skalary z libo-
fii, volného pole na fadkovy schodovity tvar. K tomu
“Ar~iz=—— jsme pouZivali elementarni tipravy, které spocivaly
v postupném ndsobeni nasi matice invertibilnimi dolnimi trojihel-
nikovymi maticemi P;, které postihovaly pfi¢itani ndsobkd fadka
pod pravé zpracovavanym fadkem.

Predpokladejme pro jednoduchost, Ze nase matice A je ¢tver-
cova a 7e pri Gaussové eliminaci nejsme nuceni prehazovat radky,
a proto vSechny nase matice P; mohou byt dolni trojihelnikové
s jednickami na diagondlach. Konecné, staci si povSimnout, Ze
inverzni matice k takovymto P; jsou opét dolni trojihelnikové
s jednickami na diagondalach a dostavame

kde U je horn{ trojihelnikovd matice a tedy
A=L-U,

kde L je dolni trojihelnikova matice s jedni¢kami na diagondle
a U je horni trojihelnikova. Tomuto rozkladu se fikd LU—rozklad
matice A.

V pfipadé obecné matice miZzeme pii Gaussové eliminaci na
fadkové schodovity tvar potfebovat navic permutace fadkd, nékdy
i sloupcti matice. Pak dostavame obecnéji:

Véta. Pro kaZdou matici A existuji permutacni matice P, Q, dolni
trojithelnikova matice L a horni trojithelnikovd matice U tak, Ze

A=P.-L-U-Q.

3.43. Poznamky Pfimym dasledkem Gaussovy eliminace bylo
_ také zjiSteni, Ze az na volbu vhodnych bézi na de-
" finiénim oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazen{
- £ — f :V — W zadano matici v blokové diagondlnim
tvaru s Jednotkovou matici, s rozmérem danym dimenz{ obrazu f
a s nulovymi bloky vSude kolem. To lze pfeformulovat takto: Kaz-
dou matici A typu m/n nad polem skalart K Ize rozlozit na soucin

E O
A=P~<0 0>~Q,

kde P a Q jsou vhodné invertibilni matice.
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3.38. Najdéte Jordanliv tvar matice A a napiSte prisluSny roz-
klad. Jakd je geometrickd interpretace rozkladu této matice?
A =L 5 -1 5 —1

=3\ -2 4 4 1
se vektory v = (3, 0), Ajv a A,v rozklddaji vzhledem k bazi vlastnich

aA = % a nakreslete (narysujte), jak

vektordl matice A1, resp. A,.

ReSeni. Matice majf stejné Jordanovy tvary jako matice v minulém

prikladu a ob¢€ je maji v bazi tvofenou vektory (1, 2) a (1, —1), t.
1(5 =1\ _ (1 1\(1 0\/1 1)\
3\-2 4 ) \2 —-1)\0 2/J\2 -1
1(5 =1\ _ (1 1\(1 1\(1 1Y\
3\4 1) \2 —-1)J\0 1)J\2 -1 '

Pro vektor v = (3, 0) dostivime v = (1,2) + 2(1, —1) a pro jeho
obrazy Ajv = (5,-2) = (1,2)+2-2-(1,—-1)a Ay = (5,4) =
=2+ D-1,2)+2-(1,-D. U

F. Rozklady matic

3.39. Vyvrafte nebo dokazte:
e Nechf A je &tvercovd matice n x n. Pak je matice AT A je
symetricka.
e Nechf ¢tvercova matice A md pouze kladné redlné vlastni
hodnoty. Pak je A symetrick.
3.40. Naleznéte LU-rozklad nasledujici matice:
-2 1 0
-4 4 2
-6 1 —1
ReSeni. Rozklad je roven
1 0 O -2 10
2 1 0 0 2 2
3 -1 1 0 01

Nejprve vyndsobime matice odpovidajici Gaussoveé eliminaci, dosta-
vame tak pro plvodni matici A, XA = U, kde X je dolni trojdhel-
nikovd dand zminénym soucinem, U horni trojihelnikova. Z této rov-
nosti mdme A = X~'U, co# je hledany rozklad (musime tedy spo&itat
inverzi k X). O

3.41. Naleznéte LU-rozklad matice | 1 —1 2 |. O

Pro ¢tvercové matice jsme v B32 ukazali pii diskusi vlastnost{
linearnich zobrazeni f : V — V nakomplexnich vektorovych pro-
storech, Ze kazdou ¢tvercovou matici A dimenze m umime rozlozit
na soucin

A=P.B-P!

kde B je blokové diagondlni s Jordanovymi bloky pfislu$nymi
k vlastnim ¢islim na diagonale. Skute¢né jde o pouhé prepsani Jor-
danovy véty, protoZe ndsobeni matici P a jeji inverzi z opacnych
stran odpovidd v tomto piipadé pravé zméné baze na vektorovém
prostoru V' a citovana véta tikd, Ze ve vhodné bdzi ma kazdé zob-
razen{ Jordaniv kanonicky tvar.

Obdobné¢ jsme také pii diskusi samoadjungovanych zobrazen{
dokazali, Ze pro redlné symetrické nebo komplexni hermiteovské
matice existuje vZdy rozklad na soucin

A=P.B.P*

kde B je diagondlni matice se vSemi (vZdy redlnymi) vlastnimi
Cisly na diagondle, véetné nasobnosti. Skuteéné, jde opét o soucin
s maticemi vystihujici zménu bédze, nicméné pfipoustime nyni
pouze zmény mezi mezi ortonormdlnimi bazemi a proto i matice
prechodu P musi byt ortogondlni. Odtud P~! = P*,

Pro redlna ortogondlni zobrazeni jsme odvodili obdobné vy-
jadieni jako u symetrickych, pouze nase B bude blokové dia-
gondlni s bloky rozméru dva nebo jedna vyjadfujicimi bud ro-
taci nebo zrcadlenf nebo identitu vzhledem k pfisluSnym podpro-
stortim.

3.44. Véta o singularnim rozkladu. Nynf se vratime k obecnym
linedrnim zobrazenim mezi (obecné riznymi) vekto-
rovymi prostory. JestliZe na nich je definovan skalarn{
soucin a omezime se ptitom na ortonormdlni baze, mu-

S sime postupovat o hodné rafinovanéji, nez v piipadé
bézi libovolnych:

Véta. Necht A je libovolnd matice typu m/n nad redlnymi
nebo komplexnimi skalary. Pak existuji ctvercové unitdrni matice
U aV dimenzi m an, a redlnd diagondlni matice D s nezapornymi
prvky, dimenze r, r < min{m, n}, takové, zZe

e < (D O
A =USV*, s_(o 0

a r je hodnost matice AA*. PFitom je S urcena jednoznacné az
na poradi prvkit a prvky diagondlni matice D jsou druhé odmoc-
niny viasinich Cisel d; matice AA*. Pokud je A redlnd matice, pak
i matice U a 'V jsou ortogondlni.

Dtkaz. Predpoklddejme nejprve m < n a oznaéme
¢ : K" — K™ zobrazeni mezi redlnymi nebo
S » komplexnimi prostory se standardnimi skaldrnimi
" soudiny, zadané matici A ve standardnich bazich.
= Tvrzen{ véty miZeme pieformulovat tak, Ze exis-
tuji ortonormadlni baze na K" a K™, ve kterych bude mit ¢ matici
S 7 tvrzeni véty.

Jak jsme vid&li dfive, matice A*A je pozitivné semidefinitni.
Proto ma pouze redlnd nezdpornd vlastni ¢isla a existuje ortonor-
malni biaze w v K", ve které m4 piislusné zobrazeni ¢* o ¢ diago-
ndlni matici s vlastnimi ¢isly na diagondle. Jinymi slovy, existuje
unitarni matice V takovi, ze A*A = V BV* pro redlnou diagondln{
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3.42. Ray-tracing. V pocitacové 3D-grafice se obraz zobrazuje po-
moci algoritmu Ray-tracing. Zakladem tohoto algoritmu je aproxi-
mace svételnych vin paprskem (pfimka) a aproximace zobrazovanych
objektd mnohostény. Ty jsou tedy ohrani¢eny rovinami a je potfeba
spocitat, kam se na téchto rovindch odrdZi svételné paprsky. Z fyziky
pfitom vime, jak se paprsky odrdZi - dhel odrazu je roven Ghlu dopadu.
Z touto problematikou v rovin€ jsme se jiz potkali v piikladu ||T358].

Paprsek svétla ve sméru v = (1, 2, 3) dopadd na rovinu uréenou

rovnici x + y 4+ z = 1. V jakém sméru se paprsek odrazi?

ReSeni. Jednotkovy normélovy vektor k roviné je n = \%(1, 1, 1).
Vektor urcujici smér odrazeného paprsku vg bude leZet v rovin€ uréené
vektory v, n. MZeme jej tedy vyjadfit jako linedrni kombinaci téchto
vektord. Zarovenl ndm pravidlo thel odrazu je roven thlu dopadu ji-
—(vg,

rovnici pro koeficienty linedrni kombinace.

nymi slovy k4, Ze (v, n) = n). Odtud dostaneme kvadratickou

Y s

Pfiklad mtZeme vyfesSit i jednodussim, geometrickym zptisobem.

Z obrazku muZeme piimo odvodit,Ze
vg = v —2{(v,n)n

a v naSem pripad¢€ dostdvame vg = (—3, =2, —1). U

3.43. Singularni rozklad, polarni rozklad, pseudoinverze.

0 0 —1
2
Spocitejte singuldrni rozklad matice A = | —1 0 0 |. Nasledné
0 0 O
spocitejte jeji polarni rozklad a najdéte jeji pseudoinverzi.
ReSeni. Nejprve spocitime AT A:
0 -1 0\ /0 0 —3 100
ATA=10 0 O0]|l-1 0 o]=(0o00
-1 0 o/\0o 0 o0 00 1

a dostdvame diagondlni matici. Potfebujeme ale najit takovou ortonor-
mdlni bazi, ve které je matice diagondlni a nulovy fadek je aZ posledni.
Toho zjevné docilime oto€enim o pravy thel kolem osy x (soufadnice

y prejde na z a z pfejde na —y). Toto otoceni je ortogondlni trans-

1 0 O
formace dand matici V.= [0 0 1 ]. Tim jsme bez poc¢itani nasli
0 -1 0

rozklad AT A = VBV, kde B je diagondlni s vlastnimi &fsly (1, 1, 0)

na diagondle. ProtoZe ted mdme B = (A V)T (AV), tvoif sloupce ma-

tice
0 0 -3\ /1 0 O 0 17 0
Av=|-1 0 0]|0 0 1]=|-10 0
0 0 o/\0o -1 0 0 00

ortogondlni systém vektort, ktery znormalizujeme a doplnime do baze.

Ta md pak tvar (0, —1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1). Matice piechodu od této

matici s nezdpornymi vlastnimi ¢isly (dq, da, ..., dy,0,...,0) na

diagondle, d; # 0 pro vSechnyi =1, ..., r. Odtud
B =V*A*AV = (AV)*(AV).

To je ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcii matice AV
je ortogondlnich a zbyvajici jsou nulové, protoZe maji nulovou ve-
likost.

Oznacme nyni prvnich r sloupci vy, ..., v, € R™. Plati tedy
(vi,vi) =d;,i =1,...,r, anormované vektory u; = \/Ldj_v,‘ tvori
ortonormaln{ systém nenulovych vektord. Dopliime je na ortonor-
malnibdziu = uy, ..., u, celého K”. Vyjadiime-1i nase pivodn{
zobrazeni ¢ v bazich w na K” a u na K™, dostavdme matici v/B.
Ptechody od standardnich bazi k nové vybranym odpovidaji naso-
benf zleva ortogonadlnimi maticemi U a zprava V! = V*,

Pokud je m > n, miZeme aplikovat pfedchozi ¢4st dikazu na
matici A*. Odtud pak pfimo plyne pozadované tvrzeni.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou vSechny nase
kroky v dtikazu vy3e také realizovany v redlném oboru. ]

Tento dtikaz véty o singularnim rozkladu je konstruktivni
a miZeme jej opravdu pouZit pro vypocet unitdrnich, resp. orto-
gondlnich, matic U, V a diagonalnich nenulovych prvkii matice
S.

3.45. Geometrlcka interpretace. Diagondlnim hodnotdim ma-
tice D z ptedchozi véty se tika singuldrni hodnoty
matzce A. Preformulujme si tuto vétu v redlném

.....

- Pro prislu$né hnearnl zobrazeni g : R" — R™
map smgularm hodnoty skute¢né jednoduchy geometricky vy-
znam: Nechf K C R” je jednotkova sféra pro standardni skaldrn{
soucin. Obrazem ¢(K) pak vZdy bude (pfipadné degenerovany)
m-rozmérny elipsoid. Singularni ¢isla matice A jsou pritom ve-
likosti hlavnich poloos a véta navic fikd, Ze ptivodni sféra vidy
pripousti ortogondlni sdruZené priméry, jejichZ obrazem budou
pravé vSechny poloosy tohoto elipsoidu.

Pro Ctvercové matice je vidét, Ze A je invertibilni, pravé
kdyZ vSechna singuldrni ¢isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho
a nejmensiho singuldrniho ¢isla je dileZitym parametrem pro ro-
bustnost fady numerickych vypocti s maticemi, napf. pro vypocet
inverzni matice. Poznamenejme také, 7e existuji rychlé metody
vypocth, resp. odhadd, vlastnich ¢isel, proto Ize se singularnim roz-
kladem velmi efektivné pracovat.

3.46. Véta o polarnim rozkladu. Véta o singuldrnim rozkladu
je vychodiskem pro mnoho mimotadné uzite¢nych
ndstrojii. Uvazujme nyni nad nékolika piimymi
— £ disledky (které samy o sob¢ jsou dosti netrividlni).
Tvrzeni véty fik4 pro libovolnou matici A, af uz realnou nebo kom-
plexni, A = USW* s diagondlni S s nezdpornymi redlnymi &isly
na diagondle a unitarnimi U, W. Pak ov§em také A = USU*UW*

a pojmenujme si matice P = USU*, V = UW?™, Prvni z nich, P,
je hermiteovska (v redlném pripad¢ symetrickd) a pozitivné semi-
definitni, protoZe jde jen o zdpis zobrazeni s redlnou diagondln{
matici S v jiné€ ortonormalni bazi, zatimco V je coby souéin dvou
unitdrnich matic opét unitarni (v redlném piipadé ortogondlni).
Navic A* = WSU* atedy AA* = USSU* = P? a naSe matice

P je vlastné odmocninou ze snadno spocitatelné hermiteovské
matice AA*,
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0 10
baze ke standardni je pak U = | —1 0 0 |. Dohromady tak dosta-
0 01
vame rozklad A = U/BV7:
0 0 —3 0 1 0\ /1 00\ /10 0
-1 0 0]=[-100]|0 5 0]f[0 0 —1
0 0 0 0 01 0 00/\O 1 O

Geometricky lze rozklad zobrazeni interpretovat tak, Ze nejprve se vse
otoci o pravy thel kolem osy x, pak ndsleduje projekce do roviny xy
takovd, Ze jednotkova koule se zobrazi do elipsy s hlavnimi poloosami
la % a vysledek se otoc¢i o pravy thel kolem osy z.

Polarni rozklad A = P - W dostaneme ze singularniho jednoduse:
P:=UvBUT aW :=UVT 4.

0 1 0\ /1 00\ /0 —1 0 300
P=|-1 000 3 Oof|1 O Of=|0 10
0 0 1 0 0 0J\0O O 1 0 00
a
0 1 0y /1 0 O 0 0 -1
W=|-1 0 0]]l0 O —-1}J=[-1 0 O
0 0 1/\0 1 O 0 1 0
a z toho plyne
0 0 —3 3 00\/0 0 —1I
-1 0 0}=]010)f-1 0 O
0 0 O 0 0O 0 1 0
Pseudoinverzni matice je ddna vyrazem AT = VSUT, kde
1 00
S =10 2 0].Médme tedy
0 00
1 0 0\ /1 0 0y /0 -1 0 0 -1 0
At=10 0 1J]0 2 O]l O O)=(0 0 O
0 -1 0/\0O 0 0/ \O O 1 2 0 0
O

3.44. QR rozklad. QR rozklad matice A se dobie hodi v piipadé,
kdyz je dan systém linedrnich rovnic Ax = b, ktery sice nema feSeni,
ale my potfebujeme najit jeho co nejlepsi priblizeni. Chceme tedy mi-
nimalizovat ||Ax — b||. Podle Pythagorovy véty mame ||Ax — b||> =
= ||Ax — byl|> + 1611, kde b jsme rozloZili na by, které patii do
obrazu matice A a na b, které je k tomuto obrazu kolmé. Projekci
na obraz matice A miizeme psit ve tvaru Q Q7 pro vhodnou ortogo-
ndlni matici Q. Konkrétné tuto matici ziskdme Gram-Schmidtovou or-

QQO"h a proto
Q(QT Ax — QTb). Soustava v zdvorce uz ma fesent, pro

tonormalizaci sloupct matice A. Potom mdme b =
Ax — b =
které potom dostdvame ||Ax — b|| = ||b_ ||, coZ je minimdln{ hodnota.
Navic matice R := QT A je horni trojihelnikovd a proto poZadované

A

priblizné feSeni najdeme velmi lehce.

Predpokladejme, Ze A = PV = QU jsou dva takové rozklady
matice A na soudin pozitivn¢ semidefinitni hermiteovské a unitarn{
matice a pfedpokladejme, Ze A je invertibilni. Pak oviem je

AA* = PVV*P = P2 = QUU*Q = 0*

pozitivné definitni, a proto jsou matice Q = P = +/AA* jedno-
zna¢ng uréené a invertibilni. Pak oviem také U = V = P~ 1A,

Beze zbytku jsme tedy odvodili velice uZite¢nou analogii roz-
kladu redlného ¢&isla na znaménko (ortogondlni matice v pfipadé
dimenze jedna jsou pravé 1) a absolutni hodnotu (matice P, ke
které umime odmocninu).

Véta (Véta o polarnim rozkladu). KaZdou ctvercovou komplexni
matici A dimenze n Ize vZdy vyjadrit ve tvaru A = P -V, kde P
Jje hermiteovskad a pozitivné definitni ctvercova matice téZe dimenze
a'V je unitarni. Pritom P = / AA*. Je-li A invertibilni, je rozklad
Jjednoznacnya 'V = (v AA*)’IA.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, je P symetrickd
a 'V ortogondlni.

Kdyz budeme tutéz vétu aplikovat na A* misto A, dosta-
neme tentyZ vysledek, ovSem s obricenym pofadim hermiteov-
skych a unitarnich matic. Matice v pfisluSnych pravych a levych
rozkladech budou samozfejmé obecné riizné.

v komplexnlm pfipadé je analogie s rozkladem &isel jesté za-
bavnéj§i — pozitivn¢ semidefinitni P hraje opét roli
__absolutnf hodnoty komplexniho ¢isla, unitarni ma-
tice V pak ma jednoznacné vyjadfeni jako souclet
V = reV 4+ iimV s hermiteovskymi realnyml
a 1mag1narn1m1 ¢astmi a s vlastnosti (re V)2 + (im V)2 = E,
tj. dostadvame plnou analogii goniometrického tvaru komplexnich
¢isel (viz zdvérecnd poznamka v B30). Viimnéme si ale, Ze
ve vicerozmérném piipad¢ je podstatné, v jakém potadi tento
»goniometricky tvar® matice piSeme. Jde to obéma zpisoby, vy-
sledky jsou ale obecné rtizné.

Pro fadu praktickych aplikaci byva rychlejsi pouZiti tzv. OR
rozkladu matic, ktery je obdobou Schurovy véty o ortogondlni tri-
angulaci:

3.47. Véta. Pro kaZdou komplexni matici A typu m/n existuje
unitdrni matice Q a horni trojithelnikovda matice R takové, Ze
A=0TR

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou Q i R rediné.

Dtkaz. V geometrické formulaci potfebujeme dokazat, Ze
1 pro kazdé zobrazeni ¢ : K" — K™ s matici A ve stan-
dardmch bazich midZeme zvolit novou ortonormdlni bazi
AA ¢ na K" tak, aby potom ¢ mé&lo horni trojihelnikovou ma-
U tiei.

UvaZme obrazy ¢(e1), ..., ¢(ep) € K™ vektori standardni
ortonormdln{ baze, vyberme z nich maximalni linedrné nezavisly
systém vy, ..., vx takovym zplsobem, Ze vypousténé zdvislé vek-
tory jsou vZdy linedrni kombinaci pfedchozich vektord, a dopliime
jej do baze vy, ..., vy. Nechf uy, ..., u, je ortonormdlni bize
K™ vznikla Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci tohoto sys-
tému vektort.

Nyni pro kazdé e; je ¢(e;) bud jedno z v;, j < i, nebo je
linedrni kombinaci vy, ..., vj_1, proto ve vyjadieni ¢(e;) v bazi
u vystupuji pouze vektory ui, ..., u;. Zobrazeni ¢ ma proto ve

166



KAPITOLA 3. LINEARNI MODELY A MATICOVY POCET

Najdéte priblizné feSen{ soustavy rovnic

x 4+ 2y = 1,
2x + 4y =

ReSeni. Mame tedy soustavu Ax = bs A = (é i) ab = (i)

(kterd evidentné nema4 feSen{). Ud€ldme tedy ortonormalizaci sloupcti

matice A. Vezmeme prvni z nich a vydéh’me ho jeho velikosti. Tim

1
dostaneme prvni vektor ortonorméln{ baze —= f (2 . Druhy dostaneme

tak, Ze od druhého sloupce odecteme jeho komponentu ve sméru uz na-
lezeného prvniho vektoru ortonormdlni baze. Druhy vektor je oviem
dvojnésobek prvniho a proto v ortonormalizaci nulovy. Mame proto

1 1 2
0= f (2) Projektor na obraz matice A je pak Q Q7 = <2 4)

dale spocitdme

ORI

R=%(1 2)(5 i):%(s 9).

Priblizné feSen pak spliiuje Rx = Qb a to v naSem pifpad& znamen4

5x + 9y = 9 (pfiblizné feseni tedy neni jednoznac¢né). QR rozklad

matice A je
I 2\ | (1),
(2 4)‘%(2)73(5 9) =
2 -1 -1
3.45. Minimalizujte ||[Ax — b|| pro A = -1 2 —-1] a
-1 -1 2
1
b = | 0] anapiste QR rozklad matice A.
0
2
ReSeni. Normalizovany prvni sloupec matice A je e; = \/LE -1

-1
Z druhého sloupce ode¢teme jeho slozku ve sméru e;. Mdame

1) Ve V6
a proto dostaneme
-1 -1 2 2 0
) _<2 ,L_1>L_1 _ 15
~1 —1) Vel 2\3
Tim jsme vyrobili ortogondlni vektor, ktery normujeme a dostaneme
0

1 |. Tteti sloupec matice A je uz linedrn¢ zdvisly
—1

1
2=

standardn{ bazi na K" a ortonormdlni bazi ¥ na K" horni troji-

helnikovou matici R. Pfechod k bdzi u na R™ odpovida ndsoben{

unitarni matici Q zleva, tj. R = QA, ekvivalentné A = QTR
Posledni tvrzenf je z nasi konstrukce zfejmé. (]

Zaverem této Cdsti textu si v§imnéme mimofddné uZitecné
adilezité aplikace nasich vysledki pro pfiblizné nu-
merické vypocty. Pijde pfitom o docela pfimocarou
L?Q aplikaci singularnich rozkladd matic, jak je vidét uz
z nasledujict:

3.48. Definice. Nechf A je redlnd matice typu m /n a necht

e o« (D O
A=USV*, S_(O o)

je jejl singularni rozklad (zejména D je invertibilni). Matici

T * _ D_l 0
AT = VS U*. y_(o O)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje ndsledujici véta, je pseudoinverze dileZité zo-
becnéni pojmu inverzni matice, véetné pfimocarych aplikaci.

3.49. Véta. Nechr A je redind nebo komplexni matice typu m/n.
Pak pro jeji pseudoinverzni matici plati:
(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy Ctvercova), pak

At =471

(2) Pro pseudoinverzi A' plati, Ze ATA i AAT jsou hermiteovské
(v redlném pripadé symetrické) a

AATA = A, ATAAT = AT,

(3) Pseudoinverzni matice A" je &tyimi viastnosti z predchoziho
bodu urcena jednoznacné. Pokud tedy néjakd matice B typu
n X m spliiuje, Ze BA i AB jsou hermiteovské, ABA = A
a BAB = B, pak B = A",

(4) Je-li A matice systému linedrnich rovnic Ax = b s pravou
stranou b € K™, pak vektor y = A'b € K" minimalizuje
velikost || Ax — b|| pro vSechny vektory x € K",

(5) Systém linedrnich rovnic Ax = b s b € K™ je reSitelny, pravé
kdyz plati AATb = b. V tomto pFipadé jsou viechna feSeni
ddna vyrazem

x=A"b+ (E—ATA)u,

kde u € K" je libovoiné.

Dokaz. (1): Je-li A invertibilni, pak je matice S = U*AV
1 také invertibilnf a pifmo z definice je § = S~!. Odtud
vyplyva ATA = AAT = E.

(2): Pfimym vypotem dostdvime SS'S = S
aSSs =9, proto

\2

AATA =USV*VSU*USV* = USS SV* = USV* = A
a analogicky pro druhou rovnost. Déle
(AANH* = (USSUN* =U(S)*S*U* =
=U(SS)*U* = USSU* = AAT
a podobné se ukaze (ATA)* = ATA.
(3) Tvrzeni dokdzeme piimym vypoctem. Uvazme na chvili
zobrazeni ¢ dané ve standardnich bazich matici A vyjadfeme
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(miZeme ovéfit spo¢itdnim determinantu). Hledand sloupcové ortogo-

ndlni matice je tedy

2 0
0=—1[-1 V3
\/6 -1 _ﬁ

Ddle spocitime
2 -1 -1
1 2 -1 -1
—OTA — _ 1l =
k=0 4= 6(0 V3 _ﬁ) _} _21 21

- L6 <(6) 3:/35 —;35)

=56 & () -%6)

Re$enim rovnice Rx = 07h je x = y = z. Ndsobky vektoru (1, 1, 1)

N\

tedy minimalizuji ||Ax — b||.
Zobrazeni uréené matici A je projekce na rovinu s normalovym
vektorem (1, 1, 1). O

3.46. Linedrni regrese. Znalosti, které jsme se v této kapitole
naucili, Ize s vyhodou pouzit v praxi pfi feSeni problémi pomoci
linedrni regrese. Jde o to nalézt nejlepsi pfiblizeni néjaké funkéni
zavislosti pomocf linearn{ funkce.

Maime tedy zaddnu funkéni zdvislost v nékolika bodech (napiiklad
zkoumdme hodnotu majetku y; lidi v zdvislosti na jejich inteligenci
(a1), na majetku rodict (ay) , poctu spole¢nych zndmych s panem Ka-
= y1,...,f(alf,a§,...,a,]§) = Y,
k > n (mame tedy vice rovnic nez nezndmych) a chceme tuto zavislost

louskem (a3), ...), 4. f(aj, ..., a

,c0 nejlépe” odhadnout pomoci linedrni funkce, tj. vyjadrit hodnotu
.,xn) = b1X1+b2X2+... +
+ b,x, + c. Definujeme tedy ,,co nejlépe* tim, Ze chceme minimali-

majetku jakoZto linedrni funkci f(xy, ..

zovat

v zdvislosti na redlnych konstantich by, ..., b,, c. NaSim cilem je

najit takovou linedrni kombinaci sloupci matice A = (aj.) (s koe-

ficienty by, ..., b,), kterd bude mit co nejmensi vzdalenost od vek-
toru (yi,...,yx) v R¥ tedy vlastné najit kolmou projekci vektoru
(y1, - . ., yx) na podprostor generovany sloupci matice A. Podle véty

Lb)T = AT(y, ..., b,). Tuto
metodu uZ jsme také pouZili na vypocet vzdélenosti bodu od podpro-
storu v piikladu ||[EZZ5]|.

B™49 je touto projekci vektor (by, ..

@ v bazi z véty o singuldrnim rozkladu, tj. v této bazi bude mit ¢
matici S z definice pseudoinverze A'. Bez Gjmy na obecnosti nyn{
budeme pracovat v této bazi, tj. mtiZeme predpokladat, Ze v bloko-

vém tvaru
(D 0 + (D71 0
=0 o) 4= (% 0)

s diagondlni matici D vSech nenulovych singularnich ¢&isel, a B je
matice splilujici predpoklady. Zjevne

¥ E 0
i —
A'A = ( 0 0>,
a tedy dostdvame

+ E O E O Dl 0
t_ At P _
AT = ATABAA _<0 0)3(0 0)‘( 0 o)'
QOdtud vidime, Ze
Dl p
B‘(Q R>

pro vhodné matice P, Q a R. Nyni vSak

-y DE (6 )

ma byt hermiteovskd, protoje D = Oatedyi Q = 0 (matice D je
diagondln{ a invertibiln{). Obdobné poZadavek na hermiteovskost
AB vede na nulovost P. Zédroven jeSté plati

D' 0\/D O\/D! 0
semn= (% 22 (B

Na pravé strané ale je v pravém dolnim rohu nula, proto také R = 0
a tvrzeni je dokazano.

(4): Uvazme zobrazeni ¢ : K" — K", x +— Ax, a pfimé
soutty K" = (Kerg)™ @ Kerg, K" = Img & (Im¢) . Zizené
zobrazeni ¢ := @|(ger )t : (Ker @+ — Img je linedrni isomor-
fismus. Zvolime-li vhodn& ortonormdlni bize na (Ker )" a Im ¢
a doplnime je na ortonormaln{ baze na celych prostorech, bude mit
¢ matici S a ¢ matici D z véty o singularnim rozkladu. Pro dané
b € K" jebod z € Im ¢ minimalizujici vzdédlenost |b—z|| (tj. reali-
zujici vzdélenost od afinntho podprostoru p(b, Im @), viz dalsi ka-
pitola) pravé komponenta z = by rozkladu b = by + by, b1 € Img,
by € (Im @) Pfitom ale ve zvolené bazi je zobrazeni ¢ , piivodné
zadané ve standardnich bazich pseudoinverzi AT, ddno matici &
z véty o singuldrnim rozkladu, zejména je ¢ (Img) = (Kerg) - a
D~ matici ziZeni (pTIm ¢ 89|11 & nuloVé. Je tedy skutetng

poy' () =94 (@) =z
a dikaz je ukoncen.
(5) Evidentné, z rovnosti Ax = b pro pevné zvolené x € K"
plyne
b=AATAx = AATD.
Jde proto o podminku nutnou. Na druhou stranu, jestliZe tato pod-
minka plati, pak midZeme pro uvedeny vyraz x spocist

Ax =AATP+(E—-AT"ADu)=b+ (A — AATA)u = b.

Hodnost matice A — A'A pritom davd spravné velky obraz
prislusného zobrazeni podle Frobeniovy véty o feSeni systému
linearnich rovnic, proto takto dostivame feSeni vSechna. (]
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3.47. Metodou nejmensich ¢tverctl feSte soustavu

2x + y + 2z = 1,
x + y + 3z = 2
2x + y + z = 0,
by + z = -1

Reseni. Nase soustava nemd feSeni, nebof jeji matice ma hodnost 3,
rozSifend matice soustavy pak hodnost 4. Nejlep$im pribliZenim vek-
toru b = (1,2,0, —1) tvofeném pravymi stranami rovnic soustavy
mizeme tedy dle véty 49 dosdhnout pomoci vektoru ATh (AATD je
pak ono nejlepsi pribliZzeni, neboli kolma projekce vektoru b na prostor
generovany sloupci matice A).

ProtoZe sloupce matice A jsou linedrn€ nezdvislé, je jeji pseudo-

inverzni matice uréena vztahem (AT A)~'AT. Je tedy
-1

%}§21 1 21 2 1
A"'=21111 0 11 10]=
10123 1 2 3 1 1
105 10\\ '/2 1 21
=15 3 6 111 0|=
10 6 15 2 3 1 1
(3/5—1 0 2 1 2 1
=[-1 103 —2/3|[1 1 1 0]=
0 —-2/3 1/3 2 3 1 1

1/5 =2/5 1/5 3/5
=10 1/3 2/3 -5/3].

0 1/3 -1/3 1/3
Je tedy hledané x rovno
ATb = (—6/5,7/3,1/3)T.

Projekce (nejlepsi pfiblizeni k sloupci pravych stran) je pak vektor
(3/5,32/15,4/15, —13/15). |

Poznamka. Lze také ukdzat, Ze matice AT minimalizuje vyraz
lAAT — EI1%,

tj. soucet kvadrat vSech prvkd uvedené matice.

7 bodu (4) piedchozi véty plyne, 7e matice AAT je matici
kolmé projekce z vektorového prostoru R”, kde n je pocet fadki
matice A na podprostor generovany sloupci matice A (tato inter-
pretace ma samozfejmé smysl pouze pro matice majici vice fadkt
neZ sloupci).

Dale pro matice A, jejichz sloupce tvoii nezdvislé vektory, ma
smysl vyraz (AT A)~1 AT anenf (87ké ovéfit, Ze tato matice spliiuje
vSechny vlastnosti z (1) a (2) z pfedchozi véty, jedna se tedy o pseu-
doinverzi k matici A.

7. uvah v dikazu predchdzejici véty vyplyvaji také nasledujici
vlastnosti pseudoinverze:

Diisledek. e Pro vSechny matice A plati (AT = A,
e pokud md matice A, typu m X n, plnou rddkovou hodnost m,
pak AT = A*(AAT)™1,
e pokud mad matice A, typu m x n, plnou sloupcovou hodnost n,
pak AT = (AAT)~1A*,

3.50. Linearni regrese. Aproximacéni vlastnost (3) pfedchoz{
. véty je velice uzite¢nd v pfipadech, kdy mame
__najit co nejlepsi pfiblizeni (neexistujiciho) feSen{
~ preurteného systému Ax = b, kde A je redln
Z matice typum/n am > n.

Napf. mame experimentem ddno mnoho naméfenych redlnych
hodnot b; a chceme najit linedrni kombinaci n€kolika funkci f;,
ktera bude co nejlépe aproximovat hodnoty b;. Skute¢né hodnoty
zvolenych funkci v bodech y; € R zadaji matici a;; = f; (i),
jejtZ sloupce jsou ddny hodnotami jednotlivych funkei f; v uvaZo-
vanych bodech, a nasim tkolem je tedy urcit koeficienty x; € R
tak, aby soucet kvadrati odchylek od skute¢nych hodnot

i(bi — ( nl xjfj(yi)>)2 = é(bi - (gaijxj»z

i=1 j=
byl minimdlni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci funkc{
fi takovou, abychom ,.dobfe* proloZili zadané hodnoty b;. Diky
predchozi vété jsou hledané optimalni koeficienty A'b.

Abychom méli konkrétnéjsi pfedstavu, uvaZzujme pouze dvé
funkce f1(x) = x, fo(x) = x* a predpokladejme, 7e ,,nam&fené
hodnoty jejich neznimé kombinace g(x) = yix + yx?
v celo¢iselnych hodnotich pro x mezi 1 a 10 jsou b =
(1,44 10,64 4,48 14,56 31,12 39,20 54,88 71,28 85,92 104,16).
Tento vektor vznikl vypoétem hodnot x + x> v danych bodech
posunutych o ndhodné hodnoty v rozmezi 4-8. Matice A = (b;;)
je tedy v naSem piipadé rovna

AT_12345678910
T\l 4 9 16 25 36 49 64 81 100

a hledané koeficienty v kombinaci jsou

_ ., (061
y=4 b_<0,99)'

Vysledné proloZeni je nejlépe vidét v grafickém zobrazeni Pokud
jste sprateleni s Maplem nebo Matlabem (nebo jinym podobnym
softwarem), zkuste si zaexperimentovat s podobnymi tGlohami a
vyslednymi obrazky.
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G. Dopliujici priklady k celé kapitole

3.48. Urcete posloupnost redlnych ¢isel, kterd vyhovuje nasledujici nehomogenni diferencni rovnici

s pocate¢nimi podminkami:

2%p40 = —Xpt1 + X+ 2, x1=2, xp =3.

ReSeni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" + b(1/2)". Partikularnim feSenim

je konstanta 1. Obecné feSeni dané nehomogenni rovnice bez pocdte¢nich podminek je tedy
1 n

Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty a = 1, b = 4. Dané rovnici s pocate¢nimi
podminkami tedy vyhovuje posloupnost

Xy =(=D"+4(3)" + 1. O
3.49. Urcete jedinou posloupnost vyhovujici rekurentnimu vztahu

X, = Tx,_1 — 10x,_» + 8n — 22

s pocdte¢nimi ¢leny x; = 6, x, = 8. O

3.50. Urcete explicitni vyjadfeni posloupnosti vyhovujici diferenéni rovnici x,,42 = 3x,4+1 + 3x, se

Cleny x; =1l ax, =3. @

3.51. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,};2 ; vyhovujici ndsledujicim pod-
minkdm:
Xn42 = Xpt1 — Xpny, X1 =1, x=3. O

o0

3.52. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x, }-, vyhovujici ndsledujicim pod-

minkdm:

—Xp3 =2Xp42 +2X041 + X, X1=1, =1, x3=1. @
3.53. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,};2 ; vyhovujici ndsledujicim pod-
minkdm:

—Xn+3 =32+ 3%+ X, =1L =1, x3=1 a

3.54. Jezirko. Méjme jednoduchy model jezirka, ve kterém Zije populace bilé ryby (plotice, ouklej,
podoustev, ostroretka atd.). Predpokladame, Ze druhého roku se doZije 20 % rybiho plidku a od tohoto
staif uz jsou ryby schopny se reprodukovat. Z mladych ryb piezije z druhého do tietiho roku priblizné
60 % a v dal$ich letech je uz imrtnost zanedbatelnd. Ddle pfedpokladdme, Ze ro¢ni prirustek novych
pludkd je tfikrat vétsi nez pocet ryb (schopnych reprodukce).

Tato populace by evidentné jezirko brzy preplnila. Rovnovdhu chceme dosdhnout nasazenim
dravé ryby, napt. Stiky. Pfedpokladejme, Ze jedna Stika sni ro¢né asi 500 dospélych bilych ryb. Kolik
Stik pak musime do jezirka nasadit, aby populace stagnovala?

ReSeni. Pokud oznaime p pocet plidku, m poet mladych ryb a r pocet dospélych ryb, pak je stav

populace v dal§im roce popsan ndsledovné:

p 3m 4 3r
m > O,2p )
r 0,6m + tr
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kde 1—7 je relativni imrtnost dospé€lé ryby zplisobend Stikou. Pfislu$nd matice popisujici tento model

je tedy
0o 3 3
02 0 O
0 06 1

Pokud mé populace stagnovat, pak musi mit tato matice vlastni hodnotu 1. Jinymi slovy, jedni¢ka mus{
byt kofenem charakteristického polynomu této matice. Ten je tvaru A2 (t —1)+0,36—0,6.(t —1) = 0.
To znamend, Ze T musi splilovat
T—140,36-0,6(r — 1) =0,
0,47 — 0,04 = 0.

Do dal$tho roku tedy miZe pteZit jen 10 % z dospélych ryb a zbytek by méla snist Stika. Oznacime-li
hledany pocet Stik x, pak dohromady sni 500x ryb, coZ by mélo odpovidat podle pfedchoziho vypoctu
0,9r. Pomér poctu bilé ryby ku poctu Stik by tedy mél byt = = %. To je priblizné jedna Stika na 556
kus bilé ryby. U

3.55. Model vyvoje populace velryb. Pro vyvoj populace jsou podstatné samice a u nich nenf
dalezity vék, ale plodnost. Z tohoto hlediska mliZzeme samice rozd€lit na novorozené neboli juve-
nilni, tj. dosud neplodné samice, mladé plodné samice, dospélé samice s nejvetsi plodnosti a samice
postmenopauzni, které jiZ plodné nejsou, ale maji velky vyznam pti ochrané mladat nebo vyhleddvani
zdrojt potravy.

Budeme modelovat vyvoj takové populace v €ase. Za ¢asovou jednotku zvolime dobu dosaZen{
dospélosti. Novorozend samice, kterd tuto dobu preZije, dospéje k plodnosti. Vyvoj mladé samice do
plné plodnosti a vyvoj dospélé samice k menopauze z4visi na podminkdch prostiedi. Pfechod do dalsi
plodnostni kategorie je tedy ndhodny jev. Stejné je ndhodnym jevem i imrti samice. Mlada plodna
samice ma za jednotku ¢asu primérné méné mladat, nez samice plodnd. Tyto poznatky vyjadiime
formalizované.

Ozna¢me x(?), resp. x(?), resp. x3(f), resp. x4(¢), mnoZstvi juvenilnich, resp. mladych, resp.
plné plodnych, resp. postmenopauznich, samic v ¢ase . MnoZstvi miiZe vyjadfovat pocet jedincd,
ale také pocet jedincl vztazenych na jednotkovy aredl (tzv. popula¢ni hustotu), piipadng také celko-
vou biomasu a podobné. Déle ozna¢me p; pravd€podobnost, Ze juvenilni samice pieZije jednotkovy
Casovy interval a tedy béhem né€ho dospéje, a p», resp. p3, pravdépodobnost, Ze béhem jednotkové
doby mlad4, resp. pIn€ plodnd, samice, kterd neuhyne, dospéje do ndsledujici kategorie, tj. mladd do
plné plodnosti a plné plodnd k menopauze. Dal§im ndhodnym jevem je umirdni (pozitivné feceno:
prezivani) samic, které nedospéji do dalsi kategorie; ozna¢me pravdépodobnosti pteziti po fadé g,
g3 a g4 pro mladé, pIné plodné a postmenopauzni samice. Kazdé z ¢isel p1, p2, p3, 42, g3, g4 jakozto
pravdépodobnost je z intervalu [0, 1]. Mlada samice muze pieZit, dospét do plné plodnosti nebo uhy-
nout; tyto jevy jsou neslucitelné, spole¢né tvoii jev jisty a moZnost imrti nelze vyloucit. Plati tedy
P2+ g2 < 1. Z podobnych dtivodi plati p3 + g3 < 1. Nakonec jeSt€ oznacime f,, resp. f3 primérny
pocet dcer mladé, resp. plné plodné, samice. Tyto parametry spliluji nerovnost 0 < f> < f3.

Ocekdvany pocet novorozenych samic v ndsledujicim ¢asovém obdobi je souctem dcer mladych
a pIn¢ plodnych samic, tj.

x1(t + 1) = faxa(t) + f3x3(0).
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Ozna¢me na okamzik x; ; (t41) mnozZstvi mladych samic v ¢ase 41, které byly v pfedchozim obdobf,
tj. v Case ¢ juvenilnimi, a x, » (f4+1) mnozstvi mladych samic, které jiz v ¢ase ¢ byly plodné, jednotkovy
Casovy interval ptezily, ale nedosdhly plné plodnosti. Pravdépodobnost p, Ze juvenilni samice prezije
jednotkovy Casovy interval, miZeme vyjadfit jako klasickou, tj. jako pomér x, ;(t + 1)/x1(9), a
podobné miiZzeme vyjadfit pravdépodobnost g, jako pomér x; »(¢ + 1) /x5 (f). PonévadZ mladé samice
v Case t + 1 jsou pravé ty, které dospély z juvenilniho stddia, a ty, které jiz plodné byly, prezily a
nedospély k plné plodnosti, plati
X+ 1) =x21 + 1) + x220 + 1) = prx1 (1) + gax2(2).

Analogicky odvodime ocekdvany pocet plné plodnych samic jako

x3(t + 1) = paxa(8) + q3x3(2)
a o¢ekdvany pocet postmenopauznich samic

X4(t + 1) = p3x3(0) + qaxa(0).

Nyni miiZeme oznacit

0 f f3 0 x1(1)

pioq¢ 0 0 x2(1)
A= , 1) =

0 p» ¢35 O x(®) x3()

0 0 p3 qa x4(2)

a predchozi rekurentni formule pfepsat v maticovém tvaru
x(t+ 1) = Ax(1).

Pomoci této maticové diferen¢ni rovnice snadno spoc¢itime o¢ekdvané mnozstvi velrybich samic v jed-
notlivych plodnostnich kategoriich, pokud zndme sloZeni populace v néjakém pocéte¢nim Case.

Konkrétné pro populaci kosatek dravych byly odpozoroviny populaéni parametry
p1 =0,9775, ¢, =0,9111, f, =0,0043,
p2 = 0,0736, ¢q3 =0,9534. f3=0,1132,
p3 = 0,0452, g4 = 0,9804;
¢asovou jednotkou je v tomto piipadé jeden rok.
Zaéneme-li v ¢ase t = 0 s jednotkovym mnoZstvim mladych samic v néjakém neobsazeném

aredlu, tj. s vektorem x(0) = (0, 1, 0, 0)7, miizeme spocitat

0 0,0043 0,1132 0 0 0,0043
1) — 0,9775 0,9111 0 0 I} 10,9111
M = 0 0,0736 0,9534 0 0] 10,0736 |
0 0 0,0452 0,9804) \O 0
0 0,0043 0,1132 0 \ 0,0043 0,01224925
X(2) = 0,9775 0,9111 0 0 0,9111 _ 0,83430646
0 0,0736 0,9534 0 0,0736 0,13722720 |’
\ 0 0 0,0452 0,9804) 0 0,00332672

a tak miZeme pokracovat ddle. Vysledky vypoétu miZeme také zndzornit graficky; to je provedeno
na obrazku. VyzkousSejte si vypocet a grafické zndzornéni jeho vysledki i pro jiné pocatecni sloZzeni
populace. Vysledkem by mélo byt pozorovani, Ze celkova velikost populace roste jako exponencidlni
funkce, poméry velikosti jednotlivych plodnostnich t¥id se postupné ustélf na konstantnich hodnotach.

Matice A md vlastni hodnoty A; = 1,025441326, A, = 0,980400000, A3 = 0,834222976, 14 =
0,004835698, vlastni vektor piislusny k nejveétsi vlastni hodnoté 1| je

w = (0,03697187, 0,31607121, 0,32290968, 0,32404724).
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r; 1‘0 ;o 3‘0 4‘0 5‘0
OBRAZEK 1. Vyvoj populace kosatky dravé. Na vo-
dorovné ose je Cas v letech, na svislé velikost po-
pulace. Jednotlivé plochy zobrazuji mnoZstvi juvenil-
nich, mladych, pIné plodnych a postmenopauznich sa-
mic v tomto poradi zdola.

Tento vektor je normovén tak, aby soucet jednotlivych sloZek byl roven 1.

Porovnejte vyvoj velikosti populace s exponencidlni funkei F (1) = A)xo, kde x¢ je celkovd ve-
likost pocate¢ni populace. Vypocitejte také relativni zastoupeni jednotlivych plodnostnich kategorif
v populaci po jisté dobé vyvoje a porovnejte ho se slozkami vlastniho vektoru w. Shoda je zptisobena
pouze tim, Ze matice A md jednu vlastni hodnotu, kterd mé absolutni hodnotu nejveétsi z absolutnich
hodnot vSech vlastnich hodnot matice A, a tim, Ze vektorovy podprostor generovany vlastnimi vek-
tory pifsluSnymi k vlastnim hodnotdm A,, A3, A4 md s nezdpornym orthantem jednoprvkovy prinik
(pouze nulovy vektor). Struktura matice A v§ak sama nezarucuje takto jednoduse predvidatelny vyvoj,

je totiZ tzv. reducibilni.

3.56. Model ristu populace bodlaki Dipsacus sylvestris. Tuto rostlinu mtizeme vidét ve étyfech
podobéch. Bud' jako kvetouci rostlinu nebo jako riizici listli, pficemz u riZzic mizeme rozliSit troji
velikost — malé, stfedni a velké. Zivotni cyklus této jednodomé viceleté byliny miizeme popsat nésle-
dovné.

Kvetouci rostlina vyprodukuje v pozdnim 1€t€ vét$si mnoZstvi semen a uhyne. Ze semen nékterd
vykli¢i jeSt€ v témZe roce a vyroste z nich rtzice listd, nejcastéji stfedni velikosti. Jind semena
zlstanou v zemi a prezimuji. Nékterd z prezimujicich semen na jafe vykli¢{ a vyroste z nich riZice
listl; ponévadz jsou ale pfezimovanim oslabena, bude tato riizice s nejvyssi pravdépodobnosti mal4.
z nich malé rtzice. Po tfech nebo vice zimach ,,spici* (odborn€ feceno dormantni) semena hynou,
ztraci schopnost vyklicit. Podle podminek prostfedi, kde rostlina roste, miZe mald nebo stfedni riZice
listd do dalSiho roku vyrist, kterdkoliv z riZic mze zdstat ve své velikostni kategorii nebo uhynout
— uschnout, byt seZrana n¢jakym hmyzem a podobné. Stiedni nebo velkd riizice mtize v ndsledujicim
roce vykvést. Kvetouci rostlina produkuje semena a cely cyklus se opakuje.

Abychom mohli pfedpovidat, jak rychle se bude populace uvazovanych bodldkt v krajing §ifit,
potfebujeme popsané procesy né&jak kvantifikovat. Botanici zjistili, Ze kvetouct rostlina vyprodukuje
primérné 431 semen. Pravdépodobnosti kli¢en{ rtiznych semen, rtstu rGzic listt a vykveteni jsou

shrnuty v tabulce:
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jev pravdépodobnost
semeno vyprodukované rostlinou uhyne 0,172
ze semene vyroste mald riZice v témZe roce 0,008
ze semene vyroste stfedni riZice v t€émzZe roce 0,070
ze semene vyroste velkd riiZice v témZe roce 0,002
ze semene prezimujiciho rok vyroste mald riZice 0,013
ze semene prezimujiciho rok vyroste stfedni riiZice 0,007
ze semene prezimujiciho rok vyroste velkd rtZice 0,001
ze semene prezimujiciho dva roky vyroste mald rtizZice 0,001
semeno po prvnim prezimovédni uhyne 0,013
mald rizZice pieZije a nevyroste 0,125
stiedni rizZice pieZije a nevyroste 0,238
velkd rliZice pfeZije a nevyroste 0,167
z malé riZice vyroste stiedni 0,125
z malé riZice vyroste velkd 0,036
ze stiednf rizice vyroste velka 0,245
stiednfi rtzice vykvete 0,023
velka razice vykvete 0,750

PovSimnéme si, Ze vS§echny relevantni jevy v Zivotnim cyklu rostliny maji pravdépodobnost pfifazenu
a Ze se jednd o jevy neslucitelné.

Budeme si predstavovat, Ze populaci pozorujeme vZdycky na zac¢dtku vegetacniho roku, feknéme
v bfeznu, a Ze ke v§em uvaZovanym jeviim dochdzi ve zbytku ¢asu, dejme tomu od dubna do tnora.
V populaci se vyskytuji kvetouci rostliny, razice tf{ velikosti, vyprodukovand semena a semena dor-
mantni jeden nebo dva roky. Toto pozorovdni by mohlo svadét k tomu, Ze populaci rozdélime do
sedmi tfid — semena Cerstvd, dormantni prvni rok a dormantni druhy rok, riZice malé stfedni a velké,
kvetouct rostliny. AvSak z vyprodukovanych semen se v témze roce vyvinou bud'riiZice nebo semena
prezimuji. Cerstvd semena tedy netvofi samostatnou tiidu, jejiz velikost bychom na zacitku roku

mohli ur¢it. Ozna¢me tedy:
x1(t) — pocet semen dormantnich prvni rok na jafe roku ¢,
x,(t) — pocet semen dormantnich druhy rok na jatfe roku ¢,
x3(#) — pocet malych rtzic na jafe roku ¢,
x4(f) — pocet stfednich riiZic na jafe roku ¢,
xs(#) — pocet velkych riiZic na jafe roku ¢,
x6(t) — pocet kvetoucich rostlin na jafe roku z.
Pocet vyprodukovanych semen v roce ¢ je 431x¢(¢). Pravdépodobnost, Ze semeno ziistane jako dor-

mantn{ prvni rok, je rovna pravdépodobnosti, Ze ze semena nevyroste Zddnd riZice a Ze neuhyne, tedy
1 — (0,008 + 0,070 + 0,002 + 0,172) = 0,748. Ocekavany pocet semen dormantnich jednu zimu

v nésledujicim roce tedy je
x1(t+1) =0,748 - 431x6(¢) = 322,388x4(7).

Pravdépodobnost, Ze semeno, které jiz jeden rok bylo dormantni, ziistane dormantnim i druhy rok je
rovna pravdépodobnosti, Ze ze semena dormantniho jeden rok nevyroste zadna riiZice a Ze neuhyne,
tedy 1 — 0,013 — 0,007 — 0,001 — 0,013 = 0,966. Ocekavany pocet semen dormantnich dvé zimy

v nésledujicim roce tedy bude
x2(t + 1) = 0,966x, (7).

Mala ruzice muze vyridst ze semena bezprostfedné, ze semena dormantniho jeden rok nebo

dormantniho dva roky. Oc¢ekdvany pocet malych riiZic vyrostlych bezprostfedné v roce ¢ je roven
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0,008 - 431x6(r) = 3,448x4(7). OCekdvany pocet malych riiZic vyrostlych ze semen dormantnich je-

den a dva roky je 0,013x; () a0,010x,(?). S témito nove vyrostlymi malymi riZicemi jsou v populaci

Z O Ne

rostlin také malé riiZice star$i, které nevyrostly; té€ch je 0,125x3(#). Celkovy ocekdvany pocet malych
rizic tedy je
x3(t + 1) = 0,013x;(£) + 0,010x5 (1) + 0,125x5(¢) + 3,448x4(1).
Analogicky uréime ocekdvany pocet stfednich a velkych rizic
x4(t + 1) = 0,007x;(¢) + 0,125x3(f) 4+ 0,238x4(¢) + 0,070 - 431x6 () =
= 0,007x;(t) + 0,125x3(¢) 4 0,238x4(¢) + 30,170x,
xs5(t + 1) = 0,245x4(f) + 0,167x5(¢) + 0,002 - 431x4 (1) =
= 0,245x4(t) + 0,167x5(¢) + 0,862x4(1).
Kvetouci rostlina miize vyrist ze stiedni nebo velké rizice. Ocekdvany pocet kvetoucich rostlin tedy

bude
x6(t + 1) = 0,023x4(r) + 0,750x5(7).

Dospéli jsme tedy k Sesti rekurentnim formulim pro jednotlivé slozky populace studované rostliny.

Oznacime nyni

0 0 0 0 0 322,388 x1(5)

0,966 0 0 0 0 0 x2(0)

A= 0,013 0,010 0,125 0 0 3,448 () = x3(0)
0,007 0 0,125 0,238 0 30,170 |° X4()

0,008 0 0,038 0,245 0,167 0,862 x5(1)

0 0 0 0,023 0,750 0 x6(1)

a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru vhodném pro vypocet
x(t+ 1) = Ax(2).

Pokud zndme pocty jednotlivych slozek populace v néjakém pocate¢nim roce ¢+ = 0, mlZeme

vypocitat ofekdvané pocty rostlin a semen v letech nésledujicich. MiZeme také pocitat celkovy
6

pocet jedinci n(r) v Case t, n(r) = )_ x;(f), relativni zastoupeni jednotlivych slozek x;(f)/n(z),
i=1

i =1,2,3,4,5,6 a mezirocni relativni zménu populace n(t + 1)/n(z). Vysledky takového vypoctu

pro patndct let a pfipad, Ze na néjakou lokalitu jsme presadili jednu kvetouci rostlinu, jsou uvedeny

v tabulce ||I||. Na rozdil od populace velryb by nyni obrdzek nebyl pfili§ pfehledny, pocty rostlin jsou

oproti poctiim semen zanedbatelné, v obrazku by splynuly.

Matice A ma4 vlastni hodnoty
A1 = 2,3339, Ay = 0,1187 40,1953,
Ay = —0,9569 + 1,4942i, As = 0,1187 — 0,19534,
Az = —0,9569 — 1,4942i, Ao = —0,1274.
Vlastni vektor piislu$ny k vlastni hodnoté 1| je

w = (0,6377, 0,2640, 0,0122, 0,0693, 0,0122, 0,0046).

Tento vektor je normovan tak, aby soucet jeho slozek byl roven jedné. Vidime, Ze s rostoucim ¢asem
t se relativni zména velikosti populace priblizuje vlastni hodnoté A, relativni zastoupeni jednotlivych
sloZek populace se pribliZuji sloZkdm normovaného vlastniho vektoru pfislu§ného k vlastni hodnoté
1. Kazda nezdpornd matice, kterd méd nenulové prvky na stejnych pozicich jako matice A, je primi-

tivni. Vyvoj populace tedy zdkonité spéje ke stabilizované struktute.
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t X1 X2 X3 X4 X5 X6 n(f)
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00
1 322,39 0,00 345 30,17 0,86 0,00 356,87
2 0,00 311,43 4,62 9,87 10,25 1,34 337,50
3 432,13 0,00 8,31 43,37 5,46 791 497,18
4 2550,50 417,44 33,93 253,07 22,13 5,09 3282,16
5 1641,69 2463,78 59,13 235,96 91,78 22,42 4514,76
6 7227,10 1585,88 130,67 751,37 107,84 74,26 9877,12
7 23941,29 6981,37 382,20 2486,25 328,89 98,16 34218,17
8 31 646,56 23127,29 767,29 3768,67 954,73 303,85 60568,39
9 97958,56 30570,58 1786,27 10381,63 1627,01 802,72 143126,78
10 258788,42 94627,97 4570,24 27597,99 4358,70 1 459,04 391402,36
11 470376,19 249989,61 9912,57 52970,28 10991,08 3903,78 798 143,52
12| 125853241 454383,40  23314,10 13491573 2231798 9461,62 1902925,24
13| 305031429 1215742,31 5644270 329291,15  55891,57 19841,54 | 4727523,56
141 639667573 2946603,60 127280,49 705398,22 133660,97  49492,37 | 10359111,38
15| 15955747,76  6179188,75 29918259 1721756,52 293816,44 116469,89 | 24566161,94

, xi()  x) x3(0) xi(®)  xs5@) x6(0) | n(t +1)

n® n@® n@ n@ n@ n@ n(t)

0| 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 | 356,868

11{0,903 0,000 0,010 0,085 0,002 0,000 0,946

210,000 0,923 0,014 0,029 0,030 0,004 1,473

310,869 0,000 0,017 0,087 0,011 0,016 6,602

410,777 0,127 0,010 0,077 0,007 0,002 1,376

510,364 0,546 0,013 0,052 0,020 0,005 2,188

60,732 0,161 0,013 0,076 0,011 0,008 3,464

710,700 0,204 0,011 0,073 0,010 0,003 1,770

810,522 0,382 0,013 0,062 0,016 0,005 2,363

910,684 0,214 0,012 0,073 0,011 0,006 2,735

10 | 0,661 0,242 0,012 0,071 0,011 0,004 2,039

11 {0,589 0,313 0,012 0,066 0,014 0,005 2,384

12 10,661 0,239 0,012 0,071 0,012 0,005 2,484

13 10,645 0,257 0,012 0,070 0,012 0,004 2,191

14 10,617 0,284 0,012 0,068 0,013 0,005 2,371

15 10,650 0,252 0,012 0,070 0,012 0,005

TaBuLkA 1. Modelovany vyvoj populace bodldku
Dipsacus sylvestris. Velikosti jednotlivych sloZek po-
pulace, celkovd velikost populace, relativni zastou-
peni jednotlivych slozek a relativni pfirtistky veli-

kosti.

3.57. Nelinearni model populace. Prozkoumejte podrobné vyvoj populace pro nelinedrni model
12 z prvni kapitoly a hodnoty K =1 a
i) miru rstu r = 1 a po¢ateéni stav p(1) = 0,2,
ii) miru rastu r = 1 a pocatecni stav p(1) = 2,
iii) miru r@stu » = 1 a pocatecni stav p(1) = 3,

iv) miru rastu r = 2, 2 a pocate¢ni stav p(1) = 0,2,
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v) miru rstu r = 3 a pocatecni stav p(1) = 0,2.

Spocitejte nékolik prvnich ¢lent a odhadnéte, jak bude populace ddle rist.

ReSeni. (i) Prvnich deset &lenti posloupnosti p(n) je v ndsledujici tabulce. Odtud je vidét, Ze velikost

populace konverguje k hodnoté 1.

n|  pm) |
1 0,2
2 0,36
3 0,5904
41 0,83222784
5 10,971852502
6 | 0,999207718
7 | 0,999999372
Graf vyvoje populace pror = 1a p(1) =0, 2:
1.2
1 .._“
0,8
R —o—Rady1
04 - !
0,2
G 4 -
o} 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2

(ii) Pro pocate¢ni hodnotu p(1) = 2 dostaneme p(2) = 0 a dal uz se populace ménit nebude.
(iii) Pro p(1) = 3 dostdvame

1 3

2| -15

3| -255
4 | -65535

a odtud je vidét, Ze populace bude klesat pode vS§echny meze.

(iv) Pro miru ristu r = 2, 2 a pocatecni stav p(1) = 0, 2 dostdvdme
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n|  pm |
1 0.2

2 0,552

3| 1,0960512

4 | 0,864441727
5 | 1,122242628
6 | 0,820433675
7 | 1,144542647
8 | 0,780585155
9 | 1,157383491
10 | 0,756646772
11 1,161738128
12 | 0,748363958
13 | 1,162657716
14| 0,74660417

Vidime, Ze misto konvergence dostdvdme v tomto piipad€ oscilaci—po n€jaké dobé bude populace

preskakovat mezi hodnotami 1,16 a 0,74. Graf vyvoje populace pro r = 2,2 a p(1) = 0,2 pak

vypadd nasledovné¢:
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0,2
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0,6

0,8 i

e Radyl
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vvvvvv

mezi vice hodnotami. Abychom Iépe vid€li mezi kterymi, bylo by potfeba spocitat jesté vic ¢lenti.
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1,2

1
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0,2
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Tabulka vyvoje populace:
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[ )]
0,2
0,68
1,3328

0,00213248

0,008516278

0,033847529

0,131953152

0,475577705

1,223788359

10 | 0,402179593

11 | 1,123473097

12 | 0,707316989

13 | 1,328375987

14 | 0,019755658

15 | 0,077851775

16 | 0,293224403

17 | 0,91495596

18 | 1,148390614

19 | 0,63715945

20 | 1,330721306

21 | 0,010427642

22 | 0,041384361

23 | 0,160399447

O 00N N b~ W =S

O

3.58. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté dvé televizni stanice. Z vefejného vyzkumu
vyplynulo, Ze po jednom roce piejde 1/6 divakt prvni stanice ke druhé stanici, 1/5 divdkt druhé sta-
nice prejde k prvni stanici. PopiSte ¢asovy vyvoj poctu divaki sledujicich dané stanice jako Markovv

proces, napiste jeho matici, naleznéte jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory. @)

3.59. Vyrobni linka nefunguje spolehlivé: jednotlivé vyrobky se od sebe co do kvality nezanedba-
teln€ 1i§1. Navic jisty pracovnik ve snaze zvySit kvalitu neustdle zasahuje do vyrobniho procesu. Pfi
rozdéleni vyrobkt do tiid I, II, III podle kvality se zjistilo, Ze po vyrobku tfidy I ndsleduje vyro-
bek stejné kvality v 80 % piipadt a téidy I v 10 % pifpadd, po vyrobku tiidy II se nezméni kvalita
v 60 % piipadi a zmeéni se na tiidu I ve 20 % piipadi a Ze po vyrobku tfidy III ndsleduje vyrobek stejné
kvality v poloviné pripadtl a se stejnou Cetnosti pak vyrobky tiid I, II. Spoctéte pravdépodobnost, Ze
18. vyrobek je tiidy I, pokud 16. vyrobek v potadi nalezel do tfidy III.

ReSeni. Nejprve tilohu vyfe$me bez uvazeni Markovova fetézce. Sledovanému jevu vyhovuiji piipady
(16. vyrobek je tiidy III)

e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy I a 18. do tiidy I;
e 17. vyrobek byl zafazen do tfidy II a 18. do tfidy [;
e 17. vyrobek byl zafazen do tfidy IIT a 18. do tiidy I

po fadé€ s pravdépodobnostmi
e 0,25-0,8 =0,2;
e 0,25-0,2 =0,05;
e 0,5:0,25=0,125.
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Lehce tak ziskdvame vysledek
0,375 = 0,24 0,05 + 0,125.

Nynf na dlohu nahliZejme jako na Markovlv proces. Ze zadan{ plyne, Ze pofadi moznych stavt
,»vyrobek je tfidy I, ,,vyrobek je tiidy I, ,,vyrobek je tfidy III* odpovida pravdépodobnostni matice

prechodu
0,8 0,2 0,25
0,1 0,6 0,25
0,1 0,2 0,5

Situaci, kdy vyrobek patif do t¥idy III, zad4vé pravd&podobnostni vektor (0, 0, 1)7. Pro nésledujici

vyrobek dostdvdme pravdépodobnostni vektor

0,25 0,8 0,2 0,25 0
0,251 =1(0,1 0,6 025]-160
0,5 0,1 0,2 0,5 1
a pro dal$i vyrobek v poradi potom vektor
0,375 0,8 0,2 0,25 0,25
03 =101 0,6 025]-]10,25],
0,325 0,1 0,2 0,5 0,5

jehoZ prvni sloZka je hledanou pravdépodobnosti.

Dopliime, Ze prvni metoda feSeni (bez zavedeni Markovova procesu) vedla k vysledku zfejmé
rychleji. Uvédomme si, jak vyrazné by se vSak prvni metoda znepfehlednila, kdybychom napf. misto
18. vyrobku uvazovali 20., 22. nebo az 30. vyrobek v potfadi. Ve druhé metod¢ se 1ze omezit na do
jisté miry ,,bezmyslenkovité“ nasobeni (umoctiovani) matic. Pfi zavedeni Markovova procesu jsme

také soucasné vySetfovali situace, kdy 18. vyrobek nélezi{ do tfid II a IIL. (]

3.60. Jistd populace malych hlodavct se mnoZi ndsledujicim zptisobem: hlodavci staif do jednoho
mésice splodi v priméru jednoho hlodavce, na jednoho hlodavce stafi mezi jednim a dvéma mésici
pfipadd v primeéru 12 nové narozenych hlodavct. Star§i hlodavci neplodi. Umird polovina hlodavct
staif do jednoho jednoho mésice i polovina hlodavcil stdif mezi mésicem a dvéma mésici. Vice nez
tif mésict se nedoZije zadny. Na jakém poméru se ustdli pocet hlodavci staif do jednoho mésice ku

poctu hlodavct staff mezi jednim a dvéma mésici ku poctu hlodavet staii mezi dvéma a tfemi meésici.

@

3.61. Opakované hazime hraci kostkou. Napiste pravdépodobnostni matici pfechodu 7' pro Mar-
kovlv fetézec ,,maximdlni pocet ok dosaZenych do n-t€ho hodu vCetné“ pro pofadi stavt 1, ..., 6.
Poté urcete T" pro kazdé n € N.

ResSeni. Thned miZeme uvést

1/6 0 0 0
1/6 2/6 0 0
1/6 1/6 3/6 0
1/6 1/6 1/6 4/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 5/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

kde prvni sloupec je uren stavem 1 a pravdépodobnosti 1/6 pro jeho zachovani (v dal§im hodu

o O O

0
0
0
0
0
1

padne 1) a pravdépodobnosti 1/6 jeho prechodu do libovolného ze stavi 2, ..., 6 (po fadé padne
2,...,6), druhy sloupec je zad4n stavem 2 a pravdépodobnosti 2/6 pro jeho zachovani (v dal$im

hodu padne 1 nebo 2) a pravdépodobnosti 1/6 pro piechod do jakéhokoli ze stavu 3, ..., 6 (padne
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3,...,6), az posledni sloupce ziskdme ze skuteCnosti, Ze stav 6 je trvaly (pokud jiz padla Sestka,

nemiZe padnout vyssi pocet ok).

RovnéZ pro n € N Ize piimo urcit
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Hodnoty v prvnim sloupci totiZ odpovidaji postupné pravdépodobnostem, Ze n-krdt po sob& padne

~—
3
—_
|
—~
N
~—
3

o)V}

1, n-krdt po sobé padne 1 nebo 2 a alespoil jednou 2 (odecitdme proto pravdépodobnost uvedenou
v prvnim fadku), n-krdt po sobé padne 1, 2 nebo 3 a alespoii jednou padne 3, aZ v poslednim fadku
je pravdépodobnost, Ze aspoii jednou béhem n hodi padne 6 (tu Ize snadno urcit z pravdépodobnosti
opac¢ného jevu). Podobné napf. ve ¢tvrtém sloupci jsou postupné nenulové pravdépodobnosti jevi
,»n-krat po sob€ padne 1, 2, 3 nebo 4%, ,,n-krit po sobé padne 1, 2, 3, 4 nebo 5 a alespoii jednou 5%
a ,,alespoil jednou béhem n hodl padne 6. Interpretace matice 7 jako matice pfechodu jistého Mar-

kovova procesu tak umoziuje rychlé vyjadfeni mocnin 7", n € N. ([l

3.62. 'V laboratofi je provddén pokus se stejnou pravdépodobnosti Gspéchu i netspéchu. Pokud
se pokus podaii, bude pravdépodobnost tspéchu druhého pokusu 0,7. JestliZe skonci prvni pokus
netspéchem, bude pravdépodobnost dspéchu druhého pokusu pouze 0,6. Déle se bude pokracovat
v provadéni pokusti, kdy tspéSnost predeslého znamend, Ze pravdépodobnost tspéchu nédsledujiciho
bude 0,7, a jeho netispé$nost zplisobi, Ze pravdépodobnost ispéchu nasledujictho bude 0,6. Pro libo-
volné n € N stanovte pravdépodobnost, Ze n-ty pokus se podaii.

Reseni. Zavedme pravdépodobnostni vektor

X, = (xi,, x,zl)T, neN,

kde x}, je pravdépodobnost tspéchu n-tého pokusu a xﬁ = 1—x! je pravdépodobnost jeho nedspéchu.
_(1)2
’““(1/2)
a zfejmé také
= 0,7 0,6\ (1/2\ _ (13/20
27\0,3 0.4 12) —\ 720 )"
T — 7/10 3/5
—\3/10 2/5

(3.6) Xpr1 =T -x,, neN,

Podle zadéni je

Pri oznaceni

plati

nebof pravdépodobnostn{ vektor x,; zdvisi pouze na x, a tato zdvislost je totoZnd jako pro x; a xj.

Ze vztahu (||B8||) bezprostiedné plyne
3.7 Xp1 =T -T-x,_1=---=T"-x;, n>2,neN,

Proto vyjadiime 7", n € N. Jedna se o Markovlv proces, a tudiZ je 1 vlastni ¢islo matice 7. Druhé

s w2

vlastni ¢islo 0,1 miZeme snadno ziskat, pokud si v§imneme, Ze stopa (soucet prvkl na diagonéle)
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je rovna souctu vSech vlastnich &isel (kazdé vlastni ¢islo bereme tolikrat, jakd je jeho algebraickd

ndsobnost). Témto vlastnim ¢&islim pak piislusi vlastnf vektory

2 1
1) \-1)"
Dostdvame tak
F_(? 1 10 2 1\
—\t —=1)\o 1/10) " \1 —-1) >

r=C) () G )
()6 )G

Dosazeni

a roznasobeni dava

1 (2410 2—2-10~"
n _ _
d _3(1—10—" 1+2-10—")’ neN.

Odtud z (||B-6])) a (|E2])) plyne

2 1 1+ 1\’ CN
n = P s A ’ n .
=3 T 61003 T 6 10

Zv14sté vidime, Ze pro velkd n je pravdépodobnost dspéchu n-t€ho pokusu blizka 2/3. U

3.63. Dva hraci A, B hraji o penize opakované jistou hru, kterd mtze skoncit pouze vitézstvim jed-
noho z hract. Pravdépodobnost vyhry hrace A je v kazdé jednotlivé hie p € [0, 1/2) a oba sdzi vidy
(v libovolné hie) jen 1 K&, tj. po kazdé hie s pravdépodobnosti p dd 1 K¢ hra¢ B hraci A a s pravdépo-
dobnosti 1 — p naopak 1 K¢ dad hrd¢ A hraci B. Hraji ov§em tak dlouho, dokud jeden z nich nepfijde
o vSechny penize. JestliZze mé hrd¢ A na zacdtku x K¢ a hrd¢ B md y K¢, urCete pravdépodobnost, Ze

hrd¢ A vse prohraje.

ReSeni. Tato tloha se nazyva Ruinovani hrace. Jednd se o specidlni Markovuv fetézec (viz také

priklad Mlsny hazardér) s mnoha dllezitymi aplikacemi. Hledana pravd€podobnost ¢ini

(3.8)

Pov§imnéme si, jakd je tato hodnota pro konkrétni volby p, x, y. Kdyby hra¢ B chtél mit téméf jistotu
a poZadoval, aby pravdépodobnost, Ze hrd¢ A s nim prohraje 1 000 000 K&, byla alespotii 0,999, potom
staci, aby mél 346 K¢, je-li p = 0,495 (&i 1727 K¢, je-li p = 0,499). Proto je ve velkych kasinech

76
1

mozné, aby ,,va$nivi* hradc¢i mohli hrat témé&f spravedlivé hry. O
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3.64. Jirka md ve zvyku si kazdy vecer zab&hat. M4 tfi trasy — krdtkou, stfedni a dlouhou. Pokud si
nékdy zvoli kratkou trasu, ndsledujici den si to vyc¢itd a rozhodne se libovolné (tj. se stejnou pravdépo-
dobnosti) pro dlouhou, nebo stiedni. JestliZe si v néktery den zvoli dlouhou trasu, v nasledujicim dnu
voli zcela libovolné jednu z tras. Pokud béZel stfedn€ dlouhou trasu, cit{ se dobfe a druhy den si se stej-
nou pravdépodobnosti vybere bud’ stfedni, nebo dlouhou. Pfedpoklddejte, Ze takto béhd kazdy vecer
uz velmi dlouhou dobu. Jak €asto voli kratkou a jak €asto dlouhou trasu? Jakd je pravdépodobnost, Ze
si zvoli dlouhou trasu, kdyz si ji zvolil pfesn¢ pied tydnem?

ReSeni. Ziejmé se jednd o Markoviiv proces se tfemi moznymi stavy, a to volbami krétké, stredni

a dlouhé trasy. Toto poradi stavli dava pravdépodobnostni matici pfechodu

0 0 1/3
T=|[1/2 12 13
12 12 1/3

Stacf si uvédomit, Ze napr. druhy sloupec odpovida volbé stiedni trasy v minulém dnu, kterd znamen4,
Ze s pravdépodobnosti 1/2 bude opét zvolena stiedni trasa (druhy fadek) a s pravdépodobnosti 1/2

s vz

bude zvolena dlouhd trasa (tfeti fadek). Nebof je

1/6 1/6 1/9
T> = |5/12 5/12 4/9 ],
5/12 5/12 4/9
muizZeme vyuzit disledkd Perronovy-Frobeniovy véty pro Markovovy procesy. Nenf obtiZné vypocitat,

Ze vlastnim vektorem, ktery prislusi vlastnimu ¢islu 1 a ktery je pravdépodobnostni, je pravé

13 3\"
(?’ 7 ?) '
Hodnoty 1/7, 3/7, 3/7 pak uddvaji po fadé€ pravdépodobnosti, Ze v ndhodné ur¢eném dnu voli trasu
kratkou, stfedni, dlouhou.

Nechf si Jirka v jisty den (v ¢ase n € N) vybere dlouhou trasu. Tomuto rozhodnuti odpovida

pravdépodobnostni vektor

x, = (0,0, D"
Pro nasledujici den tedy plati
0 0 1/3 0 1/3
xom=011/2 172 1/3]1-|10]=11/3],
1/2 1/2 1/3 1 1/3
aZz po sedmi dnech je
0 1/3
Xy =T -0 =7°-11/3
1 1/3
Vycislenim dostdvdme jako sloZky x,7 hodnoty
0,142861225...; 0,428569387...; 0,428569387....

Tedy pravdépodobnost, Ze zvoli dlouhou trasu za podminky, Ze si ji zvolil pifed sedmi dny, ¢ini
priblizné 0,428 569 ~ 3/7 = 0,428 571. (]

3.65. V rdmci jisté spolecnosti funguji dv€ navzdjem si konkurujici oddéleni. Vedeni spole€nosti se

rozhodlo, Ze kazdy tyden bude poméfovat relativni (vzhledem k poc¢tu zaméstnancti) zisky dosazené

vvvvvv
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z druhého odd€leni. Tento proces ma probihat tak dlouho, az jedno z oddéleni zanikne. Ziskali jste
zaméstnani v této spole¢nosti a miiZete si vybrat jedno z té€chto dvou oddéleni, kde budete pracovat.
Chcete si zvolit to, které nebude v disledku vnitropodnikové konkurence zruSeno. Jakd bude Vase
volba, kdyz jedno oddé€leni ma nyni 40 zaméstnancd, druhé 10 a kdyZ odhadujete, Ze to v souc¢asnosti

mens${ z nich bude mit vétsi relativni zisky v 54 % pripadd? @)

3.66. Student na koleji je znacné spoleCensky unaven (v disledku toho neni schopen plné vnimat
smyslové podnéty a koordinovat své pohyby). V tomto stavu se presto rozhodne, Ze na pravé probi-
hajici vecirek pozve zndmou, kterd ma pokoj na jednom konci chodby. Na opa¢ném konci chodby
vSak bydli né€kdo, koho pozvat rozhodné nehodl4. Je ovSem natolik ,,unaven®, Ze rozhodnuti udélat
krok zvolenym smérem se mu podaif realizovat pouze v 53 ze 100 pokust (ve zbylych 47 jde pfesné
na opacnou stranu). Za predpokladd, Ze vyjde v poloviné chodby a Ze vzdélenost k obéma dvefim na
koncich chodby odpovid4 jeho 20 krokim, stanovte pravdépodobnost, Ze nejdiive dorazi ke spravnym
dvefim. O

3.67. Nechfn € N osob hraje tzv. tichou postu. Pro jednoduchost pfedpokladejte, Ze prvni osoba
zaSeptd druhé pravé jedno (libovoln€ zvolené) ze slov ,,ano®, ,,ne*. Druhd osoba pak potichu fekne
tieti osobé to ze slov ,,ano®, ,,ne, o kterém si mysli, Ze ho fekla prvni osoba. Takto to pokracuje az
k n-té osobé. JestliZze pravdépodobnost toho, Ze pfi libovolném pifedani se zaméni (nechté, imyslné)
Sifené slovo na to druhé, je p € (0, 1), stanovte pro velkd n € N pravdépodobnost, Ze n-td osoba urc{

spravné slovo zvolené prvni osobou.

ReSeni. Na tuto dlohu lze nahliZet jako na Markoviv fetézec se dvéma stavy nazvanymi Ano a Ne,
kdy fekneme, Ze proces je ve stavu Ano v ¢ase m € N, pokud si m-td osoba bude myslet, Ze preddvané

slovo je ,,ano®. Pro poradi stavii Ano, Ne je pravdépodobnostni matice pfechodu

T=C_p P>_
p l—p

Souc¢in matice T™~! a pravd&podobnostniho vektoru po&ite¢ni volby prvni osoby potom uddva
pravdépodobnosti toho, co si bude myslet m-t4 osoba. Mocniny této matice ov§em pocitat nemusime,
nebof v§echny prvky matice T jsou kladna ¢isla. Navic tato matice je dvojndsobné stochastickd. Vime
tudiz, Ze pro velkd n € N bude pravd&podobnostni vektor blizky vektoru (1/2, 1/2)7. Pravd&podob-
nost, Ze n-t4 osoba fekne ,,ano", je proto ptiblizn€ stejnd jako pravdépodobnost, Ze fekne ,,ne“, a to
nezdvisle na tom, pro které slovo se rozhodla prvni osoba. Pro velky pocet zicastnénych tak plati,
Ze zhruba polovina z nich uslysi ,,ano* (zopakujme, Ze nezdvisle na tom, které slovo bylo na zacatku
vybrano).

Pro tplnost zjist€éme, jak by tloha dopadla, kdybychom pfedpoklddali, Ze pravdépodobnost
zamény ,,ano na ,,ne* je u libovolné€ osoby p € (0, 1) a pravdépodobnost zdmény ,,ne* na ,,ano*

je obecné odlisné g € (0, 1). V tomto piipad€ pro stejné poradi stavli dostdvame pravdépodobnostni

(5t
p l—gq

kterd vede (pro velkd n € N) k pravdépodobnostnimu vektoru blizkému vektoru

T
G5
p+q p+q)’

matici prechodu
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coz kupf. plyne z vyjadfeni matice

a_ | q q) o n(p —q)}
T‘p+q[<ﬁ p) AP\, )]

Rovnéz tentokrat pri dostate¢ném poctu lidi nezédlezelo na volbé slova, kterou ucinila prvni osoba.
Stru¢né feceno, v tomto modelu plati, Ze nezdlezi na pivodnim rozhodnuti, protoZe o tom, jakou
informaci si lidé pfeddvaji, rozhodujf oni sami; pfesnéji feceno, lidé sami rozhoduji o Cetnosti vyskytu
»ano* a ,ne*, pokud je jich dostate¢ny pocet (a chybi-li jakékoli ovérovani).

Dopliime jesté, Ze vySe uvedeny zavér byl experimentdln€ ovéien. V psychologickych pokusech
byl mj. jedinec opakované vystaven vjemu, ktery §lo vnimat dvéma rtiznymi zpisoby, a to v ¢asovych
intervalech zaruCujicich, aby si subjekt pamatoval pfedeSly vjem. Viz napt. ,,I. Havrdnek a kol.: Ma-
tematika pro biologické a lékarské védy, Praha, Academia 1981%, kde je uveden experiment, v némZ
je zableskem osvétlovdn v pevnych Casovych odstupech nejednoznacny obraz (tfeba nicrt krychle

vnimatelny jako nadhled i podhled). Takovy proces je totizZ Markovovym fetézcem s matici prechodu

(57 1%)
p 1—q)’

kde p,q € (0, 1). O

3.68. V jisté he si mlizete vybrat jednoho ze dvou soupeft. Pravdépodobnost, Ze porazite lepsiho,
je 1/4, zatimco hors$iho ze soupetil porazite s pravdépodobnosti 1/2. Soupefi ale nejsou rozliSeni,
a tak nevite, ktery z nich je ten lepsi. Cekd Vds velké mnozstvi her (pro kazdou miiZete zvolit jiného
soupefe) a samoziejmé chcete dosdhnout celkové co nejvétsiho podilu vitéznych her. Uvazte tyto dvé

strategie:

1. Pro prvni hru si vyberete soupefe ndhodné. Pokud néjakou hru vyhrajete, pokracujete se
stejnym soupefem,; jestliZe ji prohrajete, zménite pro dalsi hru soupefte.

2. Pro prvni dvé€ hry si vyberete (jednoho) soupete ndhodné. Déle se fidite vysledkem ptfedcho-
zich dvou her, kdy na dal$i dvé hry zménite soupete, pravé kdyz obé pfedchozi prohrajete.

Kterou ze strategii (moudfe) zvolite?

ReSeni. Obé¢ strategie jsou vlastné Markovovym fetézcem. Pro jednoduchost horiho ze soupeft
oznacujme jako osobu A a lepSiho ze soupeft jako osobu B. V prvnim pfipad¢ pro stavy ,,hra s oso-
bou A*, ,hra s osobou B (a toto jejich potfadi) dostdvame pravdépodobnostni matici pfechodu

1/2 3/4
1/2 1/4)°

Tato matice md v8echny prvky kladné, a proto staci najit pravdépodobnostni vektor x,, ktery prislusi

3 2\7*
Xoo ==, =) .
55

Jeho slozky odpovidaji pravdépodobnostem, Ze po dlouhé fadé her bude soupefem osoba A, resp. B.

vlastnimu ¢islu 1. Plati

Lze tedy ocekdvat, Ze 60 % her bude hrano proti hor§imu ze soupeid. Nebof

2 3

575
vitéznych her bude kolem 40 %.

B

-
2

(S
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Pro druhou strategii zavedime stavy ,,dvé hry po sob& s osobou A* a ,,dv€ hry po sob€ s osobou B,
které vedou na pravdépodobnostni matici prechodu

3/4 9/16
1/4 7/16)

Snadno uréime, Ze nyni je

9 4\7
Xoo = | —, — .
13’ 13

Proti hor§imu ze soupeit by se tak hrdlo (9/4)-krat Castéji nez proti lep§imu z nich. Pfipomeiime, Ze
pro prvni strategii to bylo (3/2)-krat Castéji. Druhd strategie je proto vyhodnéjsi. Jest€ poznamenejme,
Ze pri druh€ strategii bude priblizné 42,3 % her vitéznych. Staci totiZ vy&islit

-1 _ 9 1 4 1
0,423—%—E'§+E'Z. ([

3.69. Petr se pravideln¢ setkdvad se svym kamarddem. Je ovSem ,,prosluly* svou nedochvilnosti.
Snazi se ale zménit, a proto plati, Ze v poloviné pfipadi pfijde v€as a v jedné desetiné piipadd do-
konce jeste diive, pokud na minulé setkdni ptiSel pozd€. JestliZze minule pfiSel v€as nebo dfive, nez
m¢él prijit, vrati se ke své ,,bezstarostnosti*“ a s pravdépodobnosti 0,8 dorazi pozd¢€ a pouze s pravdépo-
dobnosti 0,2 v¢as. Jaké je pravdépodobnost, Ze na dvacaté setkani prijde pozde€, kdyZ na jedenacté
prisel véas?

Reseni. Ziejmé se jednd o Markovlv proces se stavy ,,Petr prijde pozdé®, ,,Petr prijde véas®, ,,Petr

prijde dfive a s pravdépodobnostni matici pfechodu (pro uvedené potadi stavil)

0,4 0,8 0,8
T=105 02 0,2
01 0 O

Jedendcté setkdnf je uréeno pravdépodobnostnim vektorem (0, 1, 0)7 (s jistotou vime, Ze Petr piisel

vcas). Dvacatému setkani pak odpovida pravdépodobnostni vektor

0 0,571578 368
T°.11] =10,371316224
0 0,057 105 408

Hledana pravdépodobnost je tudiz 0,571 578 368 (piesné). Dodejme, Ze je

0,571316224 0,571578368 0,571578368
T7° = 10,371512832 0,371316224 0,371316224
0,057170944 0,057105408 0,057 105408

Odtud vidime, jak mélo zdleZi na tom, zda pfiSel na jedendcté setkdni pozd€ (prvni sloupec), vas

nebo diive (druhy a soucasné tteti sloupec). (]

3.70. Dva studenti A a B travi kazdé pondélni odpoledne hranim jisté pocitacové hry o to, kdo
z nich vecer zaplati spolec¢nou ttratu v restauraci. Hra miZe rovnéz skondit remizou, kdy vecer oba
plati pravé polovinu ttraty. Vysledek predeslé hry ¢aste¢né ovliviluje hru nasledujici. Pokud tedy
pred tydnem vyhrdl student A, potom s pravdépodobnosti 3/4 vyhraje opét a s pravdépodobnosti 1/4
skon¢i hra remizou. Remiza se opakuje s pravdépodobnosti 2/3 a s pravdépodobnosti 1/3 vyhraje ve
hie nasledujici po remize student B. Pokud pfed tydnem vyhrdl student B, pak s pravdépodobnosti 1,/2
své vitézstvi zopakuje a s pravdépodobnosti 1/4 vyhraje student A. Naleznéte pravdépodobnost, Ze

dnes bude kazdy platit polovinu ttraty, jestliZze prvni hru pied velmi dlouhou dobou vyhral student A.
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ReSeni. Vlastné je zaddn Markoviiv proces se stavy ,,vyhraje student A*, , hra skon&i remizou®, ,,vy-
hraje student B* (v tomto poradi) pravdépodobnostni matici pfechodu

3/4 0 1/4
T=\|1/4 2/3 1/4
0 1/3 1/2

Chceme najit pravdépodobnost pfechodu z prvniho stavu do druhého po velkém poctu n € N kroki
(tydnil). Matice T je primitivni, protoze

9/16 1/12 5/16
72 = [ 17/48 19/36 17/48
/12 7/18 13

Stacf tak najit vlastni pravdépodobnostni vektor x,, matice T piislu§ny vlastnimu ¢islu 1. Snadno lze

2 3 2\’
XYoo =\z=, =, =) .
* 777

Vime, Ze vektor xo, se jen velmi mdlo li§{ od pravdépodobnostniho vektoru pro velkd n a témér

spocitat, Ze

nezdavisi na poc¢ate¢nim stavu, tj. pro velkd n € N mizeme klast

2/7 2/7 2/7
™~ (37 3/7 37
2/7 2/7 2/7

Hledana pravdépodobnost je prvkem této matice na druhé pozici v prvnim sloupci (je druhou slozkou

vektoru X,). Pomérné rychle jsme nalezli vysledek 3/7. ]

3.71. Adam, Bedfich a Cengk si hdzeji balénem. Adam jej s pravdépodobnosti % hodi Cetikovi,
s pravdépodobnosti % Bedfichovi. Bedfich jej s pravdépodobnosti % hodi Adamovi a s pravdépo-
dobnosti % Ceiikovi. Kone¢né Cenék jej hodi s pravdépodobnosti ‘g‘ Adamovi a s pravdépodobnosti
% Bedfichovi. Sestavte matici tohoto Markovova procesu a urcete, s jakou pravdépodobnosti se mic

bude nachdzet po velkém poctu hodti u Bedficha (kazdy potiebuje stejny ¢as na odhozeni balénu).

O

3.72. Sheldon a Leonard si hdZou balénem pfes sif. Pravdépodobnost, Ze Sheldon dokaZe ptehodit sit
jsou 3/5 (s pravdépodobnosti 2 /5 zlistane mi¢ na jeho strané). Pravdépodobnost, Ze Leonard piehodi
sif jsou 4/5 (s pravdépodobnosti 1/5 ziistane mi¢ na jeho strané). Jakd je pravdépodobnost, Ze po
velkém poctu pokusti obou panti bude mi¢ na Sheldonovée stran¢? Formulujte dlohu jako Markoviv
proces a uvedte jeho matici. @

3.73. Ukazte, Ze symetrickd matice

01 ... 00
1 0 ... 00
Ll :
2 | :
00 ... 01
00 ... 10
md vlastni hodnoty A; = cos¢;, kde ¢; = nl% s1 <[ < n a ze pfislu§né vlastni vektory

[ 2 cos . T - P
m(sm @y, sin2¢y, : sinng;) tvofi ortonormalni bazi.
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ReSeni. Nejprve spocitime, ¢emu je rovna k-td slozka vektoru

01
10
1 [ 2
AL ES!
" 0
0 0

0
0

0
1

sin @;
sin 2¢;

1 .
0 sinng;

PouZitim souctového vzorce pro sinus dostdvdme

1 2 )
WNnr [ (sink = Dy +sin(k + Do) =/~ i sin kg, cos ¢y,

takZe dany vektor je opravdu vlastni vektor s vlastni hodnotou cos ¢;. ProtoZe mame n riiznych vlast-

nich &isel (coZ je dimenze), tvoii tyto vlastni vektory bdzi. Nyni zbyva ovéfit, Ze vlastni vektory jsou

ortogondln{ a normované.

O
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ReSeni cviceni
3.2. Denni ddvka by méla sestavat z 3,9 kg sena a 4,3 kg ovsa. Naklady na davku potom budou 13,82 K¢.
302 x, =4" 42 (=2)"+ 1= Q"+ (=12
3.19. Leslieho matice daného modelu je (imrtnost v prvni skupin€ ozna¢ime a)

0 2 2
a 0 0
01 0

Podminka stagnace populace odpovidd tomu, 7¢ matice md vlastni hodnotu 1, neboli polynom A3 — 2ax — 2a
ma mit kofen 1, tja = 1/4.

3.25. Stejné& jako v (]|3.24|)) skon&i hra po tiech sdzkéch. Jsou tedy op&t viechny mocniny A, poéinaje A3

shodné.
1 7/8 3/4 1/2 0
0 O 0 0O 0
A=A =10 o o o0 o0
0 O 0 0 O
0 1/8 1/4 1/2 1

3.31. Je, neni, neni, je.

3.39.
e Tvrzeni je pravdivé. (B := AT A, bij = (i-ty fadek ATy (j-ty sloupec A)=bj; = (j-ty fadek
AT) . (i-ty sloupec A)=(j-ty sloupec A) - (i-ty Fadek AT).
1 1
e Tvrzeni zfejmé neplati. UvaZte napt. A = 0 1
3.41.
1 0 O 1 1 0
1 =2 0}J]0 1 -1
01 1 00 O

3.49. x, =2"tl 5=l 4 op 4 1.

3.50.
1 (3+var\" 1 (3-var)
= 2 i\ 2

3.51. x, = 2+/3sin(n - (/6)) — 4cos(n - (7/6)).
3.52. x, = =3(=1)" —2cos(n - (27/3)) — 23/3sin(n - ((277/3)).
3.53. xy = (=1)"(=2n* 4+ 8n — 7).

3.58.

Matice md dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je (g, 1). ProtoZe je vlastni hodnota domi-

Q= NN
DA D|—

nantni, tak se pomér divakd se ustdli na poméru 6 : 5.

3.60. 36:6: 1.
3.65. Mtzeme vyuZit vysledku tdlohy oznaCované jako Ruinovani hrace. Pravdépodobnost, Ze zanikne to

oddélent, které ma nyni 40 zaméstnancd, je podle tohoto piikladu rovna

1— ( 0,46 )5
1-0,46 )
=0, 56.

1 _ (046 25
1-0.46
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v v s

Stacilo dosadit p =1 — 0,54, y = 10/2 a x = 40/2 do (||E3|). Proziravéjsi je tedy zvolit v tuto chvili mens{

oddéleni.
3.66. Znovu se jedna o specilni piipad Ruinovani hrice. Staci zadani vhodné preformulovat. Pro p = 0, 47,
y =20ax =20z (||BR|) plyne vysledek

1 _( 0,47 )20
. 1-0,47
0,917 =

1— (047 40
1-0,47

o 1 4
35
3.71. Matice procesu je % 0 % , vlastn{ vektor pfislu§ny vlastni{ hodnoté 1 je (g, 1, %), hledana
1 2
3 50
1 6

d&podobnost pak - 23
pravdépodobnost pa 13/9+1+25/18 23

1 3 2 4

3.72. (2 Z) resp. (3 i) , vlastni vektor prislu$ny vlastni hodnoté 1 je (1, 4/3), resp. (4/3, 1), hledana
5 5 5 5

pravdépodobnost 4 /7.
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KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?

— a zase skoncime u matic...

A. Afinni geometrie
4.1. Napiste parametrické vyjadfeni pfimky uréené v R? rovnicemi

2y + z = 2,
y — z = 5.

x —

2x +

ReSeni. Ziejmé postacuje vyfesit uvedenou soustavu rovnic.
Jde o dvé linedrni rovnice o tfech nezndmych. Jejim feSenim
7,5t —12),

je jednoparametricky systém (x, y, z) = (¢, 3t —
coz je jiz hledané parametrické vyjadient.
Mtizeme ale postupovat také odli$né. Potfebujeme totiZ najit ne-

nulovy (smérovy) vektor, ktery bude kolmy na (normdlové) vekto-

ry (1, =2, 1), (2, 1, —1). Ten miZeme najit jednak vyfeSenim soustavy
rovnic

X1 — 2x + x3 = 0,

2x1 + X2 — x3 = 0

vystihujici, Ze skaldrni soucin hledaného vektoru (xi, x», x3) s vek-
-2, D 1i (2,1,

piivodn{ systém). ReSenim je jednoparametricky systém kolmych vek-

tory (1, —1) bude nulovy (jde o zhomogenizovany

tor (¢, 3¢, 5¢). Vektor (x1, x2, x3) mizeme také urcit pfimo, pomoci

Vratime se ted’ k nasemu pohledu na geometrii, kdyZ jsme
zkoumali polohy bodt v roviné v 5. ¢asti prvni kapitoly, viz TZ2Z3.
Budeme se nejprve zajimat o vlastnosti prostorovych objekt vyme-
zenych pomoci bodd, pfimek, rovin apod. Podstatné pfitom bude
vyjasnéni, jak jejich vlastnosti souvisi s pojmem vektorl a zda za-
visi na pojmu velikosti vektorti.

V dals{ ¢asti pak pouZijeme linedrn{ algebru pro studium ob-
jektd, které uz linearné definované nejsou. Opét pfitom budeme
potiebovat trochu vice maticového poctu. Vysledky budou dilezité
pozdé&ji pti diskusi technik pro optimalizace, tj. hledani extrémi
funkénich hodnot.

Projektivni rozsifen{ afinnich prostor ndm v zavéru kapitoly
ukéze, jak lze piekvapivé snadno dosdhnout zjednoduseni i stabi-
lity algoritmickych postupti typickych pro praci s pocitacovou gra-
fikou.

1. Afinni a euklidovska geometrie

Kdyz jsme si ujastiovali strukturu feSeni systémul linearnich
_ rovnic v prvni &asti predchozi kapitoly, zjistili jsme
v odstavci B, Ze v§echna feSeni nehomogennich sys-
l ""i" = témd rovnic sice netvoii vektorové podprostory, vidy
ale vznikaji tak, Ze k jednomu jedinému feseni pfi¢teme cely vekto-
rovy prostor feseni piislusné homogenni soustavy. Naopak, rozdil
dvou feseni nehomogenni soustavy je vZdy feSenim soustavy ho-
mogenni. Obdobné se chovaji linedrn{ diferen¢ni rovnice, jak jsme
jiz vidéli v odstavci B14.

(z" %é 2

4.1. Afinni prostory. Navod na teoretické uchopeni takové
situace dava jiz diskuse geometrie roviny, viz odstavec 23 a
dédle. Tam jsme totiZ popisovali pfimky a body jako mnoZiny
feSeni systéml linedrnich rovnic. Pfimka pro nds pak byla
,jednorozmérnym™ prostorem, prestoze jeji body byly popisovany
dvéma soufadnicemi. Parametricky jsme ji zadavali tak, Ze
k jednomu bodu (tj. dvojici soufadnic) jsme pficitali nasobky
pevné zvoleného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i

ted’ v libovolné dimenzi.

STANDARDN{ AFINNf PROSTOR —

Standardni afinni prostor A, je mnoZina vSech bodi
= A, spolu s operaci, kteroukbodu A = (ay, ..., a,) € A,
vy) € R" =V piifadime bod

ap +v,) eR" = A,.

vR"

a vektoru v = (vq, ...,
A+v=(a+vy,...,

Tyto operace splituji nasledujici tfi vlastnosti:

(1) A+ 0 = A pro vSechny body A € A, anulovy vektor0 € V,

2) A+ (v+w) = (A 4+ v) + w pro vSechny vektory v, w € V
abody A € A,,
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tzv. vektorového soucinu (viz B-24):
1,-2,1)x2,1,-1) =(1,3,5).
Vsimneme-li si navic, Ze napf. usporddand trojice
(x,y,2) =(2,-1,-2)
vyhovuje dané soustave, dostaneme vysledek

[2,—1,-2]4+1¢(1,3,5), teR.

Ctenaf jisté postiehl, Ze alternativni postup pouze geometricky inter-

pretoval feSeni nehomogenn{ linedrni soustavy rovnic. U

4.2. 'V R*je parametricky ddna rovina

0:10,3,2,5] +¢(1,0,1,0) +s (2,—-1,-2,2), ts €.

Vyjadfete tuto rovinu implicitné.

ReSeni. Ukolem je najit soustavu linearnich rovnic &ty proménnych
X, ¥, Z, u (Ctyfi proménné jsou dany dimenzi prostoru), jiZ budou vy-
hovovat pravé soufadnice bod uvedené roviny. Poznamenejme, Ze
hledand soustava bude obsahovat 2 = 4 — 2 linedrn€ nezdvislé rov-

nice. Pfiklad vyfeSime tzv. eliminaci parametrt. Body [x, y, z, u] € o

spliuji
X = t + 2s,
y = 3 - s,
z = 2 4+ t - 2s,
u = 5 + 2s,

pficemz t, s € R. Odtud mtizeme ihned pfejit k maticovému zapisu

21-1 0 0 O
-110 -1 0 O
0

S = O
oW o

kde prvni dva sloupce jsou smérové vektory roviny, za svislou ¢arou
nasleduje zdporné vzatd jednotkovd matice a za druhou svislou ¢arou
jsou soufadnice bodu [0, 3, 2, 5]. Tento piepis vznika tak, Ze na vySe
uvedenou soustavu rovnic nahliZime jako na soustavu rovnic pro
nezndmé t, s, x, y, Z, u a vSechny Cleny pfitom pievadime na jednu

stranu rovnic. Ziskanou matici pfevedeme pomoci elementdrnich fad-
kovych transformaci do tvaru, kdy pfed prvni svislou ¢arou bude maxi-

malni mozZny pocet nulovych fadkut. Pfictenim (—1)-ndsobku prvniho

(3) pro kazdé dva body A, B € A, existuje pravé jeden vektor
v € V takovy, Ze A 4+ v = B. Znacime jej v = B — A, nékdy
také AB.

Vektorovy prostor R" nazyvame zaméreni standardniho afinniho
prostoru A,,.

Vsimnéme si nckolika formdlnich nebezpeéi. PouZivame
stejny symbol ,,+ pro dvé rtizné operace: pricteni
vektoru ze zaméfeni k bodu v afinnim prostoru, ale
——"' "~ také s¢itani vektorti v zaméfeni V = R”". Také ne-
zavadime zvla$tn{ pismena pro samotnou mnoZinu bodi afinniho
prostoru, tj. A, pro nds predstavuje jak samotnou mnoZinu bodd,
tak i celou strukturu definujicf afinnf prostor.

Pro¢ vlastn& chceme rozliSovat mnoZinu bodi prostoru A4, od
jeho zaméfeni V, kdyZ se jedna jakoby o stejné R"? Jde o velice
podstatny formdlni krok k pochopeni geometrie v R": Geomet-
rické objekty jako piimky, body, roviny apod. nejsou totiZ piimo
zavislé na vektorové struktuie na mnoziné R” a uz vibec ne na
tom, Ze pracujeme s n—ticemi skalarli. Potfebujeme jen umét fici,
co to znamend pohybovat se ,,rovné v daném sméru“. K tomu
pravé potiebujeme na jedné strané vanimat tfeba rovinu jako neo-
hrani¢enou desku bez zvolenych soufadnic, ale s moZnosti posu-
nout se o zadany vektor. KdyZ prejdeme navic k takovému abs-
traktnimu pohledu, budeme umét diskutovat ,,rovinnou geometrii*
pro dvourozmérné podprostory, tj. roviny ve vicerozmérnych pro-
storech, ,.prostorovou’ pro tifrozmérné atd., aniZ bychom museli
pfimo manipulovat k—ticemi soufadnic.

Tento pohled je zachycen v nasledujici definici:

4.2, Definice. Afinnim prostorem 4 se zaméfenim V rozumime
mnozinu bodii ‘P, spolu se zobrazenim

PxV—->P, (A v)— A+,

kde V je vektorovy prostor a naSe zobrazeni spliluje vlastnosti
(1)—(3) z definice standardniho afinniho prostoru.

Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak definovdno
posunuti ©, : A — A jako ziizené zobrazeni

W PP x{v)—>P, Ar—A+v.
Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméfeni.

Nadile nebudeme rozliSovat ve znaceni disledné mnoZinu
bodti A a mnozinu vektord P, budeme misto toho hovofit o bo-
dech a vektorech afinniho prostoru .A.

7. axioml okamZité plyne pro libovolné body A, B, C v afin-
nim prostoru A4

4.1) A—A=0¢eV,
4.2) B—A=—(A-B),
(4.3) (C—B)+ (B—A) =C — A.

Skute¢né, (BT) vyplyva z toho, Ze A + 0 = 0 a takovy vektor
musi byt jednoznaény (prvni a tiet{ defini¢ni vlastnost). Postupnym
pfi¢tenim B — A a A — B k A (v uvedeném potadi), zjevné dosta-
neme podle druhé defini¢ni vlastnosti opét A, tedy jsme pfticetli
nulovy vektor a to dokazuje (B3). Obdobné z defini¢ni vlastnosti
A1 (2) a jednoznacénosti vyplyva (E3).
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a soucasné (—4)-nasobku druhého fadku ke tfetimu fadku a dvojna-
sobku druhého ke ¢tvrtému fadku dostdvame

( 1 2]/-1 0 0 010
0O -1} 0 -1 0 0|3 ]|_
1 210 0 -1 0|2
0O 210 O O -—-1}|5
( 1 2]/-1 0 0 0] 0
10 -1,0 -1 0 0 3
0 O 1 4 -1 0 |-10
0O 0,0 -2 0 -—-1| 11
Odkud plyne vysledek
—2y - u + 11= 0.

Koeficienty za prvni svislou ¢arou v fadcich, které jsou pred touto svis-
lou ¢arou nulové, urcuji totiZ koeficienty obecnych rovnic roviny.

Upozornéme, Ze kdybychom napf. pfepsali soustavu rovnic do ma-

tice
1 00 01 210
010 0|0 —-113
0O 01 0|1 =2(2 1|
000 110 215

kterd odpovida situaci, kdy proménné x, y, z, u zGstdvaji na levé strané

<«

rovnic, totozna dprava

1 0 0 0|1 210 0O 0 0|1 2 0
01 0 0j]0 —-1/|3 0 1 0 0|0 -1 3
0 0 1 0|1 =212 -1 -4 1 0|0 O |-10
0 00 1]0 2|5 0 2 0 110 O 11
dava vysledek ve tvaru
—x — 4y + z = -10,
2y + u = 11.

Pfi pfepisovani soustavy do matice je tudiZ nutné zohlediiovat, zda
svisld ¢dra oddéluje levou stranu rovnic od pravé (¢i nikoliv). Jak jsme
¢aste¢né vidéli v tomto piikladu, metoda eliminace parametri miize
byt zdlouhavd a pfi jejim pouZiti se 1ze snadno dopustit chyb.

Jiné FeSeni. Reseni mizeme do zna¢né miry urychlit nasi , Sikovnosti*.
Pokud si vSimneme, Ze dva linedrné nezdvislé normélové vektory,
tj. vektory kolmé na vektory (1,0, 1,0), (2, —1, =2, 2). jsou napt.
©0,2,0,1), (—=1,0,1,2), dosazenimx = 0,y =3,z =2, u =5

do rovnic

2y + u = a,
—X + z + 2u = b
bychom obdrzeli a = 11, b = 12, nésledné hledané implicitni vy-
jadteni
2y + u = 11,
—Xx + z + 2u = 12

Vs&imnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ag € A ndm
ur¢uje bijekei mezi V a A. Pti volbé pevné baze u ve V tak dosta-
vame pro kazdy bod A € A jednoznaéné vyjadieni

A =Ag+xiuy + -+ xpuy.

Hovofime o afinni soustavé souradnic (Ag; ui, ..., u,) zadané
pocdtkem afinni souiadné soustavy Ag a bdzi zaméteni u nebo také
o afinnim repéru (Ao, u).

Slovy miiZeme shrnout situaci takto: Afinn{ souradnice bodu
A v soustavé (Ag, 1) jsou soufadnicemi vektoru A — Ag v bazi
u zaméfeni V.

Volba afinntho soufadného systému ztotoZiluje jakykoliv
n-rozmérny afinni prostor A se standardnim afinnim prostorem

Ay

4.3. Aﬁnm podprostory. Jestlize si vybereme v A jen body,
R které budou mit nékteré pfedem vybrané souiadnice
nulové (tfeba posledni jednu). Dostaneme opét
mnozinu, kterd se bude chovat jako afinni prostor.
Takto budeme skute¢né parametricky popisovat tzv.
aﬁnnl podprostory ve smyslu nasledujici definice.
|

PODPROSTORY AFINNIHO PROSTORU

Definice. Neprdazdnd podmnozina Q@ < A afinntho prostoru A se
zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnoZina
W ={B — A; A, B € Q} C V vektorovym podprostorem a pro
libovolné A € Q,ve WijeA+v e Q.

Je podstatné mit ob& podminky zahrnuty v definici, protoze
je snadné najit ptiklady podmnoZzin, které budou spliiovat prvni,
ale nikoliv druhou podminku. Pfemyslejte napf. o pfimce v roviné
s vyjmutym jednim bodem.

Pro libovolnou mnoZinu bodd M C A v afinnim prostoru se
zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

Z(M) =

vSech vektorii generovanych rozdily bodt z M.

Zejména je V = Z(A) a kazdy afinni podprostor Q@ < A
spliiuje sdm axiomy afinniho prostoru se zaméfenim Z(Q).

Piimo z definic je také zfejmé, Ze prinik libovolné mnoZiny
afinnich podprostorti je bud opét afinni podprostor nebo prazdnd
mnoZina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprdzdnou podm-
nozinou M C A je prinikem vSech afinnich podprostori, které
obsahuji v§echny body podmnoZiny M.

({B—A:BAeM)CV

__J AFINN{ OBAL A PARAMETRICKY POPIS PODPROSTORU L——-]

Afinni podprostory si mtzZeme p&kné popsat pomoci je-
jich zaméfeni, jakmile si zvolime jeden jejich bod Ay € M
v generujici mnoZiné bodi M. Skuteéné, dostivame
M) = {Ay + v;v € ZWM) < Z(A)}, tj. pro genero-
van{ afinnfho podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z (M)
v zaméfen{ generovany vSemi rozdily bodid z M a ten pak pricteme
k libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoZiny
bodi M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni Z(A)
a jeden pevny bod A € A, pak podmnoZina A + U vznikla v§emi
moZnymi soucty jediného bodu A se v§emi vektory v U je afinn{
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4.3. Naleznéte parametrické vyjadieni roviny prochdzejici body

A=[2,1,1], B=13,4,5], C=1[4,-2,3]

Poté parametricky vyjadfete otevienou polorovinu obsahujici

bod C a vymezenou piimkou zadanou body A, B.

ReSeni. K parametrickému vyjddfeni roviny potfebujeme jeden bod
lezici v této roviné a dva smérové (linedrné nezdvislé) vektory. Staci
zvolitbod A a vektory B—A = (1,3,4)aC—-A = (2, -3, 2), které
jsou ocividné linedrn€ nezdvislé. Bod [x, y, z] ndlezi do dané roviny

prave tehdy, kdyz existuji ¢isla t, s € R, pro kterd je

x=24+1-t4+2-5, y=143-t—-3-5, z=14+4-t4+2-5

tj. hledané parametrické vyjddieni roviny je

[2s1’1]+t(1’3$4)+s(2’_3a2)’ tas ER

Volba s = 0 zjevné ddva piimku, kterd prochdzi body A, B. Pro
t = 0,s > 0dostadvame polopiimku za¢inajici v bodé A a prochazejici
bodem C. Libovolné pevné zvolené t € R a ménné s > 0 pak zadavaji
polopiimku s pocatkem na hrani¢ni pfimce a s body v poloroving, ve
které se nachdzi bod C. To znamend, Ze hledanou otevienou poloro-
vinu miZeme vyjadfit parametricky takto

[2,1,11+¢(1,3,H+s5s 2,-3,2), teR, s >0. ]

4.4. Urlete vzdjemnou polohu piimek

p:[1,0,3]1+1¢(2,—1,-3),
q: [17 173]+s (17_1’_2>a

teR,
s €R.

ReSeni. Hledejme spolené body zadanych pifmek (prémik podpro-
stortl). Dostavame soustavu

1 + 2t = 1 + s,

0O — ¢t =1 — s,

3 — 3%t = 3 — 2s.
VyfeSenim prvnich dvou rovnic vzhledem k nezndmym s a ¢ ziskdme
hodnoty t+ = 1, s = 2. Ty ov8em nevyhovuji tfeti rovnici. Soustava
tak nemd feSeni. ProtoZe smérovy vektor (2, —1, —3) pfimky p neni
nasobkem smérového vektoru (1, —1, —2) pfimky g, pfimky nejsou
rovnobézné. Jednd se proto o mimobézky. U

4.5. Projakd ¢islaa € R jsou pfimky

p:l4,-4,8]1+1t(2,1,-4),
q : [0,6, _5]+s (15 _353)5

t eR,
s € R,

raznobézné?

podprostor. Takovy postup vede k pojmu parametrizace podpro-
stordi:

Necht Q = A+Z(Q) je afinni podprostor v .4, a (uy, . ..
je bize Z(Q) C R". Pak vyjadfeni podprostoru

L Ug)

OQ={A+Hhur+- -+ trups t1, ..., 4 € R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q.

JiZ jsme vid€li jinou moZnost zadavani afinnich podprostort:
JestliZze mame zvoleny afinni soufadnice, pak 1ze zaméfeni pod-
prostoru popsat pomoci homogenniho systému linearnich rovnic
v téchto soufadnicich. Dosazenim soufadnic jednoho bodu naseho
podprostoru @ do ziskaného systému rovnic dostaneme pravou
stranu nehomogenniho systému se stejnou matici a cely podpro-
stor Q je pak pravé mnoZinou feSeni tohoto systému. Zadani pod-
prostoru Q systémem rovnic v danych soufadnicich nazyvame im-
plicimi popis podprostoru Q.

Nasledujici obecna véta tikd, Ze takto umime ve skute¢nosti
zadat vSechny afinni podprostory a tim také ukazuje geometrickou
podstatu vlastnosti mnoZiny vSech feSeni systému linedrnich rov-
nic.

4.4, Véta. Necht (Ag; u) je afinni souradny systém v n-rozmérném
afinnim prostoru A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjddiené
v danych soutadnicich, jsou prdvé mnoZiny fesSeni resitelnych sys-
témii n — k linedrnée nezdavislych linedrnich rovnic v n promeénnych.

Dtkaz. Uvazujme libovolny feSitelny systém n — k linedrné
nezavislych rovnic o; (x) = b;, b; e R,i = 1,...,n — k. Je-li
A= (a,..., an)T € R” libovolné pevné zvolené feseni tohoto
(nehomogenniho) systému rovnic a je-li U € R" vektorovy pod-
prostor vSech feSeni zhomogenizovaného systému «; (x) = 0, pak
dimenze U je k a podmnoZina vSech fesen{ daného systému je tvaru
{B:B=A+O1.....y)" .y =1....y)" € U} S R, viz
B1. Piislusny afinni podprostor je tim popsan parametricky ve vy-
chozich soufadnicich (Ag; u).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor Q@ < A,
a zvolme néjaky jeho bod B za pocitek afinniho soufadného
systému (B, v) pro afinni prostor A. Protoze @ = B + Z(Q),
potfebujeme popsat zaméfeni podprostoru Q jako podprostor
feseni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bazi v na
Z(A) tak, aby prvnich k vektori tvotilo bazi Z(Q). Pak v té&chto
soutadnicich jsou vektory v € Z(Q) ddny rovnostmi

aj(v) =0, j=k+1,...,n,

kde «; jsou linedrni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce ptitazeni
jednotlivych soufadnic v nasi bazi v.

Nas§ vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-rozmérném
prostoru R” je tedy skute¢né ddn jako feSeni homogenniho sys-
tému n — k nezavislych rovnic. Popis zvoleného afinniho podpro-
storu v ndmi nové vybraném soufadném systému (B; v) je proto
dan syst¢émem homogennich linedrnich rovnic.

Zbyva nam se vyporadat disledky pfechodu z ptivodniho za-
daného soufadného systému (A; u) do naSeho prizptisobené¢ho
(B; v). Z obecné tivahy o transformacich soufadnic v ndsledujicim
odstavci vyplyne, Ze vysledny popis podprostoru bude opét pomoci
systému rovnic, tentokrét ale uz obecné nehomogennich. O
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ReSeni. Pimky jsou riiznob&zné tehdy a jenom tehdy, kdyz md sou-

stava
4 + 2t == a + Sa
-4 4+ t = 6 — 3s,
8 — 4 = -5 + 3s

pravé 1 feSeni. V maticovém zdpisu feSime (prvni sloupec odpovida

proménné ¢, druhy pak s)

2 —1|la—4 1 3| 10
1 310 |~ 2 -1]a-4|~
—4 —3| -13 —4 -3| -13
1 3| 10
~1 0 —=7|a-24
0 1] 3

Vidime, Ze soustava md pravé 1 feSeni tehdy a jenom tehdy, kdyZ je
druhy fddek nasobkem tietiho. To je splnéno pouze pro a = 3. Do-

dejme, Ze prusecikem je v tomto piipadé bod [6, —3, 4]. U

4.6. 'V R? stanovte vzdjemnou polohu piimky p zadané implicitn&

rovnicemi
x + y — z = 4,
x — 2y + z = -3
arovinyp:y =2x — 1.
ReSeni. Normdlovy vektor o je (2,—1,0) (uva’te zdpis

0: 2x — y + 0z = 1). Lze postfehnout, Ze plati

(1,1, =) +(1,=2,1) = (2, -1, 0),

tj. Ze normdlovy vektor roviny o je linedrni kombinaci normélovych
vektord p. Zaméteni piimky (zadané nenulovym smérovym vektorem
kolmym na uvedené dva normdlové vektory) je proto podprostorem
zaméfeni roviny ¢ (smérovy vektor pfimky je nutné kolmy na vektor
(2, —1, 0)). Lehce jsme zjistili, Ze pfimka p je rovnobéZnd s rovinou .

Zajim4 nds, zda se protinaji (zda p leZi v o). Soustava rovnic

x + y -z = 4
x - 2y + z = =3,
2x — y = 1

ma nekone¢né mnoho feSeni, nebof seétenim prvnich dvou rovnic

dostaneme pravé tfeti z rovnic. Pfimka p tak musf lezet v roviné o. U

Nasleduje standardni piiklad na prinik vektorovych prostort.

=, N Ctendf by mél byt schopen nésledujici piiklad vyfesit.
z%/@ <, Doporucujeme nepokracovat ve &teni této udebnice,
' dokud tomu tak nebude.

4.5. Transformace souiradnic. Dv¢ libovolné zvolené afinni sou-
= stavy soufadnic (Ao, ), (Bp,v) se obecné 1i§i po-
sunutim pocatku o vektor (Bp — Ap) a jinou bazi
zaméfeni. Transformacni rovnice mezi piisluSnymi
soufadnicemi tedy vyCteme ze vztahu pro obecny bod

X:B0+x/lvl+...+x/nvn:
= Bo + (Ao — Bo) +x1u1 + -+ - + XpUp.
Oznatme y = (y1,...,yn)! sloupec soufadnic vektoru
(A9 — Bo) vbiziva M = (a;;) bud matice vyjadiujici bazi
u prostfednictvim baze v. Potom

Xy =y +anxi+ -+ ainxn,

/
X, = Yn +an1x1 + -+ appxn,

tj. maticové
X =y+M-x
Jako priklad si miZeme vyjadfit dopad takové zmény baze na
41 soufadné vyjadieni podmnoZin pomoci systémil linedrnich
rovnic. Nechf ma v soufadnicich (Ag; u) nis systém rovnic
PN
A tvar

S-x=b
s matici systému S. Potom
S.x=8M"'" - y+M-x)—S-M"'.y=b.

Proto v novych vySe uvazovanych soufadnicich (Bp; v) bude mit
nas systém rovnic tvar

S MY X=b=b+S -M").y

Pokud tedy mame néjakou podmnoZinu popsanu systémem li-
nedrnich rovnic v jednom afinnim repéru, pak tomu tak bude i ve
vSech ostatnich afinnich soufadnych systémech. To pIné¢ dokoncuje
dikaz predchozi véty.

4.6. Priklady afinnich podprostoria. (1) Jednorozmérny (stan-
2 dardni) afinn{ prostor je mnoZina vSech bodt redlné
Fo pifmky Aj. Jeji zaméfen je jednorozmérny vekto-
rovy prostor R (a nosnd mnozina také R). Afinn{
2 soufadnice dostaneme volbou pocatku a méfitka (tj.
baze ve vektorovém prostoru R). VSechny vlastni afinni podpro-
story jsou 0-rozmérné, jsou to pravé viechny body redlné piimky
R.

(2) Dvourozmérny (standardn{) afinni prostor je mnozina vSech
bodi prostoru Ay se zamé&fenim R2. (Nosnou mnoZinou je R2.)
Afinni{ soufadnice dostaneme volbou pocatku a dvou nezavis-
Iych vektoril (smért a méfitek). Vlastni afinni podprostory jsou
pak vSechny body a pfimky v roviné (0-rozmérné a 1-rozmérné).
Piimky pfitom jednozna¢né zadame jejich jednim bodem a jednim
generdtorem zaméfeni (tzv. parametricky popis pfimky).

(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina vSech
bodi prostoru A3 se zaméfenim R3. Afinni soufadnice dosta-
neme volbou pocatku a tif nezavislych vektor (smért a méfitek).
Vlastnf afinnf podprostory jsou pak v§echny body, pfimky a roviny
(0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).

(4) Podprostor vSech feseni jedné linearni rovnice a - x = b pro
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4.7. Naleznéte prinik podprostort Q; a Q»,

01:04,-51,-2141n3,54,2)+1 (2,45 1) +1(0,3,1,2),
Q2 . [4’ 4a 49 4] +S] (Oa _6a _27 _4) +S2 (_17 _59 _35

kde 11, 2, 13, 51, 52 € R.

ReSeni. Bod X = [xy, x2, X3, x4] € R*ndlezido 01N Q> pravé tehdy,

je-li

—3)

kdyz je
X1 4 3 2 0
x| |5 5 4 3
o=l [T al s T
X4 -2 2 1 2
pro néjakd Cisla ¢, t,, t3 € R a soucasné, kdyz je
X1 4 0 —1
x| |4 —6 -5
x3 =4 + 51 -2 + 5 -3
X4 4 —4 —3
pro néjaka sy, s, € R. Porovndnim ziskdvdme
3 2 0 4—4 0
5 4 3 4+5 —6
flal e s Bl T a1 T2 T
2 1 2 442 —4

Pfi maticovém zdpisu (pro pofadi proménnych

prevodu vektorli u s; a s, na levou stranu) feSme pomoci fddkovych

operaci

N R~ W
—_ AN
N = WO
B~ Do N O
W W W —
AN W O O
SO O W

~N NN

0
9
3
6
0
2
0
0

SO O W =

Odtud vidime, Ze t; =, = s, = 0apros; =t € Rjets =3 — 2.
Podotkné€me, Ze k uréeni Q; N QO stacilo znat bud’ty, 15, t3 nebo s, 5».

Vrafme se nynf{ k vyjadien{

0O 1|0
18 10|27
6 519
12 7 |18
0 0 00
0 0 0/0
1 2 03
0 0 1|0

X 4 0 -1 4
X2 | 4 —6 -5 _ 4
x|~ |4 + 51 9 + 52 31~ |4 +1
X 4 4 -3 4

Priinikem zadanych podprostori je tedy piimka (s = —21)

[4,4,4,4]+5 (0,3, 1,2),

s €R.

’

-1
-5
-3
-3

11,1, 13, 51,82 a po

neznamy bod [x1, ..., x,] € A, zndmy nenulovy vektor koefici-
entll (ay, ..., a,) askalar b € R je afinni podprostor dimenze n—1
(fikame také, Ze je jeho kodimenze 1), tj. tzv. nadrovina v A,.

4.7. Afinni kombinace bodt. Zavedeme nyni obdobu linedr-
. nich kombinaci vektorti. Necht Ao, . .., A jsou body

J v afinnim prostoru A. Jejich afinni obal ({Ag . .., Ax})
VA oy .

¥ % muZeme zapsat jako

Z S

{Ag+ 1 (A —Ag) + -+t (Ax — Ag); 1, ..., 1 € R}

a v libovolnych afinnich soufadnicich (tj. kazdy bod A; je vyjadien
sloupcem skaldrti) miZzeme tutéZ mnoZinu zapsat jako

(Ao, ..., Ap) =

k
= {fvo-l-tlA] +oHnAGGER Y = 1}.
i=0

! AFINNT KOMBINACE BODU L____\

Obecné vyrazy tgAo+t1 A1 +- - -+t Ax s koeficienty spliiuji-
cimi Zf:o t; = 1 rozumime body Ag + Zle i (A; — Ap) anazy-
vame je afinni kombinace bodii.

Body Ag...,Ar jsou v obecné poloze, jestlize generuji
k-rozmérny afinni podprostor. Z naSich definic je vidét, Ze to
nastane, pravé kdyZ pro kterykoliv bod A; z nich plati, Ze vektory
vzniklé pomoci rozdilii tohoto bodu A; a ostatnich bodli A; jsou
linedrné nezavislé vektory. VSimnéme si také, Ze zadani posloup-
nosti (dim.A4) + 1 bodii v obecné poloze je ekvivalentni zaddni
afinniho repéru s poc¢atkem v prvnim z nich.

4.8. Simplexy. Afinni kombinace je obdobnd konstrukce pro
body afinniho prostoru jako byla linedrni kombinace pro vek-
torové prostory. Skuteéné, afinni podprostor generovany body
Ao, ..., Ak je roven mnoZin€ viech afinnich kombinaci svych ge-
neratorti. MiiZeme v8ak nyni dobfe zobecnit i pojem ,,mezi dvéma
body na primce”“. V dvojrozmérném pripadé¢ tomu dopovidd
vnitiek trojuhelniku. Obecné budeme postupovat takto:

I k—ROZMERNE SIMPLEXY L_*
B ]

Necht Ao, ..., A je k+ 1 bodi afinniho prostoru A v obecné
poloze. Mnozina A = A(Ay, ..., Ax) definovand jako mnoZina
vSech afinnich kombinaci bodl A; s pouze nezdpornymi koeficien-

ty, tj.
k
A= Itvo+t1A1 4+ -+ 1Ak t; € [0, 1] gR,Zti = 1},
i=0
se nazyva k—rozmérny simplex generovany body A;.

Jednorozmérny simplex je isecka, dvourozmérny trojithelnik,
nula—rozmérny simplex je bod.

Vsimnéme si, Ze kazdy k—rozmérny simplex ma pravé k 4 1
stén, které jsou postupné zadany rovnicemi t; = 0,i = 0, ..., k.
Pfimo z definice je vidét, Ze jde opét o simplexy, a to s dimenzi
k — 1. Hovoiime o hranici simplexu. Napf. trojuhelnik ma za svou
hranici tfi hrany, kazda z nich pak dva body.

Zadani podprostoru jako mnoZiny afinnich kombinaci boda
v obecné poloze je ekvivalentni parametrickému popisu. Obdobné
pracujeme s parametrickymi popisy simplext.
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Pro kontrolu rovnéZz dosadme

xi 4 3 2 0

2 P e s ] =

x| |1 4 o SN~
X4 | 2] 2 1 2

[ 4] 0 4 0

-5 3 4 -6

= [ |t6-2 =4+,

| -2 2 4 —4

O

4.8. Zjistéte, zda lezi body [0, 2, 1], [-1,2,0], [-2, 5,2] a [0, 5, 4]
z R? v jedné roviné.

ReSeni. Libovolnd dvojice zadanych bodd z afinniho prostoru R?
urcuje vektor (viz definice afinniho prostoru; jeho soutfadnice jsou
dany po slozkich rozdily soutfadnic danych dvou bodi). To, Ze dané
¢tyfi body leZi v roviné je ekvivalentni tomu, Ze jsou tfi vektory dané
jednim vybranym bodem a vzdy jednim ze ti{ zbylych linedrné z4-
vislé. Vybereme napft. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezdlezi), pak uvazu-
jeme vektory [0, 2, 1]—[—1,2,0] = (1,0, 1), [0, 2, 1]-[-2,5,2] =
= (2,-3,—-1)alo0,2, 1]1-[0, 5, 4] = (0, —3, —3). Vidime, Ze soucet
dvojnésobku prvniho vektoru a tfetiho vektoru je roven druhému vek-
toru, vektory jsou tedy linedrné zdvislé (jinak m4 taky matice, jejiz
fadky jsou tvofeny soufadnicemi danych vektorl, hodnost niZ§i nez

tfi; v tomto pripadé se tedy jednd o matici

1 0 1
2 -3 —-11,
0 -3 -3
kterd ma hodnost dva). Dané body tedy leZi v roviné. ]

4.9. Na kolik &sti mohou délit prostor (R?) t¥i roviny? Pro kazdou

moznost popiste odpovidajici piipad. O

4.10. Rozhodnéte, zda lezi bod [2, 1, O] uvnitf konvexniho obalu
bOdﬁ [Os 29 1]7 [17 07 1]7 [37 _2’ _1]’ [_l’ Os 1]

Reseni. Sestavime nehomogennf{ linedrni soustavu, pro koeficienty #;,
fp, 13, 14, afinn{ kombinace danych bodt, kterd ddva prvni bod (jsou

ureny jednoznacné€, pokud dané body neleZi v roving).

01 3 -1\ (n 2
20 =2 o ||a] [
11 -1 1 ]|a]l™|o
111 1)\ 1

Posledni rovnice udavé, Ze jde o afinni kombinaci. Re$enim této sou-
stavy je Ctvefice (¢, 1, 13, t4) = (1,0, 1/2, —1/2), jedind afinni kom-

binace, kterou je bod [2, 1, 0] pomoci étyt zadanych bodi urcen tedy

4.9. Konvexni mnoZiny. PodmnoZina M afinniho prostoru se na-
zyva konvexni, jestlize s kazdymi svymi dvéma body A, B obsa-
huje i celou tseCku A(A, B). Pfimo z definice je vidét, Ze kazda
konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k 4 1 body v obecné poloze
i cely jimi definovany simplex (formdlnf ovéfeni je také obsaZeno
v diikazu nésledujici véty).
Konvexnimi mnoZinami jsou napf.
(1) prazdna podmnoZina,
(2) afinni podprostory,
(3) usecky, poloprimky p ={P +1t-v; t > 0},
(4) obecnéji k— rozmérné poloprostory
a={P+t-vi+---F1t-v t,...,. 1 € R, 1 >0},
(5) uhly v dvojrozmérnych podprostorech
B={P+t-vith v t1 =01 >0}

Pfimo z definice také plyne, Ze prunik libovolného systému
konvexnich mnoZin je opét konvexni. Priinik vSech konvexnich
mnoZin obsahujicich danou mnoZinu M nazyviame konvexni obal
K(M) mnoziny M.

Véta. Konvexni obal libovolné neprdzdné podmnoZiny M C A je

S
KMy={t1Ai+-+1Aq Y ti=1,16>0A €M
i=1
Dtkaz. Ozna¢me S mnoZinu vSech afinnich kombinaci
na pravé strané¢ dokazované rovnosti. Nej-
prve ovéfime, Ze je S konvexni. Zvolme

tedy dvé& sady parametrl #;, i = 1,..,s], t’j,
j=1,..., s spoZadovanymi vlastnosti.
Bez ijmy na obecnosti miZzeme pfedpokladat, Ze s1 = 2

a 7e v obou kombinacich vystupuji stejné body z M (jinak prosté
pridame séitance s nulovymi koeficienty). UvaZzme libovolny bod
usecky zadané takto ziskanymi body:

(1AL 4 +1,A) + (1 —e) (1A + -+ +1LAy), 0<e < 1.

Ziejmée jsou opét vSechny v S.

Zbyva ukdzat, Ze konvexni obal bodl Ay, ..., Ay nemiZe byt
mensi neZ S. Samotné body A; odpovidaji volb& parametrii £; = 0
pro v8echny j # i at; = 1. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
v§echny mnoZiny s nejvySe s — 1 body. To znamen4, Ze konvexni
obal bodi Ay, ..., As—1 je (podle pfedpokladu) tvofen pravé t€mi
kombinacemi z pravé strany dokazované rovnosti, kde ¢, = 0. Uva-
Zme nynfi libovolny bod A = 11 A1+ - - +t;A € S, 1, < 1, aafinni
kombinace

eAL+ -+ 1 1A-) + (1 —e(l — 1) A, 0 <6 < 1

Jde o tsecku s krajnimi body ur¢enymi parametry € = 0 (bod Ay)
ae = 1/(1 — ;) (bod v konvexnim obalu bodi Ay, ..., As_1).
Bod A je vnitfnim bodem této tseCky s parametrem ¢ = 1. ]

Konvexnfi obaly kone¢nych mnoZzin bod( se nazyvaji konvexni
mnohostény. Jsou-li definujici body Ao, ..., Ax konvexniho mno-
hosténu v obecné poloze, dostivame pravé k-rozmérny simplex.
V piipadé simplexu je vyjadieni jeho bodd ve tvaru afinni kom-
binace definujicich vrcholil jednoznacné.

Zvlastnim piikladem jsou konvexni mnohostény generované
jednim bodem a kone¢né mnoha vektory: Nechf uy, ..., ug, jsou
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nen{ konvexni kombinaci, a tedy bod nemtZe leZet v jejich konvexnim

obalu. O
411. V R? je dan ¢tyfstén ABCD, kde A = [4,0,2],
B = [-2,-3,1],C = [I,—-1,-3], D = [2,4,-2]. Roz-

hodnéte, zda lezi bod X = [0, —3,0] uvnitf tohoto Ctyisténu.

ReSeni. Dany bod uvniti daného &tyfsténu neleZi. Vyjadiime-
li X jakozto afinni kombinaci jeho vrcholli (feSenim soustavy
Ctyt linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych a, b, ¢ a d dané rovnosti
X = aA+bB +cC +dD),obdrzime X = 1A+ 1B+1C—1iD.
To znamend, Ze X neleZi v daném Ctyfsténu, tj. v konvexnim obalu
bodl A, B, C a D (a, b, c i d by musela byt v intervalu (0, 1)). O

4.12. Afinni transformace souradnic bodi

V afinni bazi {[1,2,3],(1,1,1),(1,—-1,2),2,1,1)} v R?
_ bodu X jako [2,2,3].
Uréete jeho soufadnice ve standardni bdzi, tj. v bdzi
{[0, 0, 0], (1,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
ReSeni. Soufadnice [2,2,3] v bazi {[1,2,3],(1,1,1),(1,—1,2),
(2,1, 1)} urcujf predpisem [1,2,3]+2- (1,1, 1) +2-(1,—-1,2) +
+3-(2,1,1) =11, 5, 12] soufadnice bodu X ve standardni bazi. []

jsou vyjadieny soufadnice

4.13. Afinni transformace predpisu zobrazeni. Naleznéte piedpis

{1,

(—1, 1)} a po&atkem [2, 0], které je ve standardni bazi v R? ddno jako

=3 )+

ReSeni. Matice prechodu od dané bdze u ke standardni bazi k je

(7))

Matici zobrazeni v bazi ([2, 0], u) ziskame tak, Ze nejprve transfor-

afinntho zobrazeni f v soufadné soustavé dané bazi u =

mujeme soufadnice v bazi ([2, 0], u) na soufadnice ve standardni
bazi, tedy v bazi ([0, 0], (1, 0), (0, 1)), poté aplikujeme matici zob-
razeni f ve standardni bdzi a na z4vér vysledek transformujeme zpét
do soufadnic v bazi ([2, 0], ). Transformacni rovnice pfechodu od

soufadnic y, y, v bazi ([2, 0], u) k soufadnicim x;, x, v standardni

(2)=0 )+ 6)

Odtud mame, ze

()= (G)-())-

bazi jsou

8=
D=0 | —

libovolné vektory v zaméfeni R", A € A, je libovolny bod. Rov-
nobéZnostén Py(A; uy, ..., ux) € A, je mnoZina

Pr(Asuy, ... up) ={A+cuy +---+crug; 0 <¢; <1}
Jsou-li vektory UL, ..., U nezavislé, hovoiime
0 k-rozmérném rovnob&znosténu Pr(A; uy,...,ur) < A,

Z definice je zfejmé, Ze rovnob&Znostény jsou konvexni. Ve
skute¢nosti jde o konvexni obaly jejich vrcholg.

4.10. Priklady standardnich afinnich dloh. (1) K podprostoru
/'6)\ . zadanému implicitné nalézt parametricky popis a na-

VG "F opak:
‘ Nalezenim partikularniho feSeni nehomogen-
niho systému a fundamentdlntho feSeni zhomoge-
nizovaného systému rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych
byly rovnice zaddny) pravé hledany parametricky popis. Naopak,
zapiSeme-li parametricky popis v soufadnicich, miZeme volné
parametry fq,...,# vyeliminovat a ziskime pravé rovnice
zadavajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor generovany nekolika podprostory
Q1, ..., Qs (obecné riznych dimenzi, napi v Rz nalézt rovinu
danou bodem a primkou, tremi body apod.) a zadat jej implicitné
&i parametricky:

Vysledny podprostor Q je vZdy uréen jednim pevné zvolenym
bodem A; v kazdém z nich a souctem vSech zamé&teni. Napf.

Q=A1+Z{A1, ..., AD + Z(QD + - + Z(Qy)).

Pokud jsou podprostory zadany implicitné, je moZné je nejdiive
pfevést na parametricky tvar. V konkrétnich situacich byvaji
funk¢ni i jiné postupy. VSimnéme si, Ze obecné je skuteéné
nutné vyuZit jednoho bodu z kazdého podprostoru. Napt. dvé
paralelni pfimky v rovin€ vygeneruji celou rovinu, ale sdili totéz
jednorozmérné zaméfeni.

(3) Nalézt priinik podprostorii Qy, . .., Qs:

Pokud jsou zaddny v implicitnim tvaru, sta¢i sjednotit v§echny
rovnice do jednoho systému (a piipadné vynechat linedrné za-
vislé). Pokud je vznikly systém nefeSitelny, je pranik prazdny.
V opa¢ném piipadé€ ziskdme implicitni popis afinniho podprostoru,
ktery je hledanym prinikem.

Pokud mdme dany parametrické tvary, miZeme také hledat
pfimo spole¢né body jako feSeni vhodnych rovnic, podobné jako
pfi hledani prinikid vektorovych podprostort. Ziskame tak pfimo
opét parametricky popis. Pokud je podprostort vice neZ dva, mu-
sime prinik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni impli-
citné, sta¢i dosadit parametrizované soufadnice a feSit vysledny
systém rovnic.

(4) Nalezeni pricky mimobéZek p, q v A3 prochdzejici danym
1 bodem nebo majici pfedem dany smér (1j. zaméreni):
Prickou rozumime piimku, kterd ma neprazdny
A ¢ primik s obéma mimob&Zkami. Vyslednd piicka r tedy
U bude jednorozmérnym afinnim podprostorem. Pokud
mdame zadén jeho bod A € r, pak afinni podprostor generovany
p a A je bud pfimka (A € p) nebo rovina (A ¢ p). V prvém
pfipadé mame nekone¢né mnoho feseni, jedno pro kazdy bod z g,
v druhém sta¢i najit pranik B roviny (p U A) sq ar = ({A, B}).
Pokud je prinik prdzdny, dloha nemd feSeni, v pfipadé Ze
qg € (p U A), mame opct nekonecné mnoho feSeni, a pokud je
prunik jednoprvkovy, dostdvame praveé jedno feseni.
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Pro piedpis zobrazeni pak dostivame

SOy =

- DIG )G )6+ G

4.14. Méjme danu standardni soufadnou soustavu v prostoru
R3. Agent K sidli v bodé S o soufadnicich [0, 1,2] a ustfed{
mu piidélilo pro pouZivani soufadnou soustavu s pocatkem
S a bazi {(1,1,0),(—1,0,1), (0, 1,2)}. Sokol  bydl{
dom¢€ D na kété [1,1,1] a pouZivd soufadnou soustavu s bazi
{(0,0,1),(—1,1,2),(1,0,1)}. Agent K zaddd Sokola o schizku

v cihelné, kterd lezi podle jeho soufadné soustavy v bodé [1, 1, 0].

Agent

Kam ma pfijit Sokol (podle jeho soufadnic)?

ReSeni. Matice prechodu od bdze agenta K k Sokolové bazi (pfi stej-
nych pocétcich) je

Vektor (0, 1,2) md tedy soufadnice T - (0, 1,2)7 = (0,2, 1)7, po-
sunutim pocatku (pficteme vektor (—1,0, 1)) dostdvdme vysledek
(—1,2,2). ]

4.15. Najdéte pricku pfimek (isecku, jejiZ jeden koncovy bod leZi na
jedné z ptimek, druhy pak na druhé z nich)
p: 1, 1,1]1+1(2,1,0),
q:12,2,0]+1¢(1,1,1),

takovou, Ze pfimka ji urend prochdzi bodem [1, O, 0].

2%

ReSeni. Nalezneme priisecik hledané pricky s piimkou ¢ (nazveme jej
Q). Hledan4 pricka obsahuje néjaky bod na pfimce p a bod [1, 0, 0],
nutné tedy leZi v roviné p uréené timto bodem a piimkou p, tedy v ro-
viné

[1,1,1]+¢(2,1,0) + (0, 1, 1).
Bod Q je pak prinikem této roviny s pifmkou g. Ten nalezneme

vyfeSenim soustavy

1 + 2t = 2 + u,
1 + s + ¢t = 2 + u,
1 + s = u.

Levé strany rovnic reprezentuji postupné vSechny tfi soufadnice libo-

volného bodu roviny p, pravé pak soutfadnice libovolného bodu na

Mame-li misto bodu din smér u € R”, tj. zaméfeni r,
pak uvazujeme opét podprostor Q generovany p a zaméfenim
Z(p) + (u) < R".Opét, pokudg € Q, mame nekone¢né mnoho
feSeni, jinak uvazime prinik Q s g a tlohu dokon¢ime stejné jako
v predchozim piipadé.

Reseni mnoha dal§ich praktickych geometrickych tiloh vesmés
spoc¢iva v systematickém pouZivani vyse uvedenych krokt.

4.11. PoznamKy k linearnimu programovani. Na zacatku tiet{
1 kapitoly jsme se zastavili v odstaveich BE4-38 u praktic-
’ kych problémt, které jsou zaddny pomoci systému linear-
A nich nerovnic. Snadno ové&iime, e kazd4 takova jednotliva
nerovnice

aixy+---+apx, <b

zadava v standardnim afinnim prostoru R” poloprostor ohrani¢eny
nadrovinou, kterou zaddvd pfislusna rovnice (srovnej s definicl
v odstavci B9(4)). Skutecné, jestlize zvolime parametricky popis
pfislu§né nadroviny

{(P+nHvi+ - +ty—1Vp—1}

s vektory zaméfeni vy, . . ., v,—1, pak doplnénim téchto vektord do
baze celého R” vektorem v, nutné musi byt hodnota

aix;+---+apx, — b

na linedrni kombinaci tjvy +- - - +#,—1v,—1 + 1, v vZdy kladna pro
vSechny vektory bud's kladnym nebo zdpornym #,.

Zaroven tedy vidime, Ze mnoZina vSech ptipustnych vektord
pro problém linedrniho programovéni je vZdy priinikem konecné
mnoha konvexnich mnoZin a tedy je sama bud’ konvexni nebo
prazdna.

Pokud je zarover prinik neprazdny a omezeny, pak jde zfejmé
o konvexni mnohostén. Jak jsme zdivodnili jiz v B4, kazda line-
arni forma je podél kazdé (parametrizované) pfimky v afinnim
prostoru bud’ stdle rostouci nebo stale klesajici nebo konstantni.
Pokud je tedy dany problém linearniho programovani feSitelny
a omezeny, pak mus{ mit optimaln{ feSeni v jednom z vrcholt
pfisluiného konvexniho mnohosténu. Ctenaf by si m&l umét toto
tvrzeni bez problémii pfedstavit v pfipadé dvourozmérného nebo
tifrozmérného problému. Piimocaré zdGvodnéni z téchto malych
dimenz{ v8ak plati pro v8§echny koneénérozmérné piipady.

Tim jsme podali ,geometricky dikaz“ existencni ¢asti za-
kladni véty B7A. Také jsme tak ptivodn{ problém pievedli k diskrétn{
(tj. kone¢né) uvaze o hodnotich dané cenové funkce v konecné
mnoha bodech prostoru. K piikladu praktického algoritmu, jak
pfislusné vrcholy konvexntho mnohosténu co nejsndze najit a vy-
hodnotit, se vratime jesté v kapitole o diskrétni matematice.

4.12. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f A — B mezi afin-

- nimi prostory nazyvidme dafinni zobrazeni, jestlize
mezi jejich zaméfenimi existuje linearni zobrazeni
¢ Z(A) — Z(B) takové, Ze pro viechny A € A,
v e Z(A) plati

fA+v) = f(A) + o).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednozna¢né zaddna touto vlastnosti a libo-
volng zvolenymi obrazy (dim.4 + 1) bodd v obecné poloze.
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q (volny parametr ve vyjadfeni pfimky jsme nazvali u, abychom zame-
zili duplicit€é proménnych). VyfeSenim této soustavy ziskdme s = 2,
t = 2, u = 3 adosazenim napiiklad # = 3 do rovnice piimky g dosta-
neme Q = [5, 5, 3] (stejny bod dostaneme i pokud dosadime s = 2,
t = 2, do parametrického vyjadieni roviny p). Hledan4 pficka je tedy
ddna bodem Q a bodem [1, 0, 0]. Snadno jiZ dopoéteme jeji prinik
s ptimkou p, bod P =[7/3,5/3, 1]. ]

4.16. Urcete osu mimobéZek

p:[3,0,3]+(0,1,2)t, teR,
q :10,—-1,-2]4+(1,2,3)s, seR.

ReSeni. Jde o problém najit pficku se smérem kolmym jak na
smérovy vektor piimky p, tak na smérovy vektor pfimky ¢g. Tento
smér mizZeme najit napiiklad vektorovym soucinem téchto dvou vek-
tort, je to smér (1, —2, 1). Nynfi sestavime soustavu linedrnich rovnic
reflektujici poZadavek, aby vektor uréeny néjakymi dvéma body,
jeden na pfimce p, druhy na g, byl rovnobéZzny se smérem (1, —2, 1).

Symbolicky tedy dostdvdme soustavu P — Q = k(1, —2, 1), neboli

[3,0,3] 4+ (0,1,2)r — ([0, =1, =2] + (1,2,3)s) = k(1,-2,1).
P o
Rozepsanim této rovnosti po soufadnicich, dostaneme
3 - 5 = k,
1 + ¢t — 2s = =2k,
5 + 2t — 3s = k

steSenimit = 1, s = 2, k = 1. Dosazenim ¢ = 1 do parametrického
vyjadfeni pfimky p dostdvame jeden bod osy, bod [3, 1, 5], dosazenim
parametru s = 2 do vyjadfeni pfimky g pak bod [2, 3, 4]). Témito

dvéma body je urena hledand osa. ]

B. Eukleidovska geometrie

4.17. Pata kolmice. Urcete patu kolmice spusténé z bodu [0, 0, 6] na

rovinu

p:l2,1,41+(1,2,2)t + (=2, 1, Ds.

ReSeni. V prikladech ||Z36|| a ||[Z52|| jsme se nauéili uréovat matici
kolmé projekce v R? na rovinu prochazejici po¢tkem soufadnic, tedy
kolmou projekci ve vektorovém prostoru R*. Toho nyni vyuZijeme. Po-
suneme projekéni rovinu (a s ni i zobrazovany bod) tak, aby prochdzela
pocatkem soufadnic. Dle toho, jak je rovina zaddna, se nabizi posunuti
o vektor (—2, —1, —4). Uréeme nyn{ kolmy primét bodu (vektoru u)
[0,0,6] — (2,1,4) = [—2, —1,2] do roviny (vektorového podpro-
storu) p : [0,0,0] + (1,2,2)t 4+ (=2, 1, 1) tak jako v pftikladu viz

Pro libovolnou afinni kombinaci bodt tgAg + - - - +t,A; € A
pak dostaneme

foAo+ - +1,Ag) =
= f(Ag+11(A1 — Ag) + - - + 1,(As — Ap)) =
= f(Ao) + 1p(A1 — Ag) + - - + t;0(As — Ag) =
=tof(Ag) +t1 f(A) +--- + 1 f(Ay).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, Ze zachovava afinni
kombinace, miZeme pouZit specidlni pfipad kombinace n + 1
pevné zvolenych vektort zadavajicich afinn{ repér. Postupné pak
volbou koeficientl ) = 0 a t; = 1 definujeme hodnotu zobrazen{
¢ mezi zaméfenimi vztahem @(A; — Ag) = f(Ay1). Pak lze Cist
predchozi vypocet v opaéném poradi a ovéfit korektnost i linearitu
@. Skutec¢né, z predpokladu, Ze se prvni a posledni fadek rovnaji do-
vodime, Ze jsou si rovny také fadky druhy a tfeti. Tim jsme zjistili,
7e se skutené jednd o afinnf zobrazen{ s linedrnim zobrazenim ¢
na zaméfeni, které jsme uvedenym postupem popsali ve zvoleném
afinnim repéru. Plati proto:

Véta. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zachovavaji
afinni kombinace bodii.

Ve skute¢nosti sta¢i ovérit zachovavani afinni kombinace pro
vSechny dvojice bodii, protoZe z nich uZ vytvorime i libovolnou
kone¢nou afinni kombinaci. Skute¢né, afinni kombinaci k42 boda
Ao, Ax+1 vZdycky mlzeme vyjadrit takto:

r(toAg + - + 1k Ap) + sAg41,

kde Zf:o tr = l ar + s = 1. Prosté napred si vybereme néjaky
bod, ktery je afinn{ kombinaci k 4+ 1 bodti a pak délame jeho kom-
binace s poslednim. Takto mizeme postupné skutecné jakoukoliv
kone¢nou afinni kombinaci vyrobit z kombinaci dvojic.

4.13. Pomér bodid na piimce. Afinni kombinace dvojice bodi
miZeme také dobfe vyjadiit pomoci tzv. poméru
bodii na ptimce. Jeli bod C afinn{ kombinaci bodt

A= (C.A, B =—>
r

je pomérem bodu C vzhledem k danym bodtim A a B. ProtoZe bod
C miZeme vyjadrtit jako
C=A+s(B—A)=B+r(A-B),

je pomér A ve skute¢nosti pomérem velikosti orientovanych vek-
tori C — A a C — B. Zejména je A = —1 prave, kdyZ je
C stiedem useCky dané body A a B (tj. v nasi afinn{ kombinaci
buder = s = %).

NasSe charakterizace afinnich zobrazeni prostfednictvim afin-
nich kombinaci tedy ma velice srozumitelné znéjici disledek:

Dasledek. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zacho-
vavaji pomeéry.

4.14. Zmeény souradnic. Volbou afinnich soufadnic (Ag, ) na
A a (By, v) na B dostdvame soufadné vyjadieni afinniho zobra-
zeni f : A — B.Pfimo z definice je ziejmé, Ze stali vyjadiit ob-
raz f(Ag) poCitku soufadnic v A v soufadnicich na 15, tj. vyjadtit
vektor f(Ap) — Bo v bazi v jako sloupec soutadnic yg a vSe ostatn{
je pak uréeno ndasobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych bazich
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|IEZX2||: snadno nalezneme néjaky kolmy vektor k roviné p (viz ||ET]|,

napiiklad vektor (0, 1, —1). Kolm4d projekce je potom ddna jako

: 09 1’ _1 1 1
- O LZ) o1 -n=(-2.5.5).
©0,1,-1)-(0, 1, 1) 2°2
Projekci pak dostaneme zpétnym posunutim o vektor (2, 1, 4), je tedy
rovna [-2, 1, 1]+ (2, 1,4) = [0, -2, -3]. O

4.18. Zrcadleni. Urcete obraz bodu [3, 2, 2] v zrcadleni podle roviny
x+y+z=1

ReSeni. Podobné jako v pfedchozim piikladu ||[BETH| posuneme ro-
vinu zrcadlen{ tak, aby prochdzela pocatkem soufadné soustavy. Toho
dosdhneme napiiklad posunutim o —1 ve sméru osy z, neboli uvdzime
nové soutadnice (X', y', z') = (x, y, z—1). Rovnice dané roviny je pak
X + ¥ + 7z = 0. Nyni zobrazime posunuty bod ([3, 2, 1]) zndmym
zpusobem (ziskdme bod X’) a obraz posuneme zpét (ziskdme bod X").
Je tedy

3,2,)-(1,1,1)

=[3927 1]_2 3 (1’1’1)=[_19_25 _3]
Soufadnice hledaného obrazu X” jsou X” = X' + (0,0,1) =
= [—1, =2, —2]. P¥i zrcadleni bodu [3, 2, 1] jsme samoziejmé mohli
pouzit pfimo matice ziskané v prikladu ||Z38||. (Il

4.19. Ur&ete vzdalenost piimek v R*:

piIl,—1,014+1(—1,2,3) a gq:[2,5 —11+t(—1,-2,1).

ReSeni. Vzdilenost je ddna jako velikost kolmého priimétu libovolné
pricky (spojnice) danych pifimek do ortogondlniho dopliiku vektoro-
vého podprostoru generovaného jejich zaméfenimi. Tento ortogondlni

doplnék zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:

((=1,2,3), (=1, =2, D) = ((-1,2,3) x (=1,-2, 1)) =
=((8,—-2,4)) = (¢4, —1,2)).
Spojnici danych piimek je napiiklad dsecka [1, —1, 0][2, 5, —1], pro-

mitneme tedy vektor [1, —1,0] —[2,5, —1] = (—1, —6, 1). Pro vzda-
lenost pfimek pak dostavame:
(p. ) |(=1,-6,1) - (4, —1,2)] 4 0
o(p,q) = = :
(4, —1,2)] V21

4.20.

soucasné dotknout pfimek p a g, kde

Jarda stoji v bodé [2, 1, 2] a ma ty¢ délky 4. MiiZe se touto ty¢i

JZE [_154’ 1]+t(_1’250)’
g ¢ (44, —1]+s(1,2, —4)?

(Ty¢ musi prochdzet bodem [2, 1, 2].)

a pri¢tenim vysledku. Kazdé¢ afinni zobrazeni tedy v soufadnicich
vypada takto:

x> yo+7Y-x,
kde yo je jako vySe a Y je matice zobrazeni ¢.

Transformace afinnich soufadnic odpovidd, obdobné jako u li-
nedrnich zobrazeni, vyjadfeni identického zobrazeni ve zvolenych
afinnich repérech. Zména soufadného vyjadieni afinniho zobrazen{
v disledku zmény bézi se snadno spocte pomoci nasobeni a s¢itani
matic a vektord. Skute¢né, pfi zméné baze na definicnim oboru da-
ném posunutim w a matici M, priCemz staré soufadnice pomoci
novych jsou

x=w+M-X,
a zméné na oboru hodnot s posunutim z a matici N, pfi¢emz nové
souradnice jsou pomoci starych

y=z+N-y
dostavame pro zobrazen{ dané v pivodnich bazich vektorem posu-
nut{ yp a matici ¥ pfimym vypoctem
Y=z+N-y=z+N-(o+Y-x=
=@ +N-y+N-Y-w)+(N-Y-M-x.

Je tedy afinnf zobrazeni v novych bdzich ddno vektorem posunuti
Z4+N-y9o+N-Y-wamatici N-Y - M.

4.15. Euklldovske bodové prostory. Zatim jsme pro naSe
>, elementarni geometrické dvahy nepotiebovali pojem
vzdélenosti nebo velikosti. V. mnoha praktickych
A —_dlohdch ale velikost vektord a odchylka vektort, tak
]ak jsme je zavedh na samém konci tfeti Casti druhé kapitoly (viz
[~40 a dale), hraji podstatnou roli. Ve skute¢nosti se ale dodate¢né
informace tykaji opravdu jen vektori v zaméfeni, takZe nim

nezbyva mnoho price:
EUKLIDOVSKE PROSTORY l

N L

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,,,
jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R” se skalar-
nim souc¢inem

(x, ) ="

Kartézska souradnd soustava je afinni soufadni soustava
(Ao; u) s ortonormdlni bazi u.

Vzddlenost bodii A, B € &, definujeme jako velikost vektoru
|B — A||, budeme ji znadit p(A, B).

Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory, jejichZ
zaméfeni uvazujeme spolu se zdZenymi skaldrnimi souciny.

i

l

Bodovym euklidovskym prostorem € dimenze n pak obecné ro-
zumime afinn{ prostor, jehoZ zaméten{ je redlny n—rozmérny eukli-
dovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské souradné soustavy ma
opét jasny smysl. Kazda volba takové soufadné soustavy ov§em za-
déavéd ztotoznéni £ se standardnim prostorem &, . Proto se budeme
v dal§im, bez Gjmy na obecnosti, zabyvat hlavné standardnimi eu-
klidovskymi prostory a jejich podprostory.

z geometrlckeho pohledu maji jednoduché vlastnosti ska-
larniho soucinu, jako jsou trojihelnikovd nerovnost,
Cauchyova nerovnost, Besselova nerovnost apod., od-
vozené ve ¢tvrté Casti predchozi kapitoly, viz B23,
velmi uZite¢né piimé disledky:

4.16. Véta. Pro body A, B, C € &, plati:
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ReSeni. Jiz znamym zpiisobem spoéitdame piicku danych pifmek pro-
chéazejici bodem [2, 1, 2]. Je jitsecka [1, O, 1][3, 2, 3], jeji délka je po-
tom /12, coz je méné€ nez 4. Jarda se tedy danou ty¢i dotknout piimek

souCasné muze. O

4.21. Naleznéte bod A piimky

p:x+2y+z —1=0, 3x—y+4+4z7—-29=0,

ktery mé [3,11,4]

aC=[-5-13,-2].

stejnou vzddlenost od bodd B =

ReSeni. Nejprve vyjadiime pifmku p parametricky tak, Ze vyfesime

soustavu rovnic

x +
3x —

2y + z = 1,
y + 4z = 20.

Soustavu zapiSeme rozsifenou matici a upravime
12 1)1y _ (1 2 1]1}Y\_
3 -1 4129 0 =7 126
(1 0 9/7 | 59/7
01 —1/7|-26/7 )"
Tim dostdvame vyjadieni
59 26 91
|=,——,0 t{—=,=,1), tekR
:[7 -0l (55)
Odkud substituci ¢t = 7s + 26 plyne
p:[—250,261+s (—9,1,7), s €R.

Bod A obdrzime volbou jistého s € R. Pritom vektory

A —B=(—28—-9s,—11+s,22+7s),
A —C = (=20—9s,13 +s5,28 +75)

maji mit stejnou délku, tj. ma platit

V(=28 = 95)2 + (=11 + )2 + 22+ 75)2 =
= /(=20 — 95)2 + (13 + 5)> + (28 + 75)? ,

resp.
(=28 —95)* + (=11 + 5> + (22 + 79)* =
= (=20 — 95)> + (13 + 5)> 4 (28 + 75)°.
Upravou posledn{ rovnice ziskdme s = —3. Je tak

A =[-25,0,26]-3(—-9,1,7) =[2,-3,3]. ]

(1) p(A, B) = p(B, A).

(2) p(A, B) =0, prdavé kdy A = B.

(3) p(A, B) + p(B, C) = p(A, C).

(4) V kaZdé kartézské souradné soustavé (Aog; e) maji body
A= Ag+ae +...+aye,, B = Ay + brey +---+byey

vzddlenost \/ > (a; — b;)?.

(5) Je-li dan bod A a podprostor Qv &,, pak existuje bod P € Q
minimalizujici vzddlenosti bodii Q od A. Vzddlenost bodii A
a P je rovna velikosti kolmého primétu vektoru A — B do
Z(Q)* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory Q a R v &, existuji body P € Q
a Q € R minimalizujici vzddlenosti bodii B € Q a A € R.
Vzddlenost bodit Q a P je rovna velikosti kolmého priimétu
vektoru A—B do (Z(Q)+Z(R))™* pro libovolné body B € Q
aAeR.

DtOkaz. Prvni tii vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti ve-
likosti vektorG v prostorech se skalarnim soulinem,
¢tvrtd plyne primo z vyjadient skalarniho soucinu v li-

L bovolné ortonormalni bazi.

2 :sr—*‘m‘% Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdale-

nosti p(A, B) pro B € Q. Vektor A — B se jednozna¢né rozklada

naA—B=uj+usu € Z(Q), uy € Z(Q)*. Pfitom uy nezé-
visi na volbé B € Q, protoZe piipadna zména bodu B se projevi

pri¢tenim vektoru ze Z(Q).

Nyni zvolme P = A + (—up) = B + u; € Q. Dostdviame

IA = BlI? = ui||> + ual® = Juz|* = |A — P)2.

Odtud jiz vyplyva, Ze nejmensi mozné vzdalenosti je skute¢né do-
sazeno, ato pravé pro nas bod P. Vypoctend vzdalenost je skutecné
lluz]l.

Obdobné¢ ukdZzeme obecny vysledek. Pro volbu libovolnych
bodi A € RaB € Q jejejich rozdil ddn jako soucet vektorti
up € Z(R) + Z(Q aup € (Z(R) + Z(Q))*, pti¢em? kompo-
nenta up nezavisi na volbé bodd. Prictenim vhodnych vektord ze
zaméfeni R a Q zjevn& obdrzime body A’ a B', jejichz vzdalenost
je prave ||luzll. O

Rozsifime nyni nas struény piehled elementarnich dloh v ana-
lytické geometrii.

4.17. Priklady standardnich dloh. (1) Najdete vzddlenost bodu
2F A € &, od podprostoru Q C &,

Postup pfi feSeni je dan ve vété T8,

(2) V & vedte bodem A primku q svirajici s danou
2 pFimkou p dany tihel:

Pfipomenime, Ze na trovni rovinné geometrie jsme s odchyl-
kami vektorii jiZ pracovali (viz napt. Z-43). Najdeme vektor u € R?
lezici v zaméfeni piimky g a zvolime vektor v majici od u zada-
nou odchylku. Hledana piimka je dana bodem A a zaméfenim (v).
Uloha m4 dvé nebo jedno fesen.

(3) Spociteéte patu kolmice vedené bodem na danou primku:

Postup je uveden v dikazu predposledniho bodu véty ET8A.
(4) V & urcete vzddlenost dvou primek p, q:

Zvolime libovolné jeden bod z kazdé piimky, A € p,
B € g. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliku
(Z(p) + Z(q))J‘ ma velikost rovnu vzdalenosti p a q.

(5) V & najdéte osu dvou mimobéZek p a q:

Osou zde rozumime pficku, kterd realizuje nejmensi moz-

nou vzdélenost danych mimobéZek pomoci bodii priniku. Opét
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4.22. V euklidovském prostoru R* stanovte vzddlenost bodu
A = [2, -5, 1, 4] od podprostoru daného rovnicemi

U:4x1—2xp—3x3—2x4+12=0, 2x;—x,—2x3—2x4+9 =0.
ReSeni. Nejdiive nalezneme parametrické vyjadieni podprostoru U.
Napt. je

B=10,3,0,3]eU.

Vime, Ze vzdalenost A od U se rovna velikosti kolmého primétu vekto-
ru A — B do ortogondlniho dopliitku zaméteni podprostoru U. Ortogo-
ndlnf dopln€k zaméfeni U ovSem zndme (zaddva tento podprostor) —

jako mnozinu (linedrnich kombinaci normdlovych vektort)
Vi={t@“, -2,-3,-2)+s 2,-1,-2,-2); t,5s € R}.
Potfebujeme najit kolmy primét P4_p vektoru A — B do V, ktery
nalezi do V, a proto je
Pyp=a@4,-2,-3,-2)+b(2,—1,-2,-2)

pro jisté hodnoty a, b € R. Zjevné musi platit (A — B — P4_p) L V,
tedy

((A—B) — Py—p) L (4,-2,-3,-2),

((A—B) — P4_p) L (2,—1,-2,-2).

Dosazenim za A — B a P4_p odsud vyplyva

2,-8,1,1) —a@d,-2,-3,-2) - b2, -1, -2, -2))-
-(4,-2,-3,-2)=0,
(2,-8,1,1) —a@, -2, -3, -2) - b(2, -1, =2, =2))-
-(2,-1,-2,-2)) =0,
tj.
2,-8,1,1)-(4, -2, -3, -2)—
—a(4, -2,-3,-2)-(4, -2, -3, -2)—
-b(2,—-1,-2,-2)-(4,-2,-3,-2) =0,
((2,-8,1,1D)-(2,-1,-2,-2))—
—a4,-2,-3,-2)-2, -1, -2, -2)—
-b2,—-1,-2,-2)-2,—-1,-2,-2 =0.
Vycislime-li tyto skaldrni souciny, obdrZzime soustavu

19 — 33a — 200 = O,
8 — 20a — 13b = 0,

kterd ma jediné feSeni a = 3, b = —4. Je tudiz

PA*B = 3 (45 _2a _37 _2) - 4(25 _la _27 _2) = (4’ _27 _17 2) )

lze postup dovodit z dikazu véty BIA (posledni bod). Necht
n je podprostor generovany jednim bodem A € p a soultem
Z(p) + (Z(p) + Z(q))l. Pokud nejsou pifimky p a g rov-
nob&7né, pijde o rovinu. Pak prinik n N g spolu se zaméfenim
(Z(p) + Z(g))* davaji parametricky popis hledané osy. Pokud
jsou piimky rovnobéZzné, bude mit iloha nekone¢né mnoho feseni.

4.18. Odchylky. Stejné¢ jako vzdélenost, i fada dalSich geometric-
7, kych pojmi jako odchylky, orientace, objem apod. je
v bodovych prostorech &, zavadéna prostiednictvim
vhodnych pojmu ve vektorovych euklidovskych pro-
storech. Pfipomefime, Ze odchylku dvou vektori jsme
konci tfeti ¢asti druhé kapitoly, viz 43,
Skutecné, z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < % <1,mi
tedy smysl definice odchylky ¢(u, v) vektorii u,v € V v redlném
vektorovém prostoru se skaldrnim sou¢inem vztahem

cosp(u, v) = 0 < o(u,v) <2m.

v
laellllvll”
To je zcela v souladu s praxi v dvourozmérném euklidovském pro-
storu R? a nasf filozofif, e pojem tykajici se dvou vektort je ve
své podstaté zdlezitosti dvourozmérné geometrie.

V euklidovské roviné jsme také jiZ pouZzivali goniometrické
funkce cos a sin, které jsme definovali pouze geometrickou Gvahou,
ke které se vratime na za¢4atku kapitoly paté, kdy také budeme moci
precizné ovéfit geometricky nazor, Ze je funkce cos na intervalu
[0, ] klesajici. Ve vicerozmérnych prostorech je proto odchylka
dvou vektorti vZdy méfena v roving, kterou tyto vektory generuji
(nebo je nula) a nds defini¢ni vztah odpovida zvyklostem ve vSech
dimenzich.

V libovolném realném vektorovém prostoru se skalarnim
sou¢inem piimo z definic plyne

lu — vl = [lul® + [[v])® = 2u - v) =
= Jlull® + [vlI* = 2llu]l lv] cos p(u, v).

To je patrné dobfe zndma kosinovd veta z rovinné geometrie.
Dile plati pro kazdou ortonormdln{ bazi e zamétfeni V a nenu-
lovy vektor u € V v