Priklady na precvicovanie — ¢iselné rady a kritéria ich
konvergencie a divergencie

Ustrednym problémom tedrie redlnych ¢iselnych radov je vySetrovanie
ich konvergencie, resp. divergencie. Ak {a,}>; je dana postupnost realnych
¢isiel, potom hovorime, ze nekonecny ciselny rad

[e.9]

an=artazt o ta, o (1)

n=1

je konvergentny (alebo tiez konverguje), ak existuje konecnd limita tzv. po-
stupnosti ciastocnych sictov {s,}5°, radu (1), ktord je definovana ako

Sn:a1+a2+"'+anzza’k’ n € N. (2)
k=1

Prislugna limitu s := lim,,_,, s, potom nazyvame siuctom radu (1). V opac-
nom pripade, t.j., ak postupnost {s,}>2; ma nevlastni limitu, resp. vobec
nema limitu, rad (1) je divergentny (diverguje). Spolu s radom (1) sa ¢asto
skiima i odpovedajici rad z absolitnych hodnét, t.j., rad

[e.9]

> L. 3)

n=1

D4 sa lahko ukézat (pomocou Cauchyho-Bolzanovho kritéria uvedeného niz-
Sie), ze ak konverguje rad (3), potom konverguje i rad (1). V takomto pripade
hovorime, Ze rad (1) konverguje absolitne. Opacna implikacia neplati, t.j., z
konvergencie radu (1) nevyplyva konvergencia radu (3). O konvergentnom
rade (1) takom, Zze k nemu prislachajuci rad (3) diverguje, povieme, ze kon-
verguje neabsolutne alebo aj relativne.

Zékladné kritérium konvergencie ¢iselnych radov je Cauchyho—Bolzanovo
kritérium.

Cauchyho—Bolzanovo kritérium

Rad (1) konverguje prave vtedy, ked pre kazdé kladné ¢islo € existuje
index ng taky, ze pre kazdy index n > ng a pre kazdé m € N plati

|an+1 + A2 + An+3 + -+ an+m| < E.
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Cauchyho—-Bolzanovo kritérium je univerzdalne kritérium, t.j., udéva nutni
i postacujicu podmienku konvergencie radu. Je vSak pomerne tazkopadne na
praktické pouzivanie a mé hlavne teoreticky vyznam. Uvedieme teraz prehlad
zékladnych praktickych kritérii konvergencie ¢iselnych radov. Tieto kritéria
umoziiuju za istych predpokladov rozhodnif o konvergencii/divergencii radu
(1). Ziadne z nich vsak nie je univerzalne (v tom zmysle ako Cauchyho—
Bolzanovo kritérium).

Nutna podmienka konvergencie radu/postacujica podmienka di-
vergencie radu

Ak rad (1) konverguje, potom lim, . a, = 0. Ekvivalentne, ak limita
lim,,, @, je nenulova, resp. neexistuje, potom rad (1) diverguje.

Porovnavacie kritérium

e Nelimitnd verzia:
Nech Y a, a > b, st dva ¢iselné rady s nezdpornymi ¢lenmi, ktoré
spliiaji
a, < b, pre skoro vsetky indexy n.

Potom plati
Z b, konverguje — Z a, konverguje
(ekvivalentne Z a, diverguje — Z by, diverguje) .

o Limitnd verzia:
Nech pre ¢iselné rady > a, a > b, s nezdpornymi ¢lenmi existuje limita

L= lim % L € [0,00) U {oo}.

n—oo n

Potom pre L € (0,00) sa obidva rady z hladiska konvergencie spravaji
rovnako. Pre L = 0 plati

Z b, konverguje — Z a, konverguje
(ekvivalentne Z a, diverguje — Z by, diverguje) ,
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kym pre L = oo plati
Z a, konverguje — Z b, konverguje
(ekvivalentne Z b, diverguje — Z an, diverguje) .

Podielové (d’Alembertovo) kritérium

o Nelimitnd verzia:
Nech > a, je ¢iselny rad s nenulovymi ¢lenmi. Potom plati

a
ak limsup Lanl S P Zan konverguje absolttne;
n—oo an
a
ak |1 > 1 pre skoro vietky n = Z a, diverguje.
an

o Limitnd verzia:
Nech pre ¢iselny rad > a, s nenulovymi ¢lenmi existuje limita

an+1
a, |

L= lim

n—o0

Potom rad  a,, pre L < 1 konverguje absolttne a pre L > 1 diverguje.

Odmocninové (Cauchyho) kritérium

e Nelimitnd verzia:
Nech > a,, je ¢iselny rad. Potom plati

ak limsup {/|a,| <1 = Z a,, konverguje absolitne;

n—oo

ak {/|an| > 1 pre nekone¢ne vela n = Z a, diverguje.

o Limitnd verzia:
Nech pre ¢iselny rad > a,, existuje limita

L= lim {/|ay,|.
n—oo

Potom rad > a,, pre L < 1 konverguje absolitne a pre L > 1 diverguje.



Raabeho kritérium

e Nelimitnd verzia:
Nech > a, je ¢iselny rad s kladnymi ¢lenmi. Potom plati

ak liminfn <1 — a"+1> >1 = Zan konverguje (absolttne);

n—oo an

ak n <1 — an+1) < 1 pre skoro vsetky n — Z a, diverguje.
a,

o Limitnd verzia:
Nech pre ¢iselny rad > a, s kladnymi ¢lenmi existuje limita

L= 1limn (1 — anH) .
n—00 Qp,

Potom rad  a,, pre L > 1 konverguje absolitne a pre L < 1 diverguje.

Integralne (Cauchyho) kritérium

Nech pre rad > a, s nezdpornymi ¢lenmi existuje funkcia f : [1,00) = R
s vlastnostami

e f je nezaporna a nerastuca,
e f(n) = a, pre kazdé n € N.

Potom rad ) a, a nevlastny integral ffo f(z) dz sa z hladiska konvergencie
spravaju rovnako.

Leibnizovo kritérium pre alternujice rady

Nech {a,} je nerasttiica postupnost s kladnymi ¢lenmi. Potom alternu-
guci rad (t.j., rad, ktorého ¢leny pravidelne striedaji znamienka)

Z(_l)n_lan

n=1



konverguje prave vtedy, ked lim,, ;. a, = 0, t.j., ked je splnena nutna pod-
mienka konvergencie.

Nasledujuce dve kritéria — Dirichletovo a Abelovo — patria medzi pokroci-
lejsie techniky skiimania radov. Casto sa vyuzivaji na vysetrovanie radov zo
sucinu dvoch postupnosti. Poskytuju vsak iba postacujice podmienky kon-
vergencie, naviac nie nutne absolitnej.

Dirichletovo a Abelovo kritérium

Nech {a,} a {b,} st dve ¢iselné postupnosti, pricom nech {b,} je mo-
notonna. Nech naviac je splnena aspon jedna z nasledujticich podmienok.

e (Dirichlet) Postupnost ¢iastoénych suctov {s,} radu > a, je ohrani-
¢ena a lim,,_,., b, = 0.

e (Abel) Rad >’ a, konverguje a postupnost {b,} je ohranicen4.

Potom rad ) a,b, konverguje (nie vSak nutne absolttne).

Pozndmka: Je uzitoéné si vsimnut, ako navzajom suvisia podmienky v Di-
richletovom kritériu a Abelovom kritériu. Podmienka na postupnost {b,} v
Dirichletovom kritériu zaru¢uje jej ohranic¢enost (samy si dobre premyslite :)).
V Abelovom kritériu tuto poziadavku zoslabujeme iba na samotni ohranice-
nost postupnosti {b,} (premyslite si, Ze v skuto¢nosti — vdaka monoténnosti
{b,} — je toto ekvivalentné s existenciou konecénej limity lim,, . b,, ktorad
vSak nemus? byt nulovd). Na druhej strane, s podmienkami kladenymi na
postupnost {a,} je to presne naopak. Konvergencia radu ) a,, (t.j., existen-
cia konec¢nej limity postupnosti {s,}) je silnejsi narok ako ohranic¢enost jeho
postupnosti ¢iastoc¢nych stuctov {s,} (i toto si dobre premyslite :)). Celkova
ucinnost oboch kritérii je teda viac-menej rovnaka. Samotny vyber konkrét-
neho kritéria zavisi od tvaru daného radu, ilustujeme to na prikladoch.

Jednym zo zakladnych nekonecnych c¢iselnych radov je geometricky rad,

ktory ma tvar
(o9}

Saq",  aqeR\{0}, (4)

n=1



Nie je tazké ukézat, ze geometricky rad (4) konverguje (absolitne) prave
vtedy, ked jeho kvocient ¢ splita |¢| < 1. V tomto pripade mame

> a
"= : )
;aq 1—q ©)

Dalsim zo zékladnych radov je harmonicky rad, t.j., rad tvaru

[e.o]

> (6

Tento rad je divergentny (postupnost jeho ¢iastoénych stctov konverguje do
plus nekoneéna) napriek tomu, Ze je splnend nutnd podmienka konvergencie.
Divergencia harmonického radu (6) sa da dokazat viacerymi spdsobmi (pozri
Priklad 3 nizsie). Jeden z nich ukazuje na zaujimavu stvislost n-tého ¢iastoc-
ného suctu s, harmonického radu s prirodzenym logaritmom In n. Konkrétne,
dé sa dokézat, Ze limita rozdielu

. : —~ 1
v = nh_}rgo(sn —1Inn) = 7111_)1210 (ZE - 1nn>

existuje a je vlastna. Redlne ¢islo v sa nazyva Eulerova-Mascheroniho kon-
Stanta a objavuje sa v rozlicnych oblastiach matematiky i fyziky. Hrubo po-
vedané, udava o kolko sa lisi ,nekone¢ny sucet* harmonického radu od ,neko-
necnej hodnoty In oo :). Z geometrického hladiska ¢islo vy predstavuje presni
hodnotu chyby, akej sa dopustime, ked obsah plochy pod grafom funkcie
y = 1/ na intervale [1,00) aproximujeme hodnotou prislusného ,horného
integralneho suctu“ vytvoreného pomocou delenia 1 <2 <3 <---<n<---
intervalu [1,00) (aplné premyslenie a nakreslenie vhodného obrazka neché-
vame na Citatela :)). Tieto pozorovania umoznuji napriklad aproximovat pre
velké n hodnotu koneéného suctu >°p_; + vyrazom 7 + Inn. O Eulerovej-
Mascheroniho konstante sa dodnes nevie, ¢i je racionalna alebo iracionalna
:). Jej hodnota vyéislena na prvych 50 desatinnych miest je

v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . ..



Riesené priklady

Priklad 1
Priamo podla definicie vySetrime konvergenciu radu

>

“—~n(n—1)
Riesenie:

Pokusime sa explicitne vyjadrif n-ty ¢iastoény sucet s, uvedeného radu. Vse-

obecny ¢len radu méa tvar racionalnej lomenej funkcie v premennej n. Jej

rozkladom na parcialne zlomky dostaneme

1 1 1

nn—1) n—-1 n
Pre s,, n > 2, potom mame
a 1 - 1 1
Sn == _— = —_—— .
k(k —1) k-1 k
k=2 k=2

Posledna suma sa zvykne oznacovat privlastkom teleskopickd, pretoze vsetky
jej vnatorné ¢leny sa $tastnou ndhodou vzajomne odéitajua :). Skutocne,

O AU AT S S A A N, 1
n = 2 27 3 371 n-1 n) " w

Ihned uz preto vidime, Ze lim,,_,, s, = 1, a teda rad v zadani prikladu je
konvergentny so suc¢tom 1, t.j.,

=~ 1
2

n=2

Priklad 2 (porovnéavacie kritérium)

Vysetrime konvergenciu radu
oo

1

—-
n
n=1



Riesenie:
Vyuzijeme pozorovanie
1

1
m<m, n €N\ {1}

(overte samy :)). V predchadzajicom priklade sme dokazali, Ze rad

=~ 1
;n(n— 1)

konverguje. Preto podla nelimitného porovnavacieho kritéria konverguje i rad
v zadani prikladu.

Priklad 3 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium)
Dokazme divergenciu harmonického radu

[e.o]

1
o

Riesenie:
Vyuzijeme dokaz sporom. Predpokladajme, ze harmonicky rad konverguje.
To podla Cauchyho-Bolzanovho kritéria znamené, ze pre kazdé kladné ¢islo
¢ existuje index ng tak, Ze nerovnost

1 1 1
n+1 n-+2 n+m

<

plati pre kazdé n > ng a kazdé m € N. Zvolme ¢ = 1/3 a nech ng je k
nemu prislichajici index. V uvedenej nerovnosti iste mozeme zvolit n = ny
a m = ng. Dostaneme potom

1 1 1

+ +ot
n0—|—1 n0+2 2710

L
3

Nakolko pracujeme s kladnymi ¢islami, mozeme odstranit absolitnu hodnotu

1 n 1 P 1 <1
n0+1 n0+2 2710 3




.....

rovny) nez zlomok ﬁ (samy sa presvedcte :)). Preto mézeme favu stranu
nerovnosti takto zmensit

! + L + + = < ! + ! + + ! < =
2710 2?10 2710 T no+ 1 no + 2 2710 3
4
1 . 1 T 1 - 1
271,0 2710 2n0 3

Na lavej strane poslednej nerovnosti je vSak presne ng ¢lenov, takze méame

1 < 1 —_— 1 < 1 1"
ng — < = — < = ... spor!!l
"o, T3 2 -3 P
To znamena, Ze nas vychodiskovy predpoklad o konvergencii harmonického
radu bol nespravny. Preto harmonicky rad diverguje.

Priklad 4 (porovnavacie kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

oS
1

E S —.
n=1 n

Riesenie:
Toto je typicky priklad na pouzitie limitného porovnavacieho kritéria. Aby
sme nasli vhodny rad na porovnanie, pozrime sa, ¢o sa deje s ¢lenmi radu v
zadani prikladu pre velké indexy n. Z redlnej analyzy funkcii jednej premennej
vieme, Ze vyraz sinx sa pre malinké x (v okoli nuly) sprava ako z, pretoze
lim, o(sinz)/x = 1. Nakolko 1/n — 0 pre n — oo, mame odhad

1
sin — &~ — pre dostato¢ne velké n.
n o on
To navadza na myslienku porovnat rad v zadani prikladu s harmonickym
radom ) 1/n. Naozaj, pretoze plati

~ sin %
lim =1
n—oo

’

3=

Ne}



obidva rady sa z hladiska konvergencie spravaji rovnako. Tedarad > sin(1/n)
diverguje. Hlavnym figlom bolo uvedomit si, Ze rad v zadani prikladu sa pre
velké n sprava ako harmonicky rad, a preto teda aj diverguje (pre konvergen-
ciu/divergenciu radu je smerodajné to, ¢o sa deje s jeho ¢lenmi s obrovskymi
indexami).

Priklad 5 (porovnavacie kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

i 1
“—~In(n+1)

Riesenie:
K tomuto prikladu je mozné pristipit dvomi sposobmi, obidva vyuzivaju
zékladné vlastnosti funkcie In x. Z grafu funkcie In z je zrejmé, ze pre kazdé
kladné z plati nerovnost Inx < = (samy sa presvedcte :)). Preto pre kazdé
n € N mame

1 - 1
n+1 In(n+1)

Inn+1)<n+1 <

Rad v zadani prikladu je teda majorantny vzhladom na harmonicky rad.
Podla nelimitného porovnéavacieho kritéria preto diverguje. Druhy spdsob je
zalozeny na asymptotickom spravani funkcie Inz (to znamend, ako sa Inx
sprava pre velmi velké x). Z Matematickej analyzy I vieme, ze funkcia Inx
rastie v okoli nekonec¢na pomalsie ako akdkoIvek mocninova funkcia 2" s klad-
nym exponentom r. Prakticky tento okridleny vyrok hovori (samy overte ;))

. Inzx
lim
rz—oo T

=0 pre kazdé r > 0.

Pre r =1 ax =n+ 1 potom mame

1

n+1 o
.

In(n+1)

| 1
i 2D

Posledné limita podla limitného porovnévacieho kritéria implikuje, Ze rad v
zadani prikladu diverguje (dobre si to premyslite; tato limita hovori, Ze rad
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v zadani je pre velké indexy n ,nekonecnekrat” wvicsi ako divergentny har-
monicky rad).

Priklad 6 (porovnéavacie kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

3

Riesenie:
Pri rieseni pouzijeme limitné porovnavacie kritérium, konkrétne, rad v zadani
prikladu limitne porovname s radom Y . Plati totiz

1 2

. VoS )

lim 41 = lim — =0
n

Cﬂ2 Z
~= Ina pre r — 00

Tento vysledok vyplyva z pozorovania, ze funkcia f(z) =
limitu rovna 0, nakolko
2 t4

. X .
Jim 7w ==yt oo = lim =0

(samy overte pouzitim 'Hospitalovho pravidla :)). Z vySSie uvedeného po-
tom dostéavame konvergenciu radu v zadani prikladu (dobre si to premyslite

.....

govaf i ,mensi“ rad - = :)).

Priklad 7 (podielové kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

(n

2, n parne,

Dﬂﬁé@
3z

: kde ¢(n) := {

V6, n nepérne.

3
Il
—

Riesenie:
Pre poriadok poznamenajme, Ze sa bavime o rade

V6 2 V6 2
Ve Ve Ve Vo
11

2
+ R

V66

AS

w



Na jeho vySetrovanie chceme pouzit podielové kritérium. Skiimajme preto
podiel |an11/ay|

p(n+1)
Ventt
»(n)
A /6n

Ap+1
Qn,

p(n) V6

_pn+1) 1 { 1/2, n parne,

1/3, n nepérne

(samy overte :)). Limita z daného podielu neexistuje, preto nemdzeme pouzit
limitna verziu d’Alembertovho kritéria. Avsak plati

1

Ap+1
=-<1
2 )

an

lim sup
n—o0

a preto podla nelimitnej verzie rad v zadani prikladu konverguje (absolitne).

Priklad 8 (podielové kritérium)

Vysetrime konvergenciu radu
X n

>
2
“— nl
Riesenie:
V tomto pripade pre podiel |a,1/a,| dostdvame (po upravach)

(nt1)mH n n
Ant1| _ (n::)! _ (n + 1) _ (1 N l) ‘
ap, nr n n
A kedze .
. Ap+1 . 1
lim =lim ([1+—-) =e>1,
n—o00 an, n—o0 n

podla limitného d’Alembertovho kritéria usudime, ze rad v zadani prikladu
diverguje.

Priklad 9 (odmocninové kritérium)

Vysetrime konvergenciu radu
2n—1/)

n=1

12



Riesenie:
Za tcelom pouzitia Cauchyho odmocninového kritéria preskimajme vyraz

/|a,|. Plati
n+2\" _
on —1 N

2 1
lim {/|a,| = lim n = - <1,

n—o00 n—oo 2n — 1 2

Vil = {

n+2‘ n+2

m—1| 2n—1

Kedze

podla limitnej verzie kritéria rad v zadani prikladu konverguje (absolatne).

Priklad 10 (odmocninové kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

S
2 32 28 3 25 36 '
Riesenie:
Pre vSeobecny c¢len a,, tohto radu zrejme plati

{ 1/2", n nepérne,

Qn

1/3™, n parne.

V tomto pripade nemodzeme pouzit limitna verziu Cauchyho odmocninového
kritéria, nakolko
1/2, n nepérne,

Vlan| = {
a teda limita lim,, ., {/|a,| neexistuje. AvSak mame

limsup {/|a,| =1/2 < 1.

n—oo

1/3, n pérne,

Preto podla nelimitnej verzie kritéria rad v zadani prikladu konverguje (ab-
solttne).
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Priklad 11 (odmocninové kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

- 1
D gt

n=1

Riesenie:
V tomto pripade funguje limitné verzia Cauchyho kritéria, nakolko plati

1/n
1 1
lim {/|a,| = lim im —————

n—00 n—00 2”“’(_1)"71

Rad v zadani prikladu preto konverguje (absoltatne).

Priklad 12 (Raabeho kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

[e.9]

n!
2 VB DR DVE TS (Va )

n=1

Riesenie:
Jedné sa o rad s kladnymi ¢lenmi. Potrebujeme sa pozriet na vyraz

n <1 o an+1> .
a,

Po tpravach postupne dostaneme

(n+1)!
n (1 _ an+1) —nl1- (\/§+1)(\/§+2)(\@+3?~~~(\@+n)(\/§+n+1)
Qn,

(V1) (VZ42) (V23)-(VZn)

_n<1 n+1 ) nv/2

T V2int1) n+14V2
Nakolko plati

2
limn(l—anH)Z limL:\/ﬁ>1,
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podla limitnej verzie Raabeho kritéria rad v zadani prikladu konverguje (ab-
solttne).

Priklad 13 (Raabeho kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

o
>
=
n=1 n
Riesenze:

Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade. Opét méame rad s
kladnymi ¢lenmi. Plati

nt1)3 3/2
n<1—M>:n 1-— (1“) :n<1—n—2>
Qp, B (n+1)3/

n [(n+1)%2 — n3/2]
(n+1)3/2

n{[(n+1)Y2 =n'2] [(n+ 1)+ (n+1)"/?*n'/2 + n]}
(n+1)3/2

n[2n+1+ (n®+n)? n 2n + 1+ (n? + n)'/?

T+ 132+ D)2+ 012 n+1 (n+ DV2[(n+ 1)12 + nl/2]

no i le@an)t? a2+ 04 (14 1)

I R e e R O R W WA O

Takze mame

= lim =->1

lim n .

n—oo

(1_an+1) noo 2+l (14 3
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(samy overte :)). To znamend, Ze rad v zadani prikladu konverguje (abso-
latne).

Priklad 14 (fazsi) (Raabeho kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

> e

n=1

Riesenie:
Chceme aplikovat Raabeho limitné kritérium. Nechévame na citatela, aby

overil, ze plati :)
n 1\"
n(l—aH):E-{e—(l—F—) ]
an, e n

Nasim cielom je zistit hodnotu limity

n 1\"
limn(l—aH): lim E-[e—(l—i——) }
n—oo Qan, n—oo @ n

Za tymto ucelom vysetrime limitu funkcie

limg-{e—<1+l> } — 1jm1.e(+x).
l’ =

r—00 e r—00 €

Jedna sa zrejme o neurcitost typu 0/0, pri¢om ¢itatel i menovatel limito-
vaného zlomku je diferencovatelny v okoli nekonecna. MdZeme preto pouzit
I"'Hospitalovo pravidlo. Postupne dostavame (medzivypocty pre jednoduchost
vynechavame :))
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V poslednej limite vyraz (1 + %)x /e konverguje do 1, kym pre limitu druhého
zlomku plati

lim it 316) o= '97 'Hospital| = lim (n1+;) 7 i)

1 z \? 1
= lim —- = —.
r—00 2 r+1 2

Dostavame teda (nestrafte sa vo vypoctoch ;))

z 1\* 1 1
].' - - 1 - :1-—:—_
o0 € [e ( +x) } 2 2

To znamena, zZe existuje i limita prislusnej postupnosti s hodnotou

n 1\" 1
limn(l—aH)Z lim E-[e—(l—l——) } = < 1.
n—oo Ay, n—oo € n 2

Podla limitného Raabeho kritéria potom rad v zadani prikladu diverguje.

Priklad 15 (Integralne kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

pl

n=1

B

Riesenie:
Toto je typicky priklad na pouzitie integralneho kritéria. Na zaklade tvaru
¢lenov vysetrovaného radu uvazujme funkciu

=
Funkcia f je iste nezdpornd na intervale [1,00). Pomocou jej prvej derivé-
cie sa mozeme Tahko presvedcit, ze f je klesajica na [1,00) (samy overte
:)). Su teda splnené vsetky predpoklady integralneho kritéria, a preto dany

rad konverguje prave vtedy, ked konverguje nevlastny integral floo f(z)dz.
Elementarnou integraciou dostaneme (overte samy :))

/:of(a:)dx:/looe\/\;dx:%
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Preto i rad v zadani prikladu konverguje (absolatne).

Priklad 16 (nutnd podmienka konvergencie)
Dokazme identity

: b) lim U

a) lim — =0 — =0.
! n—oo NN

Riesenie:
Tento priklad ilustruje aplikaciu tedrie nekoneénych ¢iselnych radov pri vy-
pocte limit postupnosti. Vyuziva poznatok, ze konvergencia radu tizko stvisi

s limitou jeho n-tého ¢lena. V pripade prvej limity uvazujme rad

>o-
n!’

n=1

Pomocou podielového kritéria sa Tahko ukaze jeho konvergencia (samy overte
:)). Z toho potom vyplyva, Ze limita jeho n-tého ¢lena musi byt nulova, t.j.,
plati rovnost v a). Identita v b) sa dokdZe podobne. Konvergenciu radu

> (nh™
>

n=1

sa pokusime vysetrif pomocou Cauchyho odmocninového kritéria. Mame

Van| =

Vyraz je klesajuci vzhladom na n, nakolko

n!

nn’

! ! " !
(n+1) 1 ( n ) <n_ pre kazdé n € N
n?’L

(n—l—l)”“:ﬁ n+1
toto je <1

(samy si dobre premyslite ;)). Preto plati nerovnost

. nl 20 1
\/]an]:ﬁ<§:§, nEN\{l}



To znamena, ze
lim sup {/|a,| < L <1,
n—oo 2
a teda podla nelimitného Cauchyho kritéria skimany rad konverguje (ab-
solitne). Tato skutoénot nasledne implikuje rovnost v b) (detaily si samy
zddvodnite :)).

Priklad 17 (Leibnizovo kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

o

on—3

n=2

Riesenie:
Podme sa presveddit, ¢i je vobec mozné pouzit Leibnizovo kritérium na vy-
Setrovanie predloZeného radu. Jedna sa o alternujtci rad, pricom postupnost
{B3n+1)/(2n — 3)}22, je kladna a klesajtca, ako vyplyva z upravy
3n+1 3 4

2n — 3 2+n—%'

Preto moZeme smelo aplikovat Leibnizovo kritérium. Podla neho dany rad

konverguje prave vtedy, ked spliia nutnt podmienku konvergencie. Avsak
3 1 3
im 202 g

n—oo 2N — 3 5

Preto rad v zadani prikladu diverguje.

Priklad 18 (Leibnizovo kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade. Overenie pouzitel-

nosti Leibnizovho kritéria nechdvame na ¢itatela :). Zo skutoc¢nosti
1
lim =0
n—oo 2n — 1

19



uzavrieme, Ze rad v zadani konverguje, avSak neabsolutne (preco? :)).

Priklad 19 (absolitna/neabsolitna konvergencia)
Vysetrime konvergenciu radu

S
S

n=1 n
Riesenie:

Podla Leibnizovho kritéria uvedeny rad konverguje (samy overte :)). Chceme

naviac zistit, ¢i tato konvergencia je i absolitna. Za tym uc¢elom sa pozrieme
na odpovedajuci rad absoltitnych hodnot

0o _1)n
Z( 2)

n
n=1

o0

1

n2’
n=1

Tento rad konverguje, ako sme ukazali v Priklade 2. Preto rad v zadani pri-
kladu konverguje absoltitne.

Priklad 20 (absolitna/neabsolitna konvergencia)
Vysetrime konvergenciu radu

Riesenie:
Predlozeny rad konverguje (samy overte :)). Prislusny rad absolttnych hod-
not je harmonicky, ktory diverguje. Preto rad v zadani konverguje neabso-
latne. Poznamenajme, Ze tento rad sa Casto oznacuje ako Leibnizov rad :).

Priklad 21 (absolitna/neabsolitna konvergencia)
Vysetrime konvergenciu radu

27
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Riesenie:
Ukazeme, ze uvedeny rad diverguje. Vyuzijeme nelimitné d’Alembertovo kri-
térium a jeden maly trik :). Plati (po tpravach)

(n+1)2
(. (=1)"- 2(n+1)! B 22n+1
— | = )
an, (—=1)n-1. 2n_' n+1

V poslednom vyraze si mocninu 2*"*! napigeme ako (1 + 1)?"*! a pouZijeme
binomickt vetu (to je ten trik; vyzera dost lacno, ale je celkom uZzitocny :))

2n +1 2n+1 2n+1 2n+1
22n+1 —(14+1 2n+1 _ .
( + ) 0 + 1 * 2 + + 2n+1

Ak v stcte na pravej strane v poslednej rovnosti nechame len prvé dva ¢leny
a na ostatné zabudneme, zrejme sa nam prava strana zmensi. A toto bude
platit pre kazdé n € N. Vyplyva to z toho, Ze 2n+1 > 1 pre kazdé prirodzené
¢islo, takze na pravej strane vzdy budeme mat aspori prvé tri ¢leny (dobre si
to premyslite ;)). Ako zadarmo sme teda odvodili takito roztomilti nerovnost

o+ 1\  (2n+1
22"+1>(”0+ >+<”1+ ):2(n+1), n€N.

Jej aplikaciou potom dostaneme

ozl g(n 1)

An+1
>
n+1 n+1

=2 pre kazdy index n.

Qn

Podla nelimitnej verzie podielového kritéria teda rad v zadani prikladu diver-
guje. Vsimnime si, Ze cely ¢as sme vlastne vySetrovali konvergenciu/divergen-
ciu prislusného radu absolitnych hodnot a ukazali sme, ze diverguje. Pokuste
sa zdovodnit, pre¢o sme v tomto pripade mohli z divergencie radu absolut-
nych hodnét tak lahkovazne usudit i divergenciu povodného radu, hoci vo
vSeobecnosti to nie je mozné (zamerajte sa na posledntt nerovnost a jej st-
vislost s nutnou podmienkou konvergencie radu v zadani prikladu ;)).

Priklad 22 (fazsi) (absolitna/neabsolitna konvergencia)
Vysetrime konvergenciu radu

S 220

n=1
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Riesenie:
Vseobecny n-ty ¢len b, predlozeného radu mé tvar b, = (—1)""'a,,, kde

1 ’
<, N parne,
an =

%, n neparne
(samy overte ;)). Nakolko a,, > 0 pre kazdy index n, jedna sa o alternujici

rad. Dalej plati

%, n parne,

bn] = an = { 9 i

£, n neparne,
a teda pre kazdé n € N plati nerovnost |b,|] > 1/n (i toto samy overte
:)). Z divergencie harmonického radu ) % potom vyplyva i divergencia radu
> |bn|. Rad v zadani prikladu bude teda bud divergovat alebo neabsolitne
konvergovat (dobre si to premyslite :)). V tomto pripade nemozeme pouzit
Leibnizovo kritérium pre alternujice rady, pretoZze postupnost a, = #
nie je nerastica (samy sa presvedcte :)). Priamo z definicie vSak dokazeme,

ze skiimany alternujici rad diverguje. Vyuzijeme pritom poznatky, ze rad

- 1
. n+1
Ry ;(—1) -
konverguje, kym rad
= 1
Ry -
2 ;;2n—1

diverguje do plus nekoneéna (samy si premyslite ;)). Nech s,, S, a T,, ozna-
¢uju postupne n-ty ¢iastocny sucet nasho skiimaného radu v zadani prikladu,
radu R, a radu Rs. Zrejme plati

lim S, = existuje konecna a lim 7, = oco.

n—oo n—oo
Budeme sa snazit najst nejaky vztah medzi uvedenou trojicou suc¢tov. Pre
kazdé n € N sa jednad o konecné sucty, preto mozeme ich cleny vhodne pre-
miestiiovat. Tak napriklad mame

2 1 2 1 2 1

1

e T S RS

=133 71757 % ;},2
1



2 1.2 1.2 1.2 1
BT1T2T3 45 67 8
1 1+1+1 L1 1+1+1 1
T~~~ 2 3'3 4'5 5 6 7 7 8
2 ~—— ~—— ~——
3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— (1 4+ -4 _ 4 -_= 1+=-4+=-+=]=5s+T, ).
( st3 atE 577 8)+(+3+5+7> s+ Ty 1)

Vseobecne sa preto dé usudit, Ze pre kazdy index n plati
Tn = San — S2n

(samy si premyslite :)). Ak by predloZeny rad konvergoval, t.j., ak by lim s,
n—oQ

existovala konecné, potom by nutne musela existovat i kone¢na limita lim s,,
n—oo

(preco? :)), a teda by existovala aj konecné limita

lim 7,, = lim (s9, — Sa,) .

Ale lim T, = oco. To znamena, ze skimany alternujici rad nemoze konver-
n—oo

govat, a teda musi divergovat :). Tento priklad nas zaroveil potuca o tom,
aké podstatné su predpoklady Leibnizovho kritéria. Alternujici rad v zadani
prikladu zrejme splita nutnii podmienku konvergencie (samy overte :)), ale
napriek tomu je divergentny. Dovodom je fakt, Ze prislusné postupnost a,,
definovana vyssie nie je nerastica, ba dokonca nie je ani monotdénna.

Priklad 23 (konvergencia/divergencia v zavislosti na parametri)

p

n=1

v zavislosti na realnom parametri p.
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Riesenie:
Chceme zistit, pre aka volbu ¢isla p dany rad konverguje, resp. diverguje.
K tomuto problému sa dé& pristipit viacerymi spdsobmi. Najpriamociarejsi
z nich je zaloZeny na banalnom pozorovani, ze uvedeny rad je geometricky
s kvocientom g = 7%1. A o tom je zname, Ze konverguje prave vtedy, ked
lg| < 1. Mnozina vSetkych hodnét p, pre ktoré bude nas rad konvergovat, je
preto urcené nerovnostou

1
"i <1.

p
Nechévame na ¢itatela, aby sam overil, ze pre p € (—oo, —1/2) uvedeny rad
konverguje (absolatne) a pre p € [—1/2,0) U (0, 00) diverguje :).

Priklad 24 (konvergencia/divergencia v zavislosti na parametri)
Vysetrime konvergenciu radu

i n?+1 o
— n32n

v zavislosti na redlnom parametri x.

Riesenie:
Na tento rad aplikujeme podielové kritérium (za ¢len a,, teraz berieme cely
vyraz za sumou, aj s mocninou z™). Plati (po tpravéch)

(n+1)*4+1 n+1

Unt1 (n+Dysantt & n®[(n+1)* + 1] ——
- n2+1 9 3(n2 || 9
an Lt an (n+1)3(n%+1) 2

Podla limitnej verzie podielového kritéria rad v zadani prikladu konverguje
absolutne, ak % < 1, resp. diverguje, ak % > 1. Priebezne teda vieme, Ze pre
x € (—2,2) uvedeny rad konverguje absolitne a pre z € (—oo, —2) U (2, 00)
diverguje. Pouzité kritérium nam vSak nedalo odpoved na otazku, ¢o sa deje,
ked |z| = 2, t.j., ked = 2 alebo x = —2. Takato situécia je typickd a je
sposobena ne-univerzalnostou pouzivanych kritérii, ako sme to spomenuli v
uvode. Pripady x = 4+2 budeme musiet preskiimat osobitne, a sice priamym
dosadenim do radu v zadani. Pre x = 2 dostaneme rad

“n?4+1 ., w=n?+l
; n3on +2 :; -
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Skuisené oko ihned zbad4, Ze tento rad sa pre velké n sprava ako harmonicky
rad (pre skuto¢ne obrovské n mozno v klude privriet obe o¢i nad mrnavou
jednotkou v ¢itateli ;)), a teda je divergentny. V pripade x = —2 mame
alternujaci rad

“ n24+1 > n?+1
(=2 =N (=)
;ngzn (—2) ;( R

o ktorom by nas jundk Leibniz pohotovo vyhlasil, Zze konverguje, a to ne-
absolutne (samy overte, napriklad i pomocou Prikladu 18 ;)). MoZeme teda
uzavriet, ze rad v zadani prikladu konverguje pre x € [—2,2) a diverguje
pre x € (—o0,—2) U [2,00). Naviac, pre x € (—2,2) sa jedna o absolttnu
konvergenciu, kym v bode x = —2 rad konverguje neabsolttne.

Priklad 25 (Dirichletovo kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

o .
Z SN nax
n

n=1

v zavislosti na redlnom parametri x.

Riesenie:
Toto je typicky priklad na ilustraciu pouzitia Dirichletovho kritéria. Samy sa
presvedcte, ze dosial pouzivané kritéria (porovnavacie, podielové, odmocni-
nové, Raabeho, integralne) nie st v tomto pripade pouzitelné :-/. Nech x € R
je zafixované realne ¢islo. V stulade s Dirichletovym kritériom a so zadanim
prikladu polozme

. 1
a, = sinnx, b, . =—, neN.
n

Postupnost {b,} je zrejme monoténna a lim, ,,, b, = 0. Potrebujeme este
ukézat, ze konecny sucet

n n
Sy = E a = E sinkr =sinx +sin2x +sin3z + - - - + sinnx
k=1 k=1
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sa d& ohranicif nezavisle na indexe n (t.j., iba v zavislosti na z). Poktsime
sa preto stanovit jeho hodnotu pre konkrétne n (a pre dané x). Budeme
potrebovat klasickil goniometrickt identitu

cos o — cos 3 = —2sin (#) - sin <04—6> : (7)

2

platiacu pre kazdé o, € R (jej dokaz nie je tazky; stadi si rozsinusovat
vyrazy na pravej strany a vykonat vhodné tpravy :)). Uvazujme najprv pri-
pad, ked ¢islo x nie je celociselny ndsobok 27, t.j., x # 2lm pre kazdé | € Z.
Hodnotu s, vynasobime vyrazom sin § (vSimnime si, Ze za uvedenych pred-
pokladov je sin § # 0, teda tato prava je ekvivalentna)

n n
Sy, - Sin — = sin — - E sinkx = E sin — - sin kx.
2 2 2

k=1 k=1

Stciny sin § -sinkz, k € {1, ..., n}, rozpiSeme pomocou identity (7) s volbou

o= <k+%>x, b= <k—%)x

Postupne dostaneme

.. 1 1 1
sm§~smkx——§- [cos (k+§>x—cos <k—§> a:}
1 1 1
=3 {cos(k—§>x—cos(k+§)x1.

Po dosadeni mame

1 O 1 1
Sn‘Sing=§~k:1 {cos(k—§)x—cos(k+§)x}.

Posledné suma je tzv. teleskopickd, t.j., vSetky vnatorné ¢leny sa vzajomne
odcitaju a ostane nam len prvy a posledny kosinus

. T
Sy, - sin —
2

T 3x+ 3x 5:17+ 5
- | cos = — cos — + cos — — cos — +cos — — - - -
2 2 2 2 2

N
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1 x (2n+ 1)z
= —.|cos— —cos——— | .
2 2 2

Na posledny vyraz aplikujeme identitu (7) (s a := x/2 a §:= (2n + 1)x/2),
pricom dostaneme (po tpravach)

z (2n+1)x z _ (2ntl)z
o osint— s (2T 2 ). gn(2" 2
2 2 2

— _sin <@> . sin (%) — sin (@) . sin (%) .

Z poslednej rovnosti uz vyplyva konecny vyraz pre s,

sin (—(”21)m> -sin (%)

iz
Sln2

"'+COST—COS

Sp —

V pripade, ak x = 2l7 pre nejaké | € Z, potom sin kx = sin2klm = 0 pre
kazdé k € {1,..., n} (preco? :)), a teda s, = 0. Pre sacet s, teda plati
findlny vysledok

N sm< 5 s1n(2)
Sy = E sinkx = gin
k=1

crF2AT g

2
0, x =2,

Pomocou tohto vysledku mozeme teraz odvodit vhodné ohranicenie pre sucty
S,. Konkrétne, v pripade = # 2l pre kazdé n € N dostavame

totojjfl <1 toto je <1
p I —
) (n+1)z < (nz sin w ’ ‘Sin <@> )
sin (T) * 51 (7) 2 2 < !
[8n] = sin 5 - jsin 5| il

nezavisi na n

Pripad x = 2I7 je trividlny (samy si zdovodnite :)). Ukézali sme teda, Ze pre
dané x € R s1 splnené vSetky podmienky Dirichletovho kritéria. Preto rad v
zadani prikladu konverguje (nie vSak nutne absolitne) pre kazdé reélne z.
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Priklad 26 (Abelovo kritérium)
Vysetrime konvergenciu radu

(0.9} .
Z n - sinn

—
n=1

Riesenie:
Uz na prvy pohlad je vidief, Ze i v tomto pripade so zdkladnymi kritériami
nepochodime :-/. Polozme
_sinn

ay, = , b, := /n, n€N.

n

Podla vysledku z predchédzajiceho prikladu s volbou z = 1, rad > a, =
Z% konverguje. Dalej lim,, o0 b, = lim,_,o /7 = 1 (samy overte :)),
teda postupnost {b,} je ohranicend (preco? :)). Ostava overit monoténnost
postupnosti {b, }. UkdZeme, Ze pre indexy n > 3 je klesajtica. V Matematickej
analyze I sa pri definicii Eulerovho ¢isla e dokazuje, ze pre kazdé n € N plati

1 n
(1+3) <3
n

Potom pre kazdé prirodzené n > 3 mame nerovnost

1 n
(1+—) <n
n

(samy si dobre premyslite :)). Po vhodnych tGpravich postupne dostaneme

(1+3)
1+—-) <n,
n

(n+1)"
nn
(n4+1)" <™t J()n, (),
(n+1)%+1<n% = "Wn+1<<3n, n>3.

Posledna nerovnost znamend, ze postupnost {b,} je od indexu 3 klesajuca.
Rad v zadani prikladu teda spliia vietky poziadavky Abelovho kritéria, a
preto je konvergentny (nie vSak nutne absolitne).

<n /-n",
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Nakoniec sa este stru¢ne zmienime o niecom, ¢omu sa hovori sila kritéria
konvergencie. Tento pojem tizko stuvisi so skutocnostou, ze kazdé kritérium
konvergencie (samozrejme, okrem oslavovaného Cauchyho-Bolzanovho :)) ma
svoje slabiny, ktoré sa skor ¢i neskor predsa len prejavia. Prejavia sa v tom
zmysle, ze jedného pekného dna sa objavi taky nekonecny a nekonecne diabol-
sky rad, na ktorom si dané kritérium, dovtedy pysSné a neporazitelné, vylame
vSetky svoje zuby :/. Nuz a — zhruba povedané — sila kritéria spoc¢iva v tom,
kolko takychto pekelnikov dokaze okabatit :). Hovorime, Ze kritérium K je
silnejsie nez kritérium Ko, ak kazdy rad, ktory zdolame (rozumej, o konver-
gencii/divergencii ktorého vieme rozhodnit) pomocou kritéria K5, zdolame i
pomocou kritéria K (dobre si to premyslite :)). Prakticky to ilustrujeme na
konkrétnych prikladoch. Je zname, ze Cauchyho odmocninové kritérium je
silnejsie ako d’Alembertovo podielové kritérium. V Priklade 7 sme konvergen-
ciu radu ukazali pomocou podielového kritéria. Ak na tento rad aplikujeme
odmocninové kritérium, dostaneme

21/n ,
Vlan| = { p(n)| _ lp(m)]" Voo T PETS
CLn — = g
V6" V6 %, n neparne.

Kedze plati lim,,_,o 2/ = 1 = lim,,_,o, 6%/", existujt i limity z prislusngch
vybranych postupnosti, pricom
lim 2" =1= lim 6"

n—oo n—o0
n parne N neparne

(dokladne si to premyslite :)). To ale znamend, Ze existuje i lim,, o {/|a,| a
ma hodnotu B
: . le(n) " 1

1 \ = lim ——=—=—=<1

Vel = T =% S
(i toto si dobre premyslite :)). Teda o konvergencii daného radu vieme rozhod-
nit i podla odmocninového kritéria (samozrejme s odpovedou, ze konverguje
1)). Zoberme si teraz rad z Prikladu 10. O nom sme pomocou odmocnino-
vého kritéria ukézali, Ze konverguje. Pokiisme sa teraz na tento rad pouzit
podielové kritérium. Mame (samy overte :))

- % . (%)n, n parne,

G

. (%)n, n neparne.

W=
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Z toho vyplyva, Ze

. Qp41 R Ap+1
lim sup = 00, lim inf =0,
n—00 Qp, n—00 Qnp,
An41 17 2 An41 v 12 ,
> 1 pre kazdé parne n, < 1 pre kazdé neparne n
(7% Qp,

(samy sa presvedcte :)). Vidime teda, Ze nemdzeme pouzif ani nelimitné po-

Ant-1
an

neexistuje, pre¢o? :)). Chuddk d’Alembert je na tento rad jednoducho pri-
kratky, nevie rozhodnif, ¢i dany rad konverguje alebo diverguje :(. Vo vse-
obecnosti sa skutocnost, ze Cauchyho odmocninové kritérium je silnejsie ako
d’Alembertovo podielové kritérium, da dokézat na zaklade nerovnosti

dielové kritérium, a ani limitné podielové kritérium (limita lim,, ..

an+1

lim inf
n—oo

< liminf {/|a,| < limsup /|a,| < limsup
n—oo

n—oo n—oo

?

a

an+1
n

Qn

ktoré platia pre kazdi nenulovt postupnost {a,}>2; (pokiste sa premysliet
si, ako :)). VA¢si sildk nez d’Alembert je i Raabe. Dokonca je niekedy i silnejsi
ako velky Cauchy. Zoberme si napriklad celkom nevinny rad z Prikladu 13.
Kym d’Alembert i Cauchy ho budu len tak rozpacito pozuzlavat (samy sa
o tom presvedcte ;)), velky kdpo Raabe ho zhltne ako jednohubku, ako sme
toho boli svedkami :). AvSak karta sa moze i obratit. Z duelu v Priklade 11
vyjde z naSich troch musketierov vitazne jedine Cauchy, Raabe a d’Alembert
odidu s dlhymi nosmi :). Skuto¢ne, pre tento rad totiz mame (samy overte
))

1 é, n parne,

Ap+1
Qn,

92-(—1)"+1

2, n neparne.

Z toho potom dostédvame (rovnako overte samy :))

. a +1 . . a +1 1 . . .
limsup | ——=| =2, liminf|——| ==, teda lim neexistuje.
N—00 a, n—00 an, 8 n—oo | Gy,
Anp41 C1s s Gp41 C 1z ,
- < 1 pre kazdé parne n, Uany IS | pre kazdé neparne n.
An (7%

Nemozeme preto pouzit Ziadnu z verzii d’Alembertovho kritéria. Dalej

> = 00, liminf n (1 — ) = —0o0,
n—oo
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limsupn (1 —

n—oo

Qn Qp



an+1

ateda lim n (1 —

n—o0
n(l—
n(l—

Zlyhéva teda i Raabeho kritérium.

neexistuje.
Qn

Qp+1
G,

) > 1 pre kazdé parne n,

Ap+1
Qnp,

) < 1 pre kazdé neparne n.

Neriesené priklady

1. Pomocou vhodného kritéria vysetrite konvergenciu danych radov.

a) >y :2111 b) > . m ) Dnei #m

d) Ziil sin g e) 22112% f) fo;l 2nn4!r1

g) Yoo, u h) 3oojaretg” (5) ) ol oo
DX e 0 I ) S ()™
m) >.°, m n) >0, :1_\/% o) > #

p) (12 ) Xysin(n+ Dy x) o, S

2. Zistite, ktoré rady konverguju absolitne/neabsolitne.
sinn n(n-1)
a) fo:l 67 b) ZZO:1<_1) 2 4in
00 n— 3:5:7---(2n+1 [es) n  lnn
C) Zn:l(_l) . ngni_li d) Zn:l(_l) ’ IT

o) (-1 tg (m) D (- A
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10.

. Pomocou Dirichletovho kritéria ukézte, ze alternujici rad )7,

. Vysetrite konvergenciu radov v zavislosti na redlnom parametri x.

a) Zibo:l e b) Ziil In"z c) Z;O:l g

Pomocou integralneho kritéria presktimajte konvergenciu tzv. zovse-
obecneného harmonického radu

v zavislosti na redlnom exponente p.
Dokazte divergenciu radu v Priklade 14 vyuzitim odhadu
n! <e-vn-(n/e),
platiacom pre kazdé n € N, a vysledku z predchadzajicej tilohy.
Pomocou Raabeho kritéria vysetrite konvergenciu radu

i (1 .23. .45..6. .(.27(12;)1)>2 |

n=1

Zéaroven ukazte, ze d’Alembert je na tento rad prikratky :).

Presvedcte sa, ze s harmonickym radom si podielovy d’Alembert ani
odmocninovy Cauchy nevedia rady. Zaroven ukazte, Zze ho napokon
zmakne Raabe, ale bude to tak nadoraz :).

. Vysetrenim vhodnych ¢iselnych radov dokazte dané rovnosti.

a) lim
n—oo

(n!)2

(-

konverguje (v zhode s vysledkom Prikladu 20).

Ukazte divergenciu alternujuceho radu v Priklade 22 tak, ze vhodne
uzatvorkujete jeho cleny, konkrétne

21+2 1+2 1+ _3+5+7+
1 2 3 4 5 6 12 34 5.6
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11.

12.%

13.*

14.%

Overte, Ze pre alternujtci ¢iselny rad > (—1)""ta,, kde

#, n neparne,
a =
" 1
ni

n parne,

je splnend nutné podmienka konvergencie, avSak postupnost {a,} nie
je nerastuca. Vysetrite konvergenciu tohto radu.

Okrem odmocninového a integralneho kritéria pochadza od Cauchy
i dalsie zaujimavé kritérium konvergencie radov. V anglicky pisanej
literattire sa oznacuje ako Cauchy condensation test a hovori toto. Nech
{a,}5°, je nezaporna a nerastica postupnost realnych ¢isiel. Potom

rad Z a, konverguje prave vtedy, ked konverguje rad Z 2" agn

n=1 n=0

(symbol asn oznacuje ¢len uvazovanej postupnosti s indexom 2"). Na-
viac, v pripade konvergencie oboch radov platia pre ich sucty

o0 o0
s = E ap, S := E 2" agn
n=0

n=1

nerovnosti S/2 < s < S. Pomocou tohto kritéria vySetrite konver-
genciu zovseobecneného harmonického radu z tlohy 4. v zavislosti na
exponente p. V pripade konvergencie radu odhadnite aj jeho stcet.

Nech {s,}5°, je postupnost ¢iastoénych suctov harmonického radu
> % Pomocou poznatku, ze existuje vlastna limita

nh_)n(;lo(sn —Inn)

(pozri do tvodnych stati), dokazte divergenciu harmonického radu. V-
zva pre odvdzlivcov: Pokuste sa dokézat existenciu uvedenej limity :).
(Nebojte sa do toho pustit :). S tym, ¢o doteraz z matematiky viete, si
bohate vystacite. Pozorne si precitajte pokec v ivode k tomuto prob-
lému, je v iom skryty navod, ako na to ;).)

Nech {p, }°°, je postupnost vSetkych prvocisiel, t.j.,
b1 = 2a b2 = 3a b3 = 57 Ps = 77 Ps = 117
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O tejto postupnosti plati vysledok slavnej tzv. prvociselnej vety, ktory
predpovedal uz 15-ro¢ny budici princ matematiky C. F. Gauss, a ktory
takmer o sto rokov neskdr nezavisle na sebe dokézali matematici J.
Hadamard a Ch. J. de la Valleé-Poussin :). Konkrétne, plati

Pomocou tohto poznatku dokazte divergenciu nekone¢ného radu
i R T S L
—p, 2 3

Tento rad ma mnoho zaujimavych vlastnosti. Napriklad vyznamna
Mertensova veta (presnejsie, druhd Mertensova veta) hovori, ze limita

"1
M = lim — —Inlnn

existuje a je konecné :). Redlne ¢islo M sa nazyva Meisselova—Merten-
sova konstanta a ma priblizni hodnotu

M =~ 0.2614972128476427837554268386086958590516 . . . .

Premyslite si, zZe i tento vysledok ukazuje divergenciu daného radu.

o cosmn

15.* Pomocou vhodného kritéria rozhodnite o konvergencii radu ) |~ | <%,

16.* Dokazte, ze nasledujtce tvrdenie je dosledkom Abelovho kritéria.
Ak rad Z a, konverguje, potom i rad Z Yn - a, konverguje.

Inspirujte sa vysledkom a postupom v Priklade 26 ;).

17.%% Vysetrite konvergenciu radu



