Priklady na precviCovanie — sucty a suciny ¢iselnych
radov

Riesené priklady

Priklad 1
N&jdime stcet radu
- 2
D (=0
n=1

Riesenie:
Uvedeny rad je geometricky, nakolko pre kazdé n € N plati

n+1 _ (_1)n ) 3”% _ _1
Qnp, (_1)n71 ’ 3% 3
Kvocient tohto radu je ¢ = —1/3 a prvy ¢len a; = 2/3. Preto sa jedné o

konvergentny rad (preco? :)) so st¢tom

Nt 22 1 L
s_;( V"33 - (=) 2

Priklad 2

Stanovme sucet radu
n

3" 42

n=0

Riesenie:
Predlozeny rad zrejme vznikol stictom radov

Obidva rady st konvergentné so stuctami

SO B

n=0



(samy sa presvedcte :)). Preto aj rad v zadani prikladu — ako ich stucet — je
konvergentny a plati

gy S 1 3 7
=2 % T35

n=0

Priklad 3
Urc¢me sucet radu .
3 o
— 52n
Riesenie:
Pomocou podielového kritéria Tahko zistime, Ze sa jedné o konvergentny rad
(samy overte :)). Poktsime sa najst explicitné vyjadrenie jeho n-tého cias-
tocného suctu s,, n € N. Plati

"k 1 2 3 n
=2 gm=mtm et T

k=1
Pre vyraz s,/5? potom mame

Sn 1 1 2 3 n 1 2 3 n
. ?—F?—F@—F"‘ﬁ-% :§+E+§+"'+52n+2.

52 52
Utvorme teraz rozdiel s, — s,/5%. Ked%e sa jedn& o konecné sucty, mozeme
ich ¢leny vhodne zoskupit, konkrétne

s = m t E+ s+ s+ H A+ + =
3 3 S S + }
= L+ 3+ 3+ 5 + + 2=+ o2
+ 3 + + + +
Sn—% = 5 + 5+ % +t 3 oo+ o+ B -

Z poslednej rovnosti dostavame (samy overte :))

1 1 1 1 1 1 1 n
Sn 1—§ == ?4_?—'_@_{—?_'—@—}_.”_'—57” —W



4

24 1 l1—-z n
Sn _.1_L_52n+2

25 52 !
4

25 1 1 n
= (1) =
242 25m 24 25"
Ziskali sme teda explicitné vyjadrenie n-tého ¢iastoéného suctu s,, pre fubo-
volné n € N. Pre sucet radu v zadani potom plati (samy overte :))

> n , _ 25 1 1 n 25
:ZT:hmsn:hm o\ L= ) — 57 amn | =
~ 52 nooo n—oo | 24 257 24 257 576
Priklad 4

Zistime sucet radu
[oe)

1
(2n—1)2n+1)

n=1
Riesenie:
Pri rieseni vyuzijeme pozorovanie

1 12 12 1 1 1
2n—1)2n+1) 2n—-1 2n+1 2 \2n—-1 2n+1/)"

Jeho prijemnym désledkom je fakt, ze vo vyraze pre s, sa vSetky vnutorné
¢leny vzajomne odé¢itaji (dobre si to premyslite :)). Postupne dostavame

S”:kzi;(%—nl(%ﬂ):gé(%l—l_%il)
(03 G0 (1) e )

4

1 1 n
Sn:—- ]_— = .
2 2n+1 2n+1




Vidime teda, Ze rad v zadani je konvergentny so suc¢tom

= 1 1
° Z;@n—D@n+D noeedn 1 2

Priklad 5
Napisme racionalne ¢islo 0.490 v tvare zlomku.

Riesenie:
Toto je znamy a popularny priklad zo strednej skoly :). Je zndme, ze kazdé
realne cislo s periodickym desatinnym rozvojom je racionéalne. Pointa je v
prepisani uvedeného desatinného rozvoja pomocou nekone¢ného geometric-
kého radu. Postupne dostavame (detaily si premyslite samy :))

_ 4 9 9 9 9
0.490 = 0.490909090... = 07 102 + 1o + 106 + 108 + -
N e e OO [ WA I M 4
10 102 102 10* 106 10 102 1-— ﬁ 55
Priklad 6
Zostrojme rad, ktorého n-ty ciastocny sucet s, ma pre kazdé n € N tvar
n—2
Sn = —
Riesenie:
Nech > | a, je predpokladany rad. Zrejme a; = s; = —1/2. Na urcenie

ostatnych ¢lenov a,, vyuzijeme skutocnost
ap = Sp — Sp—1, n €N\ {1}
(dobre si to premyslite :)). Pre n > 2 teda dostavame (po tGpravéch)

-2 (n-1)-2 1
= Ton T 2n—1)  n(n-1)

Rad hladany v zadani prikladu m4 preto tvar
1 « 1
3" Z n(n—1)
n=2
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Priklad 7
Dokazme, ze plati

1n3+ln\/§+ln{‘7§+ln\8/§+lnl\6/§+~~:21113.

Riesenie:
Pre n-ty c¢iasto¢ny stucet uvedeného radu plati

sn:1n3—|—ln\/§—|—ln\‘I/§+ln\7§+---+ln2:/§.

Vyuzitim zakladnych vlastnosti logaritmov a mocnin postupne dostavame

1 1 1 1
_ '32%> I <31+5+2—2+2—3+--~+2—n) _

=

1 1
sn:1n<3-35-31-3

Stucet v poslednom vyraze je konecny geometricky s hodnotou

1 1 1 R (p—— 1
1+ -4+ — 4 — 4oy =22 9 = N.
+2+22+23+ +2n o1 5 ME

. 1 )
To potom znamena, %e s, = In (32 an )7 a nasledne

s=lims,=1In3%>=2In3.
n—oo

Plati teda identita v zadani prikladu.

Priklad 8

Ur¢éme sucet nekonecného radu

1 1 1 1 1
arctg§+arctg§+arctg1—8+arctg3—2+--~+arctgﬁ+~~-.

Riesenie:

Hlavnym figlom na riesenie tohto prikladu je trigonometrické identita

T+
arctg x + arctg y = arctg 1 Y ,




ktora plati pre kazda dvojicu redlnych cisiel z,y € (—1,1) (poktste sa ju
dokazat :)). Skiisme pomocou tejto rovnosti vyjadrit n-ty ¢iastoény siacet s,
radu v zadani pre niekolko prirodzenych hodnot n. Postupne dostavame

1

1
s1 = arctg 3 = arctg 11

oo~

3+ 2
7 = arctg - = arctg ——
2

- 3 2+ 1

1 1
S9 = arctg 3 + arctg 3 = arctg -
8

1 1 1 2 1
Ss3 = arctg 3 + arctg 3 + arctg R = arctg 3 + arctg 3

= arctg - = arctg ——

2 1
5T 1g 3 3
2. & 4 3+1

1 1 1 1 3 1
Sy = ftrctg B + arctg 3 + arctg 3 + arctg 3 = arctg 1 + arctg 32

= arctg - = arctg ——

3 1
1T 3 4 4
5. = 5 4+1’

Z tychto pozorovani mozeme nadobudnit podozrenie, Ze vSeobecny n-ty ¢ias-
to¢ny sucet s, by mohol mat tvar

? " n
S, = arctg ——.
gn—l—l
Dokézeme to — ako inak :) — metédou matematickej indukcie. Zrejme pre
n = 1 uvedend rovnost plati. Predpokladajme, nech dana rovnost je spravna
pre nejaktt hodnotu n = m, t.j., predpokladame, ze plati

m = arct .
S arcgm+1



Pre stcet s,, 11 potom mame

m
Sm+1 = Sm + Qmy1 = arctg m—+1 + arctg m

Vyuzitim identity pre arkustangensy v tvode prikladu dostaneme (samy
overte, Ze ju skuto¢ne moézeme pouzit :))

e R ey 2m(m + 1)2 + (m + 1)
Sm+1 = arctg — T = arctg 3

[m+1] - [2m(m + 1) + 1] [m+1] - [2m(m + 1) + 1]

S S A A 1P —m B A mt D(mE+2m+ 1) —m
— arct [m +1] - 2m(m +1) +1]
—arcg2(m+1)'[m2+2m]+2(m+1)_m

= arctg A1) 2m(m+1) +1] arctg [m+1] - 2m(m +1) + 1]

2(m+ 1)m - [m + 2] + [m + 2] [m+2] - [2m(m + 1) + 1]

‘ m+1 ; m+1
= arcC —— = aIC — .
&t 2 Sm+1)+1

Takze predpokladana rovnost potom plati i pre n = m + 1. Overili sme teda,
7e postupnost s, spliia

n
s, = arctg —— pre kazdé n € N.
gn—{—l p 7

Nakolko dalej méame

i — i T La—
R I

rad v zadani prikladu je konvergentny so stctom s = /4.



Priklad 9
Stanovme sudet radu

psina + p*sin2a + p*sin3a+ - - - + p"sinna + - - -

v zévislosti na redlnych parametroch « a p, pricom |p| < 1.

Riesenie:
Budeme postupovat analogicky ako v predchidzajicom priklade. Pokusime
sa odvodit explicitny tvar n-tého ¢iastoéného sucétu s, daného radu pre lubo-
volné prirodzené n. Existuje viacero sposobov ako na to. My opit vyuzijeme
jednu trigonometricka identitu, konkrétne

2sinz cosy = sin(z + y) + sin(z — y),

ktord plati pre kazda dvojicu redlnych ¢isiel x,y (samy overte jej platnost
:)). Nech a, p, |p| < 1, st dané a nech p # 0 a o # (2] — 1)7/2 pre kazdé
| € Z (posledné podmienka znamena, ze ¢islo a nie je celistvym neparnym
nasobkom m/2). Pre n € N plati

s, = psina + p?sin2a + - - - + p" sinna.

Tito rovnost vynasobime vyrazom 2pcosa (pcosa # 0 vdaka podmienkam
kladenym na p a « :)), pri¢om dostaneme

2ps, cosa = p? - 2sinaccos o + p3 - 2sin2acosa + - - - + p" Tt - 2sin nacos av.

Cleny na pravej strane poslednej rovnosti postupne prepiseme pomocou tivod-
nej trigonometrickej identity a nasledne vsetky vertikalne s¢itame. Tak s chu-
tou do toho :)

2 2

p* - 2sin a cos « = p°-sin2a + p°-sin0-«

p3 - 2sin 2a cos o = p3.sin3a + p3-sina

p* - 2sin 3a cos = p* sinda + p* sin2a

p® - 2sin4a cos a = p° . sinba + p°-sin3a

p"tl . 2sinnacosa = p"*l.sin(n+1)a + ptlesin(n — 1)a

4 4 4

Sn * 2pcos = [sn —p-sina+p"* - sin(n + l)a] + p?-[s, —p"-sinnal
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Samy si dobre premyslite visledné stéty druhého a tretieho stipca :). Odvo-
dili sme teda identitu

Sn-2pcosa = [s, —p-sina+p"* -sin(n + 1)a] + p* - [s, — p" - sinnal,
Z nej pre n-ty ¢iasto¢ny sucet s, plati

pn+2

sinna — p"sin(n 4+ 1)a + psina
Sp = .

1 —2pcosa + p?
Nechdvame na ¢itatela, aby overil, Ze toto vyjadrenie pre s,, ostane v platnosti
aj v pripade p = 0, resp. @ = (2l — 1)7/2 pre nejaké celé [ :). Nakoniec,
vyuzijtac predpoklad [p| < 1, mame

PP sinna — p"sin(n 4+ 1)a+ psina psin o

lim s, = lim =
n—oo ' n-yo0 1 —2pcosa + p? 1 —2pcosa + p?

(samy overte :)). To znamend, Ze rad v zadani je konvergentny pre kazdé
pripustné parametre «, p, pricom

psin

sina + p®sin 2a + pPsin3a + - - = .
b b b 1 — 2pcosa + p?

Priklad 10 (fazsi
Zistime sucet Leibnizovho radu

fﬂ—nnl_l L1 1 1 1.
n 2 3 4 5 6

n=1
Riesenie:
Néjdenie suctu Leibnizovho alternujiceho radu je jeden zo slavnych vysled-
kov tedrie nekonecnych ciselnych radov. Konkrétne, plati elegantna identita
1 1 1 1 1

1l— 4+ -4+ - _Z1+...=1n2 ).
st3—1ts 5t n )

V nasledujtcich riadkoch sa ju pokusime dokéazat. PredloZzeny dokaz je zalo-
Zeny na jednom pozorovani o harmonickom rade, ktoré sme uviedli v pred-
chadzajicom dokumente o konvergencii radov, a sice, ze limita

. 1 1 1 1 . v
lim |(1+=-4+-+-+:--4+—) —Inn| existuje konecna.



Jej hodnota sa nazyva Eulerova-Mascheroniho konstanta a oznacili sme ju
~. To, kolko presne je 7, teraz nebude podstatné. Zavedieme oznadenie

1 1 1

H,=1+-+-+-+— a E,=H,—1nn

2 3 n
pre kazdé n € N. Zrejme plati H,, = E, + Inn a lim, ,,, E, = 7 (samy sa
presvedcte :)). Stratégia nasho dokazu je taka, Ze sa budeme snazif vyjadrit
¢iasto¢né sucty Leibnizovho radu pomocou veli¢in H,,. Najprv preskimame
sucty s pdrnym poctom clenov. Teda napriklad

11 1 1 1 1 1

R R
%8 53 175 67778

KedzZe ide o kone¢ny sucet, mozeme jeho ¢leny vhodne preskupit. Konkrétne,

1+1+1+1 1+1+1+1
S = _— —_ —_ —_ —_ —_ - - .
8 35 7 24 6 '8

Pre stucet v druhej zatvorke plati

1+1+1+1_1 1+1+1+1__1H
246 "8 2 2 '3 "4) 2 7%

kym stcet v prvej zatvorke sa da napisat takto

1+1+1+1— 1+1+1+1+1+1+1 1+1+1
3 ' 5 7 2 3 4 5 6 7 2 4 6

1 1 1 1
=H,——-(14+=-+—-|=H, — -+ Hs.
7 5 (+2+3) 7 3

Celkovo teda mame ) .
=H,— - -Hsy— = Hy.
S8 7 9 3 B 4

Pomocou tohto konkrétneho prikladu si samy premyslite, Ze vSeobecny parny
Clastoény sucet so,, n € N, Leibnizovho radu sa da napisat v tvare

1 1
Son = Hapq — 5 -Hy 1 — 5 - Hy.

Podobne sa postupuje i pre neparne ¢iasto¢né sucty. Napriklad
1 1 1 1 1 1 1 1

Sg=l—c+o——f_——f-—— 4=

2 3 4 5 6 7 8 9
10



1 1 1 1 1 1 1 1
= (1+>+>+ 4+ )|+ +2+2) =Hg— Hy.
(+3+5+7+9) (2+4+6+8) 9

[\

Ho—1-H,y 1l

Vseobecne, pre ¢iastoény sucet ss, 1, n € N, dostaneme (samy overte :))
Son—1 = Hap1 — Hp1.

Méme teda pod kontrolou [ubovolny ¢iastoény stcet radu v zadani prikladu.
Do ziskanych vyrazov dosadime za sucty H, vyjadrenia pomocou logaritmu
a postupnosti E,, (pozri vyssie :)). Postupne dostavame (po tpravéch)

1 1

n:Hn—__'Hn— __'Hn
52 2n—1 9 1 9
1 1
:[E2n71+1n(2n—1)]—§~[En,1+ln(n—1)]—§~[En—i-lnn]
1 1 1 1

zln(2n—1)—§ln(n—l)—§lnn+E2n_1—§En_1—§En

1 (2n—1)2 1 1

= . p | =" E. . —~.FE —-.FE

5 n{n(n—l)}—i_ an—1 = 5 Bno1 = 5 By

Son—1 — Hgnfl — anl = [Egnfl —+ ln(2n — 1)] — [En,1 + ln(n — 1)]

2n —1
1 :| + E2n—1 - En—l-

=In(2n —1) —In(n — 1) + B3,y — B,y =1n [
n J—

A teraz prichddzame k vrcholu :). Ziskané vyjadrenia pre so, a Sg,_1 vieme
limitovat pre n — oo. Cely figel spociva v tom, Ze limy o Ey =7 :). Teda

1 2n — 1)? 1 1
lim Son = lim {Eln {w} +E2n—1__'En—1__'En}

n—o00 n—o00 n(n — 1) 2 2

1 4 1 1
=_—-In |- ——-vy—=-v=In2

2n —1
lim Sop—1 — lim {ln |: n :| + Egn_l - En—l}

n—0o n—o0o n—1

11



2
=1In {ﬂ +v—v=In2 ).

Obidve limity vysli rovnaké (vSimnime si, ze vobec nezavisia na hodnote
konstanty ~ :)). Nechdvame na citatela, aby si premyslel, Ze této skuto¢nost
potom implikuje existenciu lim,, . s, s hodnotou In2 :). Rad v zadani pri-
kladu je teda konvergentny so suc¢tom In 2.

V predchadzajacich prikladoch sme ukézali niekolko technik, ktoré je
mozné niekedy pouzif pri vypocte suctu nekoneéného konvergentného radu.
Castokrat boli zaloZené na nejakom chytrom népade, prekvapivom obrate
alebo vhodnej identite. VSeobecna metdda ako na to vsak neexistuje. A bo-
huzial, vo vi¢Sine pripadov ani prakticky nie je v nasich silach nie¢o podobné
prevadzat, hoci prislusny rad méze mat konecny sucet :( (v principe to mozné
je, ale mnohokrat to vyzaduje obriu davku fantazie a intuicie, ktoru dostavaja
do daru len ojedineli jedinci :)). Napriklad o nasledujtcich radoch

o0 [e.9] [e.9] _ oo

1 1 1
;ﬁ’ nz::lnz—ﬂ ;271—1 nz::lﬁ
nie je problém rozhodnuf o ich konvergencii (samy ukézte, ze vSetky st kon-
vergentné :)). Najst presné hodnoty ich sic¢tov pomocou elementarnych me-
tod je vSsak pomerne komplikované. Na ich stanovenie sa zvycajne vyuziva
aparat tedrie funkciondlnych radov, kde namiesto cisiel scitavame funkcie
(hrubo povedané :)). Obzvlast velky vyznam maji mocninové rady (séita-
vame mocninové funkcie) a trigonometrické (Fourierove) rady (s¢itavame tri-
gonometrické funkcie sinus a kosinus). Pomocou tychto pokrocilejsich met6d
neskor ukazeme, ze platia identity

oo o0

1 72 1 1 e’ +1
- - L P —1
n? 6’ ;n2+1 2 <7T e?m — 1 )’

Z om—1 4 Za:e'

= n=1

V' mnohych pripadoch vsak ani nepotrebujeme poznaf presny stcet neko-
necného radu a uspokojime sa iba s jeho pribliznou hodnotou. Prakticky to
znamena, ze namiesto sumovania celého nekonec¢ného radu séitame iba ko-
ne¢ny pocet jeho ¢lenov. Je vSak dolezité mat pod kontrolou chybu, akej sa

12



pri tejto pokutnej ¢innosti dopustame :). Meriame ju pomocou tzv. zvysku
radu. Konkrétne, ak > a, je konvergentny rad so st¢tom s a s, je jeho n-ty
Ciasto¢ny sucet, potom c¢islo

o0
R, =s5—s,= E ak

k=n+1

sa nazyva zvysok radu po n-tom ¢lene. Veli¢ina | R,,| vyjadruje chybu, akej sa
dopustame, ked presny sucet s aproximujeme n-tym ¢iastoénym suétom s,,.
Zrejme lim,, .., R, = 0, t.j., ¢im viac ¢lenov s¢itame, tym presnejsi vysledok
modzeme ocakéavat. Existuje vela sposobov, ako odhadnit chybu R, bez infor-
macie presnej hodnoty suc¢tu s (ked pozname s, tak je zrejme bezpredmetné
piplaf sa s nejakymi aproximaciami :)). Mnohé z nich vyuzivaja kritéria kon-
vergencie radov.

Odhad |R,| na zdklade porovnavacieho kritéria

Nech > a, a > b, st konvergentné rady, pricom nech b, > 0 a |a,| < b,
pre kazdé n € N. Ak R, je zvySok po n-tom ¢lene radu ) a, a r, zvySok po
n-tom ¢lene radu ) b, potom plati |R,| < 7.
Odhad |R,| pre alternujuci rad

Nech > (—1)""'a, je alternujuci rad, kde {a,} je kladnd nerastica po-
stupnost s lima, = 0 (dany rad teda konverguje na zaklade Leibnizovho
kritéria). Pre zvySok R,, po n-tom ¢lene tohto radu potom plati |R,| < @n41.
Odhad |R,| na zaklade podielového kritéria

Nech pre rad ) a, existuje kladné reélne ¢islo ¢ < 1 s vlastnostou

Ap+1
an

<q prekazdé ne N

(dany rad teda konverguje absolitne na zdklade podielového kritéria :)). Pre
zvysok R, po n-tom clene tohto radu potom plati

q
R, <lan| - ——.
Rl < o] T

13



Odhad |R,| na zaklade integralneho kritéria
Nech > a, je konvergentny rad a nech existuje funkcia f, ktoré je defi-

novand, nezaporna a nerasttica na intervale [1,00), a ktora splita f(n) = a,
pre kazdé n € N. Pre zvysok R, po n-tom clene tohto radu potom plati

Ril< | " () de.

Pouzitie tychto odhadov ilustrujeme na niekolkych prikladoch.

Priklad 11
Zistime, kolko prvych ¢lenov radu

=1
>

n=1

musime sé&itat, aby sme jeho sticet aproximovali s chybou mensou nez 1072

Riesenie:
Na overenie konvergencie predlozeného radu je zrejme vhodné podielové kri-
térium. Pre kazdé n € N plati

1
Apt1 | (n+1)2n T | 1 n < 1
= T = —. —.
a, . 2 n+l 2
toto je <1

Posledna nerovnost nam poskytuje hned dve informacie. Rad v zadani kon-
verguje (samy overte :)) a pre dané n zvy$ok R, spliia (zoberieme ¢ = 1/2)

1
. on

1
5 1

.1—%—71-2”'

R, < \
n

Chceme, aby |R,| < 1072. Na zaklade odvodenej nerovnosti pre |R,| to
znamena, ze na toto staci, aby

1
<1072
n-2n -

14



(dobre si to premyslite :)). Prirodzené ¢isla n, ktoré vyhovuju tejto nerovnosti
potom udévaji, kolko prvych ¢lenov radu musime séitat, aby sme boli v
predpisanych medziach presnosti. Samy ukazte, Ze je nutné sc¢itat asponin = 5
prvych ¢lenov radu. Rad v zadani ma teda sucet s pribliznou hodnotou

= 1 1 661
D N D o = ggg 06885,

Neskor odvodime, ze presnd hodnota stctu je

=1
Z —=1n2 ~ 0.6932.
n-2"

n=1

Poznamenajme, Ze ziskany pocet n = 5 ¢lenov radu nemusi byt nutne opti-
mdlny. Moze sa totiz stat, Ze i sticet prvych trebars 4 clenov aproximuje
presny stcet radu s chybou mensou nez 1072

Priklad 12
Odhadnime stcet radu

s chybou mensou nez 1072,

Riesenie:
V tomto pripade sa ukazuje vhodné pouzif odhad zvySku na zadklade integ-
ralneho kritéria. Overenie konvergencie a dalsie podrobnosti nechdvame na
Citatela :). Pre zvySok R, po n-tom ¢lene daného radu potom plati

~ 1 1 B

Aby sme mali istotu, Ze posledna nerovnost bude splnena, staci séitat prvych
n = 4 ¢lenov (samy overte :)). Mame teda

=1 1 22369
Sl =TT A 1.07875193.
Z n4 Z nt 20736

n=1 n=1
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Je zaujimavé porovnat tento vysledok s presnou hodnotou stcétu radu

<1 v
— = — &~ 1.08232323 ).
— nt 90 )

Priklad 13
Odhadnime stiéet radu

Znn+1 n+2)(n+3)

n=1
s chybou mensou nez 1072.
Riesenie:
Vyuzitim nerovnosti

1 1
n(n+1)(n+2)(n+ 3) S

ktora plati pre kazdé prirodzené n (samy overte :)), mézeme zvysok R, radu
v zadani prikladu odhadnif na zdklade porovnavacieho kritéria a vysledku
v predchédzajicom priklade. Konkrétne, ak r, oznacuje zvysok radu z Pri-
kladu 12, potom plati |R,| < 7, < 1072, Ukdzali sme, Ze r, < 1/3n?, a preto
uvazujeme nerovnost 1/3n® < 1072, Podla vysledku v predchadzajtcom pri-
klade plati n > 4. Mame teda odhad

o) 4
17
= — =~ (0.05397.
Znn+1 n+2 (n+3) Znn—i—l n+2)(n—|—3) 315 0.0539

n=1 n=1

Presna hodnota stuctu je

oo

1 1
Z = — ~ 0.05556
—~nn+1)(n+2)(n+3) 18

(samy sa pokuste ukazat na zaklade sposobu rieSenia Prikladu 4 :)).
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Priklad 14
Zistime, kolko prvych ¢lenov alternujiceho radu

27’L
—_— n_l . —_—
> ()
n=1
musime s¢itat, aby sme sa dopustili chyby mensej nez 1073.
Riesenie:

Postupnost a,, = 2"/n! je iste nezdporné a naviac i nerastiica, nakolko pre
kazdé prirodzené n plati

g+l 2 2
Api1 = = = < ap.
T (1) n+1  nl

toto je <1 an

Okrem toho lim,,_, 2"/n! = 0 (samy overte :)). Preto pre prislusny zvysok
R,, radu mame odhad

2n+1 3

Ten spravny pocet ¢lenov, ktoré staci séitat, teda spliia nerovnost

PAE < 10-3 (n+1)!

S > 1000.
RS = g 2100

Samy sa presvedcte, ze toto je splnené pre kazdé n > 9, a zZe v tomto pripade
ma sucet radu priblizni hodnotu

0o 9
on 2" 2452
Syt A ST () 2 = 2292 0.864903.
;( ) ! ;( ) n! 2853

Poznamenajme, Ze presna hodnota sictu je

A 1
n—1 J— ~
E (=) = 1— a7 0.864665.
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V nasledujicom sa dotkneme problematiky prerovndvania (premiestriova-
nia) nekone¢nych radov. Prerovnat nejaky rad znamena zapisat, resp. s¢itat
jeho ¢leny v inom poradi. Prerovnanim daného radu teda vznikne novy neko-
necny rad. Vtip je v tom, Ze prerovnany rad sa z hladiska konvergencie nemausi
spravat rovnako ako povodny rad. Pri nekoneénych suméch totiz nie vzdy
plati komutativny zdkon, taky samozrejmy pre konecné sucty. Konkrétne, ko-
mutativitu mozeme vo vSeobecnosti aplikovat iba pre absolutne konvergentné
rady. O tom, ako sa pri prerovnavani spravaju neabsolitne konvergentné rady,
hovori slavna Riemannova veta.

Riemannova veta o prerovnani neabsolitne konvergentného radu

Nech } a,, je neabsoltitne konvergentny rad. Potom pre kazdé redlne ¢islo
r € R je mozné ¢leny a, prerovnat tak, aby novy rad bol konvergentny so
suc¢tom r. Okrem toho ¢leny a,, mozno prerovnat i tak, aby novy rad diver-
goval k +00, resp., aby vobec nemal sucet (t.j., aby osciloval).

Tvrdenie Riemannovej vety si ilustrujeme na pripade Leibnizovho alter-
nujuceho radu

= (=1)" ! 1 1 1 1 1
ZLzl———i————-l-————l—-”
n 5

n=1

O nom sme v Priklade 10 dokéazali, ze je konvergentny so suc¢tom In 2. Nie je
tazké ukazaf, ze tato konvergencia je neabsolitna (samy overte :)). V nasle-
dujtcich troch prikladoch postupne zostrojime tri prerovnania Leibnizovho
radu, zakazdym vSak s inym vysledkom :). Prvé prerovnanie bude konver-
govat (nie vSak k In2), druhé prerovnanie bude divergovat k oo a tretie
prerovnanie vobec nebude mat stucet (bude oscilovat).

Priklad 15 (fazsi
Ukazme, ze plati identita

1 1

1++1 1 1
3 2 5 7

1
1 -
i 4+9+11

Tt st T

=
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Riesenie:
Zo zadania je zrejme jasné, podla akého pravidla je dany rad konStruovany.
Konkrétne, mame takato schému

1. blok 2. blok 3. blok 4. blok 5. blok
14 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1
3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 8 17 19 10
—_— =~ e e —
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

Vidime, Ze rad je tvoreny blokmi 2 + 1, t.j., 2 zlomky, ktoré maja po sebe
idtice neparne menovatele, a 1 zlomok s parnym menovatelom. Okrem toho,
kazdy nasledujtci blok z hladiska svojich ¢lenov prirodzene nadvizuje na
predchédzajici blok. Nie je fazké ukéazat, Ze v poradi n-ty blok, n € N,

pozostava zo zlomkov
n—ty blok
o\

~

1 1 1
m-3 -1 2n
(samy si premyslite :)). Je zrejmé, Ze predlozeny rad vznikol prerovnanim
Leibnizovho alternujiceho radu (i toto si samy overte :)). Blokova struktira
radu nas motivuje s¢itavat postupne celé bloky, teda pozerat sa na ¢iastoéné
sucty ss, prvych 3n clenov, n € N. Stucet s3, bude zrejme suma prvych n
blokov. Dobre si premyslite, Ze v sucte s3, budeme séitavat tieto zlomky s
neparnymi menovatelmi

1 1 11 1 1
3757 T 4n -3 4n—1’
a tieto zlomky s parnymi menovatelmi
1 1 1 1 1 1
27 4 8 10077 2n—-2" 2n’

Kedze s3, je koneény), mdzeme séitance vhodne zdruzit. Plati potom

I Lt 42
San = 375 An — 1 24 Ty )

Vdaka poslednej rovnosti vieme sucet ss3,, vyjadrit vo vhodnom tvare. Pomo-
cou techniky pouzitej v Priklade 10 samy overte, ze plati

1 1
Sap = Hyp—1 — 3 Hopq — 3 H, ).
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Tento vyraz sa da prepisat do tvaru (opit podla Prikladu 10)

1 [(dn—1) 1 1
p=cn | By — = Byt — = - By, N.
=9 n[n(Zn—l)]+ in—1 75 "Bl T g ne

Mame teda explicitne vyjadreny sucet kazdych 3n prvych ¢lenov radu v za-
dani. Pre stucet ss, 1, resp. s3,_2 prvych 3n — 1, resp. 3n — 2 ¢lenov tohto
radu potom zrejme plati

S3n—1 = S3n — A3n, TESP. S3p—2 = S3p—1 — A3n—1 = S3n — A3p — A3p—1

(dobre si to premyslite v suvislosti s definiciou ¢iastoéného sucétu radu :)).
Ale ¢leny as, a as,_; maju tvar

1 1
a n — YR a n—1 — o 4
° o’ T 4n—1
a preto dostavame vyjadrenia
N 1 N 1 1
S3n—1 = S3n -, S3n—2 = S3n, -
st 3 2n n—2 3 2n  4dn-—1

(i toto si samy premyslite; uvedomte si, Ze n-ty blok obsahuje ¢leny as,_o,
a3n—1 & a3, :)). Mame teda kompletny prehlad o tom, ako vyzeraju vsetky
¢iastocné sucty radu v zadani prikladu (preco? :)). Potom v stlade s Prikla-
dom 10 a jeho oznacenim plati

1 [(4n—1)? 1 1
mwmzhm{gh{Ll—l}+&mrﬂﬂ&%r"~&}

n—00 n—00 n(2n — 1) 2 2

1 [42 1 1 3
=—-In|— ——y—=-y==In2
2 nb}+7 3 VT3 Y=gl )

. . 1 ) 3
lim s3,_1 = nh_)rlgo (Sgn + %> = lim s3, = §ln2 ),

n—oo n—oo

: . 1 1 . 3
i sns = Jim o0+ gy~ ) = B = gz )
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Nechévame na citatela, aby si premyslel, Ze z poslednych troch limit vyplyva
konvergencia radu a identita v zadani prikladu :).

Priklad 16 (fazsi
Dokazme, Ze rad

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
R R A R R R TR TR T A

1 1 1 1 1 1
Bttty st
diverguje k oo.

Riesenie:
Stratégia riesenia je podobna ako v predchadzajicom priklade. Predlozeny
rad ma takuto struktiru

1. blok 2. blok 3. blok
1_|_1 1 1+1+1 1 1 n 1 n 1 i 1 1
3 2 5 7 9 4 11 13 15 17 6
—_— = —— —~~ —~
2 1 3 1 4 1

4. blok 5. blok
1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1

1072123795727 "8 | 2073173373 37 39 10
—~— —~—
5 1 6 1
Velkosti jednotlivych blokov sa postupne aritmeticky zvic¢suju. Vidime, ze v

prvych n blokoch sa bude nachadzat préave

1 n(n + 3
2+3+4+--~+(n+1):§-n~ 24 (n+1)] :%
zlomkov s neparnymi, po sebe idicimi menovatelmi, konkrétne
1 1 1 1
; o) = sy n(n ; n(n+3) .
375 2,[(;3)_1}_1 2.t

Podobne, v prvych n blokoch mame prave n zlomkov s parnymi, po sebe
idicimi menovatelmi, konkrétne

1 1 1 1

3 T a1 o
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Teda v prvych n blokoch s¢itavame prave @ +n = "(";5) ¢lenov. V

samotnom n-tom bloku st potom tieto ¢leny

n—ty blok
g 1 1 1 1
+ e
9. n(n2+1) _1 9. [n(n;—l) i 1} 1 2. w —1 . 2n
N _/ 1
nIl

Odporucame citatelovi, aby si vSetky tieto skuto¢nosti velmi dobre premyslel
(obzvlast, overil si ich pre konkrétnu volbu ¢isla n :)). Predlozeny rad bu-
deme podobne ako v Priklade 15 s¢itavat po celych blokoch. To znamen4, ze
nas zaujimaju ¢iastocné sucty s nint5) (preco? :)). Vyuzitim vyssie uvedenych

zaverov a postupu v Priklade 15 dostaneme

_ (1 1 1 1 1 1 1
Sn(n2+5)— +§+g+.”+2,n(”2T_1 — §+Z+...+%

1 1
:Hg.w_l_E'Hw_l—§.Hn
1 1
:Hn2+3n—1_§'H%—§.Hn
1 (n?>+3n—1)32 1 ]
:§~ln w +En2+3n_1_§'E%_§'En

(samy overte :)). KedZe v poslednej rovnosti vyraz pod logaritmom konver-
guje pre n — oo do plus nekonecna a lim,, ,., E,, = v, plati

lim Snmes) = 0.
n—o0 2

(o]
Ukézali sme teda, Ze vybrana podpostupnost {sn<n+5> } ¢iasto¢nych suctov
2 n=1
radu v zadani prikladu diverguje do co. Nech {si, }22; je nejaka ind vybrana

podpostupnost ¢iastoénych stctov. Velic¢ina i, je teda sucet prvych k,, ¢lenov
daného radu, t.j.,

Sk, = Q1+ as+ag+ -+ ag,.

n

Nakolko sa cely rad da pokryt prislusnymi blokmi, posledny ¢len ay, je bud
posledny ¢len nejakého bloku alebo spadne do vnitra nejakého bloku. Ak ay,,
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je posledny ¢len povedzme m-tého bloku, tak potom zrejme si, = Smmts . V
2

pripade, ak sa aj, nachadza vo vnutri m-tého bloku, tak potom

Sk, > S(m—l)[(gz—1)+5]
————
sucet prvych (m—1) blokov
(dobre si to premyslite; uvedomte si, ze ak sme vo vnitri m-tého bloku, tak k
suctu vSetkych predchadzajucich blokov sme pricitali niekolko kladnijch zlom-
kov z m-tého bloku :)). Z tejto analyzy vyplyva, ze pre postupnost {sg, }>2

existuje podpostupnost {Szn(zn+5) vybrand z postupnosti {Sn<n+5>
2 1 2

n= n=1

tak, ze plati
Sk, = Sin(nts) pre kazdén e N
2

(samy si premyslite :)). Ale potom mame

lim si, > lim Si,0.s =00 = lim s;, = oo.

n—o00 n—00 2 n—00
Preto kaZdd vybrana podpostupnost ¢iastoénych stuctov radu v zadani diver-
guje do plus nekone¢na. Nechavame na ¢itatela, aby si premyslel, Ze toto je
ekvivalentné s tym, ze dany rad diverguje do oo :).

Priklad 17 (fazsi
Dokézme, ze existuje také prerovnanie Leibnizovho alternujtceho radu, ktoré
nema ziadny sucet, t.j., osciluje.

Riesenie:
RieSenie tohto na prvy pohlad beznadejného prikladu je zalozené na jednodu-
chej, ale vo svojej podstate velmi mazanej myslienke :). Najprv si uvedomime,
ze 7 divergencie harmonického radu vyplyva, ze rady

I S
3 5 7 2n —1 ’
TR
2 4 6 8 2n

diverguji do plus nekone¢na (samy overte pomocou vhodného kritéria ;)).
Plati vSak ovela viac. Pre [ubovolné pevné prirodzené ¢islo k (parne alebo
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neparne) nekoneény rad

ST I (1)
k' k+2 k+4 k+6 k+2n

tiez diverguje do co. A to je cely trik :). Budeme sa snazif zostrojit prerov-
nanie Leibnizovho radu tak, aby prislusny ciastocny siucet osciloval medzi
zdpornymi hodnotami a hodnotami vicsimi ako 1. Spravne usmernovat tato
hojdacku ndm pomoze prave posledné pozorovanie :). Ked sa nam bude zdat,
Ze Clastolny sudet je akosi prili§ zaporny, do radu pridame dostatocne velky
kus radu (1) s vhodngm nepdrnym k tak, aby sme zaporny siucet zdvihli nad
hodnotu 1 (divergencia do oo radu (1) ndm to vzdy umoziiuje). Ak vsak
budeme vidiet, Ze nas sucet si nejako dost vyskakuje nad 1, tak ho zrazime
pod 0 tym, ze do radu pridame dostato¢ne velky kus radu (1) so zdporngm
znamienkom pre vhodné parne k. Takto nam bude c¢iastocny stcet roztomilo
hopkat sem a tam a nebude konvergovat k ni¢omu :). Musime vsak dat pozor,
aby sme do radu postupne pridali vsetky ¢leny z Leibnizovho alternujtceho
radu (chceme ho predsa prerovnat). No a ako to bude vyzerat prakticky?
:) Tak napriklad, nech prvy ¢len nového radu je 1, teda s; = 1. Tato jed-
notku chceme zarazit pod nulu, takze prihodime zopar zapornych zlomkov
s pdrnym menovatelom (iné zaporné zlomky v pévodnom Leibnizovom rade
nemame :/)

Tento sucet ss je rovny —1/24, a teda je uz zéaporny. Fajn :). IThned sa nam
viak znepaci jeho zapornost a radi by sme ho podvihli nad 1 :P. Ziadny
problém, priddme niekolko kladnych zlomkov s nepdrnym menovatelom z
Leibnizovho radu. Konkrétne,

1 1 1 1 1 1 1

1
571 6 s 3 5 7Ty unT B

J/

Ciasto¢ny sucet si3 je rovny % > 1 a mame srdce na mieste. Avsak

netrva dlho a diabol ndm uZ naSepkéva, aby sme opit zostupili do jeho z&-

pornych hlbin pekelnych :|. A nakolko je ¢lovek od prirodzenosti slaby, hned

zhromazdujeme temna arméadu zdpornych zlomkov s parnym menovatelom
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 ________ — — — — i i i -
2 1 6 s 3 5ty uTBTE T 0

777
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Skuste samy najst, kolko ich musime pridat, aby sme ¢islo gi’gg;g znizili pod 0

:). A takto postupne pokracujeme dalej. Znova zatzime po stratenom nebi a
zvolavame zastupy dobrych kladnych zlomkov s neparnym menovatelom, aby
nas vyniesli nad 1 :). Je zrejmé, Ze tento proces je mozné neustéle predlzo-
vat. Ziskame prerovnanie Leibnizovho radu, pri¢om postupnost ¢iastoénych
suctov tohto prerovnania nemé limitu (preco? :)). Ziskany rad teda osciluje.

V poslednej ¢asti tohto dokumentu sa budeme venovat st¢inu dvoch kon-
vergentnych nekonecénych radov. V pripade konecnych sim je to brnkacka
— suéty normadlne roznasobujeme ,kazdy s kazdym® podla distributivneho
zékona a vysledky potom na zéklade komutativneho a asociativneho zakona
podla Tubovole s¢itavame a zdruzujeme. Vzdy dostaneme rovnaky vysledok.
Avsak sucin dvoch konvergentnych nekonecngch sim je omnoho delikatnejsia
a Castokrat velmi zradna zalezitost. Roznésobovanie radov po jednotlivych
¢lenoch metédou ,kazdy s kazdym“ funguje sice bez problémov, vyvstava
v8ak otazka, ako ziskanych nekonecne vela vysledkoch séitat (nezabidajme,
ze pri nekonec¢nych suctoch nie vzdy plati komutativny zakon; naviac Rieman-
nova veta o prerovnavani vsetko este viac komplikuje :/). VSetko teda zavisi
na usporiadant jednotlivych c¢iastoé¢nych sicinov do vysledného nekonecného
radu, ktory sa potom oznacuje ako sucin vychodiskovych radov. Nech > a, a
> by, st dva konvergentné rady so sictami a a b. Ich vzajomnym roznasobe-
nim dostaneme vyrazy a;b;, kde indexy ¢, j nezéavisle na sebe prebiehaju cez
vSetky prirodzené é&isla. Podla hibavého a svedomitého Dirichleta je nutné
tieto vyrazy zdruzit a scitat takto

@%—gﬂb + a%,bQ + asby + a1bs + asbs + a;:,rbg + azby + azby
c1 c2 c3
+ a1bs + asby + azby + agby + asbs + asby + asby
ca
+ a1bs + asbs + azbs + asbs + asbs + asby + azbs + asba + asby + - - -

C5

Nekoneény rad > ¢, sa potom nazyva Dirichletov sucin radov > a, a y_ by,.
Je vidy konvergentny, pricom plati ) ¢, = ab. Naproti tomu, slavny a vizi-
onarsky Cauchy odporica zdruzovat a scitavat takto

CL1b1 + albg + ngl +g1b3 + a262 + Clgbl +g1b4 + (Igbg + agbg + CL4b1}

c1 c2 c3 C4
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+g1b5 + a2b4 + a3b3 + a4b2 + a5b£+ LRI
cs
V tomto pripade sa rad > ¢, oznacuje ako Cauchyho sicin radov ) a, a
> b,. Cauchyho sucin dvoch konvergentnych radov nie je vZdy konvergentny.
Ak vsak aspon jeden z nich konverguje absolitne, potom i rad ) ¢, konver-
guje a Y ¢, = ab. Toto pozorovanie sa oznacuje ako Mertensova veta. Nako-
niec poznamenajme, Ze v pripade absolutnej konvergencie oboch radov > a,,
a »_ b, nezavisi na spdsobe zdruzovania a s¢itavania ¢lenov a;b; a vysledny
rad bude vzdy absolitne konvergentny so stc¢tom ab.

Priklad 18 (Cauchyho stéin)

Néjdime Cauchyho stéin radu > -, % samého so sebou.

Riesenie:
Rad v zadani prikladu je alternujtci a podla Leibnizovho kritéria konverguje,
a to neabsolutne (samy overte :)). Pre hfadany Cauchyho sacin

ST AN AN A o
postupne dostavame (v tomto pripade mame »_a, = > b, = > %)
Cn = a1b, + agb,_1 + azb,_o+ -+ agbpi1k + -+ anby
(=1° (="' (D' (=" (=1 (=) G G
TV Vi R Vet B a2 T va WA

= (_1)%1 . {

1 1 1 1
ﬂ-ﬁ*ﬁ-ﬁ*ﬂﬂ“*ﬁ-ﬁ]'

.....

skuto¢nosti, Ze kazdy ¢len tohto suétu spliia nerovnost
1 1

1
vtk - Vi w

(samy sa presvedcte :)). Preto pre kazdy index n plati

ke{l,2, -, n}

1 1 1 1
Cl= —— > 441
] V1-yn vievliTaoa

n clenov
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Ziskany Cauchyho suc¢in > ¢, teda diverguje, nakolko nie je splnend nutna
podmienka konvergencie radu (preco? :)). Tento vysledok ukazuje, ze pozia-
davka absolutnej konvergencie aspori jedného z ¢initelov Cauchyho stéinu v
Mertensovej vete je dolezita pre jeho konvergenciu.

Priklad 19 (Cauchyho st¢in)
Pre dané ¢ > 1 stanovme Cauchyho stcin

o 2
n=1 qn
Riesenie:

Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Zrejme
=1
an = bn = 0
2= =2 o

a preto hladany Cauchyho stéin Y ¢, splia

n

n n
b 1 1 1 n
Cn = Z AkOnt1-k = Z q* ' gk Z o gt
k=1 k=1 k=1
konstanta

pre kazdy index n € N. Dany stcin je teda rad tvaru

o0

>

n=1

Vychodiskovy rad v zadani prikladu je zrejme absolttne konvergentny geomet-
ricky rad s kvocientom 1/¢ a so st¢tom

Sioi
—~q 1- g—1

absolutnu) konvergenciu ziskaného

— R~

Mertensova veta nam potom zarucuje
Cauchyho stcinu, pricom plati

= n > 1\ 1
an+1:(2q—n) “-1

n=1




Z poslednej rovnosti ihned vyplyva identita
Sa_ o
q" q—l
ktora plati pre kazdé realne ¢ > 1. Vidime teda, ze Cauchyho stcin poskytuje

v niektorych pripadoch nastroj na urc¢ovanie sii¢tov konvergentnych nekonec-
nych radov (porovnajte s Prikladom 3 :)).

Priklad 20 (Cauchyho stcin)
Zostrojme Cauchyho stcin radov

§ ' Y ' ) lf‘E7 y E R
n: n:
n=0 n=0

Riesenie:
Nie je tazké ukazaf, ze rady v zadani prikladu st absolitne konvergentné
pre kazdu dvojicu redlnych ¢isiel x, y (samy overte :)). Preto aj ich Cauchyho
stéin > ¢, je konvergentny a plati (nedajte sa zmiast a dobre si to premyslite,
zaciname teraz od indexu 0 ;))

e 1 < /n _
Zk' (n—k)! n'zk' (n—k 'y kzm.kzﬂ)(k)-xky

kombinac¢né cislo

Posledny vyraz sa podla binomickej vety d4 upravif na tvar

1 + y)"
cn——'(m—l—y)"—u, nENo.
n. n:

Odvodili sme teda identitu

(i&)(“ y”>: =ty
| | | ’
n=0 n: n=0 n n=0 n

platiacu pre kazdé x,y € R Tento vysledok nie je ndhodny. Ukazuje, Ze stcet

nekonec¢ného radu >~ n, , chapany ako funkcia premennej x, sa sprava ako
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exponencidlna funkcia. Dobre sa nad tym zamyslite. Ak oznacime s(zr) =

> ’;—T, potom poslednd rovnost znamena s(z) - s(y) = s(x + y). Naviac,

je zrejmé, Ze s(0) = 1. Tieto dve vlastnosti st charakteristické prave pre
exponencialnu funkciu :). Neskor dokdzeme, Ze skutocne plati rovnost

o n
x
x v 17 .
e’ = E o pre kazdé x € R :).
n=0

Neriesené priklady

1. Vhodnym spoésobom néajdite stcty danych radov.

00 1 oo 2 oo n 5\
a) Yt G b) Yol smmery O e (CD)" - (3)
DT (et ) T D Y1+ )

o] 2n [e’e) 1 : oo n
8) Yoot ety h) Y e D 2t GnREee

2. Desatinné ¢isla —0.12 a 0.539 napiste v tvare zlomkov.

3. Zostrojte rady s danymi Ciasto¢nymi stictami.

1 (="
a) Sp o b) s, -

4. Zistite sucet radu
P COoS —|—p20052a —|—p3cos3a + -4 pcosna+---
v zévislosti na redlnych parametroch « a p, pricom |p| < 1.

5. Rieste v R rovnicu

tg 2z
1—t to2y —tedp L. — 0%t
gr+tg'x g'r + 1+ tg 2z

6. Odhadnite stc¢et danych radov s chybou mensou nez 10~2.

=1 > 1
DD b2 s
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7. Pre dané ¢ > 1 najdite Dirichletov stcin

(54)

a stanovte jeho hodnotu.

8.* Dokéazte dané identity.

.+t 1,1 1 1,31 1 _ 1,1 1 _ 1 L _ =1
=g —ats— 6 5+t5 - nwtr u wts =3n2
-t 11 _r, 1 1 _ i 1 _ 1,1 ‘1 _ 1 _ =
=46 8t35 12 %Ts5 1 =0

% vz v o0 1 . /, ;v
9. szuz1t1m poznatku, ze rad ) ", -5 konverguje absoliitne so stctom
%> najdite sucty radov

1 1 1 1 1

22 T 42 T g2 T g T 10z
1,01 .1 1

Itgt+totmtet

1 1 1 1
l—gtep-—ote—

10**. Pre dané ¢ > 1 zistite pomocou Cauchyho stéinu dvoch vhodnych
radov hodnotu nekone¢ného stuctu

00

>
g

n=1 q
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