Priklady na precvicovanie — aplikacie mocninovych
radov

Riesené priklady

Priklad 1 (priblizna hodnota)
Pomocou prvych piatich ¢lenov Maclaurinovho rozvoja funkcie f(z) = e
stanovme priblizni hodnotu ¢isla /e.

T

Riesenie:
Vipocet pribliznych hodnét funkeii je zakladné aplikdcia mocninovych radov.
Funkcia f(z) = e ma Maclaurinov rozvoj
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platny pre kazdé reélne ¢islo x. Dosadenim = = 1/2 dostaneme
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Nechévame na Citatela, aby si premyslel, Ze sa vlastne jednd o aproximéciu
hodnoty funkcie f(x) = €* jej Stvrtym Maclaurinovym polyndmom :).

Priklad 2 (priblizna hodnota)
Pomocou prvych dvoch ¢lenov vhodného mocninového radu aproximujme
hodnotu &isla v/245.

Riesenze:

Prirodzene skusime vyuzit Taylorov rozvoj funkcie f(x) = v/1+ = v okoli
bodu z¢y =0, t.j.,

1

M4 to vSak jeden hacik. Uvedeny mocninovy rad konverguje iba pre |z| < 1. V
nasom pripade mame 245 = 1+ 244, a teda by sme museli vziat © = 244 > 1.
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Tymto smerom je cesta zartbana :-/. Musime na to ist inak. Niektorych
matematikov obc¢as pochyti ménia experimentovat s prirodzenych ¢islami a
vypocitavat ich rozne mocniny Vdaka tomu Iudstvo napriklad vie, ze 3° =
243, ¢ize 245 = 3° 4 2 :). Potom mame

V245 = V35 +2 = 1—1—35 \/14—?

Staci nam teda sa zamerat na vyraz /1 + 35, pre ktory uz plati ‘335| < 1.

Dostéavame potom vyjadrenie, a nasledne i hladany odhad

V245 = 3. \/:=3 i(1/5> <—)nz3-[l+ (1{5> %] ~ 3.005.

n=0

Priklad 3 (priblizna hodnota)
Uréme hodnotu In2 s chybou menSou nez 107°.

Riesenie:
Prirodzeny napad je pouzit mocninovy rozvoj funkcie f(z) = In(1 + z), t.j.,

n(l+z) = i% —
n=1

Tento vzorec plati na intervale (—1, 1], konkrétne pre x = 1 méame

1
In2=% —(-1)""
n=1

Posledny c¢iselny rad je Leibnizov alternujuci rad. Z tedrie ¢iselnych radov
vieme, Ze jeho zvysok R, po n-tom ¢lene spliia |R,| < —= (samy overte
). Pozadujeme teda, aby —5 < 1075, t.j., n > 10°. To znamend, 7e ak
chceme éislo In 2 aproximovat s presnostou viésou ako 107°, musime v da-
nom ¢iselnom rade séitat asponi 100 000 prvych ¢lenov!!! Tato cesta vypoctu

hodnoty In 2 teda nie je vébec vyhodné :-/. Omnoho lepsie sa ukazuje pouzit

mMOoCNinovy rozvoj
1 + o0 l.2n+1
1 =2
" (1 - :13) nz:% o+ 1




platny pre kazdé x € (—1,1). Nechavame na ¢itatela, aby overil, Ze rovnica

T = 2 m4 jediné riefenie x = 1 € (—1,1) :). Plati teda zaujimavé identita
In2=2- (%) ) = 2

2n+1 = (2n+1)-3H1

).

n=0

Posledny (konvergentny) ¢iselny rad je ,,d’Alembertovho typu“, ¢o znamena,
ze pre kazdy index n plati nerovnost

2
Un1| _ (2n+3)2-32”+3 _2nt+1 1 - 1 <1
An W 2n + 39 \9//
toto je <1 q

Zvysok R, po n-tom ¢lene potom spliia odhad (samy si dobre premyslite :))

Rul < Jan] - 2 2 5 !
n| > |Ap| — . - .
1—q (2n+1)-30+1 117 4. (2p+1)- 321

Hladame index n spliiajici W < 107° alebo ekvivalentne

(2n + 1) - 3*"*1 > 25 000.

Nie je fazké empiricky zistit, ze n > 4 (samy overte :)). V tomto pripade
teda na odhad hodnoty In 2 s predpisanou presnostou staci séitat len prvych
5 ¢lenov daného radu, konkrétne

12~§4 2 2.2 02 2 206931
ne~ m+1)-321 3 3.338 5.3 | 7.37 9.3 COU0%
n=0

Priklad 4 (vypocet limit)
Vypocitajme limitu

oVl -1 -2
lim .

x—0 €x

Riesenie:
Toto je dalsi typicky priklad na praktické pouzitie Taylorovych radov funkcii.
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Thned vidime, Ze v predloZenej limite po dosadeni x = 0 vznikne neurcity vy-
raz 0/0. Z Matematickej analyzy I pozname niekolko spésobov, ako v principe
vyriesit tito neprijemnu situéciu. Na odstranenie neurcitosti bud vykoname
vhodnii ipravu alebo pouzijeme velmi popularne a oblibené L’Hospitalovo
pravidlo :)). Pristup, ktory pouzijeme my, spo¢iva vo vyjadreni limitovaného
vyrazu v tvare mocninového rozvoja so stredom v limitnom bode, konkrétne
v 29 = 0. Nakolko pre kazdé = € (—1,1) plati

© /1 1 1 1
\/14_—3;:2(;)-a:":l—i—(i)-x%—(;)-xz—k(;)-:B3+---,
n=0

o () = () () (o

po dosadeni do limity v zadani prikladu méame

R RO R O et i e R R O R |

Na dostato¢ne malom okoli nuly obidva mocninové rozvoje konverguju abso-
litne a rovnomerne, a preto mozeme ich éleny vhodne zoskupovat a sc¢itavat.

Postupne dostdvame (detaily nechdvame na ¢itatela ;))

e e )] 1o (e )t ()

toto ide do nuly pre z—0

()0 10O [0 O _<

¢leny s x3 a viac




Priklad 5 (vypocet limit)

Stanovme limitu .
lim {x—xQ-ln (1—1——)} .
T—00 xXr
Riesenie:

Postupujeme v rovnakom duchu ako v predchadzajicom priklade. Potrebu-
jeme néjst nejaky mocninovy rozvoj vyrazu In (1 + %) na okoli nekonecna. Z
tedrie Taylorovych radov vieme, ze plati

2ottt
In(l+t)=t——+ = ——+---
n(l+1) 5 + T "1 +
pre kazdé t € (—1,1). Pomocou substicie z = 1/t ziskame rozvo]
In|1+ ! ! ! + ! ! +
x x 2.2 3.3 4.2

platny pre kazdé reédlne ¢islo z s |x| > 1 (samy si dobre premyslite :)).
Dosadenim do limity v zadani prikladu postupne dostaneme (po tGpravéch)

limx—x21—1—|—1—1+
T—00 r 222 3.3 4.24

1 1 n 1

~
toto ide do nuly pre z—oo

J

Priklad 5 (vypocet urcitych integralov)
Vypocitajme urcity integral
/2 q
/ L w
0 1 -+ .734

s presnostou vic¢sou nez 1074



Riesenie:
Stratégia rieSenia tohto prikladu je nasledujiaca. Podintegralny vyraz vyjad-
rime v tvare vhodného mocninového rozvoja, ktory nasledne integrujeme clen
po ¢lene. Musime vSak daf pozor na to, aby predpisany interval integracie
bol podmnozinou oboru konvergencie daného mocninového radu. Nie je tazké
overit, ze funkciu f(z) = ﬁ mozno chapat ako sucet nekone¢ného geomet-

rického radu s kvocientom ¢ = —z* a s prvym ¢lenom 1, konkrétne
1 o o
—:1—JI4+ZE8—J]12—|—"': _x4n: _1n'x4n'
T ;( ) ;( )

Interval (a zéroven i obor) konvergencie tohto rozvoja je (—1,1) (samy si
premyslite :)), preto je mozné uvedent sumu smelo integrovat v danych me-
dziach ¢len po ¢lene (i toto si samy zddvodnite :)). Postupne teda dostdvame

n=0 n=0
00 n 1/2 [e's) n
Sy [Ty O
o dn+1], c~ (dn+1) - 201

Hodnotu predlozeného urcitého integralu sme vyjadrili v tvare nekone¢ného
¢iselného radu. Nakolko sa jednd o konvergentny rad (preco? :)) splitajici
predpoklady Leibnizovho kritéria (samy overte :)), pre jeho zvySok R, po
n-tom ¢lene (t.j., pre chybu, akej sa doptstame, ked presni hodnotu stacétu
aproximujeme n-tym ¢iastoénym suc¢tom) mame

1
(4n + 5) - 24n+5°

|R,| <

Tsmrs < 107 alebo ekvivalentne (4n + 5) - 24" >

Chceme, aby platilo @)
312.5. Skusmo zistime, Ze tejto nerovnosti vyhovuje kazdy index n > 2 (samy
sa presvedéte ;)). Preto pre priblizni hodnotu uréitého integralu v zadani

prikladu dostavame

2

1/2 1 (_1)n
dz ~
/0 T+t " Z;(4n+1)-24n+1

1
= — ~ 0.49397.
1-2 5-25+9-29



Poznamenajme, Ze tento integral je mozné stanovit i priamo, nakolko plati

a? +av2+1 \/§< V2 +1 x\/§—1>
— - | arctg +C

22 —2v/2+1

t
1 + arctg

/ 1 dx = ! In
14 a4 42 V2 V2

(pokuste sa samy dokézat ;)). Pomocou Newtonovej—Leibnizovej formuly pre
presnit hodnotu predlozeného integralu potom méame

5+2v2] V2 ( 1+2 1-V2
arctg 3 2

——dz = -In + — - + arct
/0 1+t 42 |5-2v2| 4 &

) ~ 0.49396.

Priklad 6 (urcenie primitivnej funkcie)
Najdime neurdity integral k funkcii f(z) = e~ (na R). Pomocou tohto vy-
sledku stanovme obsah oblasti pod grafom funkcie f(z) na intervale [0,1] s
chybou mensou nez 1073.

Riesenie:
Funkcia f(z) = e je zrejme spojitd na R, preto mé primitivnu funkciu
F(z) definovani na celej redlnej osi, konkrétne plati

F(x) = / e ¥ dt pre kazdé z € (—o0,00).
0

Posledny integral sa vSak nedé vyjadrit v uzavretom tvare pomocou ele-
mentarnych funkcii (funkcia f(z) s touto vlasnostou sa nazyva tzv. vyssia
transcendentnd funkcia). D4 sa vSak vyjadrit ako stacet istého mocninového
radu. Pre kazdé reédlne ¢islo ¢ totiz mame

—t2 - —t2)" - —1)" 2n
¢ :Z(n!) :Z(n!) A

Posledny mocninovy rad konverguje absolitne a lokalne rovnomerne na celom
R. Pre funkciu F(z) teda plati

F(x):/ox [i%t%] dt:i[/;%w@dt}

_ i [(—1.)” g r B i& 27 g€ (o0, 00).




Nechavame na citatela, aby si premyslel, Ze ziskany mocninovy rad konver-
guje opét absolitne a lokalne rovnomerne na celej redlnej osi :). Neurcity
integrél z funkcie f(x), ako mnozina vSetkych k nej primitivnych funkcii, ma
potom tvar

o - (_1)n 2n+1
]_{C+Zh%+n”“x , CeRy.

Z Matematickej analyzy I vieme, Ze pre hladany obsah oblasti pod grafom
funkcie f(x) plati S = fol e ** dz. V kombindcii s vySsie odvodenymi skutoé-
nostami napokon dostavame

S = (Pl = F) - FO) = Y- o

Posledny konvergentny ¢iselny rad alternuje a spliia predpoklady Leibnizovho
kritéria (samy overte :)). Chybu aproximacie presnej hodnoty jeho suctu n-
tym c¢iastonym potom mozno odhadnit

|R,| < ;<1077

(2n+3)- (n+1)!

Plati teda (2n 4 3) - (n 4+ 1)! > 1 000, z ¢oho dostaneme n > 4 (samy overte
:)). Potom

" 1 1 1 1
—) 1-— + — + i 0.74753.

S =~ (=1 =
2n+1)-nl 3.1 5.2 7.3 9.4

4
n=0

Priklad 7 (rieSenie diferencidlnych rovnic)
Najdime vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice

y" + kxy =0, k je realna konStanta.

Riesenie:
Jednd sa o — na prvy pohlad — jednoducht linedrnu diferencialnu rovnicu dru-
hého radu. Hacik je v tom, Ze tato rovnica nema konstantné koeficienty. A ¢o
je na tom najtrapnejsie, nevieme ju ani presne vyriesit :((. V tychto tazkych
zivotnych chvilach ndm pomozu prave Maclaurinove rozvoje :). Nechdvame
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na Citatela, aby si premyslel, Ze z tvaru rovnice v zadani prikladu vyplyva,
ze kazdé jej rieSenie y(z) ma na celom R definované derivacie vSetkych ré-
dov ;). To ale potom znamend, Ze kazdé takéto riesenie je sictom nejakého
mocninového rozvoja v okoli nuly, t.j., funkciu y(z) mozno pre kazdé redlne
¢islo x predpokladat v tvare

o0

y(x) = ap + a1z + apa® + azx® + -+ = Z apz"”,
n=0

kde a;, i € Ny, st redlne konstanty nezéavislé na x (i toto si samy velmi dobre
premyslite :)). VSeobecné rieSenie y(z) predlozenej rovnice budeme teda hla-
dat v tvare st¢tu mocninového radu, pricom jediné, ¢o ndm chyba ku $fastiu,
je stanovit nezname koeficienty a; tohto rozvoja. Postup je jednoduchy. Pred-
pokladané vyjadrenie funkcie y(x) dosadime do danej rovnice a porovnanim
jej stran (metédu neurcitych koeficientov) uréime hladané koeficienty. Dany
mocninovy rozvoj pritom derivujeme ¢len po Clene (preco je to mozné? :)).
Tak s chufou do toho :).

y’:a1—|—2-a2x+3-a3x2—l—---ZZanH-(n—l—l)-x",
n=0

y":2-a2—{—3-2-a3x+---:Zan+2-(n+2)-(n+1)-x”.
n=0

Po dosadeni do rovnice v zadani prikladu dostavame

Zamg-(n—l—Q)-(n+1)-$”+kx-2an-x":0.
n=0 n=0

Této rovnost musi platit identicky, t.j., pre kazdé realne ¢islo x. Porovnanim
koeficientov pri mocninach x na oboch stranach identity mame

20 200 =0 = ay =0,

2", neN : apa(n+2)(n+1)+ka,—1 =0.

Z poslednej rovnice vyplyva pre koeficienty a; rekurentnd zavislost

k k

nt2)(nt1) b TP e T T T )
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pre kazdy index n (v poslednom vyraze sme vykonali posun indexu n +
n + 1). Vidime teda, Ze na tplné uréenie vSetkych neznamych koeficientov
a; sta¢i poznat hodnoty ag, a; a ay (samy si premyslite, Zze odvodend reku-
rentna formula pomocou a( jednoznac¢ne urcuje vsetky koeficienty s indexami
3m, pomocou a; vsetky koeficienty s indexami 3m + 1 a pomocou ay vsetky
koeficienty s indexami 3m + 2, kde m € N :)). Napriklad pre pevne dané ay
postupne dostavame

a=—-"a
3 — 3.2 0
k % %
G = — gy = N * - ao,
6-5 (3-6)-(2-5) 32.(1-2)-(2-5)
k — K3 — K3
ag = ———ag = Lap = - ag,
9-8 (3-6-9)-(2-5-8) 33.(1-2.3) (2-5-8)
. k B (=1)™ . k™
B Ty Bm—1) P T3l 258 3m—1)] "

kde m € N (samy overte spravnost poslednej formuly ;)). Podobne, pre dant
volbu koeficientu a; mame

a4:_r3'a17

a _—i a _—+k2 al = +k2 a

T 76 YT 364 YT 12)-4-7 "

a _—L ar = - a] = K a

77109 T (36-9)-(4-7-10) 1 33.(1-2-3)-(4-7-10) ©
a _——k a = (_1)mkm a
LT T Bm ) 3m T 3moml [4-7-10---(3m+ 1) "

pre m € N (i teraz samy overte spravnost poslednej formuly ;)). Napokon,
nakolko a; = 0, plati az,,12 = 0 pre kazdé m € N (samy si premyslite :)).
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VSeobecné riesenie diferencialnej rovnice v zadani prikladu méa teda tvar

00 00 00 00
_ n __ 3m 3m—+1 3m—+2
Y= E AnT” = E A3m * 7 + E A3m+1 * T =+ E A3m+2 * T .

n=0 m=0 m=0 m=0

J/

~~

v VvV
indexy 3m indexy 3m+1 indexy 3m+2

Po dosadeni vyssie ziskanych vysledkov dostaneme

(_ )mkm 3m
y_a°+z3mm' 258 -(3m-1)] "
(7 )mkm . . p3mAl

MNHZ 3mml - [4-7-10--- (3m +1)]

( )mkm . 3m+1
T Z 3mml[4-7-- (3m + 1)]

+ay -

( )mkm . xSm
L+ Z 3mi 25 (3m —1)]

(jednotlivé ¢leny daného mocninového radu mozeme lubovolne zdruzovat a
scitavat, pre¢o? :)). Poznamenajme, Ze findlna formula je v plnom stlade s
poznatkami o Struktire vseobecného rieSenia linearnej diferencialnej rovnice
druhého radu (linedrna kombinécia dvoch linearne nezavislych rieseni).

Priklad 8 (riesenie diferencidlnych rovnic)
Stanovme partikularne riesenie diferencialnej rovnice

xy(4) + 4y(3) —xy—1=0,
splhajtice zaciatoéné podmienky
pinaj p

y()=-1, y1)=1, ¢"(1)=-2, y"(1)=6

Riesenie:
Jedna sa opit o linedrnu diferencidlnu rovnicu (8tvrtého radu), preto po-
stupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. KedZe koeficienty st
spojité funkcie premennej z, predlozena zaciato¢na tiloha mé prave jedno rie-
Senie y(x) definované na nejakom okoli bodu zy = 1 (samy si premyslite :)).
Funkciu y moZzeme predpokladat v tvare stétu mocninového radu so stredom
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v bode xy = 1. Tento rad je potom Taylorovym radom funkcie y so stredom
v 1 (preco? :)). Mame teda

/)
yla) =2 ,(1)

n.

(1"

pre kazdé x z nejakého okolia bodu 1. Na tiplné urcenie partikularneho riese-
nia y teda potrebujeme vy¢islit derivacie vSetkych radov funkcie y v bode 1.
Hodnotu y(1) a prvé tri derivéacie y'(1), ¥”(1) a y"”’(1) mame predpisané po-
mocou zaciatoénych podmienok. Dalsie derivacie funkcie y v bode 1 budeme
rekurentne pocitat pomocou samotnej rovnice. Podla zadania totiz plati

o = Loy -4y
T

pre kazdé x # 0.

Vyuzijuc zaciatocné podmienky v zadani prikladu potom dostaneme

C141-y(1)—4-y®(1)  141-(-1)—4-6
B 1 B 1

y (1) = —24.
Dalej, obmedziac sa na dostatoéne malé okolie bodu 1 (neobsahujiice nulu)
pre piatu derivaciu y® vo vSeobecnom bode x z tohto okolia mame (detaily
nechdvame na ¢itatela :))

1+ zy — 4y®\’ 5
y® = (y) = <# — .20 Y
T T
Nésledne pre hodnotu 3® (1) plati
) 1
y?(1) = =y (1) - T+ y (1) + Q =24-5+1—1=120.

Podobnym spdsobom odvodime
/ 5 ! 6 2
y(® = (y(s>) - <_y<4> 2 y) — .2 @ M2
X X X X

y 1) = —720 = —6! ),

7 6))’ 5. 6 2 y 2\ 6) . [ 3 2) 3
y<>:(y(>) :(_y<>.+y<>+y<>.> — . L6 @2
T €T T T
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y () =5040=T7" ).

Takto mézeme postupne vypocitavat i hodnoty dalsich derivécii riesenia y(x)
v bode 1. D4 sa ukazaf, Ze pre kazdé prirodzené n > 5 platia identity
n—4

n n— n n— n—
Y =y ) ) 7
T T

y(1) = (-1

(druhd z identit plati dokonca pre kazdé n € Nj). Dosadenim posledne;
rovnosti do vyssie uvedeného Taylorovho radu funkcie y(x) dostaneme

iy”' Sz —1)" 2(—1)”+1 2 ( —1)]

Posledny rad je v8ak geometricky s oborom konvergencie (0,2) a so su¢tom
—1/z (samy overte :)). To znamend, Ze hladanym jedinym rieSenim predloZe-
nej zaciatocnej tlohy je funkcia y = —1/x, ktora dant rovnicu riesi aspori na
intervale (0, 2). Priamym dosadenim sa moézeme lahko presved¢it, Ze této fun-
kcia je skuto¢ne rieSenim uvedenej diferencidlnej rovnice a spliia predpisané
zaciatoéné podmienky. Funkcia y = —1/z sa vSak ako rieSenie da rozsirit na
vacsi interval nez (0, 2), konkrétne na celti kladnt realnu polos (0, 00).
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