Priklady na precvicovanie — nevlastné viacrozmerné
integraly

Podobne ako v analyze funkcii jednej realnej premennej i v integralnom
pocte funkcii viac premennych je prirodzenou nadstavbou standardnej tedrie
problematika nevlastnych viacrozmernych integralov. Klasické definicia dvoj-
ného integralu z funkcie f(z,y) na neprdzdnej mnozine Q) € R? vyzadovala
dva dolezité predpoklady:

e Mnozina Q je meratelnd, a teda nutne ohranicend v R2.

e Funkcia f(z,y) je ohranic¢end na mnozine 2.

Mnohokrat je vSak ziadtice nejakym rozumnym spdsobom zadefinovat dvojny
integrél [ [, f(z,y) dady aj v pripade, ked aspoii jeden z tjchto predpokladov
je poruseny. RozlisSujeme dve zakladné situacie.

Nevlastny dvojny integral — neohranieny integra¢ny obor

Nech teda mnozina € R? je neohranidend a nech funkcia f(z,y) je
definovana na celom 2 a

integrovatelnd na kazdej meratelnej podmnozine M C €. (1)

Uvazujme nejaki postupnost meratelnych podmnozin {M,,}2° ; mnoziny €,
t.j., M, C Q pre kazdé n € N. Povieme, Ze postupnost {M,} wvycéerpdva
mnozinu €, ak pre kazdy (otvoreny) kruh K so stredom v bode [0, 0] exis-
tuje index ng taky, ze pre kazdy index n > ng plati inklizia QN K C M,,.
polomer bude mat kruh K, tym viac bodov z mnoziny §2 sa bude nachadzat
vo vnutri K (to je vyjadrené prienikom Q N K a zarufené neohranic¢enos-
tou mnoziny ). Vzdy vSak bude existovat dostatocne velky index ny tak,
ze vsetky tieto body mnoziny 2 budi obsiahnuté v kazdej mnozine M,, s
ziou QN K C M,). To znamend, ze postupnym zakreslovanim mnozin M,
budeme ¢oraz viac ,vycerpavat mnozinu 2 :) (pokuste sa samy ilustrovat
tieto skuto¢nosti pomocou vhodného obrazku ;)).

Nech teda {M,} je nejakd postupnost meratelnych podmnozin, ktord vy-
¢erpava mnozinu 2. Uvazujme ¢iselnt postupnost {I,,} definovani

I, = / f(z,y)dzdy, mneN
My
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(¢islo 1, je pre kazdé n € N definované korektne, nakolko podla predpokladu
(1) je funkcia f(z,y) integrovatelnd na meratelnej mnozine M,,). Potom hovo-
rime, Ze nevlastny integral [[, f(x,y)dzdy konverguje (alebo tiez ewistuje),
ak pre kazdi takato postupnost { M, } existuje konecndlimita I := lim,,_,, I,,,
pricom téato limita nezdvisi na vybere postupnosti {M,}. V tomto pripade
¢islo I nazgvame hodnotou nevlastného integralu [ fQ f(z,y) dxdy a piseme

// f(z,y)dady = lim I, = I.
Q n—o00

V opa¢nom pripade, t.j., ak aspon pre jednu postupnost {M,} je limita
lim,, ,. I, nevlastna, resp. vobec neexistuje, alebo ak hodnota lim, . I,
zavisi na vybere postupnosti {M,}, hovorime, Ze dany nevlastny integral
[Jo [z, y) dedy diverguje (alebo aj neexistuje). Vidime teda, Ze na to, aby
sme ukazali konvergenciu nevlastného integralu [ fQ f(z,y)dxdy je vo vSe-
obecnosti nutné preverit vsetky postupnosti meratelnych mnozin {M,, }, ktoré
vyCerpavaji mnozinu §2 :-/. AvSak v pripade, ked funkcia f(z,y) nement zna-
mienko na (2, je situdcia veselsia :). Konkrétne, dd sa dokazaf, Ze ak plati
f(z,y) >0, resp. f(z,y) <0, pre kazdy bod [z, y] € 2, potom nevlastny in-
tegral [ fQ f(z,y) dzdy konverguje prave vtedy, ked aspor pre jednu uvedent
postupnost {M,,} existuje koneéna limita I = lim,,_,, I,,. Toto pozorovanie
ma vyznam najmi pri praktickom vypocte neurcitych integralov.

Nevlastny dvojny integral — neohrani¢ena funkcia

Budeme sa zaoberat najjednoduchSou situdciou — mnozina 2 je ohrani-
gend a funkcia f(x,y) ma v Q (uzéver mnoziny Q v R?) prave jeden singu-
ldrny bod A. To znamend, ze pre kazdé okolie O(A) bodu A plati, Ze funkcia
f(z,y) nie je ohrani¢ena na mnozine QN O(A). Dalej budeme predpokladat,
ze funkcia f(z,y) je

integrovatelna na Q \ M pre kazdi meratelni mnozinu M,
ktora vo svojom vnutri obsahuje bod A. (2)

Uvazujme nejaka postupnost meratelnych mnozin {M,,}. Hovorime, Ze po-
stupnost {M,} sa zmrstuje do bodu A, ak A je vnitornym bodom kazdej
z mnozin M, a postupnost priemerov d(M,) konverguje do nuly. Neché-
vame na Citatela, aby si sém premyslel (napriklad i pomocou vhodného ob-
razku), ze uvedené pomenovanie skuto¢ne vystihuje tuto definiciu :). MnoZiny
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M,, sa budu s rastticim indexom n neobmedzene Coraz viac stahovat okolo
bodu A ako la¢né vnutra smrtelnych slucdiek :). Nevlastny dvojny integral
f fQ f(z,y) dedy potom definujeme v podobnom duchu ako v pripade neoh-
raceného integracného oboru. Pre nejakt postupnost meratelnych mnozin
{M,}, ktord sa zmrstuje do bodu A, zostrojime ¢iselnti postupnost (vlast-
nych) dvojnych integralov

I, := // f(z,y)dzdy, n €N.
O\M,,

Nevlastny integral [[, f(z,y) dzdy konverguje (existuje), ak pre kaZdi uve-
dent postupnost {M,,} existuje konecnd limita I := lim,,_,, I,,, ktord nezdvisi
na vybere postupnosti {M,}. V tomto pripade piSeme

// f(x,y)dady = lim I, = 1.
Q n—r00

Inak hovorime, Ze nevlastny integral diverguje, resp. neexistuje. Obzvlat, ak
je funkcia f(z,y) nemeni znamienko na mnozine 2\ {A}, stac¢i vySetrit —
podobne ako v pripade neohrani¢eného integracného oboru — len jednu po-
stupnost { M, }, ktord sa zmrstuje do bodu A.

Pre obidva typy vysSie definovanych nevlastnych integralov je nutné po-
znamenat jednu prekvapujicu a na prvy pohlad mozno paradoxnt skutoc-
nost. Podobne ako pre klasicky jednorozmerny nevlastny integrél, zavedeny
v Matematickej analjze I, tak i pre viacrozmerné nevlastné integraly de-
finujeme ich absolitnu konvergenciu. Presnejsie, nevlastny dvojny integral
| fQ f(z,y) dedy konverguje absolutne, ak konverguje nevlastny integral

J[ 1l dady,

Nie je ni¢ nové pod slnkom, ze z absolutnej konvergencie vyplyva ,Stan-
dardna“ konvergencia, t.j., plati implikacia

// |f(z,y)|dedy konverguje — // f(z,y)dzdy konverguje.
Q Q

Omnoho prekvapivejsia je vSak skutoc¢nost, Ze z vysSie uvedenych definicii
nevlastnych integralov nutne vyplyva i platnost opacnej implikicie. Inak po-
vedané, v tomto pripade plati ekvivalencia

// |f(xz,y)|dedy konverguje <= // f(z,y)dxdy konverguje.
Q Q
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Tento vysledok plati dokonca i pre jednorozmerné nevlastné integraly. V
Matematickej analyze sme sa vsSak stretli s nevlastnymi integralmi, ktoré
boli konvergentné, ale neboli absolutne konvergentné. Napriklad

*© sinx

nevlastny integral / dx konverguje,

0 T

sin x

dz diverguje

ale nevlastny integral /
0

(samy sa pokuste ukézaf :)). Aka je teda pravda? :) Klicom k tejto zdanlive;
zéhade je pozorovanie, ze ak aplikujeme vyssie uvedené definicie nevlastnych
integralov na jednorozmerny pripad, nedostaneme klasické definicie nevlast-
nych integralov, predstavené v Matematickej analyze I, ale omnoho vseobec-
nejsie definicie. Podla tejto novej definicie obidva nevlastné integraly

* sinx &
dz,
0 x 0

diverguji, a teda nenastéva nijaky spor :). Nechdvame na ¢itatela, aby si pri-
pomenul klasické definicie nevlastnych integralov z Matematickej analyzy I
a pozorne ich porovnal s novymi definiciami ;).

sin x

dx

T

Riesené priklady

Priklad 1

Vypocitajme nevlastny dvojny integral

I = // xyeﬁ?*yzdxdy,
Q

kde mnozina Q = [0, 00) x [0, 00).

Riesenie:
Funkcia f(z,y) = zye~ *~v” je spojit4 na mnozine ) a ohrani¢en4 na kazdej
ohranic¢enej podmnozine v € (samy overte :)). Preto je splneny predpoklad
(1), t.j., f(x,y) je integrovatelnd na kazdej meratelnej podmnozine v Q (i
toto si samy premyslite ;)). KedZe naviac je funkcia f(z,y) nezdporna na

T
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oblasti €2, sta¢i podla tvodnych poznamok preverit len jednu postupnost
meratelnych mnozin {M,}, ktord vycerpava mnozinu 2. Uvazujme systém
mnozin M, C €) tvaru

M, :=1[0,n] x [0,n], neN.

Meratelnost kazdej z podmnozin M, je zrejma (samy overte :)). Ukdzeme, Ze
postupnost { M,,} vyCerpava mnozinu 2. Pre dané R > 0 uvazujme otvoreny
kruh K so stredom v bode [0, 0] a s polomerom R a polozme ng := |R] + 1
(vyraz | R] znaci celi ¢ast redlneho ¢isla R, t.j., najvicsie celé ¢islo nepre-
sahujice R; v nasom pripade je ng prirodzené ¢islo ostro vicsie nez R :)).
Potom plati 2 N K C M, pre kazdé n > ng (samy sa presvedéte pomo-
cou vhodného nékresu ;)). Postupnost {M,} teda podla definicie v tivode
skuto¢ne vycerpava mnozinu 2. Pomocou Fubiniho vety postupne mame

1, = // Ty e_x2_y2dxdy Fubini / {/ Ty e‘x2_g2dx} dy
n 0 0
" 2 " 2 e_$2 ! e_y2 " (1 — e_”2)2
:</ xe_idx) (/ ye_ydy): — — =
; ) 2 2 1
0 0

pre kazdé n € N (samy overte detaily vypoctu :)). Nasledne plati

—n2\2
lim 7,, = lim & = 1
n—o0 n—o0 4 4

Teda nevlastny dvojny integral v zadani prikladu konverguje s hodnotou
22 1
I—//mye Y'dady = -.
Q 4

Priklad 2

Stanovme hodnotu nevlastného dvojného integralu

I = // e’xQ’yzdxdy.
RE xR



Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade. V tomto pripade
opit mnozina Q = R x RY = [0, 00) x [0, 00) a funkcia f(z,y) = e ¥ je
nezaporna a spojita na Q. Preto je f(x,y) integrovatelna na kazdej meratelnej
podmnozine M C ) (samy overte :)). Budeme teraz uvazovat podmnoZiny
M,, tvaru
M, :={2*+y*=n? >0, y>0}, necN,

t.j., uzavreté Strtkruhy v prvom kvadrante so stredmi v bode [0,0] a s po-
lomermi n, kde n € N. Nechdvame na citatela, aby si premyslel, Ze kazda
z mnozin M, je meratelnd a Ze postupnost {M, } vycerpdva mnozinu (2 :).
Dalej uré¢ime pre kazdé n € N dvojny integrél

I, = // e’x2’y2dxdy.

Na jeho vypocet vyuzijeme transformaciu do polarnych stradnic x = pcos ¢
a y = psin . Postupne dostavame

T =pcosp, y=psing, "
I, = jakobian J = p, Fubini / { / pepzdp] dy
0 0
0<p<m/2, 0<p<nm

/2 —p? " 1— —n? /2
0 2 0 2 0

(samy overte jednotlivé kroky ;)). Kedze plati

-(1—e_”2), n €N

N

lim I, = lim = - (1—e™) =

T
n—o0o n—0o 4’

nevlastny integral v zadani prikladu konverguje a ma hodnotu
T
I= / / eV drdy = —.
RE xRS 4

Priklad 3
Overme existenciu tzv. Poissonovho integralu

]:/ e dt.
0
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Dalej dokazme platnost (Fubiniho) identity

o 2
// eV dady = [/ e_tht} = I (3)
R xR 0

S jej pomocou potom urc¢me hodnotu Poissonovho integralu I.

Riesenie:
Metédami Matematickej analyzy I sa d& ukézat platnost nerovnosti

el > 1+t

pre kazdé nezaporné reédlne ¢islo ¢ (pokuste sa samy dokazat :)). Nasledne,
dostaneme nerovnosti

12

e >1412 = O<e pre kazdé t € R

<—
— 14t

(samy si pozorne premyslite ;)). A kedZe nevlastny integral

<1 o T
/0 1+t2dt:[arctgt]0:§

konverguje, podla porovnavacieho kritéria konverguje i nevlastny integral

I:/ e dt
0

(samy overte na zdklade poznatkov z Matematickej analyzy I :)). Tym sme
overili existenciu Poissonovho integralu /. Okrem toho z uvedenej analyzy
vyplyva i odhad 0 < I < 7 :). DokadZeme dalej platnost rovnosti (3). V
Priklade 2 sme ukazali konvergenciu a urcili hodnotu nevlastného dvojného
integralu na lavej strane formuly (3). Podla definicie v ivode dokumentu to
znamend, %e pre kaZdu postupnost meratelnych mnozin {M,}, ktora vycer-

pava mnozinu 2 := Ry x Ry, plati

// e_xz_dexdy = lim // e‘x2_y2dxdy
RBLXRBL n—00 .

(samy si overte :)). Uvazujme postupnost {M,} z Prikladu 1. Potom méme

// e’zLdexdy Fubint i / </ eryzdy) dz
Ry xRy e Jo 0



=i [([ o) (o)

(samy si pozorne premyslite jednotlivé argumenty a kroky ;)). Na druhe;
strane, z konvergencie Poissonovho integralu I vieme, ze

I = / e dt = lim ( / e_t2dt),
0 n—oo 0

t.j., uvedena limita existuje a je konec¢na. Kombinaciou poslednych dvoch
rovnosti teda dostaneme

// e_xQ_ydedy = {lim </ e_”de)} . {lim (/ e_dey>]
RJXRJ n—o00 0 n—00 0
n 2 o 2
_ [lim (/ e—tht)] = U e_t2dt] =12

¢o potvrdzuje platnost formuly (3) (premenovanim integra¢nych premennych
x,y na t sa hodnota urcitého integralu nementi ;)). Napokon, vyuzitim vys-
ledku z Prikladu 2 odvodime

I= // e~*~v’dady = \/E = ﬁ
RI xRY 4 2

Plati teda takato pekna identita

1:/ etar = YT,
0 2

Priklad 4
Dokazme konvergenciu tzv. Fresnelovych integrdlov

]:/ cos t* dt, J:/ sin t* dt.
0 0

Riesenie:
4 . ’ . 7 o s . ’
Dokazeme konvergenciu nevlastného integralu I = [ cos t* dt. Dany integrél
mozeme intuitivne vyjadrit ako sucet

o ??? 1 o0
/ cost?’dt = / cost?dt + / cos t? dt.
0 0 1
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Troch otéznikov nad symbolom = sa mozeme zbavit jedine vtedy, ked uka-
Zeme existenciu oboch integralov na pravej strane uvedenej rovnosti :). Na-
kolko funkcia cost? je spojitd na intervale [0, 1], ur¢ity Riemannov integral
fol cost?dt bez problémov existuje a ma koneént hodnotu. V druhom, ne-
vlastnom integréale [ cost? dt vykondme substiticiu t = \/u, t.j.,

t=+/u
& * cosu
cost?dt = dt = - du = / du.
/1 2Vu L 2Vu

1 ~ 1, o0 ~ o

Vsimnime si t¢elnost rozdelenia poévodného nevlastného integralu na dva in-
tegraly. Uvedend substiticia totiz nie je pouzitelnd na celom intervale [0, co)
(samy si premyslite :)). Vzniknuty nevlastny integral teraz vySetrime pomo-
cou Dirichletovho kritéria, znameho z Matematickej analyzy I. Polozme

g(u) := ﬁ

f(u) := cosu,

Funkcia f(u) je iste spojitéd na [1,00), a teda urcity integral [ f(u)du ako
funkcia hornej hranice p existuje pre kazdé p € [1, 00). Naviac je rovnomerne
ohraniceny vzhladom na p na [1,00). V Tudskej reci to znamena, Ze

P P
/ f(u)du = / cosudu = [sinp]} =sinp —sin1,
1 1

/1 " () du

pri¢om horné ohranicenie v poslednej nerovnosti nezdvisi na p (samy si pre-
myslite clivou spomienkou na krasne ¢asy Matematickej analyzy I ;)). Dalej,
funkcia g(u) je klesajiica na intervale [1, 00) a lim, o g(u) = lim, 0 ﬁa =0

= |sinp —sin 1| < |sinp| + |sinl| < 2,
—— =

<1 <1

(i toto je nostalgia minulych ¢ias :)). Podla Dirichletovho kritéria je potom
zarucena konvergencia nevlastného integralu

o * cosu o0
/lf(u)g(u)dUZ/l Zﬂdu: 1 cost?dt ).

To nésledne dokazuje i konvergenciu nevlastného integralu

1 o) [e8)
/ costzdt+/ cost2dt:/ cost?dt ;).
0 1 0
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Analogicky odvodime i konvergenciu Fresnelovho integralu J = fooo sint? dt
(samy podrobne ukézte ;)).

Priklad 5

Rozhodnime o konvergencii nevlastného dvojného integralu

I= // sin(z® + y?) dady,
Q

kde mnozina Q = [0, 00) x [0, 00).

Riesenie:
Tento priklad ilustruje skuto¢nost, Ze niekedy musime byt pri vySetrovani
nevlastnych viacrozmernych integralov obzvlast opatrni. V tomto pripade
funkcia f(z,y) = sin(z? + y?) meni znamienko na mnozine ), a preto je vo
v8eobecnosti nutné vysSetrit vsetky postupnosti meratelnych mnozin {M,,},
ktoré vycerpavaju mnozinu 2. Uvazujme napriklad postupnost {M,} z Pri-
kladu 1, t.j.,

M, :=1[0,n] x [0,n], neN.

Potom podla Fubiniho vety postupne dostavame

I, = // sin(z? + y?) dady = // (sinz?cosy® + cosz® siny®) dzdy
n My,
Fubini / [ / (sinz? cosy® + cos 2” sin y?) dx] dy
o LJo
—/ {(/ sinx2dx) -cosy2+ (/ cosx2dx) -sinyQ] dy
0 0 0
= </ sinxQdaz> . (/ cosy2dy> + (/ cosx2da:> . (/ siny2dy)
0 0 0 0
=2 (/ costht> . (/ sint2dt)
0 0
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(samy overte jednotlivé kroky; premenovanie integra¢nych premennych z,y
na t nemeni hodnotu urc¢itého integralu :)). V Priklade 4 sme dokézali exis-
tenciu Fresnelovych integralov. To znamena, ze limity

lim ( / cos t* dt) , lim ( / sin 2 dt) existuju a su konecné
(samy si premyslite :)). Preto i lim,_, [,, existuje a je konecné. Vyborne,
takze nevlastny dvojny integral v zadani prikladu konverguje a sme v pohode

)... alebo nie? Co sa bude diat, ked namiesto uvazovanej postupnosti { M,, }
pouzijeme postupnost { N, } z Prikladu 2, konkrétne, zoberieme

N, ={2*+y*=n? >0, y>0}, ncN ?7?
Vyuzitim transformacie do polarnych stradnic a Fubiniho vety mame
r=pcosy, y=psing,

I = // sin(z? + y?) dady = jakobian J = p,
! 0<p<m/2, 0<p<n

. /2 n /2 21n
Fubini / {/ (sin p2) pdp} dp = / [— cosp ] dy
0 0 0 2 1o

1— 2 /2
() e o)

(samy overte ;)). AvSak teraz lim,, ., J,, neexistuje, ako sa mozeme lahko pre-
svedcit. Podla poznamok v tivode dokumentu to teda znamené, Ze nevlastny
dvojny integral I v zadani prikladu diverguje.

Priklad 6
Vysetrime konvergenciu nevlastného trojného integralu

1
I = dxdyd
///Q (22 4+ y2 + 22)" ree

v z4vislosti na realnom parametri o. Mnozina Q = R?\ G, kde G je vnttro
jednotkovej sféry so stredom v bode [0, 0, 0].
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Riesenie:
Nech R > 1 je dané reélne ¢islo. Uvazujme (vlastny) trojny integral

1
Ip = - dxdydz,
f ///QR (22 + 32 + 22) Y

kde mnozina Qp je uzavreté ,medzigulie :)“ so stredom v bode [0,0,0] a s
polomermi 1 a R, t.j.,

Qp = {[z,y,2] eR®, 1<a?+y*+2* < R?}.

Trojny integral Iz vypocitame napriklad transformaciou do sférickych strad-
nic x = psinfcos p, y = psinfsinp, z = pcosf. V nasom pripade mame

x = psinfcosp, y=psinfsiny, z=pcosd,
Ip = 22 +y? + 22 = p?, jakobian J = —p?sin,
0<p<2r, 0<0<m 1<p<R

27 i R
Fubini 1 2 :
= = - p sinfdp| db
/0 [/0 [/1 (v?) ]
2m T R 2m ™ R
= / [/ {/ p 2 sinﬁdp} d@] dp = (/ dcp) (/ sin@d@) </ pz_zo‘dp>
0 0 1 0 0 1
R R
=27 - [— cosO|j - (/ p2_2“dp> =47 - / P> dp
1 1

(samy overte uvedené vypocty :)). Posledny uréity integral zrejme zavisi na
hodnote mocniny 2 — 2«, konkrétne,

dy

R
037241 _ R372a_1 o # 3
R - 3-2a | 3—2a
—2a7.
/ pTdp =
1

Inp]f =InR, a=3
(i toto samy overte ;)). Pre trojny integral I preto dostavame

75 (R*72=1), a#4,
Ip=

4mln R, a:%.
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Nechdvame na dcitatela, aby si premyslel, Ze nakolko integrovand funkcia
flzyy,2) = m je nezaporné na mnozine €2, stac¢i preskimat limitu
limpg o0 IR :). Zrejme plati

47
2a—37

3
2

o >

lim Ip =
R—o0 R

N[

00, a <

(samy sa presvedcte :)). Takze nevlastny trojny integral I v zadani prikladu

konverguje prave vtedy ked a > %, pricom v tomto pripade [ = 2;17:3.

Priklad 7
Vypocitajme nevlastny trojny integral

1
I = dzdyd
///Q l+z+y+2) Teyez,

kde mnozina Q = [0, 00) x [0,00) X [0, 00).

Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade. Pre dané kladné
realne Cislo R uvazujme Stvorsten (2 dany

Qp : z4+y+2<R, >0, y>0, z2>0,

a nech Ip = ffoR m dzdydz. Kedze funkcia f(z,y,z2) = m
je nezaporné, plati I = limp ,o, Ir (samy si premyslite :)). Mnozina Qg je
zrejme elementarna oblast vzhladom na kazdu stiradnicovi rovinu. Napriklad
ako elementarna oblast vzhladom na rovinu xy mé reprezentéaciu

0<x<R,
QRZ OSySR—l’,
0<z<R—z—y

(samy overte ;)). Pre Iz potom postupnou integraciou mame

Fubin R R—xz R—z—y 1
I, P / [ / { / . dz] dy} do
0 0 0 (1+z+y+2)
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N /OR [/OH {_6(1 e z)ﬁ} :” dy] o
- /OR UR (6(1 TR A R>6) dy] o

1 /R|: 1 y :|Rx
— - |- - do
6 Jo 51+z+vy)p® (1+R)5],

:%'/OR(ujx)“ufR)ﬁ“*”‘ﬁ)dx

1 1 5 (z +1)2 6z 1"
_%'[_4(1+x)4+(1+3)ﬁ' 2 _(1+R)5}

_ L 15 N 24 10
- 120 (1+R* (1+R)S> (1+R)S

(samy pozorne overte vypocty :)). Z poslednej rovnosti vyplyva

N 15 10 1
= lim — — - = —.
oo T 750 120 1+R* " (1+RP (1+R)S) 120

To znamena, ze nevlastny trojny integral v zadani prikladu konverguje a jeho
hodnota je I = 120

Priklad 8
Vysetrime existenciu nevlastného trojného integralu

/// : sin xyz dxdydz,
(22 +y? + 2

kde mnoZina Q ma vyjadrenie 1 < 22 + 3% + 22
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Riesenie:

Priama integracia je v tomto pripade beznddejna :(. Nam vsak ide len o
existenciu/neexistenciu uvedeného nevlastného integralu :). Mozeme si preto
pomdct nejakym vhodnym kritériom. Jednym zo zékladnych a najrozsirene;j-
$im je porovndvacie kritérium. Funguje rovnako ako pre klasické jednoroz-
merné nevlastné integraly. Konkrétne v pripade nevlastnych trojnych integ-
ralov plati, ze ak f(z,y,2), g(z,y, 2) st dve funkcie, nezdporné na mnozine
Q, ktoré splitaji podmienku (1) a nerovnost f(z,y, z) < g(z,y, z) pre kazdy
bod [x,y, z] € 2, potom

nevlastny integral / / / g(x,y, z) dedydz konverguje
Q

4

nevlastny integral / / / f(z,y, z) dedydz konverguje.
Q

V nasom pripade polozime

| sin zyz| 1

T @yt 2 9(,y,2) = (22 + 42 + 22)2°

sin xyz

f(xayaz) = (1’2 +y2 I 22)2

Zrejme obe funkcie f(x,y,2) a g(z,y, z) st nezdporné a spojité na mnozine
Q, a teda spliiajii podmienku (1) (samy si premyslite :)). Okrem toho plati

<1

——
| sin zyz| 1

($2+y2+22)2 — (x2+y2+22)2

flx,y,2) = =g(x,y,2), [z,y,2] €.

Z vysledku Prikladu 6 pre volbu oo = 2 vyplyva, Ze nevlastny trojny integral

1
///Qg(x,y,z) drdydz = ///Q CESTESSE dzdydz

konverguje (samy overte ;)). Preto podla porovnavacieho kritéria konverguje
i nevlastny integral

[ s azage = [[[

To ukazuje, Ze nevlastny integral I v zadani prikladu konverguje absolitne,
a preto i konverguje (samy si premyslite :)).

sin zyz
(22 + y2? + 22)2

dxdydz.
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Priklad 9
Ukéazme, ze podla klasickej definicie z MA 1 tzv. Dirichletov integrdl

[:/Oo sinxdx
0 T

konverguje, kym nevlastny integral

=
0

diverguje. Z toho potom nepriamo dokazme, ze v ramci novej definicie v
uvode dokumentu obidva nevlastné integraly [ a J diverguja.

sinx

dx

X

Riesenie:
Konvergencia Dirichletovho integralu I vyplyva — ako inak :) — z Dirich-
letovho kritéria (pozri aj rieSenie Prikladu 4). Podrobnosti nechdvame na
Citatela ;). Dalej ukazeme, Ze podla klasickej definicie z MA I nevlastny in-

tegral J diverguje. Funkcia f(x) := ‘%’ = ‘Slxﬂ je ohranicend na celom R

a skoro vsade spojita s vynimkou bodu z = 0, v ktorom plati

lim f(z) = lim sina] =

x—0 r—0 x

1

(samy overte :)). Preto postupnost urc¢itych integralov

Jn::/ f(a:)dx:/ ‘Slﬂdx, n €N,
0 0

T

je korektne definované. KedZze funkcia f(z) je nezdporna na intervale [0, 00),
¢iselnd postupnost {.J,} je nezdpornd a neklesajica (samy overte :)). To
znamena, ze limita lim,,_,, J,, existuje a je bud kone¢na alebo oo (i toto si
samy premyslite ;)). Divergencia nevlastného integralu J je teda ekvivalentna
s lim, ,o J, = 00. Za tymto Ucelom sa pokusime vhodne zdola ohranicit
integraly J,,. Nechédvame na ¢itatela, aby pre kazdé k € Ny overil relacie

| sin z| 1
r — (k+ D7

|sinz|, € km, (k+1)7],

16



(k+1)m
/ |sinz|dz = 2.
k

v

Vyuzitim tychto pozorovani potom pre kazdy index n mame

nT | o n=1 (k+1)r .
| sin z| / | sin z|
J, = dz = E d
n /Ov z € ar . T T

1 .
Zm~|s1nx\

L e g o1 (k1)
> / [—-|sinm|} dz = —/ | sin x| dx

2

"1
(k+1)m — — k

k=0
kde v poslednom kroku sme posunuli indexéciu k& — k + 1 (samy pozorne
overte jednotlivé vypocty :)). Odvodili sme teda odhad

2 1 2 1 1 1
JnZ;ZE:;<1+§+§++E> prekaidéneN.

A nakolko harmonicky rad > % diverguje k oo, mozeme usudit, Ze skutoc¢ne
lim,,, J, = 0o (samy si premyslite ;)). Preto nevlastny integral J diverguje
(k 00). Dirichletov integral I teda podla klasickej definicie z MA I konverguje
neabsolutne. Na druhej strane nevlastny integral J diverguje i podla novej
definicie v ivode dokumentu. Vyplyva to jednak z nezadpornosti funkcie f(x)
na mnozine 2 = [0, 00), a jednak zo skuto¢nosti, Ze postupnost meratelnych
mnozin {M,} definovana

M, :=1[0, n7], n€eN,

vyéerpava mnozinu ) (samy overte :)) a splia
nm

lim f(z)dzr = lim f(z)dzx = lim J,, = o0,

n—oo M, n—0o0 0 n—o0
n

17



ako sme prave ukazali. Podla poznamok v tvode dokumentu teda v ramci
novej definicie musi nutne divergovat i Dirichletov integral I.

Priklad 10
Stanovme nevlastny dvojny integral

kde mnoZina Q m4 vyjadrenie 2% + y? < 1.

Riesenie:
Mnozina € je zrejme uzavrety kruh so stredom v bode A = [0,0] a s polo-

merom 1. Funkcia f(z,y) = In \/ﬁ je definovana a spojitd na Q \ {A},
24y

pricom bod A je zrejme singularnym bodom funkcie f(x,y) (samy overte :)).
Okrem toho je splnend podmienka (2) (i toto si samy premyslite ;)). A kedZze
f(z,y) je nezaporna na Q\ { A}, staci preverit nejakd jednu postupnost { M, }
meratelnych mnozin, ktora sa zmrstuje do bodu A. Uvazujme napriklad

Mn::{[x,y]eRQ, 249 < n € N.

e

Zostrojime prislusni postupnost (vlastnych) dvojnych integralov

I, =

Nakolko mnozina Q \ M, je zrejme uzavreté medzikruzie s vyjadrenim

1

— < ? 2<1
(n—i—l)?_x Ty s5h

transforméciou do polarnych stiradnic z = pcosp a y = psin ¢ dostavame

T =pcosp, y=psing,

i 2 1 1
I, =| 2% +y*=p% jakobidn J =p, | "% / [/ In (;) pdp| de.
0 1

1 n+1
0<e<2m, —7<p<1

18



Na vnutorny urcity integral aplikujeme integraciu per-partes

1 1
1 P

I __ —_ P
u=p u=£k

~In(n+1) 1 1 1 2lnn+1)-1

Tt 4 AmtlE 41 2mt1)p
(samy overte detaily vypoctov :)). Pre dvojny integréal I,, potom plati

e [ (o ()

Napokon limitovanim postupnosti {,,} méme

(% n 21n((;1——|i_—11))2— 1)

. ) T
lim [, = lim =« - = —
n—00 n—00 2

(samy overte :)). Nevlastny dvojny integral I v zadani prikladu teda konver-
guje a ma hodnotu

s
dexdy = —.
xdy 5

1
= [ wey
o a2+ y?

Priklad 11
Vypocitajme nevlastny dvojny integral

]:// eidxdy,
Q

kde Q je podmnozina v R? ohrani¢en4 krivkami y =1, y = /z, = 0.

Riesenie:
Funkciu f(z,y) = ev je definovana a spojita na celej mnozine {2 okrem bodu
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A =0,0], ktory je jej hraniénym bodom. V tomto bode vSak funkcia f(z,y)
m4 konecnd limitu vzhladom na mnozinu 2. Platia totiZz nerovnosti

Ve<y<1l, [z,y]€Q

4
=z, [z,y] € Q\{body [z,y] sz =0}

(samy overte :)). Posledna nerovnost vSak plati pre vSetky body z Q okrem
bodu A (i toto si samy premyslite ;)). Z monotdénnosti exponencialnej funkcie
nasledne vyplyvaju relacie

e <ev <eVT [z,yl €\ {A}.

Limitovanim poslednych nerovnosti pre (x,y) — (0,0) vzhladom na mnozinu
) a vyuzitim vety o dvoch policajtoch dostavame

Iim < lim eig lim eV

(z,4)—>(0,0) (z,y)—>(0,0) (z,9)—>(0,0)

[z,y]eQ [z,y]€Q [z,y]€Q
1 1
. . z
lim f(z,y)= lim ev=1.
(2,y)—(0,0) (2,y)—(0,0)
[z,y]€Q [z,y]€Q

Funkciu f(z,y) teda méZeme dodefinovat v bode A tak, aby bola spojité na
celom €2 vzhladom na mnozinu 2. Konkrétne, funkcia ¢g(z,y) definovana

flx,y), [r,y] € Q\{A},

1, [z, y] = A,

g(z,y) =

je spojitd na mnozine 2. Mnozina € je zrejme elementarnou vzhladom na os
y s vyjadrenim
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(samy sa presvedcte :)). To znamend, Ze ) je meratelnd mnozina. Preto
funkcia g(z,y) je integrovatelnd na Q, pricom dvojny integrél [ [, g(x,y) dzdy
vypocitame klasickym spésobom podla Fubiniho vety. Naviac plati

I=//Qf(x>y)dxdy=//ﬂg(ﬂc,y)dxdy,

pretoze funkcie f(z,y) a g(z,y) sa na Q lisia iba v jednom bode, teda na
mnozine miery nula. Dvojny integral v zadani prikadu preto konverguje. Ne-
chavame na Citatela, aby ukézal, ze [ = 3 :).

Priklad 12
Dokéazme platnost formul

w/2 T
/ Insintdt = —~ In 2, / Insintdt = —7wln 2.
0 2 0

Riesenie:
Funkcia f(¢t) = Insint je zrejme spojitad a nekladnd na otvorenom intervale
(0, ), pricom v jeho krajnych bodoch t = 0 a t = 7 ma singularity, kedze

lim f(¢) = lim Insint = —c0, lim f(t) = lim lnsint = —oc.
t—0t t—0t t—m— t—m—

Obidva integraly v zadani prikladu st teda nevlastné. DokaZeme ich exis-
tenciu v ramci klasickej definicie z MA 1. VyuZijeme limitné porovnéavacie
kritérium. VSimnime si, ze platia nerovnosti

0<1<g<7r—1<7r.

Polozme ¢(t) := —1Int a h(t) := —In(r — t). Funkcia g(t) je nezdporné na
intervale (0, 1], v bode ¢ = 0 mé singularitu a nevlastny integral

1 1
/ g(t)dt:—/ Intdt =2
0 0

konverguje (samy overte integraciou per-partes :)). Okrem toho plati

.| f@)] . |Insint| . —Insint . Insint
lim = = —_ = ———— = lim
t—ot g(t)  t»0t —Int  ts0t —Int t—o+ Int

21



: / cost
'Hospital . Insint . Sost ) t
= lim g = lim 8t — lim —— -cost =1
t—ot  (Int) =0t + =0t gint
t \v/

—1

(samy overte ;)). To znamend, Ze konverguje i nevlastny integral fol f(t)dt,
a to absolitne (samy si premyslite :)). Nésledne je absolitne konvergentny i
nevlastny integral

/Olf(t>dt+/l7r/2f(t)dt=/Omf(t)dtz/omlnsintdt
—

vlastny integral

(i toto si samy dobre premyslite :)). Podobne, funkcia A(t) je nezdporna na
intervale [r — 1, 7), v bode t = 7 ma singularitu a nevlastny integral

/:lh(t)dt:—/:lln(W—t)dt:2

konverguje. Zo skutocnosti, ze

lim |f(t)] _ lim Insint 7

t—r— h(t) t—r— In(m — t)

vyplyva podla limitného porovnéavacieho kritéria absolitna konvergencia ne-
vlastného integralu f:_l f(t)dt. V kombinacii s predchadzajicim vysledkom
teda existuje aj nevlastny integral

w/2 m—1 T T 0
d d dt = dt = Insintd
/0 f()dt+ f(t) t+/ﬂ1f<t) t /0 f(t)dt /0 nsintdt

w/2
— —

konverguje vlastny integral

(samy si vSetky tieto argumenty pozorne premyslite :)). Pristipime teraz k
samotnému vypoctu integralov v zadani prikladu. Oznac¢me

w/2 T
1 ::/ Insin ¢ dt, J::/ In sin ¢ dt.
0 0

Aplikdciou substittcie u = § — t sa prvy integrél transformuje

0 T /2
:—/ lnsin<——u) du:/ Incosudu
/2 2 0

22
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(samy si premyslite; zaroven overte existenciu integralu foﬂ/ *Incosudu 1)
Odvodili sme teda zaujimavt identitu

w/2 w/2
]:/ lnsintdt:/ Incostdt :).
0 0

Jej vyuzitim nasledne dostavame

/2 /2 w/2
2]:/ lnsintdt—l—/ lncostdt:/ (lnsint+1ncost) dt
0 0 0

w/2 /2 1
= / In(sint - cost) dt = / In (— - sin 2t) dt
0 0 2
w/2 1 w/2 1 w/2
= / <1n — + Insin 2t> dt = / In (—) dt +/ In sin 2¢ dt
0 2 0 2 0

(samy overte vypocty :)). Rozdelenie na dva integraly v poslednom kroku je
korektné, nakolko integraly I a foﬂ/ ’In (%) dt st konvergentné; konvergovat

teda musi i nevlastny integral foﬂ/ *Insin 2¢ dt :). AvSak pomocou substittcie
u = 2t sa tento integral transformuje

w/2
/ Insin2¢tdt =
0

Plati teda formula

u=2t, du=2dt, 1

25-/0 lnsinudu:% ).

0~0, 72~

/2 1 J T J
2f = In(=)dt+> <<= 2]=-=-.In2+ =,
/0 n<2> —1—2 5 —1—2

Na druhej strane, rozpisanim integralu J dostavame

T w/2 ™ T
J—/ lnsintdt—/ lnsintdt—i—/ 1nsintdt—[+/ Insintdt.
0 0 ™

/2 w/2
~—————

konverguje

Pomocou substiticie v =t — 7 sa integral f:/z Insint dt transfromuje

T w/2
/ Insintdt = = / In sin (u + z) du
w/2 0 2

u=t—75%, du=di,

/2~ 0, T~ 7/2
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w/2
:/ Incosudu =1,
0

podla vyssie odvodenej identity (samy overte :)). Plati teda i rovnost
J=1+1=2I.

Kombinaciou s predchadzajicou formulou napokon dostavame

T 21 T
o= T . mo+ — 1=_T1o
g et g M

a nasledne J =2/ = —7wln2:).

Priklad 13
Uréme hodnotu nevlastného dvojného integralu

1= // Insin(zx — y) dady,
Q

kde mnozina {2 mé vyjadrenie 0 <y < z < 7.

Riesenie:

Mnozina € je zrejme oblast pod grafom funkcie y = x na intervale z € [0, 7].
Je to teda elementarna oblast vzhladom na obe stiradnicové osi (samy overte
nakreslenim obrazku :)). Mnozina (2 je teda meratelna. Integrovana funkcia
f(z,y) = Insin(x — y) je definovana a spojita na celom 2 okrem bodu [, 7]
a bodov na priamke y = x patriacich do €. Vo vsetkych tychto bodoch je
f(x,y) neohranic¢ena — utekd do —oo. Celime teda pripadu s nekoneénym
poc¢tom singuldrnych bodov :-/. Vyznamnym pozorovanim je skuto¢nost, ze
funkcia f(x,y) nemeni znamienko na mnozine 2, konkrétne je nekladnéd na
Q2 (v bodoch, v ktorych nie je definovand, unikd do —oo :)). Skisme formdlne
vykonat zdmenu premennych

rT=u, Y=u-—0,

kde u, v st nové integracné premenné. Mnozina (2 sa transformuje na mnozinu
*, ktord mé v rovine uv rovnaku reprezentaciu ako €2 v rovine zy, t.j.,

0<u<nrm
a*
0<v<u
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(samy si pozorne premyslite a nakreslite obrazky oboch mnozin 2 a Q* ;)).
Jakobian uvedenej tranformaécie je

1 —1‘:_17&0

takZe uvedend transformaécia je prostd a regquldrna na celom R?, a teda pre
nas vhodnéa. Pre dvojny integral [ v zadani prikladu potom formdine plati

I // I sinfu — (u — 0)] | J(u, 0)| dudv = // In sin v dudv.

Vsimnime si, Ze podobne ako f(x,y), i funkcia g(u,v) = Insinv je nekladna
na mnozine Q*. Tieto fakty spolu s regularnostou danej transformécie potom
implikuju, ze nevlastné dvojné integraly

// Insin(z — y) dady, // In sin v dudv
Q *

bud obidva konverguji alebo obidva uréito diverguju k —oo. Ak napriklad
f fQ In sin v dudv konverguje, musi nutne konvergovat i transformovany in-
tegral [ .. Insinv dudv a naopak (samy si premyslite :)). To potom znamena,
ze rovnost I = [[,. Insinvdudv plati ,skutoéne“, nielen iba formélne :). A
kedZe premenovanim integra¢nych premennych sa hodnota integralu nement,
dostavame identitu

I= // Insin(z — y) dady = // In sin y dxdy (4)
Q Q

(samy overte; premenné u,v premenujeme na x,y, mnoZzina Q* je potom
totozna s mnozinou 2 :)). Pre posledny dvojny integral teraz uvazujme takato
transforméaciu

T=T—u, Y=T—7.

V tomto pripade sa mnozina () transformuje na mnozinu 2**, ktord méa v
rovine uv vyjadrenie
- 0<ov<m
. 0<u<w '

Nechévame na citatela, aby overil, Ze mnozina Q** mé v rovine uv rovnaki
reprezentaciu ako obraz mnoziny € v stredovej simernosti podla bodu [r, 7]
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(opat samy zakreslite obidve mnoziny §2 a Q** :)). Pre jakobian tejto trans-
formacie plati

-1 0

l’_
10 -1

/

v
Yo
Jednd sa teda opif o prosté a regularne zobrazenie, pricom dvojny integral
[ [ Insiny dzdy nadobudne formalne tvar

I:// lnsin(ﬂ—v)\J(u,v)]dudv:// Insin v dudv

(samy overte ;)). Tato rovnost z podobnych dovodov ako vyssie plati ,na-
ozaj*, nielen formalne (funkcia g(u,v) = Insinv je nekladnd na mnozine **
a teda nevlastné dvojné integraly I a [ fQ** In sin v dudv bud oba konverguju
alebo oba ur¢ito diverguji k —oo :)). Premenovanim integraénych premen-
nych u,v na x,y ziskame formulu

I= // Insiny dzdy, (5)
A

kde mnozina A, ako premenovanie mnoziny 2**, je obraz mnoziny {2 v stre-
dovej sumernosti podla bodu [, 7] (samy overte ;)). Plati teda Q UA = S,
kde S je stvorec [0, w| x [0, 7], a miera mnoziny 2 N A je nulova (samy si
premyslite :)). Kombinaciou identit (4) a (5) potom méme

2[:// lnsinydxdy—i—//lnsinyd:cdy://lnsinyda:dy
Q A S

4

1
I= —// Insinydady ). (6)
2 s

N&s tvodny problém sme teda previedli na stanovenie nevlastného integralu
[/ Insiny dedy. Uvazujme Stvorec

!
J(u,v) = ‘ %

—140.

M, =g, m—¢] x[e, m—¢],

kde pre nejaké dané ¢ € (0, 7). Zrejme M, C S a funkcia h(z,y) = Insiny je
spojité, a teda i Standardne integrovatelnd na M. (samy overte :)). A nakolko
h(x,y) nemeni znamienko na S (je nekladnd), plati

// Insiny dzdy = lim // In sin y dzdy
S e—0t i



i toto si samy premyslite ;)). Pomocou Fubiniho vety postupne mame
y P y

mT—E m™—E
// Insinydzdy = lim {/ In sinydy} dz
S e—=0t Jo €
T—E mT—E& m™—E&
= lim (/ dx) . (/ lnsinydy) = lim (7 —2¢) - </ lnsinydy>
e—0t c c e—0t e

Avsak z Prikladu 12 vieme, Ze plati identita

lim (/ lnsinydy) :/ Insinydy = —m - In 2.
e—0t € 0

Preto napokon dostavame rovnost

// Insinydzdy = lim (7 — 2¢) - lim (/ lnsinydy) = —7%In2,
S e—0t e—0t c

z ktorej ihned pomocou (6) vyplyva findlny vysledok

2
I:// lnsin(ac—y)dxdy:—% In2 ).
Q

Priklad 14
Vysetrime konvergenciu nevlastného trojného integralu

1
I = dxdyd
///Q (22 4 y2 + 22)" re

v zavislosti na redlnom parametri . Mnozina {2 predstavuje uzavretu jed-
notkovu sféru so stredom v bode [0, 0, 0].

Riesenie:
Tento priklad mozno chapat ako doplnok ¢i pokrac¢ovanie Prikladu 6. Postu-
pujeme preto v podobnom duchu. Pre R € (0, 1) uvazujme uzavreté ,medzi-
gulie“ Qp so stredom v bode [0,0,0] a s polomermi R a 1 a trojny integral

1
Ip = - dxdydz.
f ///QR (22 + 32 + 22) Y
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Vypocet integralu Ir je takmer navlas rovnaky ako v Priklade 6. Necha-
vame na ¢iatela, aby overil, Ze pomocou transformaécie do sférickych stradnic
dostaneme vyjadrenie

1
[R:47T-/ pPdp ).
R

Dalej plati

1 - [3—2(1 —  3—2a 2
/p‘“dpz
R

nplk =—InR, a:%

(samy overte :)). Pre trojny integral Ir potom mame

4 (1 __}%3—2a)’ 057£ %7

32«
Ip =
—47mIn R, a = %
Funkcia f(z,y, z) = m je nezdporna na mnozine 2\ {0, 0, 0]}, pricom

bod [0, 0, 0] je zrejme jej singularitou. Preto sta¢i vySetrif limitu limp o+ /g
v zévislosti na mocnine . KedzZe plati

am
3—2a?

a < 2

i, 1n =
—

00, o>

N

)

nevlastny trojny integral I v zadani prikladu konverguje prave vtedy, ked

3 i¢ 1 _ _A4rm
a < 3, pricom v tomto pripade I = 3=7—.

Priklad 15

Dokéazme platnost formul

/7r (sin®t) - (Insint)dt = — (1 — In4),

N

/ (cos®t) - (Insint)dt = —% (1+1n4).
0
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Riesenie:
Obidva integraly v zadani prikladu konverguju absolutne. Ukazeme to po-
mocou limitného porovnavacieho kritéria. Polozme

f(t) == (sin®t) - (Insint), g(t):= (cos’t) - (Insint), h(t):= —Insint

I ::/ (sin®t) - (Insint) dt, J ::/ (cos®t) - (Insint)dt.
0 0

Funkcie f(t) a g(t) s spojité a nekladné na otvorenom intervale (0, ),
pricom v krajnych bodoch t =0 a t = w plati

lim f(t)=0= tlim_ f(), lim g(t) = —oo = lim g¢(t)

t—0+ t—0+ t—m—

(samy overte :)). Z toho ihned vyplyva, Ze integral I konverguje (sprava sa
ako klasicky urcity integral). Dalej funkcia h(t) je nezdporna na (0, ) a

t - 2¢) - (Insint
lim _\g( ) = lim <COS ) ( nsint) = lim cos’t = 1,
t—0+ h(t) -0t —Insint t—0+

t - 2¢) - (Insint
lim M = lim (COS ) ( e ) = lim cos’t = 1.
t—r— h(t) t—sm— —Insint ts—

A kedze v stlade s Prikladom 12 nevlastny integral [ h(t)dt = [ Insintdt
konverguje, podla limitného porovnavacieho kritéria musi absolatne konver-
goval i nevlastny integral [ g(t)dt = J (samy si pozorne premyslite ;)).
Stanovime teraz hodnoty integralov I a J. Z vysledkov Prikladu 12 méame

[—l—Jz/ (sith)-(lnsint)dt—i—/ (cos2t)-(1nsint)dt
0 0

= / (Sin2t + cos? t) (Insint) dt = / Insintdt TR 29,
0 4 0

g

1

Na druhej strane, plati
J—1= / (sin®t) - (Insint) dt — / (cos®t) - (Insint)dt
0 0
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= / (cos®t —sin®t) -(Insint) dt = / (cos2t) - (Insint) dt.
0 N - 0

WV
cos 2t

Obzvlast, posledny integral konverguje. Pomocou integréacie per-partes po-
stupne dostaneme

sin 2¢

5 = sintcost,

u = cos2t, u=

/ (cos2t) - (Insint) dt =
0

v = Insint, v’ = cotgt
= [(sintcost) - (Insint)]§ — / (sintcost) - (cotgt) dt
0

= [(sintcost) - (Insint)]g — / cos? t dt
0
(samy overte :)). Nakolko méme

[sintcostlnsint]j = lim sintcostlnsint — lim sintcostlnsint = 0,
t—m— t—0+

i /1 2 2 in2t]™
/COSQtdt:/ 1dcos2t) . [2t+sin2t]" o«
0 0 2 4 )

(i toto samy overte ;)), ziskame rovnost
J—1= / (cos2t) - (Insint) dt = —g.
0

Pre integraly I a J sme teda odvodili formuly

[+J=—nln2, J—[:—g

Z toho uz hravo zistime, ze

I="(1-ma), J:—£(1+1n4) ).

m
4

30



Priklad 16
N4ajdime hodnotu nevlastného dvojného integralu

J://m@%uﬂdm%
Q

kde integracny obor  ma tvar 2* +y*> < 2zR pre 0 < R < 3.

Riesenie:

Vsimnime si, Ze mnozina ) je vdaka podmienke 0 < R < % podmnozinou
uzavretého jednotkového kruhu so stredom v bode [0, 0] (samy overte nakres-
lenim vhodného obrazku :)). Funkcia f(z,y) = In(z? + y?) je preto nekladnd
a spojita na ©\ {[0, 0]}, pricom lim(, y)—(0,0) f(2,y) = —00, t.j., v bode [0, 0]
mé singularitu. Na vySetrenie nevlastného integralu staci teda uvazovat Iu-
bovolnt postupnost meratelnych mnozin {M,}, ktora sa zmrstuje do bodu
0, 0]. Takouto postupnostou je napriklad

1 1
. 2 2
M, : z°+vy <$, n €N, 7’L>ﬁ

(samy sa presvedcte :)). V tomto pripade je vyhodné pracovat s polarnymi
stradnicami = = pcos p a y = psin . Mnozina Q) \ M,, m4 potom tvar

—arctg V4R?*n? — 1 < p < arctg vV4R?*n? — 1

%Spg 2R cos ¢

Q\ M, :

(samy sa pokiuste overit pomocou vhodného nékresu :)). Pre zjednodusenie
zapisu poloZzme ¢, := arctg v4R?n? — 1. Nésledne mame

Fubini [ " 2Rcosp
I, = // ln(x2 + y2) dedy = / [/ pln p? dp} de.
O\M,, —pn 1/n

Pre vnutorny urcity integral pomocou integracie per-partes postupne plati

2Rcos 2R cos
/ plandp:2-/ plnpdp
1

n 1/n

2(2In p — 1)]7F% 2Inn — 1
=2- [%} :2Zi’2(:os,2<p-(21r12Rcos<,p—1)—1—H2L2
n

1/n
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2lnn —1
= 4R*cos’ ¢ - Incos o + 2R*(2In 2R — 1) cos® p + nr

2n?
(samy overte jednotlivé vypocty :)). Dvojny integral I,, ma potom tvar

2lnn—1
2n? )dap
Pn P
= 432/ cos? ¢ - Incos o dp + 2R*(In4R? — 1)/
on _

2 1 271 "
Cosz@dwu
_ On n

I, = / <4R2 cos? ¢ - Incos ¢ + 2R*(2In 2R — 1) cos® ¢ +
—¥Pn

o 4R?
= 4R2/ cos? ¢ - Incos o dp + R%In (

o (2)
) “(2¢n +8in2¢py,) + ———=
@n © n
Vypocitame teraz limitu lim,, ., I,,. Nechavame na citatela, aby overil, Ze

lim ¢, =

In (”—2>
T
lim arctg V4R?*n? — 1= —, lim =0 )
n—o00 n—o00 2 n—o00 n2
Potom dostavame
g 2

lim I, = 4R? /
n—oo _

Wl

4R
cos? ¢ - Incospdp + R?In (

— )-(2-g+sin2-g>

s

:4R2/ cos2g0‘lncoscpd<p+7rR2ln< R )

Jus
2

Posledny dvojny integral prejde substiticiou ¢ = ¢ + 7 na tvar
5 T
/ / cos? (t — Z) - In cos <t — z) dt
_ 0 2 2

cos? ¢ - Incospdp =
/ sin®t - Insintde R % (1 —1n4)
0

us
2

(samy overte :)). Teda nevlastny dvojny integral I v zadani prikladu konver-
guje s findlnou hodnotou

4R?
I =4R*. % (1—1n4) + 7R*In (—) =27R*InR )
e
(samy overte zaverecny vypocet ;)).
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