Priklady na precvicovanie — plosné integraly,
Gaussova—Ostrogradského a Stokesova integralna veta

Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajme plosny integral prvého druhu

4
[:/<z+2x+§y>d5,

kde plocha o je ¢ast grafu funkcie z = 4 — 2z — %y na elementarnej oblasti

3

Riesenie:
Tedria plosnych integralov ma mnoho analdgii s tedriou krivkovych integ-
radlov. I v tomto pripade musime plochu o vhodne parametrizovat. Nakolko
sa jedna o dvojrozmerny objekt, pracujeme s dvomi parametrami v a v. V
nasom priklade je plocha o ¢astou grafu funkcie dvoch premennych. Preto je
vyhodne zvolit samotné premenné x a y za parametre. Mame teda

r=u, yYy=0v, z2=4-—2u— -,

3

pricom body [u, v] patria do elementérnej oblasti M s vyjadrenim
3
0<u<?2, O§v§3—§u

(vSimnime si anal6giu s krivkovymi integralmi; pri nich parameter ¢ prebie-
hal nejaky jednorozmerny interval, pri plosnych integraloch parametre u, v
prebiehaji nejaki rovinni elementarnu oblast :)). Vektor

r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(w,v)), [u,v] €M,

sa nazyva polohovy vektor plochy o. Je to vektor so zaciatocnym bodom
[0,0,0] a s koncovym bodom na ploche o. Polohovy vektor r(u,v) a ele-
mentarna oblast M udévaji tGplnt informaciou o danej ploche o (tak ako
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polohovy vektor ¢(t) a vhodny interval pre ¢ jednozna¢ne urcovali krivku ¢
:)). Parcidlne derivacie r/,(u,v) a 7} (u,v) predstavuju dva linedrne nezavislé
dotykove vektory plochy o a ich vektorovy stcin

n(u,v) = 7, (u,v) x ), (u,0)

predstavuje normdlovy vektor plochy o v jej danom bode (premyslite si to;
linedrne nezéavislé vektory 7/ (u,v) a 7! (u,v) st smerové vektory dotykovej
roviny ku ploche o v jej danom bode a vektor n(u, v) je pre obidve znamienka
na tuto rovinu kolmy :)). Poznamenajme, Ze pri vypocte plosnych integralov
prvého druhu volba znamienka norméalového vektora m(u,v) nehra ziadnu
tlohu, pretoze sa pracuje iba s jeho absolitnou hodnotou ||n(u,v)||. V nasom
pripade teda mame

r(u,v) = (2, (u,0), g, (u,0), 2 (u,0)) = (1,0, =2),

7, (u,0) = (z,(u,0), Y, (u,0), 2,(u,0)) = (0, 1, =4/3),

i § Kk
n(u,v) =7r (u,v) x r (u,v) =1 0 =2
0 1 —4/3

4
=2 it g gt lk=(2,4/31),

(a0} = \/22+ (2) v

(vektory %, j a k tvoria kanonick bazu euklidovského priestoru E?). Plosny
integral v zadani prikladu teraz prepiSeme na (Riemannov) dvojny integral s
integracnymi premennymi v a v a s oborom integracie M. Plati

4 4 4+/61
I:// 4—2u—-v+2u+-v -||n(u,v)||dudv:// dudwv.
M 3 3 ~~ - M 3
ds

N J/

~
z+2m+% Yy



Vzniknuty dvojny integral uz hravo vypocitame pomocou Fubiniho vety pre-
pisom na dvojnasobny integral (samy overte detaily vypoctu :))

[:/02 [/Hu%adv] du:@-/j(?)—gu)duzél\/a ).

0

Priklad 2
Stanovme plosny integral prvého druhu

I:/zdS,

pozdlz plochy o s parametrick§m vyjadrenim

r=wucosv, y=usinv, z=uv, (u,v)e€]0,1]x]0,2x].

Riesenie:
V tomto pripade uz mame dant parametrizaciu plochy o. Jej polohovy vektor
r(u,v) mé preto tvar

r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) = (ucosv, usinv, v).

Uréime normdlovy vektor n(u,v) plochy o a jeho velkost, t.j.,

7!, (u,v) = (cosv, sinv, 0), rl (u,v) = (—usinv, ucosv, 1),
i ik
n(u,v) = rl,(u,v) x vl (u,v) =| cosv sinv 0 | = (sinv, —cosv, u),
—usinv wucosv 1

[n(u,v)|| = /(sinv)? + (= cosv)2 + u2 = V1 + u?.

Po dosadeni do zadania prikladu dostdvame pre hladany integral I vyjadrenie

1 27
[:// v-v1+u2dudv:/ {/ v-v1+u2dv]du
[0,1]x[0,27] 0 0
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2w

2 1
/\/l—l—u2 [2} du:27r2-/ V1 +u?du.
0

Posledny urcity integral vypocitame napriklad metédou per-partes

0

L ‘=1, ¢=V1+u? 1 ! 2
/ Vita@du=]" q/ u :[le—ku?] —/ — L du
0 =U ¢ = e o Jo v1+u?

—ﬁ—/ ﬁdu—\/_ /_lj%u)du

11+ 2

1
1
/0 NGy A ewrh

1 1
:\/§+/ —du—/\/1+u2du.
o V1+u? 0

Z poslednej rovnosti teda vyplyva

1 1
1
2-/ \/1—i—u2du:\/§—i—/ ——du
0 o V14 u?

=2+

Ale z Matematickej analyzy I vieme, Ze

/ mdu—[ln(zﬂrmﬂ In (1+v2)

(samy overte ;)), preto mame

1
2-/ \/1+u2du:\/§+ln<1+\/§>,
0
a nasledne pre integral I v zadani prikladu plati

:7T2-[\/§+1n<1+\/§>] ).



Priklad 3
Uréme obsah plochy, ktora je éastou grafu funkcie z = 22 4 y? nachadzaju-
ceho sa vo vnitri valca 22 + y? = 1.

Riesenie:
Toto je jedna zo zakladnych aplikacii plosného integralu prvého druhu. Ak
o je po castiach hladka plocha definovana na rovinnej oblasti M, potom pre

jej obsah plati
S = / ds.

V nasom pripade ma plocha o parametrické vyjadrenie
r=u, Y=0, z:u2+1)2,

pricom body [u, v] prebiehaji vnttrom kruznice M : u?+v? = 1 (samy si to
dobre premyslite a nakreslite vhodny obrazok; rovinna oblast M je priemet
plochy o do roviny zy :)). Polohovy vektor 7(u,v) plochy o ma potom tvar

r(u,v) = (u, v, u®+v?),
pricom postupne dostavame

r(u,v) = (1, 0, 2u), r. (u,v) = (0, 1, 2v),

1 3 k
n(u,v) =7 (u,v) Xl (u,v) =1 0 2u |=(-2u, —2v, 1),
01 2v
In(u,v)| = V4u? + 4% + 1.

Vyuzitim vysSie uvedeného vzorca pre hladany obsah mame
S = // Vau? + 4v? 4+ 1 dudv.
M

V poslednom dvojnom integrale sa ukazuje vyhodné pouzif transforméciu do
polarnych sturadnic, konkrétne

U= pcosy, v=psiney.



V nasom pripade 0 < ¢ <27 a 0 < p <1 (samy si premyslite ;)), a teda

1

27 1 2
S:/ [/ \/4p2+1-pdp] dgpz/ {% (4p2+1)3} dp
0 0 0

0

5v5—1 /Q’T 5v5 — 1 7 (5v/5—1)
= — dp=—-+— 2= —— —2% ).
12 0 12 6

Priklad 4
Pomocou plogného integralu prvého druhu odvodme vzorec na vypocet po-
vrchu gule s polomerom R.

Riesenie:
Pre jednoduchost uvazujme gulovi plochu o so stredom v bode [0, 0, 0], t.j.

? +y*+ 2" = R
Plocha ¢ ma napriklad parametrické vyjadrenie
x = Rcosusinv, y= Rsinusinv, z= Rcosv, (u,v) € [0,27n] x [0,7]

(parametre u, v predstavuju sférické suradnice ¢, 6, samy si to dobre pre-
myslite ;)). Pre polohovy a normélovy vektor r(u,v) a n(u,v) plochy o teda
dostavame vyjadrenia

r(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv),

7!, (u,v) = (—Rsinusinv, Rcosusinv, 0),

7! (u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, —Rsinv),

i j k
n(u,v) =7, (u,v) x r/,(u,v) = | —Rsinusinv Rcosusinv 0
Rcosucosv Rsinucosv —Rsinv

2 2

= (=R%cosusin?v, —R?*sinusin®v, —R?sinvcosv),

| (u,v)|| = VR4 cos? usin® v + R*sin® usin® v + R4sin? vcos? v = R sinv
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(samy overte detaily vypoc¢tov :)). Podla predchédzajiceho prikladu bude
mat potom hladany vzorec pre povrch danej gule tvar

27 ™
S:/dS:// RQSiHUdUdU:RQ-/ [/ sinvdv} du
o [0,27] x[0,7] 0 0
27

2T
—RQ-/ [—cosv]gdu—RQ-/ 2du:2R2-[u]§”:47rR2 ).
0 0

Priklad 5
Vypocitajme plosny integral druhého druhu

I:/(:L‘,y,z)-dS,

kde o je cast grafu funkcie z = xy + 1 na Stvorci [0, 1] x [0, 1] orientovana
tak, Ze jej normdlovy vektor zviera s vektorom k = (0,0, 1) ostry uhol.

Riesenie:

Pri vypocte plosnych integralov druhého druhu postupujeme podobne ako pri
plo$nych integraloch prvého typu, avSak v tomto pripade musime zohladnit
i orientdciu plochy o. Orientovat plochu o znamenda dopredu zvolif jednu z
jej dvoch stran, pricom tato volba sa realizuje pomocou vyberu jedného z
normalovych vektorov n(u,v) = +r! (u,v) x v} (u,v). Konkrétne, ak o je
jednoducha, hladka a orientovana plocha s normalovym vektorom n(u,v) a
r(u,v) je nejaka jej parametrizacia, potom v pripade rovnosti

n(u,v) = +7r) (u,v) x rl (u,v) pre kazdé [u,v] € M

hovorime, Ze dana plocha o je orientovana suhlasne s paramaterizaciou r(u, v).
V opacom pripade, t.j., ak n(u,v) = =7/ (u,v) x 7!, (u,v), je plocha o orien-
tované nesthlasne s danou parametrizaciou r(u,v). V nasom priklade méa
plocha ¢ napriklad parametrizaciu

r=u, y=v, z=uw+1, (u,v)€]|0,1]x[0,1],

teda jej polohovy vektor r(u,v) spliia

r(u,v) = (u, v, uv+1) pre kazdé (u,v) € [0, 1] x [0, 1].
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Dalej postupne dostévame

rl(u,v) = (1, 0, v), 7 (u,v)=(0, 1, u),

=+(—v, —u, 1).

=)
SIS

()
n(u,v) = 7] (u,v) x vl (u,v) ==+ 1
0

Plocha o je podla zadania prikladu orientovana tak, aby uhol vektorov n(u, v)
a k bol ostry. Pomocou analytickej geometrie je tento fakt ekvivalentny s tym,
ze ich skalarny sucin n(u,v)-k je kladny (samy si dobre premyslite :)). Kedze

n(u,v) -k ==+(-v, —u, 1)-(0, 0, 1) = %1,
vidime, Ze normalovy vektor m(u,v) musi spliiat
n(u,v) = +(—v, —u, 1) pre kazdé (u,v) € [0,1] x [0, 1].

Predpisana orientacia plochy o je teda sithlasna so zvolenou parametrizaciou
r(u,v). Teraz modzeme, podobne ako pri plosnom integréle prvého druhu,
previest integral I v zadani prikladu na dvojny integral. Postupne plati

I= // (u, v, uv + 1) : n(u,v) dudv
[0,1]x[0,1] skalarny sucin
(z,9,2) ds

17l
:// (u, v, v + 1) - (—v, —u, l)dudv:/ [/ (l—uv)dv} du
[0,1]x[0,1] 0 0
1 271 1 271
=[] = [ (=P a=u-g] =3 o
0 2 |, 0 2 1), 1

Priklad 6
Pre R > 0 ur¢me plosny integral druhého druhu

I= /(z — R)*dzdy,



kde o je ¢ast gulovej plochy
x2+y2+z2 =2zR, R<z<2R,
orientovanej normalou von.
Riesenie:
Plocha o je zrejme castou grafu funkcie
z2=R+4+\/R?>— 22—y

na kruhu M : 2? + y*> < R? (samy overte pomocou vhodného obrizka ;)).
Budeme preto pracovat s parametrizaciou

r=u, y=v, z=R+VR2—u®—-21% J|u,v]e M.
Pre prislusny norméalovy vektor n(u,v) plochy o potom méame
i g k

Yo % v
0 1 Jm=or

u v
- :i: 9 9 1
(\/RQ—UQ—UQ VRZ — 2 — 2 )
(samy si premyslite :)). Nakolko podla zadania prikladu plocha o (resp. celd

uzavretd gulova plocha) je orientovand norméalou von, ten spravny normalovy
vektor je

() = (

U v
\/R2—u2—v27 \/R2—u2—v27

1) pre kazdé [u,v] € M

(i toto si samy dobre premyslite pomocou vhodného obrazka ;)). Plosny in-
tegral v zadani prikladu je uvedeny v alternativnom vyjadreni, pri ktorom
sa vektor dS chape v zmysle

dS = (dydz, dzdz, dzdy)
a integrované vektorova funkcia f(z,y, z) mé tvar
fz,y,2) = (0, 0, (= — R)?).
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Pri prepise integralu I na dvojny integral s integra¢nymi premennymi u, v sa
potom symbol dzdy pomocou vyssie uvedenych vypoctov nahradzuje

orientacia plochy o
~ =

dxdy ~ + v

dudv = dudv

/ /
u v
/ /
u (2

jakobidn transformaécie [u,v]—[z,y]

(je to podobné ako pri transformdcii dvojného integralu do novych integrac-
nych premennych, samy si dobre premyslite :)). Teda

I = // (R* — u* — v?) dudv.
M\—’_/
(2—R)?

Ziskany dvojny integral vypocitame napriklad pomocou transformécie do
polarnych sturadnic

u=pcosp, v=psing, (p,¢p)€]l0,R]x][0,2n]

(samy overte :)). Napokon postupne dostédvame

([ o

(samy overte detaily vypoctu :)).

Priklad 7
Pomocou plosného integréalu druhého druhu odvodme vzorec na vypocet ob-
jemu vnutra elipsoidu s polosami a, b, c > 0.

Riesenie:
Pri rieSeni tohto prikladu vyuzivame nasledujicu vlastnost plosného integralu
druhého druhu. Ak o je jednoducha, uzavreta, po Castiach hladka plocha,
orientovana normalou von, potom hodnota

1
V= g-/[:tdydz—l—ydzdx—l-zdwdy]
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vyjadruje objem vnutra plochy o. V nasom pripade uvazujme pre jednodu-
chost elipsoid ¢ so stredom v bode [0,0,0] a s polosami na stradnicovych
osiach, t.j.,
2 2 2
x Y z
; + b—2 + C_2 =1.

Jeho vhodné parametrické vyjadrenie mé napriklad tvar
r=a-cosusinv, x=>b-sinusinv, z=c-cosv, (u,v) € [0,2n]x [0,7]

(samy si premyslite, Ze parametre u, v znamenaju sférické siuradnice ¢, 0 :)).
Pre normélovy vektor n(u,v) plochy ¢ potom mame

. (] J k
T 7 k

n(u,v) ==+ 2, vy, 2, |==2x| —a-sinusinv b-cosusinv 0
/ / /
'CC’U y'U Z'U

a-cosucosv b-sinucosv —c-sinv

=+ (—bc .cosusin®v, —ac-sinusin®v, —ab - sinwv cos v) .

Nakolko pre v = 0 a v = 7/2 je n(0,7/2) = £(—bc,0,0) a bc > 0, spravny
normalovy vektor, orientovany von z vnutra plochy o je

n(u,v) = — (—bc -cosusin®v, —ac-sinusin®v, —ab - sin v cos v)

(samy si velmi dobre premyslite :)). Na zékladne tohto poznatku potom plati

P b ) .
-cosusinv b-sinucosv
dydz ~ — y}‘ yf dudv = — . dudv
2, 2, 0 —c-sinwv
= be - cos usin® v dudw,
z, z, 0 —c-sinv
dzdz ~ —| 7% 7V |dudv = — . . dudv
xl —a -sinusinv @ - cosucosv
= ac - sin usin® v dudv,
/ / : :
xx —a -sinusinv @ - cosucosv
dedy ~ —| ) 7 |dudv = — . . dudv
Y, Yo b-cosusinv b-sinucosv
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= ab - sinv cos v dudwv.

Dosadenim do vyssie uvedeného vzorca pre objem vnutra plochy o dostaneme

V=-. // [abc - cosZ usin® v + abe - sin® usin® v + abe - sin v cos? U} dudv
[0,27] x[0,7]

27 s
= abc // sinv dudv = a—bc {/ sinvdv] du
[0,271) x[0,7] 3 Jo 0

b 2m 2ab 2m 4
= [—cosv]g du = a C'/ du = = -wabc ).
5 ), 3 o 3

Priklad 8
Pomocou Gaussovej—Ostrogradského integralnej vety vypocitajme plosny in-
tegral druhého druhu
/fx% S,

kde vektorové funkcia f(z,y, z) = (22, y?, 2?) a plocha o je hranica kocky
M :[0,a] x [0,a] x [0,a], a >0,
orientovana normalou von.

Riesenie:
Gaussova—Ostrogradského integralna veta je vyznamnym tvrdenim s pocet-
nymi aplikdciami najmi vo fyzike. Vyjadruje suvislost medzi plosnym in-
tegralom druhého druhu pozdlZ uzavretej plochy a trojnym integralom cez
vnutro tejto plochy. Konkrétne, ak o je jednoducha, uzavreta, po castiach

hladké plocha, orientovand normélou von a funkcie P(z,y,z2), Q(x,y,z),
R(z,y,2), BP(g;y,Z)’ BQ(gily,Z) a aR(;;y,Z)
chou ¢ a jej vnutrom, potom plati

su spojité na oblasti M tvorenej plo-

[ 1P e + Qo 2) oo + R(w, 1) dody
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_ OP(x,y,2)  0Q(z,y,2) OR(z,y,2)
= ///M ( o + ay + 9, ) dxdydz.

Posledna identita sa obvykle pise v kompaktnejsom tvare

/U Fy,2) - dS = / / /M div f(z,y, =) dadydz,

kde f(z,y,2) = (P(x,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) a skalarna funkcia

OP(x,y, 2) N 0Q(x,y, 2) N OR(z,y, 2)

sa nazyva divergencia vektorového pola f(x,y, z). V nasom pripade mame

P(x7 y? Z) = I27 Q(x7 y? Z) = y27 R(x7y7 'Z) = 227

OP(z,vy,2) o 0Q(z,y,2) _9y OR(z,y, z)
ox dy 0z
Vsetky tieto funkcie st spojité vo vnutri i na hranici kocky M v zadani
prikladu, pricom dan plocha o zrejme spliia vietky predpoklady Gaussovej—
Ostrogradského vety (samy overte :)). Pre hladany integral I potom plati

I:///M(2a:+2y+22)dxdydz:2-/0a an [/Oa(x+y+z)dx] dy] dz.

Postupnym vypoc¢tom dostavame

a a .%'2 a a a (12
I:2-/ [/ {—kxy—kxz] dy]dz:2-/ {/ <+ay+az)dy]dz
0 o L2 0 0 0 2

a a2 y2 a a 22 a
:2‘/ y-—+a-—+azy dz:2~/ (a3+a2z)dz:2~ az4a?- | =3a.
0 2 2 0 0 2 |,

= 2z.

Priklad 9
Vyuzitim Stokesovej integralnej vety stanovme krivkovy integral druhého

druhu
]:/f(:c,y,z)-dr,
©
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kde vektorova funkcia f(z,y, z) ma tvar
a trajektoria krivky ¢ je obvod rovinného trojuholnika ABC' s vrcholmi
A=a, 0,0, B=10,a,0], C=10,0,a] a>0,

orientovany v smere A - B — C.

Riesenie:

V tomto priklade ilustrujeme dal$ie vyznamné tvrdenie s vyrazne fyzikalnym
uplatnenim. Stokesova integralna veta ukazuje, ako mozno krivkovy integ-
ral druhého druhu pozdlz uzavretej (priestorovej) krivky transformovat na
plosny integral druhého druhu cez plochu, ktorej okrajom je dana krivka. Na
jej formuléciu je nutné zaviest dva pojmy. Hovorime, Ze plocha o s poloho-
vim vektorom 7(u,v), [u,v] € M C R? je hladkd druhého rddu ak funkcie
" (u,v), " (u,v), v (u,v) a " (u,v) st spojité na mnozine M. Dalej po-
vieme, Ze uzavreta orientovanda krivka ¢ leziaca na orientovanej ploche o je s
touto plochou suhlasne orientovand, ak plati tzv. pravidlo pravej ruky — ak
palec pravej ruky ukazuje v smere normalového vektora plochy o, urcujiceho
jej orientaciu, potom ostatné prsty pravej ruky ukazuji v smere orientacie
krivky ¢ (samy si premyslite na vhodnom priklade :)). No a Stokesova integ-
ralna veta potom hovori, ze ak o je jednoducha, po castiach hladka plocha
druhého radu a krivka ¢ je jej s nou suthlasne orientovany okraj, a funkcie
P(z,y,2), Q(z,y, 2), R(x,y, 2), %—lyj, %—]:, %—f, g—g, g—f a %—]; st spojité na ploche
o, potom plati rovnost

[ 1Py.2) 4o+ QGa.y.2) dy + R(w.y.2) d
%)
B OR 0Q oP OR 0Q 0P
—/U [(8_3/ E) dydz + (% %) dzdz + (% 8_y> dmdy} )
Této identita sa zvykne pisat v tvare
/f(l’,y72) dr = /I‘Otf(l’,y,Z) dSa
© o

kde f(z,y,2) = (P(x,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) a vektorova funkcia

Sy (090 0P _on g op
g Y 2= oy 0z 0z Ox’ Or Oy
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sa oznacuje ako rotdcia vektorového pola f(x,y, z). V nasom pripade krivka
¢ lezi v rovine z +y + z = a (samy overte :)). Za plochu o zvolime ¢ast tejto
roviny, ktora je ohranic¢ena krivkou ¢, t.j., vnutro trojuholnika ABC'. Plocha
o potom mé parametrické vyjadrenie

r=u, y=v, z=a—u—v, [uv] €M,
kde M je rovinna oblast dand nerovnostami
0<u<a, 0<Zv<a—u
(samy si premyslite pomocou vhodného obrazka ;)). Dalej mame

r(u,v) = (u, v, a —u—v), 7 (u,v)=(1, 0, =1), 7 (u,v)=(0, 1, —1),

i § k
n(u,v) ==+ 1 0 -1 |==(1, 1, 1).
01 -1

V sulade s predpokladmi Stokesovej integralnej vety plochu o orientujeme
stihlasne s orientaciou krivky ¢. Nechavame na ¢itatela, aby si premyslel, ze
to odpovedd vyberu normalového vektora n(u,v) = +(1, 1, 1) :). Plocha o
je zrejme hladkou druhého radu (samy overte :)) a funkcie

P(w,y,z):x(z—y), Q(l’,y72)=y(l'—2), R(m,y,z)zz(y—x),

op __ob_ o 0Q__o@_  OR__ OR_
oy g: 8.V ar Y ar T dy

st spojité na ploche o. Pre krivkovy integral I v zadani prikladu teda plati

z

[:/(z+y, r+z, y+x)-dS.

(.

~~

Prepisom na dvojny integral s integra¢nymi prememnnymi u, v dostaneme

I:// (a —u, a—v, u+v)- n(u,v) dudv:2a-// dudv
M ~— M

(1,1,1)

:2a-/0a [/O“dv] du:2a~/0a(a—u)du:2a- [—@K:a?
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Priklad 10
Vyuzitim Stokesovej integralnej vety vypocitajme plosny integral druhého
druhu

I = /rotf(x,y,z)-dS,

kde vektorova funkcia f(z,y,2) = (y?, zy, zz) a plocha o je ¢ast gulovej
plochy 22 + y? + 22 = 1, z > 1, orientovana tak, Ze jej normalovy vektor n
ma nezapornu z-ovd suradnicu.

Riesenie:
V tomto priklade aplikujeme Stokesovu integralnu vetu opacne — plosny in-
tegréal prevedieme na krivkovy :). Nakolko

rot f(z,y,2) = (0, —z, —y),

funkcie f(z,y, z) arot f(z,y, z) st spojité na ploche o (samy overte :)). Ok-
rem toho plocha o je hladkd druhého radu (i toto si samy premyslite :)). Jej
okrajom je zrejme kruznica ¢ : x? + y* = 1 (v rovine xy). Predpokladajtc
kladnti orientaciu krivky ¢, v stilade so zadanim prikladu bude plocha o si-
hlasne orientovana s krivkou ¢ (samy overte ;)). Podla Stokesovej integralnej
vety ma potom plosny integral I vyjadrenie

= . = 2 .
1 [pf(x,y, z) - dr /O(y , xy, xz) - dr.

Aby sme stanovili vzniknuty krivkovy integral, parametrizujeme krivku ¢,
avSak ako krivku v R3, t.j.,

x(t) =cost, y(t)=sint, =z(t)=0, te]0,2n]

(samy si dobre premyslite :)). Tato parametrizacia je sthlasnd s kladnou
orientaciou krivky (. Dalej mame

2'(t) = —sint, y'(t) =cost, Z'(t)=0 = ¢'(t)=(—sint, cost, 0).

Napokon dostéavame

2
I:/ (sin¢, costsint, 0)-(—sint, cost, 0)dt
0
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27 27
:/ (—sin® ¢ + cos® tsint) dt:/ (2cos®t — 1) - sint dt
0 0

U = Cost .
=| du= —sint-dt :/(1—u2)du:0 )
0~1 2r~1 '

(samy si premyslite tieto vypocty ;)). Ak sa niekomu zda pouZité substiticia
nekorektna a podozriva, moze overit tento alternativny vypocet

2w 2m 2m
/ (2cos2t—1)~sintdt:2-/ cos2tsintdt—/ sint dt
0 0 0

3t 27
=2- [—COS } —[~costi"=0 ).
3 1o

Priklad 11
Rozhodnime, ¢i krivkovy integral druhého druhu

/ [(82% — 3yz +2)dx + (3y* — 3vz +Iny + 1) dy + (32% — 3xy + 1) dz]
)

zévisi na integracnej ceste o v oblasti Q = {[z,y, 2] € R3, y > 0}. V pripade
zapornej odpovede najdime hodnotu

[1,1,1]
I= / [(31‘2 —3yz+2)dz+ (3y? —3zz+1Iny +1)dy + (322 — 3zy + 1) dz] .
[0,1,0]

Riesenie:
Pomocou Greenovej integralnej vety sa dd odvodit kritérium nezavislosti
krivkového integralu druhého druhu na integracnej ceste v jednoducho stuvis-
lej rovinnej oblasti. Podobne, Stokesova integralna veta (ako zovSeobecnenie
Greenovej vety :)), poskytuje kritérium na nezavislost krivkového integralu
druhého druhu na integra¢nej ceste ¢ v jednoducho stvislej oblasti Q C R3.
Konkrétne, spojito diferencovatelné vektorové pole

f(x,y,2) = (P(x,y,2), Qz,y,2), R(z,y,>2))

17



je potencidlové v jednoducho stvislej oblasti Q C R3 prave vtedy, ked plati

OR 0Q 0P OR 0@Q 0P ,
e = — —_ = — k \/d Q
oy 0z 0z 9Ox’ 0Oxr Oy pre kazdé [z, y, 2] €

(v reci vyssie zavedenych objektov posledné identity znamenaju, Ze rotacia
pola f(z,y, 2) spliia rot f(x,y, z) = 0 na celom §2; vektorové pole f(z,y, z) s
touto vlastnostou sa preto niekedy oznacuje aj terminom nevirové v oblasti
2:)). V nasom pripade mame

P=3z>-3yz+2, Q=3y"—-3zz+Iny+1, R=32>—-3zy+1,
R,=-3r=@Q, P,=-3y=~R, Q,=-3:=F,

a oblast € je jednoducho suvisla (samy overte :)). Preto vektorové pole
f = (P,Q, R) je potencidlové v oblasti 2, a teda krivkovy integral v za-
dani prikladu nezavisi na integracnej ceste ¢ v ). Najdeme teraz potencial
tohto pola, t.j., skalarnu funkciu V(z, v, 2) spliiajticu

V=P, V;=Q, V=R naQ.
Integraciou prvej rovnosti podla premennej  dostaneme
V(eg2) = [ Ploy.s)do = [(302 = 3y +2)do = o8 — 3ayz + 20+ Clo.2),

kde neznama funkcia C(y, z) predstavuje ,integra¢ni konstantu®. Spéatnym
vypoctom parcidlnych derivicii V) a V] mame

=3z + Cy(y,2) = Qz,y,2) = 3y —3zz+lny+1

U
_ 2
Cyy,2) = 3y” +1Iny + 1,

—3xy + Cl(y,2) = R(z,y,2) = 32> — 3oy + 1

4
Cl(y,z) =322+ 1.
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Trojrozmerny problém sme teda pretransformovali na dvojrozmerny — mame
najst potencidl C(y, z) pre dvojicu funkcii 3y? + Iny + 1 a 322 + 1 :). Plati

Cy,z) = /(3y2 +Iny+1)dy =¢* +ylny + D(2),
kde funkcia D(z) je integracna konstanta. Potom
D'(2)=3*+1 = D(R)=2"+z+K, KEeR
Hladany potencidl V (x,y, z) vektorového pola f(x,y, z) ma teda tvar
V(z,y,2) =2 +y* +2* = 3zyz + 20 +ylny + 2+ K, K cR.
Napokon, pre hodnotu integralu I v druhej casti zadania prikladu dostaneme
I=v(1,1,1)-V(0,1,0) =38+ K)— (1+ K) =2.

Poznamenajme, Ze pre kmerovu funkciu V' (z,y, z) sa da odvodit i explicitna
formula. Nechédvame na Citatela, aby overil, Ze pre pevny bod [z, Yo, o] je
skalarna funkcia

T y z
Viw,y,2) = / P(t, yo, 7o) dt + / O, t, 20) dt + / R(z,y, ) dt
Yo

o 20

potencial vektorového pola f(x,y, z) splitajici V (xo, yo, 20) = 0 (derivovanim
danych integralov podla parametrov z, y, z a vyuzitim faktu, ze pole f(z,y, 2)
je potencidlové, najdite parcidlne derivicie funkcie V(x,y,z) ;)). V nasom
pripade poloZiac [xg, yo, 20] = [0, 1,0] mame

x Yy z
V(w,y,z):/ (3t2+2)dt+/ (3t2+1nt+1)dt+/ (3t — 3zy + 1) dt
0 1 0
= [t* +2t]; + [t* + tInt] + [t* — 3wyt +t]
=’ +2r+ vy +ylny —1+2° —3zyz+ 2

=2+ +2° —3zyz +2r +ylny+2 -1 ).
Potom [ = V(1,1,1) — V(0,1,0) =2 — 0 = 2.
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