Piiklady zde uvedené jsou vybrdny at p¥imo, nebo nepiimo z knihy [1], [2] a z piikladi ze
stranek VUT. Dalsi ptiklady byly ziskany v nejriznéjsich zdrojich a mnoho dalsich piikladu je
autorskym dilem.

K uvedenym vysledkum mohou vést i jiné nez zde uvedené postupy a doporucujeme feseni
piikladu pouzivat spiSe ke kontrole postupu. Obecné plati, ze nejlépe si lze osvojit probirané
ucivo aktivnim pocitanim a tato feSeni tak slouzi spise ke kontrole.

Ve vypoctech se mohou nachézet chyby numerické chyby, postupy vypoctu by vSak mély byt
v poradku. V piipadé nesrovnalosti se nevahejte ozvat.
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1 Dvojny integral

Necht M = [a,b] x [c,d] a funkce f je na mnoziné M spojitd, potom plati

//Mfdzdy/ab/cdfdydx/Cd/abfda:dy.

Prevedeme tak dvojny integral na dvojnasobny.
Pokud F(z,y) = f(x)g(y), kde f, g jsou spojité funkce a M = [a, b] X [c, d], potom plati ze

b d
// Fdxdy:/ fdac/ gdy.
M a c

Necht funkce f je spojitd na mnoziné
M = {[z,ylla <z < b,g(x) <y < h(z)},

kde funkce g, h jsou spojité na intervalu [a, b]. Potom plat{

b ph(z)
// fdxdy :/ / fdydx
M a Jg(z)

Nebo pokud je funkce f je spojitd na mnoziné

M ={[z,yllc <y <d,g(y) <y < h(y)},

kde funkce g, h jsou spojité na intervalu [c, d]. Potom plat{

d rh(y)
// fdzdy z/ / fdzdy
M c Jg(y)

I zde timto postupem prevedeme tak dvojny integral dvojnasobny.
Je-li funkce f integrovatelnd na mnozinach M a N, pak plati ze

= e o

Jsou-li funkce f, g integrovatelné na mnoziné M potom plati

/ Af + Bgdxdy = A// fdxdy + B// gdxdy,
M M M

kde A, B jsou konstanty.
Jsou-li funkce f, g integrovatelné na mnoziné M a pokud plati na M ze f < g, pak také plati

/ fdxdy < // gdxdy
M M

ze



Pi. 1 Vypoctéte dvojny integral

// dzdy,
M

Jedna se 0 obdélnik o obsahu S = 3. Navic plati, ze je-li f(z,y) = 1, poté je [[,, f(z,y)dxdy = S.
Mnozina M je tvorena obdélnikem, snadno tak prevedeme integral

//Mdzdy:[/fdmdy:/lz/;dydz=/12 [y]gdx=/12(6—3)dx:3[x]§=3.

Vidime tedy, ze vysledek odpovida.

kde M = [1,2] x [3,6].



Pi. 2 Vypoctéte dvojny integral

// dzdy,
M

Vidime, Ze muzeme snadno integral pfevést pomoci Fubiniho véty, nebot rozsahy méme dané.
Vykreslime-li si vSsak mnozinu M, vidime ze lze M popsat ze druhé strany.

kde M = [1,2] x [2, —z + 7).

Vidime, ze z pohledu osy y je mnozina tvofena obdélnikem a trojihelnikem. Obdélnik je na
ose y tvofen rozsahem [2,5] a na intervalu [5, 6] se horni omezen{ zméni a mame zde trojihelnik.
Pomoci Fubiniho véty tedy prevedeme integral na dvojndsobny

5 2 6 p—y+7 2 p—z+7 2
// dxdy://dxdy—i—// 2// dydxz/(?—x—2)dx:
M 2 J1 5 J1 1 J2 1
272

= [mﬂ —10-2+5-1/2=13,5
1



Pi. 3 Vypoctéte dvojny integral
// dzdy,
M
kde M je ddna ohranicenymix =0,z =1, y=2>+1,y =2 — 1.

Snadno vidime, Ze na intervalu [0,1] je 22 + 1 > 2 — 1. Snadno tedy méame rozsah 0 < x < 1,
r—1 <y < 2?+1. Hned mizeme piepsat integrdl na dvojnasobny. Vykreslime-li si mnozinu M

vidime, ze muzeme pievést integral také druhym zpusobem. Z pohledu osy y se ndm na intervalu
[—1,0] jednd o trojihelnik, na intervalu [0,1] se jednd o ¢tverec a na intervalu [1,2] se zmén{
dolni ohraniceni na parabolu. Pfevedeme tedy pocitany integral na dvojnasobny

0 py+1 1,1 2,1 1 pz?41
// dxdy:/ / dxder/ / dzdy + / dxdy:/ / dydx =
M —1Jo o Jo 1 Jyy=1 0 Jaz—1
1 2

3 ' 9_.34112 11
=/(m2—|—1—x—|—1)dm: T 4o _2osHi2
0 3 2 0

6 6



Pi. 4 Vypoctéte dvojny integral

// dzdy,
M

kde M je ddna ohranicenymi y?> =z, 1 < x < 3.
Vidime, Ze ohrani¢eni y? = = ddvé obvyklou parabolu pouze se zaménénymi proménnymi. Rozsah

1 <z < 3 nam z této paraboly vysekne pas, ktery je zdola ohrani¢en dolnim ramenem paraboly
a shora hornim ramenem paraboly. Prevedeme tedy pocitany integral na dvojnasobny

//dedyz/lg/_\zdydx:/lsm/%dx: [Qéﬁtzz(m—l)




Pi. 5 Vypoctéte dvojny integral

// dzdy,
M

kde M je ddna ohranicengmiy < 2%, y < —x+2,y >0, z > 0.

Najdeme nejprve priisecik funkei y = 22 a y = —z + 2. Dostdvame tak skrze rovnost z2 =y =
—x + 2 polynom 2% + 2 — 2 = (2 + 2)(x — 1) = 0. Nebot se pohybujeme na kladné poloose,
hledanym prusecikem je bod [1,1]. Pruseciky kfivek s osou z pak snadno nalezneme jako body
[0,0] a [2,0]. Na intervalu [0, 1] vidime, ze 22 < —z+2. Na intervalu [1, 2] plat{ nerovnost naopak.
Jinde nés situace nezajima, nebot jinde neni splnéna podminka 0 < y < —x + 2, nebo podminka
x> 0.

Kiivky muzeme také vykreslit na obrazku spolu s uvazovanymi mnozinami

18

—7

Z téchto tvah vidime, ze mnozinu muzeme zapsat dvéma zpusoby, kde jednim dostaneme dva
integraly, nebot dojde ke zméné hornfho ohrani¢eni. Druhym zptisobem pak vidime, Ze dostaneme
jen jeden integral. Nyni pfevedeme pocitany integral na dvojnésobny

1 pz? 2 p—z42 1 p—y+2
// d:z:dy:// dydx-l-// dydx:// dzdy =
M 0o Jo 1 Jo o Jyy
1

2 2 Yo 3412-4 7
=/(—y+2—\/§)dy= Loy SV =S
0 2 3 o 6 6




Pi. 6 Vypoctéte dvojny integral
/ / dzdy,
M
kde M je ddna ohranicengmi y > 2%, y < —x +2, x > 0.

Prisecik kiivek y = 2% a y = —2+2 jsme nalezli jiz v piedchozim pifkladé. Mizeme tedy prevést
pocitany integrél na dvojnésobny

1

Lo p-e+2 ! 3 g2 243-12 -7
// d:cdyz// dydx:/x2—|—x—2dx=[x+x—2x] S
M 0 x2 0 3 2 0 6 6



Pi. 7 Vypoctéte dvojny integral
/ / dzdy,
M
kde M je ddna ohranicenymi y®> =z, y =z — 2.

Nejdifve spoéitdme priiseéiky obou kiivek, tj. y> = ¢ = y + 2 a tedy hleddme koieny 0 =
y? —y—2=(y—2)(y+1). Priseciky jsou tedy body [1, —1] a [4,2]. Vykreslenim kiivek vidime
situaci jako

Vidime, ze postupujeme-li po ose x, méni se horni ohraniceni i dolni ohraniceni. Postupujeme-li
po ose y, zustavaji horni a dolni ohraniceni stejné. Dostaneme tedy

1 VT 4 T 2 yt2 2
// dxdy:// dydx—l—// dydxz/ / dxdyz/ (y+2—y2)dy:
M 0 J—yz 1 Jax—2 —1Jy? -1
4

2 312
1 1 12+424-16—-3—-12+2
_{ywy_y] 4, 8 1 5, 1 124 6-3-12+2 7
1

2 3 SotiT3 Ty ATy 6 6

10



Pi. 8 Vypoctéte dvojny integrdl

// dzdy,
M

kde M je ddna ohranicengymiy > x, y < 6 — 22, x < 0.

Nalezneme nejdifve priseciky kiivek y = 2 a y = 6 — 22. Hleddme koteny 0 = 22 + 2 — 6 =
(x+3)(x—2). Nebot vsak z < 0, podminky spliiuje pouze prusecik [—3, —3]. Spolu s ohrani¢enim
z <0 je tedy —3 < x < 0. Vidime, ze horni ohraniceni je tvofeno kiivkou y = 6 — 22 a dolni
y = x, nebot pro x € [-3,0] platf x < 6 — 22. Situaci si mizeme také vykreslit

Muzeme tedy prevést pocitany integrdl na dvojnasobny

0 66—z 0 B 2210
// dxdy:/ / dydwz/ G—xz—mdm:[ﬁx————] =
M —3Jx -3 3 _3
27

9 9
= —1 - = _09_ _
8+3 73 5

11



Pi. 9 Vypoctéte dvojny integral

// dzdy,
M

kde M je ddna ohranicenymiy <e*+1, —2<x <1,y > —2.

Nebot na intervalu [—2, 1] spliiuje funkce e” +1 > 0 > —2, mdme na intervalu jasné dané hornf i
dolni ohraniceni. Pfevedeme pocitany integral na dvojnasobny

1 -2 1
// dzdy = / / dydz = / e’ +3dx = [e° —|—3x]1_2 =
M —2Jer 41 -2

=el'43—e246=e—e"249

12



Pi. 10 Preved’te dvojnij integrdl na dvojndsobny

// dzdy,
M

kde M je ddna ohranicengmi x> + y?> < 4, y > /3.

Nejprve nalezneme pruseciky kiivek y = 3z a x2? + y2 = 4 fesfme rovnici 22 + 322 = 4 coz
dévé fesenf x = +1. Mame tak priseciky [~1,—/3] a [1,v/3]. Z rovnice kruznice vyjadifme
y = +v4 — 22. Vidime, ze intervalu [—2, —1] je —v4 — 22 >> v/3z uz jen z podstaty kruznice
a pifmky. Na intervalu [—1, 1] se pak tato nerovnost obraci. Celou situaci muzeme vykreslit na
obrazku

Dostédvame integral
1 ) 1 pVd—z?
// dady = / / dydz + / =
M —2 JA—z? - 3

1 x
V3 ry/V3 2 py/4—y?
:/ / dmdy—i—/ / dxdy
_\/g _ /4_y2 \/g _ /4_y2

13



Pi. 11 Preved’te dvojnyj integrdl na dvojndsobny

// dzdy,
M

kde M je ddna ohranicengmi x> +y* <1, y > |z|.

Nalezneme priseciky kiivek 22 +y? = 1 a y = |x|. Dosazenfm ziskdme, Ze hleddme Fesen{ rovnice
222 =1, coz je x = +1/4/2 a tudiz y = 1/4/2. Na intervalu daném rozsahem x = 41/v/2 vidime,
ze absolutni hodnota m4 mensi funkéni hodnoty nez je kruznice dand x? +y? < 1. Staéf si dosadit
x = 0. Dostaneme tak

1/vV2  pV/1-2? 0 V1—2? 1/V2 pV/1—2?
// dxdy:/ / dydx:/ / dydx—i—/ / dydz.
M -1/v2 J|z| —-1/V2J -z 0 x

Z pohledu osy y vak vidime, ze se nam v bodé y = 1/v/2 mén{ horni i dolni ohraniceni. Na inter-
valu [0, 1/4/2] jsme vymezeni trojihelnikem danym z absolutni hodnoty a na intervalu [1/v/2,1]
pak useknutou ¢asti kruznice. Mizeme tedy vyjadiit z kruznice 22 + 32 = 1 proménnou z vzhle-
dem k y a dostaneme integrél také jako

1/V2 py 1 \/ 1—9y2
// dxdy:/ / dxdy—i—/ / dxdy.
M 0 —y 1/\/5 —/1—y2

14



Pt. 12 Spoctéte [[,, daxdy, kde M je ddna skrze x +y =4, x +y =12 a y* = 2.

Nejprve nalezneme pruseciky ohranic¢ujicich funkei. Piimky x+y = 4 a x4y = 12 jsou rovnobézné,
nemaji tedy zadny prisecik. Priseéik kiivek z +y = 12 a y?> = 2z dostaneme skrze kofeny
polynomu 0 = y? + 2y — 24 = (y + 6)(y — 4) coz d4ava pruseéiky [18,—6] a [8,4]. Pritseéik kiivek
r+y =4 ay? =2z je obdobné ddn skrze kofeny polynomu 0 = (y + 4)(y — 2). Priseéiky jsou
[8, —4] a [2,2]. Musime si pouze rozmyslet kterd funkce ma vétsi funkéni hodnoty a kterd mensi.
To muzeme zjistit analyticky nebo také graficky z obrazku

Dostavame tak integral

8 rV2z 18 pl2—z
// daedy = / / dydx Jr/ / dydx =
M 2 Ja—g 8 -2z

8 18
:/ \/2x+xf4d:c+/ 12 — 2z +V2zxdx =
2 8

8 18
2v2z3 22 2 2923
= 4 120 — — =
l 3 + B x| + x 3 + 3
2 8
260 o . 23 - 26106
= 425 9% T 4 64120—2-3V 42332420 - =
7+ 3 T6+ + + 3 3

15



Pt. 13 Spoctéte [[,, ydady, kde M je dina skrze 2> —y+2 =0, z+y—4=0.

Nejprve spocteme priisecik obou kiivek. Dostavame polynom z2+2—2 = (x+2)(z—1). Priseciky
jsou tedy [—2,6] a [1,3]. Vsimneme si, Ze na intervalu —2 < z < 1 je 22 + 2 < 4 — x. Stad si
dosadit néjaky bod, napiiklad z = 0 a uvazit, ze vzhledem k pruse¢ikiim musi byt tato nerovnost
splnéna vSude. Dostavame takto integral

1 pd—z 1 274-=x 1 2 2 2
4—z)?— 2
// ydxdy:/ / ydydm:/ [y} dx:/ -z (@ +2) dz =
M -2 Jx242 -2 2 242 —92 2

L 1g _ 2 _ (4 2 119 qn_a.2 .4
:/ 16 — 8z + 2° — (2* + 4z +4)dx:/ 12 — 8z — 3z LA

3 5] 11 32 162
=6z 22" - - " =6-2—-——F+124+8-4— " =—"=
{x T 10}2 2 10T 10~ 10

16



Pi. 14 Spoctéte
// ev dzdy,
M
kde M je ddna skrze x =0, y =1,y =2, y?> = .
Vidime, Ze na intervalu 1 <y < 2 je 0 < < 92 jiz ze zapisu. Obdobné miizme pievést integral z

pohledu osy y, pokud si vSimneme, ze vysekdvame pas pod parabolou a v jistém okamziku musi
dojit ke zméné dolni hranice. Stac¢i si vSe vykreslit. Po¢itame integral

. 2 py? . 12 4 2
// ev dedy = / / ev dedy = / / ev dydx —|—/ / ev dydx.
M 1 Jo o J1 1 Jyz

Vybereme si vhodny integral k dalsimu vypocétu a méme

. 2 v, 2 217 2
// eidwdy:/ / eidxdy:/ [yei} dy:/ yeVdy =
M 1 Jo 1 0 1
2

= [yeyﬁf/ eVdy =2e? —el —e? el =e?.
1

17



Pi. 15 Spoctéte

/ / zy?dzdy,
M

kde M je ddna skrze x> +y?> <1, x+y > 1.

VyS8etfovanou mnozinu si muzeme vykreslit

Vidime tedy Ze vySetfovans mnozina je stejné z pohledu osy x stejné jako z pohledu osy y nebot
je mnozina symetrickd pfes osu y = x. Pfevedeme integral

1 pV1—22 1 \/1—y2
// rydady :/ / ry?dydz z/ / ry?dydz.
M 0 Ji-=z 0 Jl-y

Vybereme si vhodny integral k dalsimu vypoctu a mame

1 py/1-y2 1 p21ViY
// zy?dady = / / zy?dady = / e [] dy =
M 0 1—y 0 2 1-y

=y = (1—y)?
5

1 4 1
3 4 Y Y 1
= P S O N
/Oy vy {4 5}0 20

18



Pi. 16 Spoctéte

/ / z?ydzdy,
M

kde M je ddna skrzex =1, x =4, y= -2, y = 3.

VySetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitame

//:L’ydxdyf// :zzydydx*/ 2dx/ ydy =
M

[ [p?]? _64-1 9-4 105
_31272 32 2

19



Pi. 17 Spocteéte

2
// 1y ——dady,

kde M je ddna skrzex =0, x=1,y=0, y = 1.

Vysetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitdme

// 11,7 ——dzdy = / / 11,7 ——dzdy = / / 1+ 2dydx—
de/ = {} arct
/0 Ti g2 dy = |3 0[ gyly =

w\H

20



Pi. 18 Spoctéte
// vrzydzdy,
M

kde M je ddna skrze 0 < x <2, 0<y <3.

VySetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitame

//Mmdxdyfozfogmdydx/:ﬁdz/og\/gdy
el

3 3 9 3
0

21



Pi. 19 Spoctéte

// sin(2z + y)dxdy,
M

kde M je ddna skrze 0 < x <m, w/4 <y <.

VySetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitame

// sin(2z + y)dzdy = / / sin(2z + y)dydz = / [— cos(2z + y)]:/4 dr =
M 0

:/ —cos(2x + ) + cos(2x + 7 /4)dx =
0

[— sin(2z 4 7) + sin(2z + 7r/4)} : _

2
_ - sin(37) + sin(2pi 4+ 7 /4) + sin(w) — sin(7/4) _
2
_ - sin(m) + sin(w/4) + sin(7) — sin(7/4) _o
2

Obdobné muzeme pocitat

// sin(2z + y)dzdy = / sin(2x + y)dzdy
M /4

= / / sin 2x cos y + cos 2z sin ydydx =
0

:/ sin2xdx/ cosydy+/ cos 2xdx/ sin ydy
0 /4 0 w/4

22



Pi. 20 Spoctéte

// x cos ydxdy,
M

kde M je ddna skrze 1 <ax <2, —w/2 <y < 7/2.

VySetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitame

2 /2 2 m/2
// xcosydxdy:/ / xcosydydx:/ xdx/ cosydy =
M 1 —m/2 1 —m/2
912

= 5| a2, = § /2 —sin—r/2)) = ssin(r/2) = 3

23



Pi. 21 Spoctéte
// e¥ +2xdxdy,
M
kde M je ddana skrzey <z <1,0<y <1.

Omezeni méame jiz zadané ve spravném tvaru. Proto snadno pirevedeme dojny integral na dvojnasobny
a pocitame

11 1
// e¥ +2zxdady = / / e¥ +2zxdady = / [x e¥ —|—x2] ! dy =
M 0o Jy 0 Y

/0<1—y>ey+1—ydyz[(l—y)ey]o+/o

1+e-1+4+1 L 4
“14e— Il —e—=
3 3

1

1
eydy+[y—] =
3 0

24
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Pi. 22 Spoctéte plochu ohranicenou krivkamiy =e*, y=e %, x = —4 a x = 4.

Plochu spocitame jednoduse integralem jedné proménné, nebo pro procviceni skrze dvojny

integral. Pocitdme Vime, ze kiivky y = e, y = e~ se protinaji v bodé [0,1] a na = > 0 je
e” > e % apro x < 0 je tomu presné naopak. Poc¢itame

0 e ” 4 pe”
S:// ldxdy:/ / dydx—l—// dydzx =
M —4 Je* 0 e~
4 pe” 4 4
:2/ / dydx:2/ ez—e_xdx:2[e”+e_x]0:
0 e~ 0

1
2(e4+e42>

Kiivky muzeme také vykreslit

25



P#. 23 Spoctéte plochu ohranicenou krivkamiy =0, y =cosz, x =0 a x = 7/2.
Plochu spocitdme jednoduse integralem jedné proménné, nebo pro procviceni skrze dvojny in-

tegral. Vime, ze na intervalu [0,7/2] je 0 < cosz. Snadno tak pievedeme dvojny integral na
dvojnasobny a pocitame

w/2 pcosz w/2
S = // 1dzdy :/ / dydz :/ coszdr = [sinx]g/2 =1
M 0 0 0

26



Pi. 24 Spoctéte

// x — ydzdy,
M

kde M je ddna skrzey =1 — 22, 2y =« + 1.
Nejdifve nalezneme priseéiky kiivek skrze rovnici 2—2z2 = 241, coz vede na polynom 2z2 4z —1
a hledané priseciky jsou [—1,0] a [1/2,3/4]. Pro —1 < z < 1 je ZEL <1 — 22, staef vie ovérit

dosazenim x = 0 a uvdzenim, ze mame znamé pruseciky a mezi nimi se nemuze nerovnost zménit
vzhledem ke spojitosti. Poc¢itdme

1/2 pl—a? 1/2
// zfydxdy*/ / xfydydxf {xy]
M

:/1/2 ey I+z+(+ d
g

—1 e 2 - 2 o

2 ot 1/2+/1/2—1+2x2—x4—x2—x+x2+2x+1d
= -_— — x:

2 4, ), 2 8
11 1+1+ z 2 2P £5+£3+x2+x 1/2_
T8 260 274 2 4 6 10 8 |,
_8-1-82416  [-9r 304500 o V2 _1gy
= 26 24 10 , 960

27



Pi#. 25 Spoététe plochu ohranicenou kiivkamix +y =1, x +y =2, y = x/2, y = 2z.

Ve vsech ptipadech se jednd o piimky, ty maji vzdy jen jeden spoleé¢ny bod. Kiivky x +y = 1,
z +y = 2 jsou rovnobézné, proto nemaji zadny prunik. Piimky y = /2, y = 2z maji o¢ividné
prunik v bodé [0,0]. Dals{ pruniky pak dopoc¢itame jako

zty=1ny="2 - 2,}’
2 13" 3]

12
I"i’y:lﬂy:Q‘T‘)_g,g_,
rty=2Ny=> - é)%)
2 13 3]
r+y=2Ny=2x — g,é
_3 3_

Pocitdme tedy integrél

w0l

(AN

% 2x 4 2—x
S = / / dydz —|—/ / dydx =
§ e -
3 3z
:/ 3x—1dx+/ 2— —dx =
1 2 2

3

35(}2 % 3.,1/,2%
:{‘”C] *[2‘”‘4 =

ol

Uvazovand mnozina M vypada jako

28



Pi. 26 Spoctéte plochu ohranicenou kiivkami xy =4, y = 4, 22 =2y, = 0.

Vzhledem ke komplikovanéjsi souhie kiivek plochu nejsnaze analyzujeme, pokud si ji vykreslime.

N

Vidime, ze chceme nalézt nékolik pruseciku, jsou to pruseciky kiivek xy = 4, y = 4, coz ndm
dava bod [1,4] a priisecik kiivek zy = 4, 2% = 2y, coz ndm dosazenim dava rovnost 2° = 8 a
tedy bod [2,2]. Plochu tedy vyjddifme jako

Lo 2 r3 2 V2Zy 4 4
S:/ /2 dydw—i—/ /2 dydm:/ / dydx—I—/ / dydx
0 Jz2 1 Jz2 o Jo 2 Jo

Pocitame jeden z integrali a mame

0 2

1 8 1
=4——-+4In2——-+-=4In2
6+ n 6+6 n24

=5
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Pi. 27 Spoctéte integrdl ffM xydady, kde M je ohranicend kiivkami y = 4 — x, y? = 2z.

Nalezneme priinik kiivek skrze 0 = y? + 2y — 8 = (y + 4)(y — 2) coz dévd body [2,2] a [8, —4].
Na intervalu —4 < y < 2 plati y; <z <4 —y. Pocitdme tedy integral

2 Ay 2 214
i " o2
M 1) 4 L2 ]

2 2 4 2 3 5

16 -8y +y° vy Yoy

=/ y(— dy = Sy—4y2+3—§dy=
—4 —4
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P¥. 28 Spoctéte integrdl [[,, xy® e*t¥ dady, kde M je [0,2] x [0,1].

Vysetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitdme
2 1 2 1
// zy? e dedy = / / zy? "M dyds = / xe” d:c/ yreVdy =
M o Jo 0 0
) 2 L 1
= [ze”] 7/0 e dx + [yzey]o 7/0 2yeYdy =

1
:262—e2+1+e—[2yey](1)+/ 2eVdy =
0

=e?41+e—2e+4+2e—-2=e>+e—1
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P¥. 29 Spoctéte integrdl [[,, xy® e™ dady, kde M je [0,2] x [0, 1].

Vysetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitdme

2 1
// zy? e dady = / x/ y? e dydz =
M 0 0

2 2 xy 2y ™Y 2 %Y 1
0 0

x 2 3
2 2e* 2
= -t 52
0 x x

Avsak integral [ %dx jednoduse spocitat neumime. Zkusime pocitat integral jinym zpusobem.

! T 2 |
// zy? e dady = / y? { ezy] — 2 / —e"Wdady =
M 0 Y 0 oY

1 1
2y—1
:|:y 62y+y:| _/ erdy:
2 0 0
1, 1 W10 1, 3 1,
2e—|—+2 {2 ]0 e+2 e”+
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Pi. 30 Zameénte integracni meze v integralu

1/vV2 pv/1—22
/ / dydz.
0 T

Vidime, ze M je ohranicena nerovnostmi 0 < z < 1/ V2 a kiivkami 2 < y < V1 — 22. Nejdiive
se pokusime namalovat mnozinu M, pfes kterou je integrovano.

Z prvniho ohraniceni vidime volbou 0 < y = < 1/v/2. Ze druhého ohraniceni y = /1 — 22

dostavame y = V1 —22 < V1-02 =1a1/vV2 = /1 - (1/\/5)2 < v/1—22 = y. Nakonec

nezapomeneme na podminku 0 < z < y. Celkem tedy mame

o [ 1 /192
/ / dzdy + / / dzdy.
0 0 o5 /0
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Pi. 31 Zameénte integracni meze v integralu

0 /0
/ / dzdy.
—2 y2 74

Vidime, Ze integrovand mmnozina je ohrani¢ena kiivkami y? —4 < 2 < 0, pro -2 < y < 0.
Vykreslime si tuto mnozinu na obrazku

|

Vidime, ze se jedna o ¢ast paraboly, snadno zaménime potradi z a y odmocnénim jako y =
+v/4 + 2. Navic je-li —2 <y < 0 je —4 < y? — 4 < 0 éfmz ziskdvame rozsah pro x € [—4,0].

Dostavame
0 /0
/ / dydz.
—4 J—\/4+=x
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Pi. 32 Zameénte integracni meze v integralu
2 In(y+1)
/ / dzdy.
0 yln \/ﬁ
Vidime, Ze integrovans mnozina je ohrani¢ena kiivkami z = yIn+/3, = In(y+1), pro 0 < y < 2.

Navic plati yInv/3 < 2 < In(y + 1). Vykreslime si celou situaci pro jistotu s upraveny méfitkem
na osach r a y

Také vidime, ze kiivky maji dva pruseciky, presnéji body [0, 0] a [In 3, 2], které snadno ziskdme,
nebot zndme jiz ze zadani rozsah pro y.
Prevedeme nerovnosti y < 1ng:/§ ay > e®—1. Navic dosazenim z = yInv/3 < 2Inv/3 = In3

a0=0Ilnv3 < ylny3 = z dostdvame ohrani¢eni pro z. Stejné ohraniceni dostaneme pokud
uvazime druhou hranici z = In(y 4 1). Celkem tak mdme
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Pi. 33 Zameénte integracni meze v integralu

0 Va—z2 1 Va—x?
/ / dydzx + / / dydx.
—2.Jo 0 3z

Nejsndze vyresime tikol, pokud si celou situaci namalujeme. Pro —2 <2 < 0je 0 <y < v4 — 2
al0<z<1je V3z < y < v/1— x2. Dostdvame situaci

Vidime, ze musfme ur¢it prinik kiivek y = v/3x a 22 +y? = 4. Ziskdvime dosazenim 4z2 = 4
a tedy 2 = +1. Nebot je viak y > 0, dostavame priisecik [1,/3]. Dostdvame integraly

V3 V3 1 \/4—y?
/ / dady + / / dady.
0 —\/4—y? V3 J—y/4—y2

36



Pi. 34 Vypoctéte integrdl [[,, zydady, kde M je ohranicend
e rovnicemi x =0,z =A, y=0, y = B.
e omezenim 4x2 + y2 < 4.

V prvnim pfipadé pocéitame jednoduse

A B A B 2 A 2+ B AQB2
R S YR N
M 0o Jo 0 0 21, 12], 4

Vidime, ze omezeni 422412 < 4 tvoii elipsu se stfedem v po¢dtku a s poloosami rovnobéznymi
s osami z a y. Fixujeme-li y = 0, dostdvame ohraniceni 22 < 1 a tedy —1 < 2 < 1. Dostavame
integral

1 Va—4zx2 1 y2 4—4x2
// rydrdy = / / zydydx = / x [] de =
M —1J—V4—4z? —1 2| _yitae

1 2 2 1
4—42* —(4—-4
:/ T 2" —( m)dx:/ 0dz =0

—1 2 —1
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Pi. 35 Vypoctéte integrdl [[,, 2xy 4+ 1dxdy, kde M je ohranicend v =0, x =2,y =0, y = 2,
y=1—-2,y=3—=x.

Vzhledem ke komplikované situaci zacneme vypocet vykreslenim omezeni. Mame

%

Rohy étverce do mnoziny nespadajf, nebotf chceme mnozinu, kterd je ohraniéena viemi kiivkami.
Najdeme pruseciky, které lezi na hranicich zkoumané mnoziny. Z obrazku nebo dopoé¢tem ziskame
body [0, 1], [0, 2], [0,1], [2,1], [0, 2] a [1, 2]. Vidime, Ze doln{ nebo horn{ ohrani¢en{ se mén{ v téchto

bodech. Poéitame integral
1 g2 2 3z
// 2zy + 1dzdy = / / 2zy + 1dydz + / / 2zy + 1dydz =
M 0 Ji-=z 1 Jo
! 2 2 3—x
:/ [xy2+yh_wdx+/ [:cy2+y]0 dr =
0 1

2
/ 4+ 2 —2(1 — 22 + 22 )—1—|—xdm+/ z(9 — 62 +2?) +3 — zdr =
1
2

2 4 92 4 1.2

1
x 223 =z
2 27— —_— = — — =2 — +3r— —| =
{x+x +3 4}0+{2 x+4+x21
=8+

OJH\D
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Pi. 36 Zamente integracni meze v integralu

/ab /: f(z,y)dyde.

Z integralu hned vidime, 7e a < x < b, a < y < x. Nebot z < b, je také y < x < b a tedy
a <y <b. Navic podminka y < z < b udava i ohraniceni pro x. Dostavame

/ab /:f(x,y)dydx: /ab /ybf(a:,y)dxdy.
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Pi. 37 Zameénte integracni meze v integralu

/01 /j f(z,y)dyda.

7 integralu hned vidime, z2e 0 < x <1 a 3 < y < 22. Pfevedeme-li nerovnosti v a3 < y < x?
mame /y < x az < ¢y coz nAm dava ohraniCeni pro x. Vidime také, ze pro 0 < z < 1 je

0 < 23 <y < 22 < 1. Odsud mame ohraniéeni pro y jako 0 < y < 1.

[ = [ /ff oy
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Pi. 38 Zameénte integracni meze v integrdlu

e

1 _c—ly+%
/ / f(z,y)dzdy.
0 ey

e

Z integralu hned vidime, ze 0 <y < lae¥ <z < —
pokud si situaci vykreslime.

2 . ’ . . Z.
7Y + ;= Nejsndze situaci pochopime,

e —

Musime nalézt pruseciky lezici na okrajich mnoziny. Prvni dva ziskdme snadno z exponencidly
a jsou to body [1,0] a [1,e]. Posledn{ pruse¢ik ziskdme jako bod [%, 0]. Vidime, ze v integrélu
dojde ke zméné horntho ohrani¢eni a to v bodé [1,e]. Prvn{ kiivku « = e¥ zaménime snadno na
y = Inz. Druhou pfimku pak prevedeme na y = e —<=

- L2. Dostavame integraly
e rlnz % e—c=ly
/ / f(z,y)dydz + / / [z, y)dyd
1 0 e 0
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Pi. 39 Zameénte integracni meze v integralu

1 V2z—z2
/ / f(z,y)dydz.
0 x2

Z integralu hned vidime, ze 0 < 2 < 1 a 22 < y < /22 — 22. Funkce f(x) = /22 — 22 nabyva
hodnot f(0) = 0a f(1) = 1. Vyjddifme z kiivky y = v22 — 22 a hned ziskdme y? = 1—1+2z—22.
Upravou na ¢tverec tedy mdme x = 1 — /1 — y2. Dostdvdme integral

/01 /;fi/ﬁ f(z,y)dzdy
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Pi. 40 Zameénte integracni meze v integralu

/01 /Cj f(z,y)dzdy.

7 integralu hned vidime, ze 0 < y < 1 a e¥ < x < e. Prvn{ omezeni pro z je ddno z vyjadieni
1 =¢" <e¥ <z < e. Druhé omezeni ziskdme z nerovnosti ¥ < z coz vede na y < Inx. Spolu s
podminkou 0 < y prevedeme integral na

/1C /Olnf f(z,y)dyda.
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Pi. 41 Zameénte integracni meze v integralu

2 V2z—z2
/ / f(z,y)dydz.
1 2—x

Z integralu hned vidime, ze 1 <z <2 a2 —x <y < v2x — 22. Kfivka y = V22 — 22 je tvofena
casti kruznice se stfedem posunutym mimo pocatek. Umocnénim a dpravou na Ctverec ziskdme
jeji vyjadient jako (x — 1) + % = 1. Omezen{ pak tvoif hornf pilkruznici. P¥fmka y = 2 — x ma
s kruznici dva pruseéiky a dosazenim ziskdme, ze jsou to body [1,1] a [2,0]. Vykreslime situaci

Toto vede na integral

/01 /21+Mf(m,y)dxdy.

)
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Pi. 42 Zameénte integracni meze v integralu

/04 /:ﬁf(x, y)dydz.

Z integralu hned vidime, 7e 0 < z < 4 a z < y < 24/z. Pi{mo odsud plyne horn{ ohrani¢en{ pro x

2
z nerovnosti x < y. Z druhé podminky y < 2\/z mame %4- < x a tedy ziskdme dolni ohranicen.
Z omezeni 0 < x < 4 mdme rovnéz 0 < z < y < 2y/z < 4. MuZeme prevést integral

/04 /; f(z,y)dxdy.
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Pi. 43 Zameénte integracni meze v integralu

2 Viz—z2
/ / f(z,y)dydz.
0 x

7 integralu hned vidime, ze 0 < z < 2 a x < y < V4dx — 22. Kfivka y = V4x — 22 je casti
kruznice. Muzeme tedy prevést x = 2 &+ /4 — y2. Navic plati 0 < z < y < vdx — 22 < 2. Mame

tedy integral
2 ry
f(z,y)dzdy.
/O /2—\/4—‘7;2 ( )
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Pi. 44 Zamente integracni meze v integralu

/01 /\;21} f(z,y)dzdy.

Z integrélu hned vidime, ze 0 <y <la /y <2 <3-2y Mdme hned 0 < \/y <o <3-2y < 3.
Krivky © = \/y, * = 3 — 2y nezacinaji ve stejném bodé, jsou monoténni a maji sviij priunik v
bodé [1, 1]. Situaci si muzeme pro jistotu vykreslit

T~

Dostavame integral

/01 /0932 f(x,y)dyda:—i—/l?)/ogf f(z,y)dydx.
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Pi. 45 Zameénte integracni meze v integralu

ln(y+1
/ / (z,y)dady.
Inv3

Z integralu hned vidime, ze 0 < y < 2aylnv/3 < z < In(y+1). Kiivky z = yInv3 ax = In(y+1)
maji prunik v bodech [0, 0] a [In 3, 2], coz odpovidé rozsahu na ose y. Z téchto pruseciku vidime,
7e 0 <z <1In3. Kfivku = In(y + 1) pFepiSeme jako y = e* —1. Mame tedy integral

In3 ln
/ / (z,y)dydz.

VySetfovand mnozina ma tvar
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Pi. 46 Zamente integracni meze v integralu

1 145 4 14y
/ / f(z,y)dedy + / / dzdy.
0 Ji—yy 1 Jy—1

V prvnim integralu méame omezeni 0 < y < 1 a1l — VY <ax <14/ Ve druhém integralu
plati 1 <y <4ay—1<x <1+ /y. Celou situaci nejsnaze pojmeme, pokud si vSe vykreslime.
Krivka © = 1 £ \/y je posunuté parabola dand vyjadienim y = (z — 1)?. Druhd kiivka je pak
piimka y = = + 1.

Dopocteme priseciky kiivky x = 1 — /gy a x = y — 1 coz je bod [0,1]. Druhy prisecik kiivek
r=1+,/yaxr=y—1jebod [3,4]. Mame integral

3 x+1
/ / f(z,y)dydx
0 J(z—1)2

Tohoto 1ze dosdhnout i opatrnou dedukei z nerovnosti. Z nerovnosti 1 — /y <z < 1+ /y
ziskdme, 7e y > (z — 1)? a z nerovnosti y — 1 < 2 mdme y < x + 1.
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Pi. A7 Zamente integracni meze v integrdlu

3 ry 4 24—y
/ / f(z,y)dedy + / / f(z,y)dxdy.
0 Jo—yi—y 3 Jo—i—y

V prvnim integralu mame omezeni 0 < y < 3 a2 —+/4—y <z < y. Ve druhém integrilu
plati 3 <y <4a2—-+4i—-y <z <2+ /44—y Podminku z = 2 £ /4 — y piepieme jako
y =4 — (z — 2)? pro lepsf porozuméni a snazsf vykresleni. Priseciky kiivek y = 4 — (x — 2)? a
y = x jsou body [0,0] a [3, 3]. Situaci si nyni vykreslime

Dostavame hned integral
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Pi. 48 Zameénte integracni meze v integralu

/ 2 [ s+ [ 4 / * f(z,y)dady.

V prvnim integralu méame omezeni 1 <y <2 al <z <y. Ve druhém integralu plati 2 <y < 4
a 4 < x < 2. Jiz z nerovnosti lze usuzovat, ze se patrné jednd o ¢tyithelnik. Snadno vykreslime
piimky vymezuji mnozinu a ziskame graf s upravenymi osami

Pruseciky piimek ziskdme z obrdzku nebo dopoctem jako [1,1], [2,4], [1,2] a [2,2]. Timto

prevedeme
2 2z
/ / f(z,y)dydz.
1 x
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Pi. 49 Odhadnéte hodnotu integrdalu

/ / eV dady,
M

Vzhledem k vlastnostem funkce e* muzeme pievést integral do tvaru

/ e dx/ eV dy.
0 -7

Nebot nevime jak se vypofddat s integrovanou funkei, nahradime podle vzorce

kde M je [0, 7] x [—m,7].

¢imz dostaneme

/Fi 2nd$/ 1 Qny:
n=0 ™ 0

n=

i/” e -

oo 1 2n4+1 77 2
x2”dx =2 Z gy =
n! = n! [2n+1],

2
2n+1
=2
(T;) n! 2n + 1)

Nyni bychom potiebovali spocitat tuto fadu. Nejdiiv bychom chtéli ovérit, zda tato fada vubec
konverguje, vyuzijeme podilové kritérium.

) mint3 (2n + 1)n! _ w2(2n + 1)
lim =lim ——————=0
n—oo (n+ 1)I(2n+3) w2ntl n—oo (n+ 1)(2n + 3)

Nebot je limita mensi nez jedna, fada diverguje. Pokud bychom tedy chtéli odhadnout jeji soucet,
muZzeme spocitat dostatetny pocet clent k jeho aproximaci. Také muzeme fadu odhadnout jako

1 7.‘.2n+1 7T2n+1 2 2 9 on2
(Sair) (50—l e

n=0
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Pi. 50 Spoctéte integrdl

// sin ery SINE +Y) 4.4y,
M

Budeme-li chtit spocitat tento integral, vSimneme si nejdiive, ze funkce

kde M = [—1,1]2.

sint
t2

je licha. Proto plati
/ / Smx+ydazdy—‘ t=—x
(x4 y)? §=—
//sm —t—) 1)dt(— ds—/ / —smt+sdtd //SlntJrsdtd _
t—s t+s t+s)2

Obdobnou situaci ziskdame pro

/ /smo:erdzdy_ // smt+sdtd8
(x 4+ y)? (t+ s)2

Dohromady tak méame, ze
// sin 3:—|—y —— 5 dazdy =0

I pro dvojné integraly vidime, ze je-li funkce spravné ,licha“, integral pfes symetrickou mnozinu
je nulovy.
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Pi. 51 Odhadnéte integrdl

1
// sin(x +y + )dfz:dy,
T+y+1

Budeme se chtit vypotradat s komplikovanou integrovanou funkci, zavedeme tedy

kde M = [0,1)2.

sinx = i 7(_1)71 x2ntl
— (2n+1)! ’

kterou 1ze pouzit na celém R. Dostavame integral

— (=D)" (z+y+1)2H! // . B
// Z2n+1. Tty +l dzdy = 2:2 T (z+y+1)""dady =
1 OO n
/ / (a:+y+ 1)?"dxdy

Samoziejmé se musime zamyslet, zda muzeme nahradit integrovani a sumaci. K tomu staci, ze
. oo (=" 2n . . - o . - ixs ST
fada ) W(m +y + 1)*" konverguje stejnomérné. Muzeme vsak ohrani¢it na mnoziné M

@i

1 2n

(x+y+1)*" 7(271—&—1)

Pouzijeme podilové kritérium, kterym ziskdme, ze fada % je konvergentni. Dle Weier-
strassova kritéria tedy rada konverguje stejnomérné. Mame

> oo // 2 o~ _(=D" /1 (x +y+ 1>
12" dedy = _
Z; 2n4—1 (@ +y+ 1) dedy = 2;(2n4—U!() mr1 Y

oo N n 1
E:@n+%gn+lﬂé(y+m%ﬂ’(y+U%+Hy

n=0
D S VN (VRS TR i
=+ + 1) 2042 2n+2 |,
_ io: (—1)77, (32n+2 _ 22n+2 _ 22n+2 + 12n+2) —
— (2n+2)(2n+1)(2n + 1)!
. - (71)”‘ 2n42 2n+3
772(271—&—1)(2714—2)! (8 2 +1)

Nyni bychom ovéfili, ze fada konverguje. Toho bychom opét dosdhli pomoci podilového kritéria a
absolutni konvergence. Se¢teme-li dostateény pocet ¢lenil, ziskdme odhad naseho souétu. Nebot
je fada alternujici, staci poté najit ¢len mensi, nez je nase pfresnost abychom ziskali odhad souctu.
Také muzeme zkusit secist celou fadu pomoci rozvoje funkce sin x.
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Pi. 52 Z definice ukazte, Ze integral

//M zdady = (d —¢) /ab zdz,

Mnozina M je tvorena obdélnikem. Zvolime tedy ekvidistantni délen{ x; intervalu [a,b] a ekvi-
distantni délen{ y; intervalu [c,d], kde ¢ = 0...n a g = a, T, = b, Yo = ¢, Yy, = d. Nésledné
zavedeme

kde M = [a,b] x [c,d].

M; j = sup{f(z,y)|x € [ri—1,z:],y € [yj—1,y;]} = sup{z|r € [xi_1, 23]} = M;,
m;; = inf{f(z,y)|z € [zi—1, 2],y € [yj—1,y;]} = inf{z|z € [z;—1, 2;]} = m,.

Potom dostaneme

S(n) =D M (i — 1)y — yj—1),
i=1 j=0

s(n) = Z Zmi,j(mi —xi—1)(Y; — Yj-1)-
i=1 j=0

Avsak vsimneme si, Ze muzeme vytknout

S(n) = Z M;(z; — ;1) Z(yj —yj—1) | = |teleskopicky princip| =
i=1 j=1
=Y (M —zi1)(d—¢)) = (d =) Y Mi(w; — ;1)
=1 i=0

Obdobné vyjadieni ziskdme také pro s(n). Nebot je funkce f(x,y) = x spojitd na M je zde také
integrovatelna a

zdr = lim S(n) = lim s(n) = (d —¢) nl;n;OiMZ(xl —zi—1)=(d—-c¢) | zdx
M P ab

n—0o0 n—oo
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Pi. 53 Z definice ukazte, Ze integradl

1
rdaxdy = =,
], 7=

Mnozina M je tvofena obdélnikem. Zvolime tedy ekvidistantni déleni x; intervalu [a,b] a ekvi-
distantni délenf y; intervalu [c,d], kde i = 0...n a g = a, T, = b, Yo = ¢, Yy, = d. Néslednée
zavedeme

kde M = [0,1]2.

M; ;= sup{f(z,y)|z € [Ti—1, 2|,y € [yj-1,y;]} = sup{z|z € [vi—1, 2]} = M,
m; ; = inf{f(z,y)|x € [zi—1, 2],y € [yj—1,y;]} = inf{z|z € [z;_1, 2]} = m,.

Potom dostaneme

S(n) = Z > M (i — xioa)(y; — yio1),

s(n) = Z > mij(as — i) (Y — yio1)-

Avsak také si vSimneme, ze funkce g(x) = z je rostouci a tedy plati muzeme vyjadrit také

M; = sup{z|z € [x;—1, 2]} = x4,

m; = inf{z|z € [x;_1, z]} = 1.

A tudiz
Sn) =33 M (i — i) (y; —yi1) = 3 @iz —xio1) D _(y; — yj-1) =
i=1 j=1 i=1 3=0
= | teleskopicky princip | sz(xl —z;—1)(1 = 0)s(n) = Z Tim1 (s — Tiz1)
i=1 =1
Déle plati, ze
S(n)+ s(n) = Zﬂfz(% — i)t w1 (g —xq) = Z(xl +xiq)(z —miq) = Zx? —a2? | =
i=1 i=1 i=1

= | teleskopicky princip | = 22 — 23 =12 - 0% =1

"

Pokud tedy integral existuje, plati

// zdrdy = lim S(n) = lim s(n) = lim ————= =
M n—o00 2

n—oo n—oo

To zZe integral existuje vime naopak z vyjadieni

S(Tl) - s(n) = ZIZ(Iz - -Ti—l) - zi—l(zi — xi—l) = Z(.Tz — l‘i_l)z

i=1
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Jsou- li vSak vzdélenosti ekvidistantni je toto

b—a 1-0

T — T = = =

pro kazdé i. Potom je

- "1 1 & 1 1
S(”)_S(n):Z(xi—l‘ifl)Q:Zﬁ:ﬁleﬁ-n:£
] L =1

Proto plati, ze
lim S(n) — s(n) = 0.

n—oo

Integral tedy vskutku existuje a nas vypocet byl spravny.
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2 Trojny integral

Necht M = [a,b] X [c,d] x [e, f] a funkce f je na mnoziné M spojitd, potom plati

// . fdxdydz = /ab /Cd /ef fdzdydz

Integral se vSak rovnd i ostatnim permutacim v poradi integralu.
Necht funkce f je spojitd na mnoziné

M =A{[z,y,2lla <2z < b g(z) <y < h(x),G(z,y) <2z < H(x,y,2)},
kde funkece g, h jsou spojité na intervalu [a, b] a funkce G, H jsou spojité na mnoziné

{lz,ylla <z < bg(x) <y < h(z)}

b ph(z) pH(zy)
// fdzdydz :/ / / fdzdydzx.
M a Jg(x) JG(zy)

Obdobnou situaci dostaneme uvazime-li libovolnou permutaci proménnych ve vyjadieni.

Potom plati ze
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Pi. 54 Spoctéte integrdl

/// zy? zdzdydz,
1%
Jedna se o jednotkovou krychli. Poc¢itame tedy

1,1 pl 1 1 1
/// zy? zdzdydz z/ / zy? zdzdydz :/ xdx/ y2dy/ zdz =
1% o Jo Jo 0 0 0
- 221" Y3 tre2t 1

L2031l 2], 12

kde V = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
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Pi. 55 Spoctéte integrdl

/// 6 €372 dedydz,
1%
Prevedeme integral pomoci fubiniho véty na trojnasobny

2 3 g2
/// 637129 % dedydz = 6/ / / 3T TH2 qdydes =
v o J1 Ji

kde V =10,2] x [1, 3] x [1,2].

2 3 2 o
:6/ e‘szdx/ eZydy/ ezdz—G{
0 1 1 3

= (eG 71) (e6 762) (62 fe) .

60
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Pi. 56 Spoctéte integrdl

/// z? + y?dadydz,
%

kde V = [~A, A] x [~ B, B] x [-C, C].

Prevedeme integral pomoci fubiniho véty na trojnasobny

/// 2?2 4+ y?dedydz = / / / 2?2 4+ y2dzdyde = 2C/ [m Y+ Zg] do =
B

3 3 14
—20/ 9Bz +dx—20{2Bw +23x]
A

3
e 4A3B N 4AB3
o 3 3
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Pi. 57 Spoctéte integrdl

1
/ / / L dadyds,
vi-z—y
Prevedeme integral pomoci fubiniho véty na trojnasobny

1] g [ [ [ b [ [ e

_2/2[ 1n\1—x—y|]ody—2/2 In(y —1) —lnydy =
2[(y—1)
2[(y—-1)
=2(101n2—5ln5):101n§

kde V =1[0,1] x [2,5] x [2,4].

(y—1)—y—yly+yl; =

In
In(y — 1) fylny]g =2(4In4—-5In5—-2In1+2In2) =
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Pi. 58 Spoctéte integrdl

2 COS
/ / / 5 ydxdydz,
v x
Prevedeme integral pomoci fubiniho véty na trojndsobny

2 /2 4
1
/// ZCOQSydxdydz:/ —de/ cosydy/ zdz = [
v 1 T —7/2 2
1

= S0+ DE-2)=6

kde V = [1,2] x [~7/2,7/2] x [2,4].
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Pi. 59 Spoctéte integrdl

/// rydxdydz,
v

kde V jedina0<z<1,0<y<1,0<2<4—-2x—2y.

Prevedeme integral pomoci fubiniho véty na trojnasobny

1 1 4—-2x—2y
/// rydxdydz :/ :L'/ y/ dzdydx =
v 0 0 0
1 1
= / x/ 4y — 2xy — 2y2dydx =
0 0
1 3

1 1
2 2
z/x2y2—xy2——y dx=/2x—x2—fxdx:
0 3 1o 0 3

3 1
2 T L,
= _— = = :1————:—
[‘” 3 3”@}0 3733
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Pi. 60 Spoctéte integrdl

1
. dadyde,
///V (x+y+zt1)pTWE

kde V jedinaxz=y,y=0,2=0,z4+y+2=1.

VySetfovand mnozina V je jednotkovy simplex. Muzeme tedy hned psat

1—x l—z—y
/// dxdydzf// / ———————zdzdydz =
+y+z+ (:E—i—y—i-z-i-l)
1-z 1 l—z—y 1
dydx = ——dydx =
// [ x—i—y—i—z—i—l)} yer= // 2 +y+ 12 7
1.
4

1 -z 1
-1 _
i 2] oL 5
o L2(z+y+1) 8], o 2(x+1) 8
1 x  a?-22]" 1 1 1 1 5
= =1 -2 de=-In2—--—=-In2— —
{2“'””' 17 16 hx 27T 16 2 16
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Pi. 61 Spoctéte integrdl

///V(a: + y)zderdydz,

kde V je dina x>0,y >0, 2>0, 22 +y> + 22 < 1.

Nebot 22 +72%+ 22 < 1 je vnitiek koule a ostatni podminky ndm vymezuji 1. oktant. V pidorysné
xy je V uréena x >0, y > 0 a 2 + y? < 1. Mdme hned zdpis

1 /122 V1-z2—y2
/// (z + y)zdxdydz = / / (x + y)/ 2dzdydr =
1% o Jo 0

1 pv/I—a? 52 Vi—az—y? Lo VIsa? y— 23 — P — 2y — 2y
= (z+y) |+ dydz = dydzr =
o Jo 2] 0o Jo 2

/1 {12wy + 6y? — 1223y — 3y* — 622y% — 4acy3} e dp =
0 0

24
B /1 122(1 — x) + 6(1 —2)? — 1223(1 — x) — 3(1 — 2)* — 62%(1 — 2)? — 4 (1 — a;)?’dx _
0 24
M 12(x — 2?) 4+ 6(1 — 2z + 2?) — 12(2® — 2%) — 3(1 — 4o + 622 — 4a® + a*)
_/0 24 +
N —6(2? — 223 + 21) — 4(x — 322 + 323 — 2*)3 do —
24
M 122 — 1222+ 6 — 120 + 622 — 122° + 122 — 34+ 122 — 1822 + 122% — 324
_/0 24 +
—622 + 1223 — 62* — 42 + 1222 — 1223 + 42
+ dz =
24
1 4 2 5 1
:/0 S+ 7z —|2-483:—6x dx = i 3x+%+4m2—2x3 0:
1 032 4
T 24 5 15
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Pi. 62 Spoctéte integrdl

/// y?zdadydz,
%

kde V je dina 0 < x <7/2,0<y <2cosz, 0 <z <1.

Snadno méame

m/2 p2cosx
/// y?zdadydz —/ / / y?zdzdyde =
w/2 2cosx 271 w/2 y 2cosx
e
“2) 13,

/2 ] /2
= 7/ cos® xdx = / (1 — sin® x) cos xdx =
6 Jo 6 Jo

_4 W/Q(l —sin® z) cos xdx = t=sinw
3 /o ~ | dt = coszdz

4 [ 4l 1
_7/17f&:7t7— =8
3 Jo 3 3]g 9
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Pt. 63 Preved'te trojny integrdl [[[,, dedydz, na trojndsobny, kde V je ddna z > 0, x < 1/2,
22+ + 22 <1,

Podminka 2% + y? + 22 < 1 udavé vnitiek koule. V roviné z = 0 je pak podminka omezena na
22 + y? < 1, kde musime navic uvazit podminku z < 1/2. Dohromady vypadaji podminky v
pudorysné zy takto

Vykreslime-li si vrstevnice koule, vidime, Ze nejvétsiho rozsahu dosahuje mnozina V vzhledem
k proménnym x a y pravé v pudorysné. Proto je nejvétsi mozny rozsah pro z dan jako x €
[—1,1/2]. V zdvislosti na x je pak nejvétsi mozny rozsah pro y dan jako y € [—v1 — 22, /1 — 22].
Ohraniceni pro z plyne také pfimo z rovnice koule. Integrél je tvaru

1/2 pV/1—22 1— zz —y?
/ / / dzdydz.
Vi—22
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Pt. 64 Preved'te trojny integrdl [[[,, dzdydz, na trojndsobny, kde V' je dina 2z + 3y + 4z =1,
y=0,y=+x/3, z=0.
1-2x

Podminka 2z +3y+4z = 1 uddvé rovinu. V roviné z = 0 je pak podminka omezena na y = 5=,
kde musime navic uvazit podminky y = 0, y = /= /3. Nalezneme prusecik kiivek 2z + 3y =1 a
y = v/z/3 coz davé bod [1/4,1/6]. Z vrstevnic nebo dopottem vidime, Ze plocha 22+ 3y +4z = 1
je nad vy8etfovanou ¢asti pudorysny kladn4.

Vzhledem k vrstevnicim je ziejmé, Ze mnozina V' mé vzhledem k proménnym xy nejvétsi rozsah
v pudorysné z = 0. Vidime tedy, Ze integrél je tvaru

1—2x—3y 1—2x—3y 1—2x—3y

1/4 p/z/3 z 1/2 iz z 1/6 plzfy pl=22-3y
/ / / dzdydz+ / / / dzdydz = / / / dzdzdy.
0 0 0 1/4 Jo 0 0 9y?2 0
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Pi. 65 Spoctéte integrdl

/// ydxdydz,
v

Plocha y = V22 + 22 je ddna po Fezech pro fixované y jako kruznice. S nejvétsim polomérem v
roviné y = 1. Jednd se tedy o otoceny jehlan. Mame tedy integrél

Vi—z? V1i—z2
/ / / ydydzdx —/ / / ydydadz.
Vi—zZ JVx2 22 Vi—zz JVzZi?

Muzeme tedy pro jednu volbu pocitat

1 V1-22 y2 1
/// ydedydz = / / [} dzdx =
aJvicez L2 | e

Vi—z2 1 1 53 1—22
/ / 1— 22— 2%dzdz = f/ [(1 —2%)z — } dz =
Via? 2J 3] _imaz

=f/_12<1—m>m QW /2 (L—a2)%

2

kde V je dinay =1, y = Va2 + 22.

sint =x

N
costdf — / cosb tcostdt = 3 /_77/2 cos* tdt =

2 (™2 /1 2t 1 [/
:5/ (+COS> dt:f‘/ 14 2cos 2t + cos® 2tdt =

/2 2 6 —7/2
1 . 72 1 (™2 1+ cosdt B
_6[t+sm2t]_”/2+6/_7r/2 #dt_
S S PR T ) L P S
6 12 4 ] L, 6 12 4
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Pi. 66 Spoctéte integrdl

/// Z2dxdydz,
v

kde V je dinay=0,2z=0,z=2,y=5, x4+ 2=06.

V pudorysné z = 0 je mnozina ohrani¢ena rovnostmi y =0, x =2,y =5, az plochy x + 2 =6
méame omezeni x = 6. V pudorysné je tedy vySetfovand mnozina obdélnik. Plocha z = 6 —x je nad
timto obdélnikem kladné. Vime, ze mnozina V' ma vzhledem k zy nejvétsi rozsah v roviné z = 0.
To vidime diky k vrstevnicim nebo diky faktu, ze f(x) = 6 — x je klesajici funkce. Dostaneme

integral
6 5 6-x
/// zzdxdydz:/ // Z2dzdydx =
1% 2 Jo Jo

5 61,3 6—x 5 (6 )
:/ dy/ [} dx:f/ 62 — 3362 4 1822 — z3dx =
0 2 3 0 3 2

5 476
= 63x—3~18x2+6x3—x— =
3 4 |,

5 64
:3(4-63—3-18~36+64—4+12-18—48+4) =
320
:5(36—16)4-20/3:7
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Pi. 67 Spoctéte integrdl

/// 2% cos? ydzdydz,
v

kde V je dina 0 < x < 7/2,0<y <m/2,0 <z <sinzcosy.

7 popisu mnoziny V muzeme hned prevést integrédl na trojnasobny.

w/2 sinz cosy
/// z" cos ydacdydz—/ / cos y/ Zrdzdyde =
/2 sinz cosy 1 /2 /2
/ / cos?y [ } dydz = 7/ sin® :cd:c/ cos’ ydy =
0
1 1
:77/(17t)dt/(175 f/ 2t2+t4dt/17352+354756d5:
5 Jo 1 5 0

N
0
2 1 3 1\ _1 15-10+3 18-5 104
1-Z4-)(1-14+42-2)=="
5 6) 5 15 30 225
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Pi. 68 Spoctéte integrdl

/// rydxdydz,
v

kde V je dina x>0,y >0,z +y<1,0<z<z?+y%+1.

Snadno vidime, ze podminku x +y < 1 muzeme piepsat jako y < 1 — x ale také z ni ziskdme pro
y =0 odhad z < 1.

1 11—z 1+12+y2
/// rydxdydz :/ / / rydzdydr =
1—z

1—x

// y(1 4+ 22 + o> dydx—/ / y+ 2%y + y*)dydr =
= d =

fels 4]0 z

/ 1—2:c—|—1: —223 42t 1 —dx+62% — 423+ 2t
= + dz =

2 4

/ 3z — 822 4 1023 — 8z + 3a°
= dx:

O 4
O N (AR
42 3 4 5 0 2],

1/3 8 10 8 1 10 68 7

4\2 3 4 5 2 16 120 120
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Pi. 69 Spoctéte integrdl

/// 2?yz3dedydz,
v

kde V je dina z <zy,y>x>0,y<1, 2>0.

Spojime-li nerovnosti dohromady, dostaneme 0 < z < zy, 0 < z < y < 1. Poc¢itame tedy integral

1 1 Ty
/// 2?yz2dedydz = / / / 2?yz2dzdyde =
% o Jz Jo
1 p1 LAY 1 /! 1
:/ 2y [4} dydz = 1/ x6/ y’dyda =
0 T 0 0 x
1 ! 671 1 !
:7/ SNL| de== [ 25— 2'2de=

1 [d7 2B 1 13-7
_24[7_13hzz4' or
1
364
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Pi. 70 Vypoctéte n—rozmerny integral

// (@2 +...22) dzy ... da,
\4

Nebot je mnoZina V tvofena n—rozmérnou krychli, mame

1 1
// (x%—i-...xi)dxn...dxl:
0 0
n 1 1
:Z// x?dxn...dxlz
i=1 70 0
n 1 ) n (I,‘S 1
i:13 3

aV =1[0,1]".

(0]



Pi. 71 Vypoctéte n—rozmerny integral

//V(xl—ka:%

aV je omezena 0 < xp <k, prok=1,...,n.

Vzhledem k tvaru V muzeme hned pocitat

mZ) dry...dz,,

1 2 n
0 0 0

n 1 2 n
- | zidz,
Y

|

i=1

[
M=

1

.
Il

[
M=

1

S

76

1.2, G—1)@i+1)...

1.2...G—1)@i+1)...

1:2.. (i—1)(i+1)...n

dCClz

Tn
i
n/ xidz;
0

Zit
" [2 +1

|-




Pi. 72 Vypoctéte n—rozmerny integral

/"-/xl...mndxl...dmn,
1%

aV jeomezena 0 <21 <1,0<2s< 21, ..., 0< 2, <xp_1.

Vzhledem k tvaru V muzeme hned pocitat

1 1 Tp—1
// T1...xpdx, ... dxy =
o Jo 0
1

1

Tpo1
rpdr, ...dr; =

Tp—2 1‘2 Tn—1

n

Tn—1 |:2:| dl‘n71 ce dl‘l =
0

Tn—2 373 1
n—

d.’L‘nfl ce dxl =

Tn—3 4 LTn—2
Lp_1 d d _
Tp—2 Tp—2...dT1 =

Nc\hc\%c\
o\o\o\ao\o\o\
— — — 55— 5— S—

2-4 |,
1 T1 Tn—3 2.5
= X1 Zro: Tn—2 dx 2 dl’l =
2.4 "7
1 x1 Ty—a 6 Tp—3
_ Tn—2 —
== I ZTo- Tp—3 da)‘n,;), . diL‘l =
2-4-6],
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Pi. 73 Vypoctéte n—rozmerny integral

// (21 +x2...xn)2dm1...dxm
v

aV jeomezena 0 <xp <1,prok=1,...,n

Nebot je mnoZina V tvofena n—rozmérnou krychli, mame

1 1
// (x1+.-.qu)2d$”"'dx1:
0

/ /Zn: *Zn: Z wixjda, ... dey =

i= 1] 1,541

i/olx dg;z+z Z //xlxjdxzdxj

i=1 i=1 j=1,57#1

}OJFZ Z /xdxl/ z;da; =

i=1 j=1,7#1

Il
3
| — |
c,o‘ﬁw

1 & 1
3t 2 G-

=1 =1 j=1,5#1

n o ~=n—-1 n nn-1) 3n’+n
D et e e P
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Pi. 74 Spoctéte integrdl

/// Tx + 2zdxdydz,
1%

kde V je dina 0 <z <1,22<y<z, 0<z<ay.

Mnozina V je ddna postupnymi ohrani¢enimi, muzeme tedy rovnou prevést

1 T Ty 1 T
/// Tx 4 2zdzdydz = / / / Tz 4 2zdzdydx = / / [7:172 + 22] zy dydx =
\% 0 Jz2 JO 0 Jz2

1 px 1 y2 y3 z
= / / 722y + 2%y dyde = / {7372 + x?’] dx =
0 2 0 2 3 x2

/1 Tzt n 28 72 xgd Lagd 1928 29 da
= _— _—— — — —dxr = _— Y — = —
0o 2 3 2 3 0o 2 6 3
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Pi. 75 Spoctéte integrdl
/// r?dzdydz,
%

kde V' je ohrani¢ena plochami x =0, y=0,2=0az+y+2=1.

Mnozina V je tvofena jednotkovym simplexem. Proto vime, Ze muzeme integral zapsat jako
1 11—z l—z—y 1 1-y l—z—y
/// z?dzdydz = / / / z?dzdydz = / / / z?dzdzdy =
v 0 Jo 0 0o Jo 0
1 1—2 l-x—=z
= / / / z?dydzdz
0 Jo 0

Vybereme si jeden z moznych zapist a pocitdme

1 1—z 1 21—z
/// xdedydz:/ 1'2/ 1—x—ydydx:/ z? [(1—x)y—y} da =
v 0 0 0 2 |y
1 2 1.2 3_ .4
1- — 223 —

—/x2<(1—x)2—(x))dx—/ T Zr T =

0 2 0 2
_Lfet 2et 2f) L1 2 L
203 4 5], 2\3 4 5
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Pi. 76 Spoctéte objem mnoziny V, kterd je dinax >0,y >0,2>0,x =2,y =3, z+y+=z

Nejdiive musime urc¢it tvar mmnoziny V. Vidime, ze plochy z = 0, y = 0, = 2, y

4.

3

udéavaji obdélnik. Vzhledem k vrstevnicim vidime, Zze mnozina V' mé nejvétsi rozsah vzhledem k
proménnym x a y v pudorysné zy.

Objem tedy dostdvdme jako integrél

1 3 4—x—y 2 4—x 4—xz—y
0= /// dzxdydz = / / / dzdydz +/ / / dzdydz =
1% o Jo Jo 1 Jo 0

1 3 2 pd—z
://4—x—ydydm+// 4—x—yd
0o Jo 1 Jo
1 2 2
- [ |a-=
0

3 9 1

=122 -2 4=
57313

—12+1

o 3

Y

213
Y- = dx-i—/
2:|O 1

! 9 2 (4
:/0 3(47x)—§d33+/1 (4—xz)% - —~

|

3
16z — 472 + %

|

Ry
7) dx
2

6—i—1 3
2

81

ydr =
4—x

{(4—x)y—y2]0 do =

= {123:

2164+ 5 —16+4— »

3

2

2

9z

2

L
)

3

2 2
16 —
16-8r+a”



Pi. 77 Spoctéte integrdl

/// z + ydaxdydz,
v

kde V =1[0,1] x [1,2] x [0,1].

Jedna se o krychli. Po¢itdme tedy

2 1 12
/// z + ydaxdydz = / / / z + ydzdydr = / / (z+y) [z](l) dydzr =
v o J1 Jo 0o J1

1
1 272 1 2 1
1
:/ [nyry} dx—/2x+2xdx—{x+3x} =
0 2 1 0 2 2 2],
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Pi. 78 Preved’te trojnyj integrdl

/// 2zdzdydz,
v

kde V je dina x>0,y >0, 2> 0, 22 +y> — 22 = -1, 2 +y = 1 na trojndsobny integrdl.
Mame podminky x > 0, y > 0, x + y = 1 nezavislé na proménné z. Vidime, ze 0 <y =1—=x

davé snadno x < 1. Z omezenf x2? + y? — 22 = —1 vyjadifme z = ++/22 + 32 + 1. Nebot vsak
chceme z > 0, volime pouze ohranic¢eni z = /22 + 32 + 1. Pievedeme

1 11—z  py/224+9y2+1
/// 2zdxdydz :/ / / 2zdzdydz.
v o Jo 0
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Pi. 79 Preved’te trojnyj integrdl

///V sin(x + y)dzdydz,

kde V je dinax =2, y=0, 2=0, z =2y, z = 2 na trojndsobnyj integrdl.
Podminky z = 2, y = 0, x = 2y nezdvisi na proménné z. Vidime, Ze v roviné zy je tedy 0 <y < §
ataké 0 < z < 2. Déle plocha z = z? tvoi{ valec nezévisly na proménné y. Dostdvdme ohraniéeni
0<z <22

Celkem méme

2 z 22
/// sin(z + y)dzdydz = / /2 / sin(z + y)dzdydz.
1% o Jo Jo
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Pi. 80 Preved’te trojnyj integrdl

/// In 22 + y?dzdydz,
v

kde V je danay =0, 2=0, —x + 3y + 3z = 3, x < 2 na trojndsobny integrdl.

Vidime, ze plocha —z + 3y + 3z = 3 je rovina. Vzhledem k podminkam y = 0, z = 0 vykreslime
vrstevnice vzhledem k bokorysné yz

Ztejmé je v roviné x = 2 rozsah mnoziny V nejvétsi vzhledem k proménnym yz. Mdme
0<2z< 57—3374proOSySgneboobdobnéogyg %proOSzS g Prevedeme tedy i
vzhledem k vrstevnicim roviny —x + 3y + 3z = 3 integral jako

5—3y

R
/// In 2% + y3dadydz = / / / In 2% + y3dadzdy.
% o Jo 3y+3z—3

Obdobné mizeme uvazovat situaci v roviné z = 0 a dostavdme pro —3 <z <2,7e 0 <y < 1+ 3.
Poté je integral dan jako

2 pl+E ploytd
/// In 2% 4 y*dadydz = / / / In 22 + y*dzdydz.
v -3Jo 0
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Pi. 81 Preved’te trojnyj integrdl

B
/ / / am(z ydxdydz

kde V je dina x =0, 2> 0, z =4 — 1%, y >0, y > Inz na trojndsobny integrdl.
Vsimneme si, ze podminky z = 0, y > 0, y > Inx nezavisi na proménné z a vykreslime si tedy
tuto situaci v roviné z = 0. Také plocha z = 4 — y? je nezdvisld na proménné z. Plati, ze z > 0

a tedy z omezeni 4 — y? > 0 dostdvame také, ze y < 2. Druhd podminka —2 < y nés nezajima,
nebot y > 0. Dostdvame tedy v pudorysné

Podminky y > 0, y > Inz vzdy na jistém intervalu pfevazi jedna druhou, budeme tedy mit
nové dva trojndsobné integraly a priise¢ik Inz = 2 z néhoz plyne z = e? ndm davé podminku
pro z jako 0 < x < e?. Dostdvdme tedy snadno integral

B v B
/// am( ydxdydz —/ / / am( ydzdydx+
/ / /4 g Bam(z ydzdydx
Inz

Obdobné muzeme zaménit potradi integrace jako

4—y?
/// Bam(z ydxdydz = / / / Bam(x ydzdxdy =
/ /4 g / Bam ydxdzdy
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Pi. 82 Zamente poradi integrace

1 l1-z l—z—y
/ / / 2*Buch(z, y)dzdydz.
0o Jo 0

Z integrélu vidime, ze 0 <z < 1,0<y <1—xz,0 < z < 1—x —y, coz jak jiz vime je jednotkovy
simplex. Proto muzeme hned psat integral jako

1 1—y l—xz—y 1 1—z l—z—x
/ / / 2?Buch(z, y)dzdzdy = / / / 2*Buch(z, y)dydzdz.
o Jo 0 0o Jo 0
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Pi. 83 Zamente poradi integrace

2 4 4—z
/ / / Dingdongdxdzdy.
—2 y2 0

Hned z integralu vidime podminky —2 <y < 2, 42 < 2 <4, 0 < x < 4 — 2. Snadnou zdménu
provedeme pokud zaménime potadi integrala ffZ f;z. V roviné yz jsou podminky —2 < y < 2,

y? < z < 4 vykresleny

Snadno tak zaménime poradi integralu

4 oz pd—z 4 pd—z Nz
/ / / Dingdongdxdydz = / / / Dingdongdydxdz.
0o J-yzJo 0o Jo -z
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Pi. 84 Spoctéte integrdl

/// zy + zdxdydz,
%

kde V jedina 0 <z <1,0<y<1—-2,0<2<2—x—2y.

Nebot mame podminky zadané v dostateéné podobé, mizeme hned poéitat

11—z 2—x—2y
/// zy + zdaxdydz = / / / xy + zdzdydx =
1—=x 2—x—2y
/ / {xyz + ] dydz =

1—x 2 _ _ 2 2—z—2y
/ / {xy (2—xz—2y)+ ( x2 v’ } dydx =
0

1—x 2
:// 4xy—m2y—2xy2+2—2x—4y+%+2y2dydx:
0 Jo

1 2,2 2 1—x
2 2y3
0 0

2 3 2 3

1 2 2 3

1-— 2z(1 —

:/2x(1—x)2—x(2x) - :17(3:0) +2—-2z—2z(1—2)—
0

22(1—2) 2(1—2)3
( )+ (1-x)
2 3
2 =223 + 2t 22— 622 + 625 — 22
2 3

2 _ .3 92— 2_23
+x T n 6x + 6x xdx:
2 3
3 —z*  2—8zr+ 622 —22° 4 22

1
= [ 22—-22"+2° dz =
/Ox r°+x° + 5 + 3 x

dx =

—2(1 —x)* +

1
:/ 2% — 4x% + 223 —
0

, 223 2t 2t 2® 20— da? 4223 2% 22°]

:[”C‘?,U‘s‘m* 3 2 T,
1

1 1 2 2 24-16+3—-4 4-3 7 1

2
378 10 12t 24 T30 T 2130
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Pi. 85 Spoctéte integrdl

/// ycos(x + z)dxdydz,
v

kde V je dinay =0, 2z=0,z+2=3,y=

v roviné z = 0 mame ohranic¢eni y = 0, y = \/z a = J. Dostavadme tedy jednoduse integral

3 VT opE-w
/// ycos(z + z)dedydz = / / / ycos(z + z)dzdydz =
1% o Jo Jo

vz x_,
/ lysin(z + 2)]¢§ ~ dydz =
0
N

= /O /0 y (sin(g) —sin x) dydz =
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3 Transformace dvojného integralu

Necht M C E? je oteviend mnozina v roviné u, v, g je prosté zobrazeni mnoziny M do roviny
2y dané funkcemi z = z(u,v), y = y(u,v), které maji na M spojité parcidlni derivace prvniho
fadu. Nechf funkce

J(u,v) =

9z Oz

ou ov

je nenulova a ohrani¢end na mnoziné M. Nechf M a g(M) jsou méFitelné mnoziny a funkce f je
spojitd a ohranicend na g(M). Potom plati

//g(M) fla,y)dzdy = //M f(@(u,v), y(u,v)) - [J(u,v)|dudv

V podstaté chceme pievést mnozinu do tvaru, ve kterém se nam snaze integruje. Dostavame
situaci

Pifkladem transformace v F? méme

r = au+ c,
y=>bv—+d,
kde a > 0, b > 0. Jeji Jakobian je
Oz Oz
J(u,v) = |§u ;‘J":ab
ou  Ov

Dalsim prikladem je transformace do polarnich soufadnic

T = pCcosyp,
y = psing,

kde p € [0,00) je vzdédlenost bodu od pocatku a ¢ € [0,27] je odchylka thlu od kladné poloosy
z v kladném smyslu. Transformace mé

J(p;p) =

9z Oz
A
ou  Ov

Dalsim prikladem je transformace do eliptickych soufadnic

T = apcosp,

bpsin p,
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kde ¢ € [0, 27] je stdle odchylka ihlu od kladné poloosy z v kladném smyslu. Avsak p € [0, 00)

je nyni pozménénd vzdalenost bodu od poc¢atku v upravené metrice. Jakobidn tohoto zobrazeni
je

or oz
J(p,p) = |34 Z‘=abp
ou ov
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Pi. 86 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend x2 +y> <2, y > x.

Nebot podminka z% + 32 < 2 udévé kruznici, volime transformaci do poldrnich soufadnic x =
pcosp, y = psiny, kde ¢ € [0,27], p > 0. Dosazenim do nerovnic dostaneme

p2 cos? w+ p2 sin? p = p2 (cos2 ©w+ sin? <p) = p2 < 2.
Proto mame p € [0,/2]. Dosazenim do druhé nerovnosti dostaneme

psinp > pcosy
sin ¢ > cos ¢

Vykreslime-li si grafy funkef sin x, cos x, dostaneme ze znalosti jejich pruseciku, ze ¢ € [r/4, 57 /4].
Jakobidn |J| = p. Pocitany integrél je tedy tvaru

V2 5m/4
/ / p pf(pcosp, psinp)dpdp
0 T
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Pi. 87 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend x> +y*> <1, x +y > 1.

Nebot podminka z% 4+ 32 < 1 udévé kruznici, volime transformaci do poldrnich soufadnic x =
pcosp, y = psinp, kde ¢ € [0,27], p > 0. Dosazenim do nerovnice

p2 coszgo + p2 sin? = p2 <1.
Proto mame p € [0, 1]. Dosazenim do druhé nerovnosti dostaneme

psing + pcosp >1
1
sin ¢ + cos ¢

p >

Déle chceme ur¢it rozsah pro proménnou . Vykreslenim ziskdme snadno, ze ¢ € [0, 7/2]. Stejny
rozsah ziskdme, pokud uvazime, ze

1
sinp +cosp > — > 1.
P

Jakobidn |J| = p. Dostdvéame tedy integral

/2 1
/O / . Pf(pcosg, psinp)dpdy

sin p-+cos ¢
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Pi. 88 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend x> +y* <y, y > x, x > 0.
Vsimneme si, Ze nerovnost 22 4+ y? < y udava posunutou kruznici. Miizeme se tedy rozhodnout
pro transformace 1)z = pcos¢, y = psinyp nebo 2)z = pcosep, y = psing + . Vyzkousime-li
prvni moznost, dostavame dosazenim

p?cos? o+ p?sin? o = p? < psing
coz nas vede k omezeni p < sin . Dals{ nerovnosti vedou k

psinp > pcosy
sin ¢ > cos ¢

Toto je splnéno pro ¢ € I; = [r/4,57/4]. Dalsi omezeni

pcosp >0
cosp >0

vede na interval Iy = [0, 7/2]. Prunikem téchto intervalu I N I3 vede na integral

/2

sin ¢
) / ppf(pcos g, psinp)dpdp.
/4 0

Druhé varianta transformace vede na omezeni
. 1
pcosp < psinp + 3

Tato nerovnost neni snadno feSitelna.
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Pi. 89 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend y = x, y = 2z, 22 + y* = 4x, 22 + y? = 8x.

Transformujeme rovnost 22 +y? = 4z pravou na étverec na rovnost (x— 2)2 +y% = 4 a rovnost
2?2 +y? = 8x na (v — 4)? + % = 16. Vzhledem k tomu, Ze jedna kruznice je o¢ividné obsazena
ve druhé, dostaneme nerovnosti (x — 2)? +y? > 4 a (x — 4)? + y* < 16. Vzhledem ke kruznicim
také vidime, ze x > 0. Piimky y = =, y = 2z se protinaji v poc¢atku a vzhledem k podmince
x > 0 vidime ohrani¢eni x < y < 2x. Mohli bychom uvazovat o posunutych polarnich soufadnic,
nebot viak uvazujeme dvé kruznice s riznym posunutin, vyzkousime nejprve obyéejné polarni
soutradnice. Dosazenim poldrnich souradnic do nerovnosti dostaneme

4pcosp <p? < 8pcosyp
4cosp <p < 8cosp

7 druhé nerovnosti pak mame

pcosp < psing < 2pcos
cosp <sinp < 2cosp

Z prvn{ nerovnosti cos ¢ < sin ¢ dostaneme interval ¢ € Iy = [r/4,57/4]. Ze druhé nerovnosti
uvézime dva piipady. 1) cos ¢ > 0, coz vede na ohranic¢eni

sin

P _tgp <2,
cos

coz vede na ohraniceni ¢ < arctg2. Druhd varianta 2) cos ¢ < 0 vede na nerovnost

Cos @

Avsak na intervalu (7/2,57/4], kde cosp < 0 je tg < 1. Celkové tedy mdme interval

w/2 p8cosep
/ pf(pcos p, psinp)dpdep.
w/4 Jdcosep
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Pi. 90 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend x? 4+ y?> < Az, A > 0.

N < . . 2 < 1 . . .
Ohraniéeni z2+y? < Az pievedeme tipravou na étverec na (:U — %) +12 < %. Vidime, Ze se jedna

o kruznici s posunutym stfedem mimo pocatek, zavedeme tedy polarni souradnice x = p cos ga—l—g,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostavame

p* <

S

A tedy p € [0, A/2]. Nebot dalsi podminku nemdme, je ¢ € [0, 27]. Jakobidn zlstavd posunutim
stejny, a proto |J| = p.

2w pA/2
/ / pf(pcosp + A/2, psinp)dpdep.
0 0

Pokud vyuzijeme standardni poladrni soufadnice x = pcosy, y = psin ¢, dostaneme dosazenim
do nerovnosti

p?cos? 4 p?sin® p = p? < Apcos ¢
p < Acosgp
Nebot je p > 0, je také cos¢ > 0 a proto ¢ € [—m/2,7/2]. Timto ziskdme integral
/2

Acos ¢
/ / pf(pcos e, psinp)dpdyp
—7m/2J0
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Pi. 91 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend x? +y?> > A2, 22 +9y2 < B?,y>0,y<z,0< A< B.

Nebot médme mnozinu M omezenou kruznicemi se stfedem v poéatku, zavedeme obvyklé polarni
soufadnice x = pcosp, y = psin . Timto ziskame

A2§p2§B2
A<p<B

Dosazenim do dalsich omezen{ dostdvdme psinp > 0 coz vede na interval ¢ € I; = [0, 7]. Dals{
omezeni

psinp < pcosy
sin ¢ < cos

Tato nerovnost je splnéna na intervalu I € [0,7/4] U [57/4,27]. Celkem tedy dostdvdme ¢ €
I NI, =[0,7/4]. Proto

n/4 /B
/ /A pf(pcos g, psinp)dpdp.
0
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Pi. 92 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, y)dady,

kde M je ohranicend x* +y* < Ax, 2> + y> < By, A >0, B > 0.

Nejprve nalezneme priiseéik kruznic 224532 < Az a 22 +y? < By. Coz vede na rovnost Az = By a

tedy prusecik lezi na piimce y = %. Navic z nerovnic dostaneme zavedenim polarnich soufadnic
0<p<<Acosy
0<p<<Bsing

7 tohoto duvodu mame navic cosp > 0 a singp > 0. Tyto nerovnosti jsou splnény pouze na

intervalu [0, 7/2]. Uhel pifmky y = % dostaneme jako derivaci tg o = (%)/ = %. Vykreslime-li

si situaci na obrazku mnoziny M spolu s thlem ¢.

Vidime, zZe tihel tgp = 4 déli interval [0, 7/2] na dvé é4sti. Mdme tedy

arctg 4 rAcosg w/2 Bsin ¢
/ / pf(pcosp, psinp)dpdp + / / pf(pcosp, psinp)dpdp
0 0 arctg % 0



Pi. 93 Vypoctéte integral
// V1 — 2?2 — y2dxdy,
M
kde M je ohranicend x> +y> <1, x>0, y > 0.

Nebot mnozina M je tvoiena étvrtinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice & = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

p<1
pcosp >0
psing >0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0,7/2], p € [0,1]. Proto pocitdme integral

/2 pl
/ / p\/l — p2cos? p — p2sin? pdpdy =
0 0
/2 1 -
=/0 /Opx/l—pzdpd<p=2/0p\/1—p2dp=

1 2 1
= [ Wi | ot |2 [ i
0 0

dt = 2pdp
.7 {_ 2v/1 — t}
3

! ™
= —0=.
. 6

4
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Pi. 94 Vypoctéte integral

// x + ydzdy,
M

kde M je ohranicend x> +y*> <1, 2 >0, y > 0.

Nebot mnozina M je tvoiena étvrtinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice & = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

p<1
pcosp >0
psing > 0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0,7/2], p € [0,1]. Proto pocitdme integral
w/2 pl /2 1
/ / p(pcosp + psiny)dpde :/ cos<p+sin<pd<p/ pidp =
0 0 0 0

3 1
1 2
:[siIu,p—cos<p]70r/2 {2}0_3(1—0—0—%1)_3
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Pi. 95 Vypoctéte integrdl
// e~ ® dxdy,
M

kde M je ohranicend x> +y*> <1, x > 0.

Nebot mnoZina M je tvoiena polovinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice & = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

p<1
pcosp >0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [—7/2,7/2], p € [0, 1]. Proto pocitdme integral

/2 1 5 o 2 . 2 /2 ! 2
/ pefp cos” p—p” sin <Pd,0d30 = / / peip ddeO =
—x/2J0 —m/270
_ot=p |

1
T — T _plom 1
— dt = = |— =—(-=4+1
2/06 Q[e ]0 2<e+>
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Pi. 96 Vypoctéte integral

/ / ydzdy,
M

kde M je ohranicend x% +y* < Az, y >0, A > 0.

, L 2 .
Nerovnost 22 4+ y? < Az upravime na étverec do tvaru (x — é) +42 < ATQ. Vzhledem k tomu, ze

se jednd o posunutou kruznici, zavedeme posunuté polarni souradnice x = p cos o+ g, y = psin p.
Dosazenim do prvni nerovnice dostaneme p < g. Ze druhé nerovnice poté mame psinp > 0, coz
vede na omezeni ¢ € [0, 7]. Posunutim se jakobidn transformace nezméni, mame tedy

T pA/2 T A/2
/ / p?sin pdpdyp = / sin @dgp/ pidp =
o Jo 0 0

3]A/2d B 43 A3

- [P
| COW]O[:& . 24~ 12
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Pi. 97 Vypoctéte integral
// v/ 72 + y2dady,
M
kde M je ohranicend x% +y* < 4, y > 0.

Nebot mnoZzina M je tvoiena polovinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice & = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

p> <4
psing >0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0, 7], p € [0, 2]. Proto poc¢itame integral

0 1
/ / p? cos <p\/p2 cos? o + p2sin? pdpdy =
o Jo

™ 1 ™ 1
:/ / 0 cos<pdpd<p:/ Cos<pd<p/ pidp =
o Jo 0 0
1

~ s 5] =0
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Pi. 98 Vypoctéte integral

// z? + y?dady,
M

kde M je ohranicend (x — A)? +y*> < A%, A > 0.
V tomto piipadé se musime rozhodnout mezi transformacemi 1)x = pcosyp, y = psinp, kterd
je vhodnd vzhledem k tvaru integrované funkce f(x,y) = x? + y2. Druhou moznost{ je 2)z =

pcosp+ A, y = psiny, kterd je vhodna vzhledem k tvaru integrované mnoziny M. Vyzkousime-li
variantu 2), dostdvame

2
/ / p ((pcosp + A)? + p?sin® @) dpdp =
o Jo
2w A
= / / p(p2+2Apcosg0—|—A2) dpdy =
o Jo
27 A
= / / p® 4+ 2Ap% cos o + A%pdpdyp
o Jo
27 [ 4 3 2 274
p* | 24p Ap
= — d
/0 [4 + 3 cos + 5 ®

0
At 24t A
= IJr—cosgoJr—dgo:
0

Varianta 1) vede na omezeni

p* < 2Apcos @
p < 2Acosp

Z omezeni p > 0 dostaneme také cos¢ > 0. Integrovand mnozina je poté ¢ € [—7/2,7/2],

p € 10,24 cos ).
/2 2Acos ¢ w/2 P4 2A cos ¢
/ / pPdpdy = / [} dyp =
/2 —m/2 4 0

w/2 w/2 1 2 2
_ap / cost pdy — 44 / (*2%0) dyp =
—m/2 —m/2

/2
= A4/ 1+ 2cos 2¢ + cos? 2pdyp =

—m/2
/2 1 4
=A* [gp+sin2<p]7:/7r2/2+A4/ Md@:
—m/2 2
. /2
~ Ay oAt p  sindp / :A47T+A47r73A47r
2 N 2
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Pi. 99 Vypoctéte integral

// arctg gdxdy,
M X

kde M je ohranicend x> +y* > 1, 2% + 42 < 3, % <y <3z

Nebot mmnozina M je tvoiena ¢4sti mezikruzi, zavedeme tedy poldrni soufadnice z = pcos,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

—_<tep <3
75 Stev s

= > V3,

Pokud je cosp > 0. Uvézili bychom situaci, kde je cos¢ < 0, dostaneme nerovnost

coz nemiize byt splnéno. Mame tedy interval ¢ € [1/6,7/3] a p € [1,/3]. Pocitdme

/3
/ / parctgid dp =
/3 V3 27f/3 V3
_ _ P _
= [, e | o= 5] M -
/6 1 /6

_ 7T72_7r72 3—]._47T2—7T _
—\18 72 2 72 24

S

106



P#. 100 Vypoctete integrdl

// arctg gdxdy,
M X

kde M je ohranicend x> +y?> < A%, y >0,z >0, A> 0.

Nebot mnozina M je tvoiena étvrtinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice & = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

p2 SAQ
psingp > 0
pcosp >0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0,7/2), p € [0, A]. Proto pocitdme integrél
/2 pA .
/ / parctg wdpd(p =
o o cos
/2 A

297m/2 294 2.2
® P A'm
/0 “w/o” {2]0 [2]0 16
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Pi. 101 Vypoctete integrdl
1— a2 —y?
// %dxdy,
M\ 1+z2+y
kde M je ohranicend z% +y* <1,y >0, = > 0.

Nebot mnozina M je tvoiena ¢tvrtinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice = = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

PP <1
psingp >0
pcosp >0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0,7/2], p € [0,1]. Proto pocitdme integrél

/2
—P I—p
dpdp = = dp =
/0 A\/H?“" /\/1+p"’

1+ =
P / \/7t2dt ' t=+/2sins

= v/2cos sds

dt

1+2

/2 7/
:g/ \/50053\/2—2sin2sds:7r/ V2 cos? sds =
/4 w/4

/2 1+ cos2s T sin2s]™? w /7 1 2 o
= g TS T _T(r_\_T _7
”léﬂlvf 2 2{5+' 2 }wm 2 <4 2) 8 1
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Pi. 102 Vypoctete integrdl

// z? + y?dady,
M

kde M je ohranicend x> +y?> < A%, y >0,z >0, A> 0.

Nebot mnozina M je tvofena &tvrtinou kruZnice, zavedeme polarni soufadnice z = pcos,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

p2 SAQ
psingp > 0
pcosp >0

Z téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0,7/2], p € [0, A]. Proto pocitdme integral

/2 A 414 g4
3 TP
dpdp == |=—| =—
/0 /OPPSO 2[4]0 g7
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Pi. 103 Vypoctete integrdl

// v x? + y2daxdy,

M

kde M je ohranicend x? 4+ y?> < A%, A > 0.

Nebotf mnoZina M je tvofena kruZnici, zavedeme poldrni soufadnice 2 = pcosyp, y = psin .

Dosazenim do omezeni dostaneme p < A. Nebotf nemdme dalsi podminky, po transformaci je
mnozina ¢ € [0, 27], p € [0, A]. Pocitdme
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Pi. 104 Vypocteéte integrdl
// cos\/w2+y2d q
s axday,
M a2+ y?

kde M je ohranicend 72/36 < x? +y? < 7%/4, y > 0.

Nebot mnoZina M je tvofena polovinou mezikruzi, zavedeme polarni soufadnice x = pcos,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

7T2/36 <p? < 72/4
psinp >0

Po transformaci je mnozina ¢ € [0, 7], p € [7/6,7/2]. Pocitdme

T pm/2 D)
/ / SOV
o Jass o \p?

T pm/2 1
= / / cospdpdp =7 [sinp}:??3 =7 (1 — ) _T
0 Jr/6 2 2

111



Pi. 105 Vypoctete integrdl

/ / 2zydzdy,
M

kde M je ohranicend 0 <y < z, 22 +y? < 9.

Nebot mnoZina M je tvoFena &dsti kruznice, zavedeme poldrni soufadnice z = pcos g, y = psin ¢.
Dosazenim do omezeni dostaneme

p? <9
0 <sinyp < cosp
0<tgp<1

Vidime, ze p € [0,3] a ¢ € [0,7/4]. Pocitdme

/4 03 X p 3 V22 34 142 V2/2 34
2 in pdpdp = 2 | — tdt = — | = 2.
A e WA S
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Pi. 106 Vypoctete integrdl

// 1522 ydzdy,
M

kde M je ohranicend x*> +y? < 4, y > ig, x> 0.

Mnozina M je ¢asti kruznice, proto zavedeme polarni soutadnice x = pcos p, y = psin . Dosa-
zenim do omezeni dostaneme

¥
IN

p 4
0 <cosyp
cos

V3

Posledni nerovnost vede na tg¢ > @ Proto p € [0,2] a ¢ € [7/6,7/2]. Pocitdme

/2 P2 p5 2 /3/2
15/ / p* cos? psin pdpdy = 15 [} / t2dt =
/6 JO 5 1oJo

sing >

ﬂﬁ/z -3v3
3

= 32° { = 20? =12V3
0
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Pi. 107 Vypoctete integrdl

// z? — y?dady,
M

kde M je ohranicend 0 <y <z, 22 +y> <5, 22 +y% > 3.

VySetfovand mnozina tvori ¢ast mezikruzi, proto zavedeme polarni souradnice © = pcosyp, y =
psin . Dosazenim do omezeni dostaneme
2
3<p” <5
0 <siny < cosy
0<tgp<1

Proto p € [vV/3,V5] a ¢ € [0,7/4]. Pocitdme

/4 V5 /4 V5
/ / P (p2 cos? ¢ — p?sin? cp) dpdy = / / 0’ (cos2 ¢ — sin? go) dpdy =
0 V3 0 V3
V5

w/4

4 /4 25 _ in20d
_ {p} / cos 2pdp — 5-9 {sm P SD} —9
1) sl 1 2 |,
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Pi. 108 Vypoctete integrdl

// dzdy
M \/27x27y2’

kde M je ohranicend 0 <y < =, 2?2 +y? < 1.

VySetfovand mnozina tvoii ¢ast kruznice, proto zavedeme polarni souradnice x = pcosyp, y =
psin p. Dosazenim do omezeni dostaneme

DN

<1

=

cos

V3
1

< —
gw_\/g

0

IN

sinp <

0

IN

t
Proto je p € [0,1] a ¢ € [0, 7/6]. Pocitdme

=p

w/6 pl
p t
[
o 0 2— p? dt = 2pdp

T 1 1 T 1
=— | —(——dt=-—[-2V2-1] =
5| == 55 ave=il;
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Pi. 109 Vypocteéte integrdl
/ sin \/x? + y2dxdy,
M
kde M je ohranicend w2 < 2 + y? < 4x2.

Vysetfovand mnozina tvoif mezikruzi, proto zavedeme polarni soufadnice x = pcos ¢, y = psin .
Dosazenim do omezeni dostaneme 7m < p < 27. Vzhledem k tomu, ze dalsi omezeni nemame, je
v € [0, 27]. Pocitdme

2 2m 2 2m
/ / psin/p?dpdy = / / psin pdpdp =
0 ™ 0 ™

B p 1 ’ 2m

— _ L 127 . _
Sinp —Cosp - 271—[ pcobp]ﬂ' +27T/ CObQDng

s

=27(—27 — ) + 27 [sin gaﬁf = 672
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Pi. 110 Vypocteéte integrdl

/ / rydzdy,
M

kdeMjeohmniéendﬁ—i—l—g—z<l,:E20,y20,A>0,B>0.

Vysetfovand mnozina je ¢tvrtinou elipsy, proto volime eliptické soufadnice x = Apcosp, y
Bpsin ¢. Dosazenim do nerovnic mame

A2p? cos? o n B?p?sin® ¢ B
A2 B
Apcosp >0

p? <1

Bpsing >0

Vysetfovand mnozina se transformuje na p € [0,1] a ¢ € [0,7/2]. Jakobidn zobrazeni je |J|
ABp. Pocitame

/2 1 471 ,1 A2B2 T2 1
/ / A%B?p? cos psin pdpdp = A2B? L / tdt = —| =
0 0 4 1oJo 4 2]y

_ A2B?
T8
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Pi. 111 Vypocteéte integrdl
1-— Z—z - g—idxdy,
kde M je ohranicend ﬁ—i + g—z <1,A>0,B>0.
Vysetfovand mnozina je elipsa, proto volime eliptické soufadnice x = Apcosy, y = Bpsin .
Dosazenim do nerovnice mame p? < 1. Jakobidn zobrazenf je |J| = ABp. Po¢itdme

2 1
/ / ABp\/1 — p2dpdp =
o Jo

1 S 1
:WAB/ vV1—tdt =7AB [—2 13 t] = 2§Bw
0 0

118



Pi. 112 Vypoctete integrdl

/ / rydzdy,
M

2 2 2
kde M je ohranicend 5z + %z > 1, £z + 45z <1, 2 >0, y > 0.

VySetfovand mnozina je tvofena elipsovym mezikruzim, proto volime eliptické soufadnice =z =
Apcosp, y = Bpsin . Dosazenim do nerovnic mame

1<p* <4
Apcosp >0
Bpsinp >0
Z téchto podminek vidime, ze p € [1,2], ¢ € [0,7/2]. Jakobidn zobrazeni je |J| = ABp.

2

1
/tdt:
1J0

/2 p2 4
/ / A2B?%p3 cos psin pdpdp = A2B? {i}
0 1

16—1 [ 15
422 _ A42p2
—A374 {2]0 AB—8
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Pi. 113 Vypoctete integrdl

// 2z + ydzdy,
M

Upravime podminku do tvaru é +y? < 1, coz je elipsa. Volime eliptické soufadnice 2 = 2p cos ¢,
y = psing. Dosazenim do nerovnic mame p? < 1. Dals{ podminku nemame, je tedy p € [0,1] a
© € [0,2x]. Jakobidn zobrazeni je |J| = ABp. Poc¢itdme

kde M je ohranicend x* + 4y® < 4.

27 1
/ / ABp (4pcosp + psing) dpdp =
o Jo
2 1
:AB/ 4cos<p+sincpdcp/ pidp =
0 0

371

= AB[4sing — cos g [p} =
3 1o

1

0
3

= AB(0-0)
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Pi. 114 Transformugte integrdl

// Vrydedy, M:y? =z,y?> =2z,0y =12y =2
M

2
‘ — — ¥
za pomoci transformace u = xy, v = 2-.
Transformujeme podminky pomoci zadané transformace ¢imz dostaneme v = 1, v = 2, u = 1,

u = 2. Po transformaci je mnozina M Ctverec. Potfebujeme navic vyjadrit jakobidn jako

ou u 2 2 2

= == T 2 3
detJ 1 =| 35 2 :‘ v s |l W,

oy —= 7 ror

Nebot se jednd o jakobidn inverzniho zobrazeni, dostaneme ze znalosti determinantii determinant
jako 3% Pro dosazeni do integrdlu potfebujeme jesté vyjadfit x,y pomoci novych proménnych

<l vy P 41 2 3 . Va2
u,v. Vyjadiime x = % a dosazenim ziskdme v = uy—/y = L. Coz vede na y = vu, x = \3/“5 .

Celkové tak ziskdme integral

2 2 [y ] 2 2
/1/13—1} \3/5-\/Uududv—/1 /1 S—v\/ﬁdudv
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Pi. 115 Transformugte integrdl

// zydedy, M:zy=1,x4+y=5/2
M
za pomoci transformace u = xy, v = T.

Transformujeme podminky pomoci zadané transformace ¢imz dostaneme v = 1, v+ % = 5/2.
Kfivka v+ % = 5/2 vede na parabolu u = %2 —¢? = 22 — (2 — v)2. Chceme ur¢it tvar transformo-
vané mnoziny M, musime tedy nalézt pruseciky téchto dvou kiivek. Dostadvame % = (v — %)2
coz ndm dévé dopo¢tem body [1/2,1] a [2,1]. Proto vidime, ze v € [1/2,1] a u € [1,2 — v?].

Jakobian dostaneme skrze

Ou  Ou y
-1 _ 0, 0 _ _ _
detJ = 8112 a,ly) = = —r = -0
S B 1 0
T oy

Tudiz méme |J| = 1/v. také snadno vyjddiime x = v a y = u/v. Dosadime

2 571’—1)2 1 u 2 57”—112 u
/ / — - —dudv = / / —Zdudv
1/2J1 v 1/2J1 v
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Pi. 116 Transformugte integrdl

// 2 —y+2dady, M:zy=1,0y=4,y=4z,y=a/4
M

za pomoci transformace u = xy, v = £.

Transformujeme podminky pomoci zadané transformace ¢imz dostaneme v =1, u =2, v =4 a
v = 1/4. Transformovand mnozina je tedy nyni obdélnik. Jakobidn dostaneme skrze

Ou  Ou y x y
-1 _ o o _ — —
detJ = ai 8% = oy 1 =2==2
dr Oy 2 T z

Snadno vyjadifme z = u/y, coz dosazenim vede na y? = vu a proto mame celkové x = \/u/v a
y = y/uv. Transformujeme

2 4 2 4
/ / i (g — uv) dvdu = 1/ / % — udvdu
1 Jija 20 \v 2y Jijav
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Pi. 117 Transformugte integrdl
// e vdedy, M:z=0y=0z+y=1
M

za pomoci transformace u = +y, v =x — y.

Vidime, ze integrovand funkce je komplikovand, zavedeme tedy zadanou transformaci, abychom
tento vypocet zjednodusili i kdyz se tim muze integrovand mnozina M zkomplikovat. Abychom
transformovali omezeni x = 0, y = 0, vyjadiime nejprve z,y pomoci proménnych u,v. Snadno
dostaneme sec¢tenim x = “T'H’ a odectenim y = “5*. Proto transformujeme omezen{ na u+v = 0,
u—v=0awu=1 Jednd se o tii piimky, které maji pruse¢iky v bodech [0,0], [-1,1] a [1,1].
Vzhledem k vzajemné poloze novych piimek

dostaneme u € [0, 1], v € [—u, u]. Déle musime uréit jakobidn zobrazeni. Méme

or fu 11
detJ ' =| Gr Bv | = ‘ L 1 ‘_ -2
oz Oy -
Tudiz je |J| = 1/2. Muzeme si také vypocist
dz Oz 1 1 1
detJ =| v g;':’% 2 =5
ou  Ov 2 2

A tedy vskutku jakobidn sedi. Transformujeme

1 1 u »
5/0 [ue*i dodu
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Pi. 118 Urcete jakobidny zobrazeni x = uv, y = u + v.

Pocitame

—_

ox  ox
detJ = ’ v gy
ou ov
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P#. 119 Urcete jakobidny zobrazend x = uwv, y = u/v.
Pocitame

oz O
detJ = ‘ gu 9y
T

I
A
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P¥. 120 Urcete jakobidny zobrazeni x = uv, y = v?/u.

Pocitame
oz Oz v
| & % |-|
ou v u2
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P#. 121 Uréete jakobidny zobrazeni x = u+v, y = v/(u +v).

Pocitame
g X 1 1 U v 1
detJ =| v Qv | = » . - + _
‘ % 50 ’ ‘ T wtn?  (wto)? (u+v)2  (u+v)?2 u+tw
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P¥. 122 Uréete jakobidny zobrazeni v = u/(u? + v?), y = v/(u? + v?).

Pocitame
)2 —u? 2u1
detJ — %% % o (;2+1§2)2 _(u2r52)2 o (’U2 — ’LL2)(U2 — 7)2) B 4U2U2 -
S=1 9y oy |T| 2w u?—ov? - (u? + v2)4 (u? + v2)4 -
ou ov (u2+v2)? (u2+v2)?
_ —ut + 2u%v? — vt 4u?v? _ —ut — 2u%v? — vt _ (u? + v?)? _ 1
(u? + v2)4 (u2 +v2)4 (u? + v2)4 (w24t (w2 4 02)?
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Pi#. 123 Urcete jakobidny zobrazeni x = u/v, y = v/u.

Pocitame

oz Oz 1 _u

2

detj'glﬁ gg“_vv IS
ou ov u
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Pi. 124 Urcete jakobidany zobrazeni x = ucos A —vsin A, y = usin A + vcos A, pro konstantu
A.

Pocitame o o
T T :
£z oz cosA —sinA .
detJ =| 3u v |=| . =cos’ A+sin?A=1
i sinA cosA
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4 Transformace trojného integralu

Necht M C E? je oteviena mnozina v prostoru w,v,w a ¢ je prosté zobrazeni M do prostoru
z,y, 2z dané funkcemi z = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w), které maji na M spojité
parcidlni derivace prvniho fddu. Necht

© Qv g

J(U, v, U)) = % % %
Oz 9z Oz

ou ov ow

spliuje J(u, v, w) # 0 je ohrani¢end na M. Necht M a g(M) jsou méfitelné a funkee f je spojitd
a ohranicend na g(M). Potom plati

///g(M) f(@,y, z)dadydz = ///M f(@(u,v,w),y(u, v, w), 2(u,v,w)) - [J(u, v, w)|dudvdw

Piikladem transformace v E? je zména méiitka spojend s posunutim

T = au+d,
y=bv+e,
z=cw+ f,

kde a > 0, b > 0, ¢ > 0. Jakobian tohoto zobrazeni je
J(u,v,w) = abe

Transformace do vélcovych souradnic je

T = pCcosy,
y = psiny,
zZ=2z,

kde p € [0, 00) je polomér vélce, tj. vzddlenost bodu vélce od osy z. ¢ € [0, 27] je odchylka bodu
od kladné poloroviny zz v kladném smyslu, tj. odchylka od kladné poloosy = v kladném smyslu
a v roviné rovnobézné s pudorysnou xy. Jakobidn tohoto zobrazeni je
J(p,p,2) =p
Transformace do sférickych souradnic je

T = pcosysinb,

y = psinpsind,

z = pcosb,
kde p € [0, 00) je vzdélenost bodu od pocatku, ¢ € [0, 27] je odchylka bodu od osy z v kladném
smyslu v projekci do pudorysny xy. Proménnd 6 € [0,7] je odchylka od kladné poloosy z.

Jakobian tohoto zobrazeni je
J(p,p,0) = —p*sind

Transformace do zobecnénych vélcovych souradnic je
T = apcos y,

y = bpsingp,
z2=2z,
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kde a > 0, b > 0. Proménnd ¢ € [0, 27] je stdle odchylka bodu od kladné poloroviny zz v kladném
smyslu a p € [0,00) je polomér vélce, tj. vzddlenost bodu védlce od osy z v upravené metrice.
Jakobidn tohoto zobrazeni je

J(p,p,z) = abp

Transformace do sférickych soufadnic je

T = apcospsinb,
y = bpsinpsinb,

z=cpcosh,

kde a > 0, b > 0, ¢ > 0. Stéle plati, ze ¢ € [0, 27] je odchylka bodu od osy x v kladném smyslu
v projekei do pudorysny zy a proménnd 6 € [0, 7] je odchylka od kladné poloosy z. Proménnd
p € ]0,00) je vzddlenost bodu od pocdtku v upravené metrice. Jakobidn tohoto zobrazeni je

J(p, ¢, 0) = —abcp? sin
Transformace do hypersférickych souradnic v E™ je

x1 = pcospsinfsinb,...sinf, o,
To = psinpsinf; sinfy .. .sinb,_o,
x3 = pcosfisinby...sinf, o,

xq4 = pcosbysinbs...sinf, o,

Tp—1 = psinb,_3sinb,_o,

Ty = psind,_o.
Tentokrat je p € [0,00) je vzddlenost bodu od pocédtku, ¢ € [0,27] je odchylka bodu od osy x
v kladném smyslu v projekci do pudorysny xy a 6; € [0,7] je dhel ktery svird bod s kladnou
poloosou z;49. Jakobian tohoto zobrazeni je
J=(=1)"p" 'sinf; sin®y...sin" 26, o

Obdobné muzeme definovat transformaci do hypervalcovych soutadnic v E™ jako

T1 = PCOS ,
ZTo = psin,

T3 = I3,

Ty = T
Charakter proménnych odpovida obvyklym vélcovym soutfadnicim. Jakobidn zobrazeni je opét

J =p.
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Pt. 125 Preved'te trojny integrdl [ [, dzdydz do vdlcovijch souradnic, kde V' je ddna omezenimi
z=0,y=1,2=0,2=A4,z=y%, A>0.

Valcové soutfadnice jsou dany transformaci x = pcosp, y = psing, z = z. Jakobidn je zde
|J| = p. Z omezeni dostaneme snadno tvar mnoziny V jako 0 < z < 2, 0<y<1,0<2z<A.
Proménnd z zustane nezménéna a vidime, ze nezavisi na proménnych x,y. Vidime, Ze se jednéd
o Cast valce s ruznym dolnim a hornim omezenim. V pudorysné je mnozina zobrazena jako

\ QR
96%0%%%
0%

Ptevedeme nerovnosti pro x a y jako
0<psinp <1
0 <pcosy < p*sin? ¢

1
sin ¢’

Z prvni podminky dostaneme p < ale také sinp > 0, coz vede na interval ¢ € [0, 7]. Ze

druhé podminky ziskdme

1
0<p———<p
tg psinp

Nebot je sin¢ > 0 mame také pozadavek aby tg¢ > 0 coZ je splnéno na intervalu (0,7 /2]. Dalsi
omezen{ vznikne v dusledku omezeni psinp < 1 ze

pcosp < p?sin? o < psing
a dostaneme po upraveni tg > 1. Transformovany integral je tedy

/2 ﬁ A
/ / pdzdpde.
/4 —L—Jo

te psing

134



Pt. 126 Preved'te trojny integrdl [[ [, dzdydz do vdlcovijch souradnic, kde V' je ddna omezenimi
r=\y,y=0,2=02=22>+y*=2.

Proménna z nezavisi na proménnych z,y a naopak podminky obsahujici proménné z, y nezavisi
na proménné z. Analyzou mnoziny V v piudorysné dostaneme x > /y, y > 0, 22 + 92 < 2.

,02 cos? > psinp

p*> <2
psing > 0
Z prvni podminky vyplyne p > :;;12“;. Ze tiet{ podminky pak mame omezen{ ¢ € [0, 7]. Avsak

z obrézku vidime, ze ¢ mé nejvétsi dhel na piimce y = x, coz odpovidéd pruseciku [1,1]. Tedy
musime zuzit interval na ¢ € [0, 7/4]. Transformujeme

T/4 V2 2
/ / / pdzdpdep.
0 casz JO
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Pt. 127 Preved'te trojny integrdl [, dzdydz do vdlcovijch souradnic, kde V' je ddna omezenimi
224 yP <A, y>A—2,2=0,2=A4, A>0.

Proménna z nezavisi na proménnych z,y a naopak podminky obsahujici proménné z, y nezavisi
na proménné z. Dosazenim polarnich soufadnic z = pcosp, y = psin ¢ do omezeni ziskdme

psingp > A — pcosp

Nebot se jednd o vélec, mtiZzeme vykreslit situaci v pudorysné xy

&

Vidime skrze vyjadfeni z druhé nerovnosti, ze

A
sin ¢ + cos

p>

Navic vidime, ze ¢ € [0,7/2]. Transformujeme

w/2 pA A
/ / / pdzdpdep.
0 =2 Jo

sin ¢p+cos ¢
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Pt. 128 Preved'te trojny integrdl [, dzdydz do vdlcovijch souradnic, kde V' je ddna omezenimi
r=0,y=A4,2=0,2=2A, (r —A)? +y?> =A%, A>0.

Proménna z nezavisi na proménnych z,y a naopak podminky obsahujici proménné z, y nezavisi

na proménné z. Analyzou mnoziny V v pudorysné zy uréime nerovnosti jako z > 0, y <= A,
(x — A)? + y? > A2, Vykreslenim situace v piidorysné xy vidime

ze doln{ hranice pro thel ¢ je vymezena bodem [A, A], ktery odpovid4 pruseciku kiivek y = A a
(r — A)? + y? = A2. Tento bod lezf na pifmce y = = a tedy doln{ hranice je ¢ > 7/4. Z obrazku
vidime, ze ¢ € [r/4,7/2]. Dosazenim do nerovnosti dostaneme

psinp < A
22 4+ 9% = p? > 242 = 2Apcos ¢

Coz vede na omezeni p € [2A cos ¢, ﬁ]. Transformujeme

x/2 A 24

sin @
/ / pdzdpde.
w/4 J2Acosp JO
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Pi. 129 wypoctete integrdl

/// zv/ 1?2 + y2dadydz,

v

kde V je ddna omezenimi x*> +3%> <9,y >0,0< 2z < 2.

Proménnd z nezavisi na proménnych x,y a naopak podminky obsahujici proménné x,y nezavisi
na proménné z. Navic v pudorysné xy je mnozina tvofena polovinou kruznice. Zavedeme tedy

valcové soutfadnice. Dosazenim = = pcos p, y = psin ¢ do nerovnosti dostaneme

P> <9
psingp >0

Vidime tedy, ze p € [0, 3] a ¢ € [0, 7]. Jakobidn transformace je |J| = p. Transformujeme integral

3 T 2 2 3 22 2 p3 3
/ / / pzy/ p2dzdedp = 7T/ zdz/ pldp=m [} [} =187
o Jo Jo 0 0 2]oL3 o
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Pi. 130 wypoctete integrdl

///V 2(2? + y*)dzdydz,

kde V je ddna omezenimi 0 <z <1,0<y <v1—22, 0<2< /1 —22—92

Vzhledem k omezenim si véimneme, ze omezeni z = /1 — 22 — y2 uddva sféru. Také podminka
y = V1 — 22 v pudorysné uddva kruznici. Vyuzijeme tedy transformaci do sférickych soufadnic
r = pcospsing, y = psinpsind, z = pcosf. Jakobidn této transformace je J = —p?sinf.
Dosazenim do nerovnosti dostaneme

0 <pcospsinh <1

0 <psinpsinf < \/1 — p2cos? psin? @

0 <pcosh < \/1 — p2 cos? psin? 0 — p2 sin? psin? 0

Analyza téchto nerovnosti neni pfili§ jednoduchd, pokud si vSak situaci vykreslime, vidime, Ze
se jednd o ¢tvrtinu kruznice. Dostaneme tedy omezeni p € [0,1], ¢ € [0,7/2], 8 € [0,7/2].
Transformujeme

1 pm/2 pm/2 )
/ / / p°sin 0 cos 0 (p2 cos? psin?  + p? sin? o sin’ 9) dfdedp =
o Jo 0
1 pm/2 pm/2
= / / / p>sin 6 cos 0 (p2 sin? 9) dfdedp =
o Jo 0

1 pm/2 pm/2 - 1 w/2
:/ / / p° sin® 0 cos 0dAdpdp = f/ p5dp/ sin® 6 cos #df =
0 0 2 Jo 0
1

0
1
_m [ /tsdtzﬂt“ _T
216 y.Jo 12 4], 48
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Pi. 131 wypoctete integrdl

///v ﬁdxdydz,

kde V je ddna omezenimi x* + y* < 4z < 16.

Vidime, ze pro pevné z je podminka 22 + 32 < 4z tvoiena kruznici. Zavedeme tedy cylindrické
soufadnice a dosadime do omezeni, ¢imz ziskame

p? <4z2<16

Z téchto podminek vidime, 7e p € [0,4] a z € [p?/4, 4]. Dals{ omezen{ nemdme, je tedy ¢ € [0, 27].
Jakobidn této transformace je |J| = p. Transformujeme

o 4 pd 2 : in2
p~ cos psinpsin” 6§
dzdpdyp =
/0 /0 /pz/4p (4+ pcosh)? pey
o 4 4 3 ¢ip?
. p°sin” 6
_ o d dzdp =
/0 consmY S0/0 /p2/4 16 + 2pcos f 4 p? cos? 0 “

2 . 2 4 4 3 29
_ [sm smgo} // p> sin _dudp=
2 o Jo Jp2/a 16+ 2pcosd + p? cos® 0
4 g4

_0// p>sin” 0
B 0 Jp2/4 16 +2pcost + p? cos? 0

dzdp =0
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Pi. 132 wypoctete integrdl

/// zyzdxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi x> +y> +22 <1, 2 >0,y >0, z > 0.

Vidime, ze mnozina tvoi{ osminu koule v prvnim oktantu o poloméru 1, a proto p € [0,1],
p € [0,7/2], 6 € [0,7/2]. transformujeme

1 pm/2 pm/2
/ / / p° sin® 0 cos 0 sin ¢ cos pdfdpdp =
o Jo 0

1 /2 /2
= / p°dp / sin @ cos ¢dp / sin®  cos df =
0 0 0

b

611 ,1 1 271 .4
=[5, [ [ =5 5] [7]
6 1yJ0 0 612,041, 48
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Pi. 133 wypoctete integrdl

/// z? + y*dadydz,
%

kde V je ddna omezenimi x® + y> + 22 < A%, 2 >0, A > 0.

Mnozina V' je polokoule o poloméru A. Zavedeme sférické soufadnice x = pcospsinf, y =
psingsinb, z = pcosf a uréime p € [0, 4], ¢ € [0,27], 6 € [0,7/2]. Jakobidn této transformace
je |J| = p?sin 0. Transformujeme

2
/ / / p*sin (p2 cos? psin® @ + p? sin? p sin’ 9) dfdedp =

2T
/ / / p* sin® 8dfdedp = 277/ 0 dp/ sin® 0d6 =

5 3
— o [} / — 24t =21 A[t—t] _ A s
51, Jo 5 3], 15
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Pi. 134 wypoctete integrdl

/// 3z2dzdydz,
1%

kde V je ddna omezenimi x® +y? < z < 2 — x? — 2.

Omezujici podminky jsou doplnény funkcemi x2 + y2, tyto dobfe kooperuji spolu s polarnimi
soufadnicemi, zavedeme tedy transformaci do cylindrickych soufadnic z = pcosy, y = psin p,
z = z. Dosazenim do nerovnosti méame

<2< p?

Musime urcit rozsah pro p. Jiz z definice vidime, Zze p > 0. Horni ohranic¢eni pak vyplyva z
nerovnosti p? < 1 — p? dostaneme p < % Nebot nemdme ohraniceni pro ¢, je ¢ € [0,27].

Jakobidn této transformace je |J| = p Transformujeme

2 1— p 2 2
/ / / p322dzdg0dp—/ / 7 dedp =

2

2m %
/ / (1—-p —pﬁdapdp—27r/ p(1=3p"+3p* —p®—p°%) dp=
2 812
p 0O p 1 3 3 1 7
—on | 3P 130 o B . A A
W[2 3 +36 SL 7r(4 648 64) 3"
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Pi. 135 wypocteéte integrdl

/// 2zdxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi0 < z <y, 2> +y> <1, 2> 0.

V pudorysné je mnozina tvorena polovinou kruznice. Dalsi omezeni omezuji rozsah z, vidime
tedy, ze se jedna o sefiznuty vélec. Zavedeme valcové souradnice x = pcosy, y = psinp, z = z.
Jakobidn této transformace je |J| = p. Dosazenim do nerovnic ziskame

p? <1
pcosp >0
0<z<psiny

Mame tedy p € [0,1] a ¢ € [-7/2,7/2]. Transformujeme

/2 psin ¢ 22 psin g
/ / / pzdzdpdp = 2/ / [ } depdp =
w/2
fZ/ / p?sin” sDd wdp = / 3dp/ sin? pdp =
—7/2 —m/2

[ } /”/2 1—0082<pd 1 [2¢—s1n2<p} /2 1
= —_— —_— (p — _— —
4o w2 1 4 L 4

N>\>I
ool
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Pi. 136 wypoctete integrdl

/// 1+ 2z — ydzedydz,
v

kde V je ddna omezenimi x% + y* < 2z < 4.

Omezujici podminky jsou doplnény funkci x? + y2, tato dobie kooperuje spolu s polarnimi
soufadnicemi, zavedeme tedy transformaci do cylindrickych soufadnic z = pcosy, y = psin p,
z = z. Jakobidn této transformace je |J| = p. Dosazenim do nerovnosti mame

p?<22<4

Z tohoto divodu je p € [0,2] a 2z € [p?/2,2]. Nebot dalsi podminky neméme, je ¢ € [0,27].
Vidime, ze se jedna o sefiznuty vélec. transformujeme

2 por 2
/ / / p(14+2pcosp — psinp)dzdedp =
o Jo Jp2/2

2 2
. 2
:// (p+2p* cosp — p*sin ) [2] 2 /o depdp =
o Jo
2 27 p3 p4
:/ / 2p+4p2coscp—2p2sin<p—?—p4cos<p+ ?singodgadp:
o Jo
2m

2 p? o
:/ [2pcp+4p251ng0+2p2(:osgo2g0p4sin<p2005g0 dp =
0 0

2 412
= / dp —wp3dp = [27Tp2 — ﬂ'i} dp =81 —4dm =4x
0 0
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Pi. 137 wypoctete integrdl

/// zv/ 1?2 + y2dadydz,
v
kde V' je ddna omezenimi 0 <1 <2, 0<y<+v2r—22,0<z2<A, A>0.

Vidime, ze proménnd z neovliviiuje podminky vzhledem k proménnym z,y a naopak. Upravime
podminku

y<\/2:177:c2 \/171+2x—:v2
y' <1—(x—1)?
(x—1)?+y* <1
Vidime, zZe se jedna o posunutou kruznici a tudiz zavedeme cylindrické souradnice x = pcosp+1,
y = psingp, z = z. Jakobidn této transformace je stale |J| = p. Z nerovnic mame psiny > 0, a

proto ¢ € [0,7]. Z nerovnice (z — 1)? + y? < 1 dostaneme p € [0,1]. Jiz ze zadén{ pak mame
z € [0, A]. Transformujeme

A 1 ™
/ / / PZ\/ (14 pcosp)? + p?sin® pdpdpdz =
o Jo Jo
A 1 T
/ zdz/ / pV/ 1+ 2pcos¢ + p2dpdp
0 o Jo

Vypocet tohoto integrdlu neni jednoduchy, vyzkousime tedy obvyklé polarni souradnice x
pcos, y = psiny. Dosazenim do nerovnosti ¥y > 0 a 0 < y? < 2z — 22 dostaneme 0 < z2
2? +y? < 2z. Mame tedy p € [0,2cos¢], ¢ € [0,7/2]. Dosadime

w/2 p2cosp T/2 p2cos¢
/ / / Pz P dpdgodz—/ zdz/ / prdpdp =

2cos w/2
p 8 cos?
:M/ M d*"‘? 5 0¥
0 /0 0 0

442 1 2 371 2
= 1—t2dt:4A[t—t] 84
3 Jo 3 0

IA
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Pi. 138 wypoctete integrdl
/// z? + y*dadydz,
1%
kde V je ddna omezenimi x% + y* < 2z, z < 2.

Omezujici podminky jsou doplnény funkci x? + y2, tato dobie kooperuje spolu s polarnimi
soufadnicemi, zavedeme tedy transformaci do cylindrickych soufadnic z = pcosy, y = psin p,
z = z. Jakobian této transformace je |J| = p. Dosazenim do nerovnosti dostaneme p* < 2z < 4
a proto je p € [0,2], z € [p?/2,2]. Dals{ podminky nemame, proto je ¢ € [0,27]. Vidime, ze se
jedné o sefiznuty vélec. Transformujeme

/%/ /2/2 pPdzdpdy — /%/ (2_>dpd<p_

2
2p 08 64 16
=2 2p3 ——d =27 — 8§ —— —
7r/0 p P [4 12]O ( 12) 3"
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Pi. 139 wypoctete integrdl

T+
/// 3 +y2 dzxdydz,

kde V je ddina omezenimi (x —1)2 +4>>1, y<3 -2, 2>0,y<z,y>0,0<2<2.

Vidime, Ze integrovand funkce obsahuje vyraz z2 + y2. Podobné je ohrani¢eni tvofeno po tpravé
na étverec posunutou kruznicf jako 22+ (y —1)? < 1. Rozhodujeme se mezi obvyklymi valcovymi
soufadnicemi a posunutymi valcovymi soufadnicemi. Vzhledem k obtiznému vypoctu integro-
vanych funkei zavedeme nejprve x = pcosp a y = psinp. Dosadime postupné do nerovnosti
¢imz dostavame
2?4+ 9% =p* > 20 =2pcosp

psinp < 3 — pcosy

psinp < pcosyp

psingp > 0

pcosp >0

3
sin p+cos ¢ *
nas vede na omezeni sin ¢ < cos ¢, coz nam déva [0, /4] U [57/4, 27]. 4tvrta nerovnost sin ¢ > 0

nds vede na ¢ € (0,7]. Spoletné pak tfeti a ¢tvrtd podminka davaji ¢ € (0,7/4]. Posledni
nerovnost ndm nic nového nepfindsi. Jakobidn transformace je |J| = p. Transformujeme

/ /w/4/blw+cow pCOS(p—prlD(pd dod
— T dpdedz =
2cos ¢ p
7T/4 sin 4p+u)s<p .
/ / / cos ¢ + sin pdpdpdz =
2cos ¢

3
:// (cos p + sin p) <_—2cos<p)d<pdz=
o Jo Sin ¢ + cos ¢

2
:/ / 3 —2cos? ¢ — 2cos gsin pdpdz =

x/4 ”/41+cos2<p =3
:/ [Belo 2/ 7(190—2/ tdtdz =
0 0 2 0

V2
/2 3r 2[24p+sin2cp]ﬂ/4 2{#} 22d
= - —_— — —_— z =
) 4 1, 2],

2
3 w+2 1 3 w42
s 4 T4 2T 2 m

7 prvni nerovnosti ziskdme p > 2 cos ¢, ze druhé nerovnosti mame p < Tteti nerovnost
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Pi. 140 wypoctete integrdl

/// 8ydxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi —1 + 2v/x2 + 22 < y < Va2 + 22.

Vzhledem k vyskytu funkce 2 + 22 v ohrani¢ujici podmince, zavedeme upravené cylindrické
soufadnice x = pcosp, y =y a z = psiny. Dosazenim ziskame

142 =-1+2/p2<y</pr=0p

Z podminky —1 + 2p < p ziskdme p < 1. Uhel nenf nijak ohrani¢en, dostaneme tedy v €]0,27].
Jakobidn transformace je stdle |J| = p, nebot zdména proménnych y a z v transformaci jej
neovlivni. Transformujeme

1 p2m rp 1 y2 p
/ / / 8pydydedp = 1677/ 0 [} dp =
o Jo —142p 0 2 —142p
1

=87r/0 p(pQ—(2p—1)2)dp=8ﬂ/0 p(p*—(2p—1)%)dp=

1
:87r/ —3p2+4p—1dp:87r[—p3+2p2—p]320
0

149



Pi. 141 wypoctete integrdl

/// 8ydxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi —1 + 222 4+ 22 <y < Va2 + 22, y > 0.

Vzhledem k vyskytu funkce 2 + 22 v ohrani¢ujici podmince, zavedeme upravené cylindrické
soufadnice x = pcosp, y =y a z = psiny. Dosazenim ziskame

“1+2p=-142pR2<y<pP=p

Z podminky —1 + 2p < p ziskdme p < 1. Dalsi podminkou je y > 0. Musime urcit, za jakych
podminek je —1+2v/22 + 22 < 0. Toto je spInéno na kruznici 2%+ 22 < 1/4. rozdélime integrél na
dva piipady 1)p € [0,1/2], kde je y € [0, p]. Ve druhém piipadé pak p € [1/2,1] ay € [-1+2p, p].
Uhel neni nijak ohranicen, dostaneme tedy ¢ € [0, 27]. Jakobian transformace je stéle |J| = p,
nebot zdména proménnych y a z v transformaci jej neovlivni. Transformujeme

1/2 p2rw 2
/ / / 8pydydedp + / / / 8pydydedp =
1/2 14+2p

12 ry21P y
—167r/ p[ ] dp+167r/ p{} dp =
0 2 Jo 1/2 2 —14+2p

1/2 1
:87r/ 3dp—&-87r/ p(p2—(2p—1)2)dp:
1/2

ot 1/2 1
[ } +87T p(p>—4p” +4p—1)dp=

0 /2
7r 0 3p*  4p? p21
T _ 402 — pdp =~ PP
B /3p+” pp88{4+3 2|1
_r (3 41 3 L L _7+7 _5
~ 3 1737327 4 678)°" = A" 6"

150



Pi. 142 wypoctete integrdl

/// 24xdxdydz,
1%

kde V je ddna omezenimi x® + y? + 2% < 2z, x < y? + 22.

Podminku 22 + y? + 22 < 2z upravime na étverec, abychom dostali (z —1)2 +y? + 22 < 1. Jedn4
se tedy o posunutou sféru. Zavedeme tedy posunuté sférické soutadnice x — 1 = pcospsinf,
y = psinpsinf, z = pcosf. Jakobidn takto zlistane stale stejny |.J| = p? sin §. Dosadime omezen{
abychom dostali
p? cos? psin? 6 + p?sin® psin® 6 4 p® cos? 0 =p? < 1
pcos psind + 1 < p?sin? psin? f+p® cos® 0
Vidime, ze tfeti podminku nelze jednoduse upravit. Av8ak pokud pozménime transformaci do
sférickych soufadnic zaménénim proménnych z, z jako z = pcospsinf, y = psinpsinf, z — 1 =
p cos 0, dostaneme podminky opét
p? <1
pcosf+1 < p*sin® psin? 6 4 p? cos® psin? § = p® sin” §
Ze druhé podminky pcos@+1 < p?sin? 0 vidime, Ze ani tato transformace nenf piflis prihledna.
Zkusime tedy neposunutou transformaci z = pcospsinf, y = psinpsinf, x = pcosf, coz nam
dava podminky
p? < 2pcosb
pcosf < p*sin? 6

cos 6
sin? 6

Tyto ohrani¢eni ndm uddvaji podminky p € [ 2cosb] a z podminky pcosf > 0 vidime, ze

0 € [0,7/2]. Z podminek také dostaneme

p? <2pcosh < 2p?sin’ 6

A proto omezime 0 jesté vice na interval 6 € [r/4,7/2] Jakobidn transformace je stéle |J| =
p? sinf. Dostdvame
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/2 2cos6 /2 P4 2cos 0
24 / / / p° sin 6 cos dpdpdf = 487 / sin @ cos 0 [4} do =
s cos @

/4 Eey /4

27
0
/2 40
= 127r/ sin 0 cos 6 (16 cost 0 — C?SS ) do =
/4 sin® 0

sin2 @

m/2 5
= 127r/ 16sin 6 cos® 6 — 0987 ode =
/4 sin’ 6

6977/2 1 4232
— 127 [16— €os 9} _ 127r/ A=) 4 =
6 /4

T 1 12 1
—127r(164—48>—127r TQ———-i——dt—

I
3
7N
o
)
|
|
"
|
—_
V]
3
| —

T
T
|
V]
T
1
+
7
L
_
—
I

—6 =4 2]y
—7T<47r1>127r[t62t4 tQT _

—6 m1T 2]y
:77<4W_>_127T<—16_2—14+—12_—86+ _44—_22>—
_42—”—12w<é>=42—1—2ﬂ
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Pi. 143 wypoctete integrdl

/// 60xzdzrdydz,
v

12 <y <224 22, 2>0,2<0, A> 0.

kde V' je dana omezenimi £

Vzhledem k vyskytu funkce 22 + 22 v ohrani¢ujici podmince, zavedeme upravené cylindrické
soutadnice © = pcosy, y = y a z = psinp. Jakobidn transformace je stéle |J| = p. Dosazenim
ziskame

r
A

pcosp >0

<y<p

psing <0

7 Prvni nerovnosti vyplyne, ze p?> < Ap a tedy 0 < p < A. Ostatni nerovnosti vedou k omezeni
¢ € [37/2,2x]. Transformujeme

2w A
/ / / 6003 cos psin pdydpdp = / cos  sin pdy / 60p3 [y]’;2 dp =
3m/2 3m/2 0 Es

t2 0 A 4 p5
—60/ tdt/ (p—)dp—GO{ } / — —dp=
0 2] 1Jo A

14 5 5 5
—— — — —| =-6A4>+54°=-A
30[5 6} —6 5
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Pi. 144 wvypoctete integrdl
/// 2?ydzdydz,
v
kde V je ddna omezenimi 1l < z? +1y?> <4,0<2<3 —y.

Hned vidime, Ze se jednd o sefiznuty vélec. Zavedeme tedy vélcové soufadnice x = pcosp,
y = psin a z = z. Dosazenim do nerovnosti mame hned 1 < p? <4 a0 < z < 3— psin ¢, nebot
dalsi omezen{ nemdame, je ¢ € [0, 27]. Transformujeme

2 2m 3—psinp 2 2
/ / / p cos? psin pdzdpdp = / / p* cos? psin (3 — psing)dpdp =
1 Jo Jo 1 Jo
2 2
= / / 3p* cos? psin g — p° cos? psin? pdpdp =
1 Jo

2 5 27 2 27
. 1 1— cos4
=/ [—p* cos® ] 2" — &/ sin® 2pdpdp = —*/ ,05d,0/ — =
1 4 0 4 1 0 2

1 [rhoﬁr [4gp—sin4<p]2” o1 21
1

1|76 8 . 2 T "
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Pi. 145 wypoctete integrdl
dzdydz,

M 7

2 2 2
kde V je ddna omezenimi % < r;;y <z<1,A>B>0.

Vzhledem ke tvaru mnoziny V zavedeme valcove soufadnice © = pcosp, y = psinyp a z = z.

7 podminek dostaneme dosazenim Z A2 < &7 < z < 1. Vidime, ze plati B? < p? < A%, Nebot
nemame omezeni pro velikost uhlu, je ¢ € [O 27]. Transformujeme

27 A 2 P A

ddd72 1-dp=2n|p—-L=| =

I R e
A3 B3
_27T<A_B_3/12+3A2)
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Pi. 146 wypoctete integrdl

/// 22 4+ y? + 22dxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi 2% +y* < A%, 2>0,2< B, A>0, B>0.

Vzhledem ke tvaru mnoziny V zavedeme valcové soutadnice = pcosy, y = psinp a z = z. Z
podminek dostaneme dosazenim p? < A2. Transformujeme

2m
/ / / p(p® + 2* dzdgpdp—Qﬂ'/ Bp? +{2} dp =
0

s B? pt de2 At A%B3
=2 Bp* + —pdp =27 | B~ + +|=2r(B— +
71'/0 P 3pp 7T<|: 1 6 |, ™ 1 6
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Pi. 147 wvypoctete integrdl

/// z? + y*dadydz,
%

kde V je ddna omezenimi x> +y> + 22 <1, 22 +y?> + (z —1)2 < 1.

Mnozina V' je tvofena prunikem dvou sfér, kde jedna m4 stied posunut mimo poc¢édtek. Zavedeme
sférické souradnice x = pcos¢sinf, y = psinpsinf, z = pcos . Vzhledem k symetri¢nosti okolo
osy z mame ¢ € [0,27] a celou situaci muzeme analyzovat pouze v ndrysné xzz. Vidime dvé
protinajici se kruznice se stejnym polomérem

Uvazovana situace rozpadne na dva piipady. Musime nejprve nalézt priseéik kruznic 22422 =

laz?4(2—1)2 = 1. Mdme tak bod [v/3/2, 1/2] a musime uréit velikost thlu pifmky » = 5 kterd

prochézi nalezenym bodem a pocatkem. Ze znalosti derivaci vime, Ze tento thel je tga = %, tj.
a = /6. Nebot tento tihel svird pifmka s osou x, dopoéteme tihel s osou y jako 7/2 — a = 7/3.
Proto z obrdzku vidime, ze pro 6 € [0,7/3] je p € [0,1]. Pro 0 € [x/3,7/2] pak plati omezeni

22 +y? 4+ 2% = p? <22 =2pcosb

Transformujeme tedy integral jako

2 pmw/3  pl ) 2 pm/2  p2cos@ )
/ / / p*sin® 0dpdfde + / / / p*sin® 0dpdfdy =
o Jo 0 o Jx/3 Jo
/3 /2

T 1 57 2cos6
= 27r/ sin® 0d9/ ptdp + 27r/ sin® @ {’0 ] do =
0 0 /3 5o

1 571 /2
4
= 27r/ 1— ¢2dt {p} + bdm sin® 0 cos® 0d9 =
1/2 5 0

5 Juys
%[ttgr 4 o 1 t3(1t2)2dt2ﬂ(21+1>+64ﬂ/1 3 — 215 +7dt =
5 311 5 Juap 5 \3 2 24 5 Ja
:%.5+647r[t4_t6+t8]1 :w+w<1_1+1_9+9_81):
524 5[4 3 8|, 120 5 \4 378 64 64 20
T T (28 3% s 28 — 39 s 13 53
T 12 5(325)_12+96-57T_12+96~57T_4807T
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Pt. 148 Transformujte integrdl [[[,, f(z,y, z)dzdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami 2 + 9> + 22 < A%, >0,y >0, z > 0.

Vidime hned, Ze se jedna o sféru s polomérem A v prvnim oktantu. Proto je dosazenim do prvni
podminky p € [0, A] a vykreslenim vidime, ze ¢ € [0,7/2], 6 € [0,7/2]. Transformujeme

/2 /2 pA
/ / / p*sin £ (pcos psin b, psin @ sin @, p cos §)dpddp.
0 0 0
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Pt. 149 Transformujte integrdl [[[,, f(z,y,z)dzdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami z > /22 +y2, 22 +yt22 < 1.

Zavedeme sférické souradnice © = pcosypsinf, y = psinpsinf, z = pcosf. Dosazenim do

podminek ziskame
pcosf > 1/p?sin®f = psinf

PP <1

Z prvni podminky vidime, ze 0 € [0,7/4] a ze druhé podminky, Zze p € [0,1]. Dalsi podminku
nemdme, a proto ¢ € [0, 2x]. Transformujeme

/4 21 pl
/ / / p*sin 6 f(pcos psind, psin psin b, p cos §)dpdeds.
0 o Jo
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Pt. 150 Transformujte integrdl [[[,, f(z,y,z)dzdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami (2% + y? + 22)3 < A%22%, A > 0.

Zavedeme sférické soufadnice z = pcospsinf, y = psinpsinfd, z = pcosfh a dosazenim do
podminek ziskdme

P < A%ptcost o
p? < A?cos* 6
p< A cos2 0

Vyplyvajici podminka cos? § > 0 je splnéna trividlné, mame tedy

n p2n pAcos?é
/ / / p*sinff(pcos psin b, psin @ sin @, p cos §)dpdedd.
o Jo Jo
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Pt. 151 Transformugte integrdl [[[,, f(x,y,z)dzdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami x* + y* + 22 < A%, 22 + y? + (2 — A)2 < A%, A > 0.

Zavedeme sférické soutfadnice x = pcosesind, y = psinpsinf, z = pcosf. Vzhledem k sy-
metri¢nosti okolo osy z mame ¢ € [0,27] a celou situaci muzeme analyzovat pouze v narysné
Tz.

Vykreslenim situace vidime, ze se uvazovana situace rozpadne na dva pripady. Musime nejprve
nalézt prisecik kruznic z2 +22 = A% a 22+ (2 — A)? = A%. Mame tak bod [v/34/2, A/2] a musime
urc¢it velikost thlu piimky z = %, ktera prochazi nalezenym bodem a pocitkem. Ze znalosti
derivaci vime, ze tento ihel je tga = %, tj. @ = 7/6. Nebof tento 1hel svird pifmka s osou
x, dopocteme tihel s osou y jako 7/2 — a = w/3. Proto z obrazku vidime, ze pro 6 € [0,7/3] je
p €10, A]. Pro 0 € [r/3,7/2] pak plati omezeni

2?4+ 9% + 2% = p? <242 =2Apcosh

Transformujeme tedy integral jako
27 pm/3 pA
/ / / p*sin 0 f(pcos psin b, psin @ sin @, p cos §)dpdfhdp+
o Jo 0

2n  pm/2 p2AcosO
+/ / / p*sin b f(pcos psiné, psin psin b, p cos §)dpdfdy
o Jasz Jo
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Pi. 152 Vypoctete integrdl
/// V1?2 +y2? + 22dzdydz,
%
kde V je ddna omezenimi 0 <z < A, 0 <y < VA2 — 22, 0< 2 < /A2 — 22 — 92,
7 omezeni vidime, Ze je mnozina V tvofena osminou sféry o poloméru A. Zavedeme sférické

soufadnice x = pcospsinf, y = psinpsinf, z = pcosd. Z podminky z > 0 vidime, ze 6 €
[0,7/2]. Z podminky y > 0 pak vidime, ze ¢ € [0,7/2]. Transformujeme tedy integrél jako

A pm/2 pm/2
/ / / p?sin 04/ p2dfdpdp =
0o Jo 0

- A /2
:f/ p3dp/ sin #df =
2 Jo 0
474 4
I VR
—2[4]0[ cos b, g
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Pi. 153 Vypocteéte integrdl
/// z? + y*dadydz,
1%
kde V je ddna omezenimi x® + 3% + 22 > A%, 22 +¢y? + 22 < B2%, 2 < 0.

Vidime, Ze mnozina je tvorena mezisféiim. Zavedeme tedy sférické souradnice z = pcos psinf,
y = psinsin®, 2 = pcosd. Nebot z = pcosf <0, je 0 € [n/2,7]. Dosazeni, do dalsich omezen{
méme

A% < p? < B2

Transformujeme

2m
/ / / p sin’ 9d9dg0dp—27r/ 4dp/ sin® 0dg =
/2

o A5 £ A5 _ B5 1 A5 _ B°
=9 12— =B, Sy () I
7T[5L/_1 % { 3}1 5 3 5
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Pi. 154 Vypocteéte integrdl
/// 15v/2yzdadydz,
v
kde V je ddna omezenimi x% + 3% + 22 < A%, 2 < —/a2 + 92
Vidime, ze mnozina je tvofena Casti sféry. Zavedeme tedy sférické souradnice x = pcos psinf,
y = psingsinf, 2 = pcos. Nebot 2 = pcosd <0, je 0 € [r/2,7]. Dosazeni, do dalstho omezen{

pcosf < —+/p2sin? @ = —psin@. Nerovnost cosf < —siné je splnéna pro 6 € [37/4,7]. Ostatni
omezeni dostaneme jako p < A. Transformujeme

A 27 0
/ / / 15v/2p sin @ sin? § cos Odfdpdp =
0 Jo J3r/4

A 27 T
= 15\[2/ p4dp/ sin <pd<p/ sin? § cos #df =
0 0 3

/4
514 .. 3 9 T
=152 {p} [~ cos (p]gw {Sm } =0
5 0 3 3 /4

164



Pi. 155 Vypocteéte integrdl

/// V1?2 +y2? + 22dzdydz,
v

kde V je ddna omezenimi x% + y* + 2% < z.

Vzhledem k podminkam vidime, ze sférické souradnice maji smysl, zavedeme x = pcos psinf,
y = psinpsinf, z = pcosf. Dosazenim do podminek tak mame 0 < p? < pcosf. Vidime, ze
cosf > 0 davd 6 € [0, 7/2]. Transformujeme tedy

7/2 p2w  pcosf w/2 cos 6
/ / / p?sin 04/ p2dpdpdf = 27 / sin 6 / pidpdf =
0 0 0 0 0
/2 47 cos6 /2 19
— o / sin 6 {p} 46 = 21 / €05 7 Gingdo =
0 4 0 0 4

1t 15v2 [0 1 1
=f7r/ t4dt:iwf iyl
2" Jo .

2 ) 2 5 10
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Pi. 156 Vypoctete integrdl

// dzdydz,
v

kde V je ddna omezenimi v + y? + 2% < 2z, 2% > 2% + 42

Nerovnost 22 +y? + 22 < 2z Ize piepsat skrze ipravu na étverec do tvaru 22 + 3%+ (z —1)2 < 1.
Uvazime tedy obvyklé sférické souradnice, nebo soufadnice posunuté mimo stfed. Dostaneme v
prvni moznosti

p? < 2pcosb

p?cos?0 > p?sin? 6

Z prvni nerovnosti dostaneme p < cos#@, ale také, ze cos@ > 0. Z druhé podminky pak mame
cosf > sinf. Proto mdme 6 € [0, 7/4]. Transformujeme

w/4 27 pcosf w/4 3 cos
/ / / % sin dpdpdd = 21 / sin 0 {p} 46 =
0 0 0 0 3 0
w/4

59 op (VP2
:Qﬁ/ sin@coz 49 = —”/ t(1 —2)dt =
0 0

3
N A R O S W B
312 4], 3\4 16) 3 16 8
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Pi. 157 Vypoctete integrdl

/// Z2dxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi 0 <2 < 1,0 <y <1 —a2, /22 +9y2 <2< (/2 — a2 —y2.

Vidime, ze podminky 0 < z < 1, 0 < y < /1 — 22 udévaji v pudorysné ¢tvrtinu kruznice.
Podminka /22 + 32 < z < /2 — 22 — y2? ohrani¢uje proménnou z, zavedeme tedy vdlcové
soufadnice x = pcosp, y = psinp, z = 2. Nebot se jedna o étvrtinu kruznice a z > 0, y > 0,
méme p € [0,1] a ¢ € [0,7/2]. Z posledni podminky mdme p < z < /2 — p2. Ovéfime také
nerovnost p < /2 — p? vede na nerovnost p? < 1. Transformujeme

w/2 pl py/2-p? 9 /2 pl 23 V2—p?
pzedzdpdp = pl—= dpdp =
/2 2 2)3 3 _ \/i int
p sin _
/ _/ ( )dpd@ ‘ dp = V2costdt ‘

©/2 pm/4 (2 —2sin?t)3 — \/8sin’t
= / / V2sint V2 cos tdtdp =
0 0

3

™/2 (1 —sin t) —sin’t
= 4\[/ / 3 sint cos tdtdp =

(cos t — sin t) sint cos tdtdp =

/ sintcos*t — sin? t cos tdtdy =
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Pi. 158 Vypocteéte integrdl

/// 2v/22 — 2y + 42 + 1dadydz,
|4

kde V je ddna omezenimi x* +y* <1, 2 >0, z < 1/2.

Vidime, ze mnozina V je ¢ést valce, zavedeme tedy véalcové souradnice x = pcosp, y = psin p,
z = z. Transformujeme

1 g2 p1/2
/ / pz/ p? — 2psinpdzdpdp
o Jo Jo

Integrovand funkce je ponékud komplikovana, pokud ji vSak upravime na Ctverec, dostaneme

Va2 =2y+y2+1 = /22 + (y— 1)2. Zavedeme tedy posunuté cylindrické souradnice z =

pcosp, y —1 = psing, z = z. Dosazenim do podminky z? 4+ y? < 1 dostaneme nerovnost
p? < —2psin . Nebot navic p > 0 méme omezen{ sin ¢ < 0. Transformujeme

1/2 p2m  p—2sing 1/2 27 p—2singp
/ / / Pz P dpdgpdz—/ zdz/ / pidpdy =
ﬁ 1/2 p3 25m<pd _/Qﬂ 851n (,Od
2 3], 778, 3
_1
3

1 Bt 1 2 6-2 4
1—2dt=—-|t——| =-(2-2)= _2
/ 3{ 3}_1 3( 3) 9 9
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Pi. 159 Vypocteéte integrdl

///V 2(2? + y*)dzdydz,

kde V je ddna omezenimi x> + y> <2y, 2 >0, 2 < 1/2.

Pokud upravime podminku 22 +%? < 2y na étverec, dostaneme 2+ (y —1)? < 1. Zavedeme tedy
posunuté cylindrické soutadnice x = pcosy, y — 1 = psinp, z = z. Dosazenim do podminky
dostaneme p? < 1. Transformujeme tedy jednoduse

1/2 20 p1
/ / / pz (p* + 2psinp + 1) dpdpdz =
o Jo Jo

1/2 2 pl
= / zdz/ / P2+ 2p?sinp + pdpdy =
0 0o Jo

211/2 27 4 3 . 271 2 .

z o 2p°sing p 1 1  2sinp 1
= |Z d P 2P e P quo==2 Z Zdo =
{ Z/O {4+ 3 +2L‘p 8/0 1T T3 T
1

8
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Pi. 160 Vypoctete integrdl
1
// —dzdydz,
v R
kde V je ddna omezenimi x® + y? + 22 < A%, 2 > A)2, 2 > \/W

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvorii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinsinf, z = pcos a dosazenim do omezeni dostaneme p? < A2,

pcosh > A/2

pcosf > 1/ p2sin®h = psinf

Z podminky cos 6 > sin§ mdme 6 € [0, 7/4]. Pocitdme tedy

27 /4 A 9 . 0 /4 214
/ / / P MY 4 pdfdyp = 27 / tg 6 {p} a6 =
o Jo A _ pcost 0 2] _a

2cos 0 2cos 6

/4 A%sing
= A% tg — do =
7T/0 ( & 4cos30>

WAQ[ 1 r/‘*

= 1A% [~In|cos 9|]g/4 -

4 260s200
——wAzlnﬁ—s—ﬂAz—ﬂ-Az——WAzlnl—LAz
N 8 4 2 2 8
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Pi. 161 Vypoctete integrdl
/// rydxdydz,
v
kde V je dina omezenimi x® + y* + (2 — 2)2 <4, 2 > /a2 + y2.

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvorii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinpsinf, z = pcos . Dosazenim do omezeni mame

p? < 4pcosb
pcosf < psinf

Z druhého omezeni dostaneme 6 € [0, 7/4] a z prvnf nerovnosti p € [0,4 cos 6]. Transformujeme

2w pm/4  pdcosf
/ / / p* sin® 0 cos ¢ sin pdpdfde =
o Jo 0

27 /4 p5 4 cos 6
= / cos  sin gpdgp/ sin® 6 {} do =
0 0 5 1o

2 2w /4 1 5
_ [sm @] / sin3¢92 0 cos 9d0:
o Jo

2 5)

/4 21 5
:o./ sin® 0229950 49 _ ¢
; 5
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Pi. 162 Vypoctete integrdl

// dzdydz,
v

kde V je dina omezenimi (z% + y? + 22)? < 3z2.

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvoii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = p cos psin 6,
y = psinpsinf, z = pcosf. Dosazenim do omezeni mame

p* < 3pcosb

Tato podminka vede na nerovnost cos > 0 a tudiz 6 € [0,7/2]. Déle pak p € [0, V/3cosb)].
Transformujeme

21 /2 /3cos w/2 p3 ¥/3cos
/ / / p?sin fdpdfdy = 271'/ sin 0 [} do =
o Jo 0 0 3 1o
/2 2 /2
:271'/ sin93C089d0:27r [sm 0] =m
0 3 2 o
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Pi. 163 Vypoctete integrdl

/ / /V :rf—zf—zyz dzxdydz,

kde V je ddna omezenimi (z2 + y* + 22)? < A%xy, >0,y >0, z > 0.

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvoii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinpsinf, z = pcos . Dosazenim do omezeni mame

pt < A?p? cos psin psin® 0
Coz nas vede na nerovnost p < Asinf4/cos ¢ sin ¢. Navic mame podminku cos ¢ sin ¢ > 0 dévaji

omezeni ¢ € [0,7/2] U [r, 37 /2]. Dals{ omezeni uddvaji nerovnsoti

pcospsinf > 0
psinpsind > 0
pcosf >0

Ze tfet{ nerovnosti mame hned 0 € [0,7/2). Z prvni nerovnosti pak také ¢ € (0, 7/2). Transfor-
mujeme

/2 pmw/2  pAsinf/cos psin . :
/ / / / / @ ‘pr sin&pg sm29ctos.92coscpsmg0dpd9d¢:
0 0 0 p?sin” 6

w/2 pw/2 pAsinfy/cosesing
= / / / p>sin 0 cos 0 cos g sin pdpdfdy =
0 0 0

/2 pm/2 p4 A'sin 0+/cos p sin ¢
= / / sin @ cos 6 cos p sin [} dfdy =
0 0 4],

A4 /2 /2
=T / sin® 6 cos 6 cos® psin® pdfdy =
0 0
T . /2
= A—4 a cos® psin® pdyp sin” 0 =
4 Jy 6 1,

At [t
24

24

4 6

AL et 81 A% -4 A%
1 — 2y43 — — —_— = —
(1 —t%)%dt { ]0 24 24 288
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Pi. 164 Transformugjte integrdl

/ / / zdzdydz,
1%

kde V' je dana omezenimi z > %2 + 12, % +4% 4+ 22 <6.

Vidime, Ze vySetfovand mnozina piipomina rovnice sféry az na podil u z2. Proto zavedeme
zobecnéné sférické souradnice x = 2pcospsinf, y = psinysind, z = pcosfh. Dosazenim do
podminek dostaneme

p* <6
pcos® > p*sin? 6
Ze druhé nerovnosti dostaneme omezeni p < 561?1299' Navic ze druhého omezeni vidime, ze cos§ > 0,

a proto 0 € [0,7/2]. Vzhledem k ménicimu se hornimu omezeni musime urcit hel pii kterém
dochézi ke zméné. Ten lze nalézt vice zpusoby, napiiklad skrze rovnost

cos cos
6 p— =
Ve sin?f 1 —cos?0

Také ji muzeme ziskat jako prusecik ploch z = % +19% a % + 9% + 22 = 6. Dosazenim jedné
rovnosti do druhé ziskdme polynom z + 22 = 6, jehoz kladné feseni je z = 2. Tyto body lezi na
kouli o poloméru v/6, proto dosazenim do transformace z = pcos# mame v/6cosf = 2. Je tedy
0 = arccos % Jakobidn této transformace je |J| = 2p% sin 6. Transformujeme

cos 6

27 parccos % V6 5 . 27 pm/2 vt 5 .
/ / / 2p” sin 0 cos Odpdfdy + / / / 2p° sin 0 cos Odpdfdy
0 0 0 0 arccos % 0
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Pi. 165 Vypoctete integrdl
[ 2t s 2
kde V je ddna omezenimsi f‘—z + g—z + % <1.

Vidime, ze vySetfovand mnozina je elipsoid, proto zavedeme zobecnéné sférické souradnice x =
Apcospsin®, y = Bpsinpsinf, z = Cpcosf. Dosazenim do podminek dostaneme

p> < 1.

Jakobidn této transformace je |J| = ABCp?sin §. Transformujeme

2 ™ 1 ™ 1
/ / / ABCp*sin6 (p2) dpdfdy = 2ABC7T/ sin 9d9/ ptdp =
o Jo Jo 0 0

Y 4ABCr

e
= 2ABCT [— cosb]; dQ[ } =
0 5
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Pi. 166 Vypoctete integrdl

. p . o2 2 2
kde V' je ddna omezenimsi % + % + Z25 < 1.

Vidime, ze vySetfovand mnozina je elipsoid, proto zavedeme zobecnéné sférické souradnice z =
Apcossind, y = Bpsinpsinf, z = Cpcosf. Dosazenim do podminek dostaneme

p> < 1.

Jakobidn této transformace je |J| = ABCp? sin 6. Transformujeme

27 e 1
/ / / ABCp?sin6+/1 — p2dpdfdy =
0 o Jo
™ w/2
= 2ABC’7r/ sin0d9/ sin® V1 — sin® t cos tdt =
0 0

/2
= 2ABCT [— cosb]; / sin? ¢ cos? tdt =
0

71'/2 7T/2 1 _ 4t
— ABCr / sin? 2tdt = ABCrr / %dt —
0 0

o /2 2
— ABC {475 sm4t} _ ABCn

8 |, 4
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Pi. 167 Vypoctéte integrdl

/ / —dxdydz

o PPN S R 2 >y
kde V' je dina omezenimi x° +y° + 2° < A%, 2z > & + % — A,

Mnozina V je tvorena ¢asti sféry. Pokud bychom zavedli sférické souradnice, dostaneme ve druhé
podmince
p?sin? 6

pcosf > - A

Tato nerovnost neni piilis pruhlednd. Pokusime se tedy zavést spiSe cylindrické soufadnice, ¢imz
dostaneme podminky

[\
IN
N

[\

P+ z

vV
w3,

z — A

Dostaneme tak spoleéné ohraniceni 2 —2 — A< 2z< /A2 - p? Z podminky & — A < (/A2 —
navic po umocnén{ ziskdme p?(p? /A2 1) <0. Tudiz p € [0, A]. Transformujeme

27 A2—p 27 p
pdzdpd<p / / [ } dpde =

I 5o

1 27 A
S A2 _ P 5 -

39 /, dw/o PV ( p?)? p<A ) dp =
_4m - 2 A2wn24)\3 N 3_ 43 _

39 </0 Asmt\/(A A?sin” t)3 A cos tdt /0 yE 3A + 3A4p° — A’pdp

/2 8 6 A A3 2 A
Wsinteost 1t — | Lo gl L 3Bt Ap —
/0 sin t cos [8143 36A+3 1 > |,

A5 AP m 8A°+5A° A5
39 20 ~ 60
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Pi. 168 Vypoctete integrdl

/// 2zdxdydz,
v
kde V je ddna omezenimi x®> +y? > 1/4, /22 + 92 -1 < 2 <1 — /22 + 2.

Vzhledem k tvaru mnoziny V zavedeme vdlcové soufadnice. Dostdvame nerovnosti p < 1/2 a
p—1<2<1—p.Ze druhé nerovnosti dostaneme také p —1 < z < 1 — p coz vede na nerovnost
p < 1. Transformujeme

2 p1/2 pl—p 2 p1/2 =
/ / / 2zpdzdpdy = / / p [22][)_1 dpdy =
o Jo p—1 o Jo

o p1/2 o p1/2
:/0/0 p((l—p)Q—(p—lf)dpdso:/o/o p-0dpdp =0
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Pi. 169 Transformugje integral

/// ™ z2ydadydz,
v

pomoct transformace . = u, y = (u+v)/u, z = (u+v +w)/(u+v), kde V je dina omezenimsi
r>1,y>1,2>1, zyz < 2.

Dosadime zadanou transformaci do podminek odkud ziskame

u>1
u+v:1+321
U
utvrw ., W >1
U+ v U+ v
utov+w<2

7 prvni nerovnosti vidime, ze u je kladné. Z druhé a tieti nerovnosti mame tudiz v > 0, w > 0. V
roving wv vidime ohraniceni vzhledem k pifmce u 4+ v < 2 jako u € [1,2] a v € [0,1]. Nalezneme
Jakobian zobrazeni jako

or oy oz 1 —v o w
ou gu ou u? (utv)? 1

detJ=| 9%z v 9% =|0 1 2o =
A bl Bl v ey
ow ow ow u+v

Muzeme tedy transformovat integral jako

1 2 2—u—v 1 2 2—u—v
. 1 ,
/ / / eutvtw 2. utv, ———dwdudv = / / / e dqududw
o J1 Jo u  u(u+v) o J1 Jo
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Pi. 170 Vypoctete integrdl

/ / / zdzdydz,
1%

. P , . 2
kde V' je dana omezenimi z > % +19%, 2 < 4.

. z ~ z . .y 7 2 . ’ ’ .
Vidime, ze v podmince vystupuje ohraniceni z > % + y2, nebot se jedna pro pevné z o elipsu,
zavedeme zobecnéné valcové souradnice jako z = 2pcosy, y — 1 = psiny, z = z. Dosazenim

ziskdme )

Ty =t <z<a

Z nerovnosti také vidime, ze p? < 4. Jakobian zobrazen{ je |J| = 2p Méame tedy integral

27 2 4 2 2 4
/ / / 2zpdzdpdy = / / p [22] , dpdp =
o Jo Jp2 o Jo P

2m 2 p6 2 25 2 27
= / / 16p — p°dpdyp = 27 {8,02 — ] =27 {25 — ] =—m
o Jo (N 31 3
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Pi. 171 Vypocteéte integrdl

1
///V @ 1o v

kde V je ddna omezenimi x® +y? > 1/4, 22 + > -1 < 2 <1 — 22 —¢%

Vzhledem k tvaru mnoziny V zavedeme vdlcové soufadnice. Dostdvame nerovnosti p > 1/2 a
p? —1 < z < 1— p?. Ze druhé nerovnosti dostaneme také p? — 1 < z < 1 — p? coz vede na
nerovnost p < 1. Transformujeme

2 o1 1—p2 1
/ / / p—dzdpdy =
0 1/2Jp2-1 P
|

1
2 2
1/2 P 1/2 P P

2p~2 '
:27{ p2 —21np] =27 (—1+4+2In1/2) = 67 + 47 In1/2
1/2
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5 Nevlastni integral

Neomezena mnozina M Necht M je neohrani¢end mnozina. Rekneme, Ze posloupnost mnozin
M, vycerpava mnozinu M pokud plati M,, C M, pro kazdé n a navic pokud pro kazdé r > 0
existuje ng takové, ze pro kazdé n > ng je M Nz +y?> < r? C M,,.
Dale predpokladejme, ze f je integrovatelné na libovolné ohranicené mnoziné N C M.
Rekneme, ze nevlastni integral konverguje na mnoziné M a

/ /M fdady = I,

lim // fdxdy =1
n— oo M\M,,

pro libovolnou posloupnost méfitelnych mnozin M,,, které vycerpavaji mnozinu M. Pokud takové
¢islo neexistuje, fekneme, ze integral diverguje.

Necht funkce f, g jsou nezdporné na neohranié¢neé mnoziné M. Necht f < g na mnoZiné M.
Potom plati, ze

pokud existuje ¢islo I takové, ze

e pokud [/, gdydz < oo potom také [[, fdydz < oc.
e pokud [,  fdydx = co potom také [[, gdydz = oc.

/[ iridua.
//M fdydzx.

Neohraniéend funkce Bod A € M se nazyva singularni bod funkce f jestlize funkce f nenf
ohrani¢end na zddné mnoziné tvaru M N O(A), kde O(A) je libovolné okoli bodu A.

Rekneme, Ze posloupnost ohrani¢enych mnozin M,, se smrituje k bodu A pokud A € My (t].
A je vnitinim bodem) pro vsechna n a navic plati, ze lim,, o, d(M,,) = 0 (tj. prumér mnozin jde
limitné k nule).

Dale predpoklddejme, Ze f je integrovatelné na libovolné mnoziné M\ M,,, kde M,, se smrituje
k jeji singularité.

Necht funkce f je definovand na mnoziné M \ {A} a A je jeji singuldrni bod. Rekneme, ze
nevlastni integral konverguje na mnoziné M a

/ /M fdady = I,

lim // fdzdy =1
n—00 M\M,,

pro libovolnou posloupnost méfitelnych mnozin M,,, které se smrituji k bodu A. V opaéném
pripadé fekneme, ze integral diverguje.

Jestlize konverguje integral

pak konverguje také integral

pokud existuje ¢islo I takové, ze
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Pokud A neni singularnim bodem, plati

lim // fdxdy = // fdzdy
n—00 M\M,, M

Necht funkce f, g maji spoleény singularni bod na M. JestliZze nevlastni integrély

[l ], o

konverguji, pak konverguje také integral

/ / Af + Bgdyduz,
M
kde A, B jsou konstanty a plati

// Af+Bgdydx:A/ fdyderB// gdydx
M M M

Necht funkce f,g jsou nezédporné na mnoziné M, kde A je jejich spoleény singuldrni bod.
Necht f < g na mnoziné M. Potom plati, Ze

e pokud [, gdydz < oo potom také [[, fdydz < oc.
e pokud [,  fdydz = co potom také [[, gdydz = oc.

Necht funkce f je definovand na mnoziné M\{A} a A je jeji singuldrni bod. Jestlize konverguje

integral
J[ 11y,
M

/ fdydzx.
M

pak konverguje také integral
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Pi. 172 Vypoctéete nevlastni integral

// rydedy pro M = [0,00)>
M

Zavedeme néjakou vycerpavajici mnozinu mnoziny M. Hned vidime, Ze takovou mnozinou by
mohlo byt napiiklad M,, = [0,n)2. Dostdvame tak integrél

n n JE2 n y2 n n4
I, = // rydxdy :/ / zydaxdy = [] {] = —
M, 0 0 2 0 2 0 4

Pocitdme-li nyni limitu lim,, o I,, = co. Tudiz méme, Ze integral diverguje.
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Pi. 173 Vypoctéete nevlastni integral

1
//M pETe dedy pro M =[1,00)>

Zavedeme néjakou vycerpavajici mnozinu mnoziny M. Hned vidime, Ze takovou mnozinou by
mohlo byt napiiklad M,, = [1,n)2. Dostdvame tak integrél

1 o] 17 1"
M, T°Y 1 J1 27y Tl Y11
1 2
:(—+1>
n

Pocitame-li nyni limitu lim,, .~ I, = 1. TudiZz mame, Ze integrél konverguje.
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Pi. 174 Vypoctéete nevlastni integral

1 2 2
Vidime, zZe integrovana funkce
@) = s
x =

m4 singularitu v po¢atku. Chceme tedy nalézt smritujici mnozinu M,, ktera se k nému smrstuje.

Volime M, : 22 + y? > # ¢imz dostaneme integral

1 2 1 p
I, = // ———dxdy = / / —dpdp =
M\M, T2+ y? o Jip?

1
1 1
= 277/ “dpdy = 2r [Inp]L = 2r <ln1 ln>
1 m n

Vidime, ze lim, o I,, = co a tedy integrél diverguje.
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Pi. 175 Vypoctéete nevlastni integral

//M \/gjl\/gdffdy pro M =0, 1]2

Vidime, ze integrovand funkce

1
Vi

mé singularitu v pocatku. Chceme tedy nalézt vyCerpavajici mnozinu M, kterd se k nému

fz,y) =

smrstuje. Volime M, : [%, 1]2 ¢imz dostaneme integral

_ 1,1 1 ey — xl -
= [, gt = el el -

2 \?2
=(2v1- =

( vn )
Vidime, ze plati lim, o000 I, = 1. Zd4 se, Ze integral konverguje. Musime si vSak uvédomit, ze
tento postup neni presny. Zvolend mnozina M,, sice vyCerpadva mnozinu M, ale mnozina M \ M,
nen{ smrstujici. Pfiddme-li vSak k mnoziné M,, jesté ¢ast [0,1/n] x [1/n,1] a [1/n,1] x [0,1/n]
bude jiz vie v pofddku a M \ M,, bude smritujici. Dopoéitdme tedy jesté integrél

[T _ foval? =
Ini/o /}Ldedy[Q\/ﬂO 2y =

-3

Vzhledem k tomu, Ze f(z,y) je symetrickd pfes osu y = z, mame

1
——dady=T+2I"-1+0=1
/M\Mﬂ, NENG]
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Pi. 176 Vypoctéete nevlastni integral

// a:ye*“:%y2 dedy pro M =[0,00)?
M

Nalezneme posloupnost M,,, kterd vyéerpava mnozinu M. Napifklad M,, = [0,n]2. Vidime, ze
M, C M a ze M, — M. Pocitame

// Ty e~ v dady = / / Ty e oY’ dady = / ze @ dx/ ye_y2 dy =
M, o Jo 0 0
n 2 n 2 1 n? 2
_ 712 o =X _ 1 ¢ _
_(/0 xre dx) _‘dt:Qxdx —4</0 e dt) =

) 2 (1) ey
T4 0 ) T4 4
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Pi. 177 Vypoctéte nevlastni integral

dzd
//# pro M:O<x2+y2§x

R

Vidime, Ze f(x,y) m4 singularitu v bodé A = [0, 0]. Hleddme mnozinu, kterd se smrstuje k A.

Takovou mnozinou je napiiklad M, : 22 + 3% < % Vidime, ze A je vnitinim bodem M, pro
n—oo

kazdé n € N a ze prumér d(M,,) —— 0. Spoc¢itame tedy

// _dady
M\M, /22 + 92

Mnozina M je ddna jako 0 > 22 + y? —z = (z — 1/2)? + y? kruznice se stfedem [1/2,0]. Po
transformaci do polarnich soufadnic dostaneme
p?cos? o+ p?sin® p < pcos e
p> < pcosep
p < cosp

Mame tedy % < p < cos . Potfebujeme jesté urcit thel ¢ a tedy hledame prusecik M, N M.
Resfme soustavu
1
24 y? = —
n
I
Vidime, ze # = 1/n? a y = +./1/n? — 1/n%. Dopoéitdme tedy z pravothlého trojihelniku

tgpl = vn? — 1 a tedy mame symetricky —arctgv/n? —1 < ¢ < arctgv/n? — 1. Dostdvame
konec¢né integrél

arctg vn2—1 cos p arctg vn2—1 1
/ :/ (cosgo—)dga:
—arctgvn?2—-1J1/n 1/ p2 —arctg v/n2—1 n
¥ arctg v/n2—1
= [sincp — —} =
NnJd—arctgvn2-1

= 2sinarctgv/n? — 1 — = a(n)

2arctg Vvn2 -1
n

Mame slozeni spojitych funkci a ohrani¢enou funkci vynasobenou nééim, co jde do nuly. Dostavame

lim a(n) = 2sin(r/2) — 0 = 2.

n—oo
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Pi. 178 Vypocteéte integrdl

// (2 + ) In(z? + y*)dady,
M

kde M je ohranicend x? 4+ y?> < A%, A > 0.

Vidime, ze integrovand funkce neni definovdna v pocatku, coz je bod mnoziny M. Zavedeme
vycerpavajici mnoziny M, dané ohranicenim -5 < 22 4+ y? < A% kterd je tvorena kruznici.
Zvolime polarni souradnice z = pcosy, y = psiny. Dosazenim do omezeni dostaneme 1/n <

p < A. Navic Nebot nemdme dalsi podminky, po transformaci je ¢ € [0, 27]. Poitame

2
In:// 22 +y?) In(z® 4+ y )dxdy—/ / ) In p*dpdyp =
/n

Inp 1
:47r/ pInpdp = 5 A=
1/n P 4
p4 A A
=47 [ lnp} —ﬂ'/ pidp =
4 1/n 1/n
1 a4
*A47rlnA——41 7T|:p:| =
n n 4 1/n
o T 1 A* T
—AﬂlnA—glng T?T—FW
Nyni musime pouze urcit lim,,_, I,,. Plati
Ini Inn 1
Loy nn _ o0 _ _
Jm, = i S = I i g =0

Proto je lim,_yo0 I, = A*rln A — %47T a plati

A4
// (2 +y*) In(2? + y?*)dzdy = A*rIn A — 5
M
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Pi. 179 Vypoctéete nevlastni integral

dxd z? >

// - M:5 4+ <1a>0y>0,a>0b>0
N[\/T a b

a2 2

Mnozina M je ¢asti elipsy:

2
Z definiéniho oboru vidime, ze ve jmenovateli vznikne nula, pokud z—z + ¥z = 1. Singularitou

je zde tedy cast elipsy. Volime tedy M, : 2—2 +% >1— 2,2 >0,y > 0 a budeme pocitat
integrdl pfes mnozinu M \ M,,. Nebof pracujeme s ehpsaml zvohme transformaci do eliptickych
soufadnic x = apcosp, y = bpsin p. Po dosazeni do podminky dostaneme

n

a’p?cos?p  b2p?sin’ @
a? + b2

A také apcosyp > 0 = cosp > 0, bpsing > 0 = singp > 0. Celkem tedy z obrazku, nebo z
nerovnost{ dostaneme p € [0, /1 — 1/n], ¢ € [0, 7/2]. Dostdvdme

“‘b/ d“’/ N

1=1/n abp t2=1-
d<pdp =
o 0 /11— tdt = —pdp

1
T T 1\ nooe 7

n
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Pi. 180 Vypoctéete nevlastni integral
1 2 2

————dady pro M: xz*4+y° <1

M A1 — 2% —y?

Vidime, zZe integrovana funkce

1
f(#,y) =
() = s
mé singularity v bodech kruznice z? + y?> = 1. Zavedeme tedy smrétujici se mnozinu M,

(1 — %)2 < 22 + 9%, Dostaneme integral

dzdy =

1
M\M,, 1—x2—y w2 y2<(1-1)? /1 — 22 — 2

Vidime, ze lim,, ,, I,, = 2w. Mohli bychom konstatovat, Ze integral konverguje. Avsak musime
si uvédomit, Ze smritujici mnozina M,, neni definovdna spravné vzhledem k piedniskam. Staci
si rozmyslet, ze prumér mnozin M,

lim d(M,) #0

n—o0
Je tieba si uvédomit, Ze definice smritujici mnoziny nepoéita se situaci, kdy singularita neni v
izolovaném bodé. Chceme-li uréit, zda integrél vskutku konverguje, musime vyuzit zdroju nad
ramec predndsky. Lze se podivat na pozndmku v [1] str. 353, kde je nazna¢en mozny postup.
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Pi. 181 Vypoctéete nevlastni integral
// eVdedy pro M:0<y<1l,z>0,y>+z
M

Mnozina M vypada takto:

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 [ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Z definicniho oboru funkce f(z,y) = e*/¥ vidime, ze v bodé [0, 0] se nachézi singularita. Abychom
nemuseli rozdélovat vSe na dva integrély, volime M, = {% <y<1,0<z < yg}. Dostavame

1 y2
// eV dady =
1 Jo
211

= [(y —1)e? _y2]

1 o2 1
/1 {y e”y} . dy = /1 ye¥ —ydy = |per partes| =

n n

Il
N
=
I
SN
N———
CD\
+
‘H

|
—
3
d
8

| =

Es
n
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Pi. 182 Vypoctéete nevlastni integral

dedy pro M:0<z’+y*<a*>a>0

1
In ——
//M v x? +y?

Z defini¢niho oboru vidime, Zze mdme singularitu v bodé [0,0]. Z tvaru funkce a mnoziny M
vidime, zZe bude vhodné ve transformovat do poldrnich soufadnic. Volime tedy M,, : 22+32% < n%
Bereme tedy p € [1/n2,a] a ¢ € [0, 27]. Dostaneme

27 27 a
1
/ pln —=dpdp = —/ d<p/ pln pdp = |per partes|
o Ji/m2 v P? 0 1/n2

2 470 2 2
p p a a 1 1 1
=21 |—lnp— — =21|—-lha————h|(-|)+-— )=
{2 e 4]1/n <2 RO T 92 n(n> 4n2> a(n)

Pomoci L’hospitalova pravidla dostaneme, ze

In(1 | 1
TR | C40) RV L R .
n—o00 n2 n—oo n2 o0 n— 00 2’112

=0

a tedy lim,,_,oo a(n) = ma? (3 —Ina).
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Pi. 183 Vypoctéete nevlastni integral

// o=@ v dady
R2

Z tvaru funkce hned vidime, Ze je rozumné brat M, : 22 + y? < n? a transformovat vse do
poldrnich soufadnic p € [0,n], ¢ € [0, 27]. Dostaneme

n 27 N t:pg 1 2 n? .
e ? dpdp = == d e tdt =
[ eerase=] o/ Zh, [=3 ) 0

=7 [f eft]gz =T (1 — 67"2) 120 o
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Pi. 184 Vypoctéete nevlastni integral

// e " Ydady pro M:0<zx<y
M

Mnozina M vypada takto:

Volime jednoduse M,, = {0 < z <y < n} a dostdvdme

/ / e " Y dydx / [—e ™ ¥]"da = / e e N Ay =
0 Ja 0 0

_ |:e:1:n 16296:|n — 16*2’” —e ™ +1 m }
0 2 2 2

Resen{ navrzené z prvn{ lavice spociva v uvédomeéni si, ze funkce f(z,y) = e~*~¥ je symetrickd
pfes osu y = x a tedy, dostavame

1
// e*”ydmdy:*// e *¥dady pro N :[0,00)°
M 2J N

Kde nésledné volbou N,, = [0,n]? dostavame

n n n 2
/ / e " Vdxdy = </ e’ dx) = ([— efgj]g)2 = (1 — e*")2 170
o Jo 0
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Pi. 185 Vypoctéete nevlastni integral

// e~ 171= 191 ddy
]R2

Z4dna M,, se nezda obzvlast vyhodnd, zvolime tedy jednoduchou M,, = [-n,n]? a pocitdme

n n n n n 2
/ / o110l dzdy _/ e_lxldx/ o1l dy = </ o-lol dx) _
—_n —n —-n —-n

2

—</ne +/ mdx) |subst.t—x—4</0nezdx> :4([e$]2n)2:

—n 2 n—oo n20, Yy
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Pi. 186 Vypoctéete nevlastni integral
dxd
// e pro M:z4+y>10<x<1,p>0
(x+y)P

Mnozina M vypadd takto:

0.5

-0.5 0 0.5 1.5

-0.5

Zde se nabizeji dvé varianty, volit M,, : x € [0,1],y € [1 — x,n] nebo M,, : z € [0,1],y €
[1 —2,n —z]. Pro druhou variantu muzeme navic zavést vhodnou transformaci x = x,y = u — .
Kde nésledné dostaneme x € [0,1], u € [1,n]. Nebo rovnou vezmeme

// o dydx—’ dt“y’ //tpdtd:c—
1—x I

[ty p=1 ., 0<p<l
/dx/tpdt o e, 12 b=
(=] A SLop>1

-p p—1

Pro p <1 je tedy integrél divergentni. Pro p > 1 je konvergentni.
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Pi. 187 Vypoctéete nevlastni integral

/ / dzdy
Rz 1+ 22 + 32
7 tvaru funkce usuzujeme, Ze nejlepsi bude vse prevést do poldrnich soufadnic a volit M, :
z? 4+ y*> <n? pro p € [0,n], p € [0,27]. Dostaneme
dt = 2pdp

n 2w 27 14-n?
4 1 dt 14n?
dpdp = :f/ d(p/ — =7lln|t =
/0 /0 1+ p? 2 Jo 1 3 i flly
n—oo

=n(ln(n®+1)-Inl) ===

t=1+p?

Dostavame tedy, ze integral diverguje.
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Pi. 188 Vypoctéete nevlastni integral

dxd

7 tvaru funkce usuzujeme, Ze nejlepsi bude vse prevést do poldrnich soufadnic a volit M,
z? 4+ y* < n? pro p € [0,n], ¢ € [0,7/2]. Dostaneme
a?+n? dt
of e

| t=p*+a?
// p+a22d¢dp ‘dtzpdp

SR S S U oo, T
_4 t],e T4 \a?2 a2+n2? 4a2
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Pi. 189 Vypoctéete nevlastni integral

dad
// ey pro M:zy>1,z>1,p>0,g>0
M

xpyq

Mnozina M vypadd takto:

25

Vzhledem k obrazku volime M,, : 1 < x < n,xzy < n a zavedeme transformaci z = z,u = yx.
Cimz ziskdme x € [1,n] a u € [1,n]. Dile spocitdme jakobidn

1
oz

—
8= O

Méme tedy
n n 1 n 1 n 1 1—q n q—p1"
1 JS1oaPt g 1 ud 1 abtd 1—qly la—rly
1 1 1
= -1 -1
(1—q)(g—p) \nr? np=a

Vyrazy v zavorce mohou konvergovat k 0, nebo divergovat k co. Proto vidime, ze pokud ¢ < 1
nebo p < q integral diverguje. Roznasobime-li zdvorky, dostaneme

1
(1-a)(g—p)

Vidime, ze pokud p < 1, pak integral také diverguje. Celkové tedy pro p > ¢ > 1 integrél

konverguje k m.

(nl—p —plm1 _paP o 1)
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Pi. 190 Vypoctéete nevlastni integral

// et v cos(z? + y?)dzdy
R2

Z tvaru funkce hned vidime, Ze je rozumné brat M, : 22 + y? < n? a transformovat vse do
poldrnich soufadnic p € [0,n], ¢ € [0, 27]. Dostaneme
1 2 n?
= 7/ dap/ e 'costdt =
2 Jo 0

27 n 5 ) t = P2
L, 7
/0 /0 pe " cos(p”)dpdp = ‘ dt = 2pdp

= |2krat per partes a pak zbyly integral prevedeme na druhou stranu| =

2
= % [e™*(sint — cost)]g =
=- e_”Q(sinn2 —cosn?) + g 7% |0 OHR.| ===

™

2

bl 3
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Pi. 191 Vypoctéete nevlastni integral

// e v sin(z? + y?)dady
R2

Z tvaru funkce hned vidime, Ze je rozumné brat M, : 22 + y? < n? a transformovat vse do
poldrnich soufadnic p € [0,n], ¢ € [0, 27]. Dostaneme
1 2 n?
= 7/ dap/ e 'sintdt =
2 Jo 0

27 n R ) t:p2
N 7
/O /O pe " sin(p”)dpdp = ‘ dt = 2pdp

= |2krat per partes a pak zbyly integral prevedeme na druhou stranu| =

[e™*(—sint — cos t)]g2 =
T

2

RN

e_”z(— sinn? — cosn?) + g 27,10 - OHR.| ==
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Pi. 192 Vypoctete integral
/// :vz dxdydz
kde V je ddna omezenimi 2% +y* —1< 2 <1 — 22 — ¢2.

Vzhledem k tvaru mnoziny V zavedeme vdlcové soufadnice. Dostdvame nerovnosti p < 1/2 a
p?—1 < z < 1—p?. Ze druhé nerovnosti dostaneme také p? —1 < z < 1—p? coz vede na nerovnost
p < 1. Vidime, Ze mnozina M obsahuje pocatek. Avsak pocatek je singularnim bodem integrované
funkce. Zavedeme vycerpavajici mnozinu V,, danou skrze omezeni 22 +¢y? —1 < 2z <1 — 2% — 32
a % < 22 + 92, Pocitame

2
I, —/ / / p dzdpdap—
/n

1
:277/ (1—p —p +1)d
1

/n p
1
2 2

:27r/ — —-dp=
1/n P P
2p~2 !

27T|: p 21Hp:| :27r(—1+n2721nn)
—2 1/n

Poté bereme
/// dxdydz—hm[ =27 lim —14+n%—2Inn =0
n—oo
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Pi. 193 Vypoctéete nevlastni integral

dxdydz 3
M =
///M Uratyrtay 77 0,0)

Volime M,, = [0,n]* a dostdvame

/// (1+fc+y+ )dzdydz// {1+x+y+z) dydz =

=—= dydz =
/0 /0 +n+y+z) (1+y+ z)6 4
1

n 1 n
d =
30/0 [(1+n+y+z) (1+y+z)5]0 ‘

B 1/" 1 Lot 2
T30 )y (14+2n42)°% (1425 (14+n+2)°

1 1 1 2 "
120 [(1+2n+z)4+ (1+2)4 (1+n+z)4}0 -

SN Y G S B B WS o
120 \(1+3n)*  (1+n)*  (1+2n)4 120
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Pi. 194 Vypoctéete nevlastni integral
/// In(z? +y? + 2H)dadydz  pro M :0<z?+y* + 2% <d?
M

Z defini¢niho oboru vidime, Ze funkce m4 singularitu v bodé [0, 0, 0]. Z tvaru funkce hned vidime,
ze je rozumné brat M, : #2+y?+2z% > 23 a transformovat vSe do sférickych souradnic p € [1/n, a],
v € [0,2n], § € [0, 7]. Dostaneme

a 2m ™ 2 T a
/ / / p?sin 0 1n p?dfdepdp = / dep / sin 0d6 / plnp?dp =
L Jo Jo 0 0 -+
a

2 2
|per partes| = 27 [— cos 0] [3[)3 Inp— gp?’] =
1

2 4 2 5 2lna 2 N
=4 (3(1 lnap—ga + 33 p+ 9n3> |IL’h| —— 3 (Ina—1/3)
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Pi. 195 Vypoctéete nevlastni integral

/// i A dedydz  pro M :0 < 2?4+ 19 + 2% < a?
R3

Na prvni pohled vidime, ze je vhodné zagést polarni soufadnice. Narazili bychom vsak na
problém, ze nevime jak integrovat f p?e™P dp. Misto toho tedy transformujeme pomoci Fu-

biniho véty
2 3
(/// e—wz—y2_z2 dCEdde) _ (// e—g;Q—yQ d:l?dy) — 7_[_3
R3 R2

VVVVVV

soutadnic a vSe dopocteme. Vime, ze integral na levé strané je kladny, dostaneme tedy vysledek

Vs,
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Pi. 196 Vypoctéete nevlastni integral

1
[1700))“ $1 ..... xk

I pro k rozmérny integral muzeme volit vyéerpavaci mnozinu M,, = [1,n]*. Dostavame

1
[1,n]* T T
= —dx/ dx,z(/ dx) =
/137% ' Lo * 2 '
n\ k k
1 1
= _— = —_ 1 -
(=) =)

Nyni vidime, ze plati lim, . I, = 1.
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Pi. 197 Vypoctéete nevlastni integral

dx...dx ro M:22+---+22<1
/ -/M'rl +xk 1 k p 1 S

Zavedeme smrstujici se mnozinu. Vzhledem k tomu, Ze M je tvoiena k rozmérnou kouli, zvolime
M, = # <zi+-o+ xﬁ < 1 a zavedeme k rozmeérné sférické souradnice. Dostaneme tak

/ /Mn ot + +xk o *
2w
P
/ /'7r /ﬂ/1 p—zdpd91d0k,2dg0:
2 T2V

1 1
= 27k~ / fdp:27rk71[lnp]1l:—27rk711n—
1p n n

Nyni mame, ze lim, .., I,, = oco. Tedy integral diverguje. Pokud bude k£ = 2, jedna se o
Priklad 174, pokud je naopak k = 1, jedna se o jednorozmérny integral.
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P#. 198 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu
// sm:z:smy dedy pro M:z+y>1,0<z<1l,p>1
(x+y)P
Vsimneme si, ze mizeme integral ohranicit

I dody < [[ sy

Vsimneme si, ze ohranicujici integral je integral pocitany v piikladé 198 odkud dostavame, ze
integral je konvergentni a to absolutneé.

blnmbmy
x—i—y
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P#. 199 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

dzd
// Ty pro M :0<z®> 49> <1,sinz >y
M

Mnozina M vypadé takto:

-16 14 -12 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 12 14

Vidime, zZe integrovand funkce m4 singularitu v bodé [0,0]. Tvar funkce ndm napovida, ze je
vhodné vyuzit k integraci transformaci do polarnich soufadnic, odrazuje nas vSak naopak tvar
mnoziny M. Vsimnéme si v8ak, ze funkce nabyva pouze kladnych hodnot a tedy integrdl miuze
byt pouze nezdporny, navic integral zvétsime, pokud budeme integrovat pres mnozinu N, kde
M C N. Zvolime tedy N : 22 4+ y? < 1 a pocitame

dzdy / / dzdy /2” /1 < 1> n—o0
—< —_— = ldpdp =271 —— | — 27
//M Va2 + y? N /22 + 12 0o Ji/n n

7Z téchto duvodu integral konverguje.
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Pi#. 200 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// yze® v’ In(z* +y*) pro M :[2,00)?
M

Snadno vidime, ze
2, 2
lim yre® ¥ In(z? +y*) = o0
(z,y)—(00,00)
Ocekdvame tedy, ze integrél diverguje. Navic na mnoziné M plati, ze

YT e In(z? + y?) > 22 ele” In(z? +4) > 1z el In(4+4) > ze” > e

Proto mame

// yxemzyzln(x2+y2)>// ex:/ / e dady = n(e" —1) 2225 o
M M o Jo

Takze vskutku vidime, ze integral diverguje.
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P#. 201 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

2I2 1 2 2
e ————dady pro M:0<z"+y <1
M = +y

7 tvaru mnoziny M tusime, Ze bychom chtéli vse transformovat do polarnich soufadnic, nevime

si v8ak prili§ rady s funkc1 ev’e? , kterou nedokézeme jednoduse zintegrovat. avsak vime, ze na
2

mnoziné M je funkce v’z ohramcena a proto

/ / eV’ dady
M
konverguje. Navic spocitame, ze

2m
// 21 dxdy—/ / pdpdgp—Zﬂ'(lnl—ln )imxv

Proto pokud by konvergoval integral

21,2 1
//M eV — PR dady
pak by konvergoval také rozdil

R M
e ——— —dady — e xdy = — x
M x? + g2 Y M Y v 2+ y? Y

Jenze tento integral diverguje. A tedy vime, Ze vySetfovany integral také diverguje.
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Pi#. 202 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu
2 2
/ / 2 YT 4y,
M TPy +1
kde mnozina M = [0, 00)?.

2
Prvni si vSimneme, Ze na mnoziné M je funkce f(z,y) = 25142 > 0. Déle si vSimneme, ze plati
’ ’ z2y+1 ’

. 222 + yx ) 24yL 240
lim = lim = =

1 — = — =
(@y)—(e0l) T2y +1  (zy) (o)) y+ 5 140

nebo také )
222 +yx ) $+2%_1—|—0_

lim - IV = im IR
@y)—(loo) 22y +1 @yt 224+ 1 140

At uz vezmeme kteroukoliv limitu, nebot je f(x,y) > 0 a limity # 0, mdme

2 2
// x2 +y*xdffdy= o0
M iy +1
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P+#. 203 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

1 .
// — sin?(zy) + Va2 + x — xdady,
MY
kde mnozina M je ddna ohranicenim x > 0.

Prvni ze vSeho se rozmyslime, zda nelze funkci vhodné ohrani¢it. VSimneme si prvni, ze plati
f(z,y) > 0 na celém M, nebot ocividné y% sin?(zy) > 0a Va2 +2 —z > Va2 —z = 0. Navic
plati, ze mame
1 .5 1
Va2 tr—r < —sin®(zy) +Valt+r -2 < s +Valtr—o
Y Y

Dale spoc¢itame limitu

i \/? B x2+x—a:2_l, T 1
Ii)nolo t r x_ll)r{)low/x2+m+x_ILHOIO\/I'2+1'+‘T_2.

Muzeme tak snadno ohranicit
1 1
// —QSing(xy)—i— x2—|—x—mdxdy2// \/x2—|—x—xdxdy2// — — edzdy = oo,
MY M M(e) 2

kde mnozina M (g) je ddna ohranicenim x > N, pro N dostatecné velké aby bylo e < %

215



Pi#. 204 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// smydd
M

kde mnozina M = [1,00)?.

Vezmeme integral
siny

1‘2

//M dd</

// — 5 dedy = lim / / 5 2dxdy7
M 72 n— o0 T
lim </ 12dx> = lim ([—1} ) =
n— oo 1 T n— oo ],
2
= lim <1+1> =1
n— o0 n

Vidime tedy, ze integral z absolutni hodnoty konverguje, konverguje tedy také integral

siny
//M z?y? dody,

Spocitame integral

a to absolutné.
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Pi#. 205 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// In(22 + 3y)dzdy,
M

kde mnozina M je ddna jako [—1,1]?

Vsimneme si, ze integrovand funkce ma singularitu v pocatku. Chceme se ji tedy vyhnout.
Uvédomme si vSak, Ze ndm nesejde, zda je M ddna jako [—1,1]?, nebo naptiklad 2% + y? < 15,
nebot nds zde pouze zajimd, zda funkce konverguje/diverguje. Je-li mnozina M ohranicend a
obsahuje poc¢atek, na jejim tvaru nam jiz nezédlezi. Dodrzime-li vsak tyto podminky, muzeme se
omezit s M na jinou mnozinu, kterd nasim potfebam bude vyhovovat 1épe. Také si v§imneme,
ze funkce m4 singularitu utikajici do —oo. Pokud tedy ohrani¢ime integral zdola konvergentnim
integralem, bude také samotny integral také konvergovat. Pokud je x < 1, y < 1 tak mame

2043y >z +y > a4y
Navic nebot je logaritmus In z rostouci funkce, je nutné
In(22 4 3y) > In(z? + ).

Mnozinu M pak miizeme omezit pouze na jednotkovou kruznici 22 + y? < 1, abychom mohli
pouzit polarni soutadnice. Po¢itame

2m 1
// In(z? + y?)dzdy = lim / / pln p?dpdyp =
x2492<1 n—00 0 %

1
= lim w/ Intdt = lim w[tlnt—t" =

n— o0 1 n—00 n2
n2
. 1 1 1
= Jim_ (‘1 - nzl“nﬁm) =1

Nebot snadno rozfesime limitu

—2
. —2Inn . == . =2
lim :th:hmT:O
n— o0 n n—oo m n—soo N

Mame tedy dolni ohraniceni integralu se stejnou singularitou, které konverguje. Cely integral tak
konverguje.
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Pi#. 206 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// smxg cos(x—l—y)dxdy’
v 222+3y2+1

kde mnozina M je ohranicend podminkou 2% + y? < 1.

Nebot funkce mén{ znaménko na mnoziné M, zavedeme integral
sin(z — y) cos(x + y)

1
< -
// 2x2+3y +1 ‘dxdy—//M 2x2+3y2+1dxdy

Nyni chceme spocitat integral pres vycerpavajici mnozinu. Integrovand funkce je vsak ponékud
komplikovand, vyuzijeme tak dalsiho odhadu

1 1 27 1 p
————dady < —————dady = 1i dedp <
//M2x2+3y2+1xy*//MxQ—&-yQ—f—lxy HEI;OO ‘/ipz_‘_l pap =

2
1
< lim A md(pdp = nlgrolo 27 [arctg p]% -

n—oo 0

Tedy vidime, ze integral konverguje a to dokonce absolutné. Avsak vS§imnéme si, Ze tento integral
ve skute¢nosti nema zadnou singularitu. Resit jeho konvergence v tomto piipadé tedy nema smysl.
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Pi. 207 Ukazte, Ze integral

// cos(z? + y?)dady,
R2

Ukazeme, Ze integral pies ruzné vycerpdavaci mnoziny dava ruzné vysledky. Zvolime nejprve
M, : 2% +y? < n? a zavedeme poldrni soufadnice. Mame

2m
2
/ / pcos p“dpdp = ‘d 2pdp‘

2
—ﬂ/ costdp = 7 [sint]| = 7sinn?
0

diverguge.

Nyni vidime, Ze limita lim, o [f,, cos(z® + y?)dzdy neexistuje. Zvolime-li jinou vycerpavaci
mnozinu K, : [-n,n]? madme

[n [n cos(z? + y?)dady = / /T; cos(z?) cos(y?) — sin(x?) sin(y?)dazdy =
= /_n cos(z?)dx /_: cos(y?)dy — /_: sin(2?)dx /_T; sin(y?)dy =

= (/:: cos(acQ)dx)2 - (/:: sin(azg)dx>2 =

=4 (/0” cos(m2)dx>2 —4 (/O” sin(an)doc)2

Nalezneme, ze plati
oo /2 o0
/ cos(z?)dx = VT _ / sin(2?
0 4 0

Dostaneme tak

n 2 n 2
2 2
nli_)n;oél (/0 cos(mQ)da?) —4 (/0 sin(a:Q)dx) = 41—2 - 4% =0

Vidime tedy, Ze integrdl diverguje nebot pfes rtizné soucty se integral nerovna.
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P#. 208 Rozhodnéte o absolutni/neabsolutni konvergenci integrdlu

// sin(z + y) S+ Y) 4y,
T+y
kde mnoZzina M je ddna jako [0,2]?.

Funkce se zd4 v bodé [0, 0] nespojitd. Musime se vSak zamyslet nad limitou

) sin(x + y)
lim —_—
(z.y)—=(0F,0%) T+Y

£ = 1. Vime, ze muzeme nahradit funkci sin x Maclaurinovou fadou

pro libovolné = € R jako

sinx = i ﬂx%ﬂ.
— (2n+1)!

Méme tedy limitu

%) (71)n (I+y)2n+1 B

lim sin(z + y) _ Z

@y=0101)  THyY  (@y-0ron) = 2n+ )l a4ty
oo _1 n

T P i

(@)= (0F,0) <= (2n + 1)!

a1
(z+y) :ﬁ'lzl

Tedy integrovand funkce je na mnoziné M ohrani¢ena. Takovy integral je nutné na ohranicené
mnoziné M absolutné konvergentni.
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Pi. 209 Ukazte, Ze integral

// sin(z? 4 y?) cos(z? + y?)dxdy,
R2
diverguge.

Zavedeme vy¢erpavaci mnozinu M, : £2+1? < n? éimz dostaneme snadno po zavedeni poldrnich
soufadnic

2

2 n n
/ / psin p? cos p?dpdyp = 7 / sint costdt =
o Jo 0

2

77/" ordr = T cos2t1™
= — sin =—|— =
2 )y 2|7 2

0
T cos2n2+1
T2 2 2/

Vidime nyni, Ze limita

n— oo

lim // sin(z? + y?) cos(z? 4 3?)dzdy
My

neexistuje. Muzeme také upravit integral
// sin(z? + y?) cos(2? + y?)dady =
R2
=4 // (sin z2 cos y? + siny? cos zz) (cos 22 cosy? — sinz? sin yz) dzdy =
[0700)2
=4 // sin 22 cos 22 cos? 32 + cos? 22 siny? cos y? — sin® 2% sin y? cos y? — sin 22 cos 2% sin? y?dzdy =
[0,00)2
=4 // sin 2 cos z (0052 y? — sin® y2) + (0052 x? — sin? m2) siny? cos y2dady =
[0,00)2
=2 // sin 222 cos 2y% + cos 222 sin 2y?dzdy =
[0,00)2
n n n n
= 4/ / sin 2% cos 2y?dady = 4/ sin(\@:c)de/ cos(V2y)3dy =
o Jo 0 0

V2n V2n
= 2/ sin tzdt/ cos s2ds
0 0

Vyuzijeme-li faktu, ze

oo /2 o0
/ cos(z?)dz = VT / sin(z?)dz
0 4 0
dostaneme nyni
22 2, .2 _ < o o, o2 W
sin(z® 4+ y*) cos(z® + y*)dzdy = 2 sin t“dt coss“ds =2— =

Pfres ruzné vycerpavajici mnoziny tak mame ruzny vysledek.
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Pi. 210 Ukazte, Ze integral

y?
7(1 d
//[1,00)2 ($2+y ) v

oo oo xz_yz

555 dad

I e
oS] e8] $2_y2

——55dyd

I s

Prvni si vSimneme, ze pokud integrédly konverguji, plati

2 2
a? —y? 5=y
sdrdy = // 55 dzdy
//[1,00)2 (2 4+ y?)? w221 (22 y2)?

nebot piiddnim je vysledny integrdl rozsifeny o integrily, které spliuji

2 2
-y’ v —y
ey = // T 7YV dzdy.
//xe[o,l], 22 4y2>1 ( +4?) yel0], z24y2>1 (T2 +9?)?

Muzeme tak pocitat

/71'2/ p cos? © — p sin (,0 d d(,D—
n 2 T2

:/ cos2<pdg0/ —dp [sm SD} nply =0-[Inp]f =0
0 1 2 0

A tedy integral vyjde nulovy. Stejné tak si muzeme vSimnout, ze pokud integraly konverguji,
mame

2 —y? 2 — 42 x? —y?
Y dady = / / Y dady + / / Y dady =
//[l,oo)2 (‘CC2 +y ) [1,00)2,2>y (.1'2 +y ) [1,00)2,y>x (xQ +y )
2 2
y? y -z
- 7dxdy / / Y 7T qedy =0
//[1,00)2,x2y ( +y ) [1,00)2,y>x (:E2 + y2)2

Nebot ve druhém integralu se jednd pouze o zdménu pismenek.
Déle budeme chtit pocitat intergdl pres vycerpavajici mnozinu, kterd neni symetrickd pres
osu y = z. Zvolme napiiklad mnozinu M, = [1,n] x [1, Kn], kde K > 0 je konstanta. Mame

diverguje presto, Ze integrdly

konvergujt.
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/Kn/ (2 )dedy /Kn/ Ty @ _:lfyz)dedy:
Kn n n

/ [afctg ()]n -2y <[2?/£L$2+y)]1 + 2;24 inygdx> dy =

/ [ arctg (y)] - L;WL - [; arctg (;)L ay =

J

]

Il
<

8]

Kn 1

+

n Kn
n2+y Ty = [_Ear“g( )+arCtgy]

1
= —arctg K + arctg (> + arctg(Kn) —arctgl =
n

1
= —arctg K + arctg () + arctg(Kn) — LN arctg K + (R — arctg K
n

T_T
4 2 4 4

Vidime, ze pro libovolné K integral konverguje, ale pro K # 1 je tento vyraz nenulovy.

223



6 Integraly zavislé na parametru

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako

[ et e, x>0,
[(x) = 0 I'(z—|z])
{w(erl)f(mLxJLle)’ z € (—00,0)\ 2,
na mnoziné R\ {0,—1,-2,-3,...}.
Neékteré vlastnosti Gamma funkce

1. Je-li funkcel'(z) definovand v bodé x, potom I'(x + 1) = aT'(x).

2. (3 +n) =20 (1), neN.

3. T(n+ 1) =r(L)en—e-)

D pr

4.T(E—n)= 25T (L), neN

n—Dn+ \2

5. T (x)T(1—2)= =,z ¢Z.

sin(wx)

6. TL@ — (%ot ==11n" ¢dt, pro z > 0.

Zde symbol P oznacuje p vykfiéniku !...!.
Beta funkci definujeme nésledné jako

1
s = [ et ora = Y
0
prox >0,y > 0.

Véta 211 Necht funkce f je spojitd na mnoziné A x B, kde A a B jsou kompaktni méritelné
mnoziny. Potom plati, Ze funkce

o) = [ Sl
je spojitd na mnoziné B a muZeme psdt
i [ fe)de = [ lim fo)do= [ feods
Y=Y J A AY 7Y% A

pro yo € B°.

Véta 212 Necht A je kompaktni méritelnd mnoZina a necht funkce f je spojitd na mnoZina
A X [a,b] a md na této mnoziné spojitou parcidlni derivaci podle posledni proménné. Potom
funkce

o(y) = /A £, y)dxdy

md na intervalu [a,b] spojitou derivaci a plati

g9'(y) = /A afg;’ Y axdy
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Véta 213 Necht f je spojitd funkce na mnoZiné |a,b] X [c,d] a funkce g, h jsou funkce spojité na
intervalu [c,d] a g([c,d]) C [a,b], h([e,d]) C [a,b]. Poté je funkce

9(y)
G(y) = /h L @

spojitd na intervalu [c,d)].

Véta 214 Necht f je spojitd funkce na mnoziné (a,b) x (c,d) a md zde spojitou parc. derivaci
podle druhé proménné. Necht g,h jsou funkce definované na intervalu (c,d) a maji na ném
derivaci. Necht ddle g, h spliiuji g((c,d)) C (a,b), h((c,d)) C (a,b). Poté md funkce
9(y)
GO = [ fads
h(y)

na intervalu (c,d) derivaci a plati

9(y) 2z
G = [ 5 16095 w) - 10 )
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P¥. 215 Naleznéte ndsledugici hodnoty T'(1), T2(1/2) T'(5), I'(3,2), I'(—=2), ['(=1,5), T'(1/4)T'(3/4),

I'(3/2)I'(—1/2).
Pocitame dosazenim
I(1) = / et At =[—e] T =-0+1=1
0
I'(5)=4T(4)=---=4-3-2-T(1)=41=24
T
=T

T2(1/2) =T(1/AT(1/2) = =~
2

I'(3,2)=2,2-1,2I'(1,2) = 2, 64/ e t92dt =
0

o0
=264 / et V/tdt integral nespoc¢teme. Miizeme pouze aproximovat jeho hodnotu.
0

I'(—2) funkce neni v bodé¢ — 2 definovana
4T

_D(-1,5-(-2)  T(0,5)
(=1,5) = ~1,5 T —1,5-(-0,5) 3
T(1/4)T(3/4) = =+ = V2r
SIHZ

™

DG/2T(-1/2) = —5

= —T
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Pi#. 216 Naleznéte ndsledujici hodnoty B(1,1), 8(1/2,3/2), 8(2,—1), 8(1/2,1/3) jako zndmé

konstanty nebo pomoci hodnot T'(1/p), p € N.

Mame vztah

_ @)y
Dosadime tedy hodnoty
rmra 11
AL, 1) = T2 2 2
sy - TG S0
B(2, —1) funkce neni definovdna pro zaporné hodnoty
_I?(1/3)
Vime, ze plati T'(1/3)['(2/3) = sZ% = 27% Proto je
_V/3I3(1/3)
B(1/3,1/3) = I —
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Pi#. 217 Naleznéte hodnotu T' (%) za pomoci aritmetického-geometrického pruméru.

Cely postup za¢neme vyjadienim hodnoty I" (%) pomoci integralu
/ < dt
o V1—tt

1

Pocitame
/1 | tr=u _/1 1 du —
0o V1I—14 4¢3dt = du o VI—udvad
1t N _ 1 1T(1/2)T(1/4)
=— | @-w* W du=-B(1/2,1/4) = - =
7 predchoziho piikladu jiz vime, Ze muzeme vyjadiit
T(1/4)T(3/4) = — & = V2x
S 1
Proto plati, ze
/1 dt  T%(1/4)
o VI—t1 42
Nyni zavedeme posloupnosti
Tn + Yn

Tn41 = 9

Yn+1 = \/TnYn

VET(1/4)

"4 T(3/4)

Pro pocétecni podminky zg = 1, yg = v/2. Tyto posloupnosti konverguji ke stejné hodnoté 1/G,
kde G je Gaussova konstanta. Postupné ukézeme fadou transformaci, ze pomoci této hodnoty

t

lze vyjadiit hodnotu I'(1/4).
Uvazme dale funkci

T4, B) = /_OO VA2 +

12)(B2 + 12

228

dt o d
) _2/0 VA 12

)(B? +t2)



Poté plati, ze

TMJﬂ:Z/ d —9 1 du =
o V(A2 +82)(B2+12) 0 /(A2 + B2u? +ut + A2B2
2
:2/ u®+ AB du —
0 \/u2 (A2 + B2+ 2AB — 2AB + u® + L8 (u2 + AB)?
2
:2/ u® + AB du —
0 \Ju2 ((A+ B)? +u? — 2AB + 228 (ut + 24Bu? + A2B?)
2
:2/ u®+ AB du —
0 \Jul (A+B)2 +u? — 248 + 228%) (u? + 24B + £22)
/ u? + AB du —
¢ (A+ B)? f)@AB+M—QAB+%§Q
/ 1+ 42 o
j¢ ((A+ B2+ (u=42)*) (44B + (u - 42)*)
LS AB
:/ S du =
©oo/(Ha R (u-42)7) (a4 ) (u- 42)7)
_ tf% uf’;—B
dt =5 (1+ 28) du
:/ dt o
() ) (VaTB? 4 2)
—T<A+Bw@B>

Vidime, ze funkce T(@nt1,Yn+1) = T(Tn,Yn). Proto indukei plati, ze T'(zo,y0) = T(zn,yn) =
limy, oo T(xn, yn) = T(L, L). Avsak vidime, Ze

T(wo, yo) = dt :/Oo dt _
’ \/L2+t2( +t2) oo L2+ 12
arctg (%) arctg (%)
[ ] (] _
i i ﬂ'oo -
"t

7 tohoto vyrazu nyni mizeme vyjadfit limitu L(xo, yo), Nés zajima predevsim hodnota L(1,v/2).
Vidime vsak, ze ji muzeme ziskat dosazenim do funkce T'(A4, B) jako

= d
ﬂLV@:QA i)t o)
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Tento integral budeme chtit spojit s integralem

/ o dt

o VI—tt

Avsak k tomuto vede jesté nékolik mezi kroku
Uved'me, ze na intervalu [—Z

% 5] plati rovnost

/1+tg x—\/ sin :v:\/c082x+sin2m

1
0052 cos? x coS T
Této rovnosti vyuzijeme abychom vyjadfili
t=DBtgu
d R
\/ = 2 = dt = COSB; udu = Cogu 1 + th U’du = =
A2 cos?u + B2sin®u VsV REY)
~ cosu 1 + ~ cosu B? + t*du
/ e cos udt dt
0

= =T(A,B)
cosu/BZ 1 /42 ¢ pramgn Jo VBEREVATLE

Daéle dostaneme

t =sinu
/ 02 = | dt = cosudu = Veos2 udu = V1 — sin® udu =
1— sin® u

=+/1—t2du

/ V1-— t2\/1 — C?%t2
Spojenim téchto vyjadieni vidime, ze plati

™

(A B)_/T2r du /5 du
’ 0 \/A2cos2 0

u+ B2sin?u

A\/cos2 u + B—z sin®u
du / 1 ( B2>

=K ([1-=

/0 A\/l—sm u—l—A sin® u A \/1 2 A A?

sm U
Je-li véak A = /2 a B = 1 vidime, 7e

(0 8)- ()

2 A
Navic muzeme vyjadiit

()] =

1
de¢
:\fg/ —_—
V1— 2 /1_%,52 0o V1—1t2/2 —¢2
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Dale prevedeme

[ L Pt T
o V1I—at 0o v (1—22)(1+2?) dx:"':\/mdt
2

e NeEDH o _
_/0 \/<1_2t2t2)(1+2t2t2)dt_2/° Ve PP 2P )

1
1
= —dt
,/0 V2 =121 —¢?

Nyni spojime postupné vSechny kroky znovu dohromady

5 _ S - ! 1 B
r(1/4)_4\/%/0 7\/W_4ﬁ/o —mmdt_

1 1
= 47K <\/§> = 4y7K ( 1— 2) = 4V27T(1,V?2) = 4V2rL(1,V?2)

Vidime tedy, Ze hodnotu I'(1/4) dokézeme vyjadiit pomoci limity dvou posloupnosti. Avsak tuto

limitu dostaneme pravé jako Gaussovu konstantu. Vice zajimavych informaci lze nalézt v knize
[?] nebo na webu [?].
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Pt. 218 Naleznéte ndsledujici hodnoty T (%), r (173), r (%), r (1—56) pomoct hodnot T'(1/p), p €

—

N.
Vidime, Ze lze prepsat I (%) =T (2 + i) Uréime hodnotu I'(n + %) ze zadaného vzorce a
dostaneme
1 1,.(8-=3)1n 5 .1
r2+-)=r-=)——==I(=-
( +4> (4) 42 16 (4)

Dalsi hodnotu lze prevést T’ (%) =T (2 + %)
Dosadime opét do vzorce pro I’ (% + n) ¢imz méame

r(3e0)=2r(2)2F

Vidime, ze 1ze piepsat I' (1) =T (2 + 2). Pouzijeme vzorec I'(z 4+ 1) = 2T'(z) abychom dostali

) (-3 -3

Nésledné ur¢ime hodnotu I’ (%) skrze predchozi priklady. Vime, ze plati

I(3/4) = leﬁ/z)

Piepiseme I' (12) =T (3 + 1) a dosadime do vzorce pro I'(n + %) jako

5
r 3+1 :711'6I‘ 1 :@F 1
5 125 5 125 5
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Pi#. 219 Naleznéte hodnotu S(n,m), kde n,m € N.
Vime, ze muzeme pievést

F'm)l'(n) (m-D!(n—-1)! m+n m!-nl m+n 1

ﬁ(n’m):F(TH-m): (m+n—1)! B ”'m(m+”)!: nm (n+m)

n
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P+. 220 Zaved'te funkci g(x,y) = % a zobecnéné kombinacni ¢islo (Z) = 15((;_’:’1)). UkaZzte,
Ze plati

gz +1,y) —g(z,y) =y-g(z,y— 1)
()0 -07)

Dosadime nejprve

 T+2) Mxz+4+1)
z+1 1
:F(x+1)((:v—y+1)1“(:b—y+1) _F(:c—y+1)> B

r+1—(x—y+1)
(x—y+ 1) (z—y+1)
yI'(z + 1) I(z+1)

:F(:E—y—i-Q) :yr(x—(y_1)+1> =y -g(z,y—1)

Yy
R A vy 3 vy

=T(x+1)

Do druhé nerovnosti dosadime obdobné ¢imz dostaneme

<x+ 1) 3 (J:) _9@+ly) gy glzt+ly) —g(y)

y Y Lly+1) T(y+1) Ly +1)
_yglzy—1) _ glzy—-1) _ ( @ )
yI'(y) L'(y) y—1
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Pi. 221 Vyjadrete fooo gB e=A? dx, kde A > 0 a B > —1 pomoci Gamma funkce. Pomoci tohoto
odvozeni ukazte, Ze hustota standardizovaného normdlniho rozdélent je definovdana korektné.

Vzhledem ke tvaru Gamma funkce musime zavést vhodnou substituci t = Az2. Dostaneme tak

o0 o0 B/2
1 t 1
2B oAt gp— * / <> et —dt =
/o 2 Jo A VAt

— 1 > B-1)/2 —t _ > B+1)/2—-1 —t _

_T(B+1)/2)
T T 9AB+/2

2 A(B+1)/2

Hustota rozdéleni psti musi spliiovat, ze ffooo f(x)dz = 1. Ovérime tedy, Ze standardizované
normalni rozdéleni tuto vlastnost splnuje. Hustota je

fla)= e

Dosadime do integralu a pocitdme

* 1 22 1 2 0 22
e 2 der=— e 2 dx—|—/ ez dx) =
/m V2r Ver (/0 o

2 e —22
[ e 2 x
\/27r/0

Vidime, Ze mame integral odpovidd obecnému tvaru pro A = 1/2, B = 0. Dosadime

V2o V2T(1)2)
A e
1

= Favin

:ﬁﬁ:1
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Pi. 222 Vyjdadrete fooo zBe 4" dx, kde A > 0, B > —1 a n € N pomoci Gamma funkce.
Pomoci téchto vysledku rozhodnéte, kterd z téles V,, md nejvétsi objem. Téleso V,, vznikne rotaci
krivky £("=D/2e=*" okolo osy = na intervalu [0, 00).

Vzhledem ke tvaru Gamma funkce musime zavést vhodnou substituci t = Ax™. Dostaneme

/OO 2 B ot 1 & — 1 /°° d(BH)/n=1 —t 3 _
0 A n Y At(n=1/n""  pAB+Y/n [ B

I'(B+1)/n)
nAB+1)/n

S pomoci tohoto vysledku budeme nyni pocitat objem téles. ten ziskame jako

7r/ f2(x)dx = 7r/ 2" e da
0 0

Tento integral odpovidd vySetfovanému integrdlu pro A = 2 a B = n — 1, ktery ziskdme ze
znalosti obecné formule jako

o[t gl T
0

n2(n=1+1)/n 7 9pn 2n

Tato hodnota je o¢ividné nejvétsi pro n = 1.
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Pi. 223 Vyjddrete fooo de, kde A > 0, B > 0 an € N pomoci Beta funkce. Pomoci

téchto vysledku rozhodnéte, ktery z integrdli
o) Z‘A_l
[
o (1+4+xz)A+B

[e’e] xBfl
———d
/0 (1+2)A+B z

je veétsi, pokud vite, e A > B.

Abychom spocetli integril, musime zavést vhodnou substituci. Vidime, ze by tento kol nebyl
ptilis slozity, pokud bychom méli ve jmenovateli vyraz 1 — xz. Pokud zavedeme substituci x =

t/(1—t) dostaneme, ze t+1 = 1/(1—t) a navic je dz = (gl_fz)';t dt. Vidime, ze ndm tato substituce

déa presné to co chceme. Mame

oo tA71 1 o0 _ L oo B B
/ (1_t)A—1(1t)A+B(1_t)2dt—/ A / AN (1 — )P dt = B(A, B)
0 0 0

Pomoci tohoto vysledku chceme nyni urcit, ktery z integrali je vétsi. Avsak plati

o8] fol
/ — = dz=B(A,B)
0 (

1+x)A+B

00 JTB_l
/ L de=B(B,A)
o

1+ 2)AtE

Navic plati, ze

B(A.B) = ) _ 3B, 4)

Proto jsou integraly stejné.
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Pr. 224 Vyjddrete fol eB=H1 — M)A dx, kde A > 0, B > 0 an > 0 pomoci Beta funkce.
Pomoci tohoto visledku urcete hodnotu integrdlu fol ﬁdx,

Abychom spocetli integral, musime zavést vhodnou substituci. V integrdlu nam vadi vyraz =™ v
rozdilu. Zavedeme tedy substituci ¢t = 2™ ¢imz dostaneme

1 1
1
/ xB_l(l _ l‘n)A_le‘ — / t(B—l)/n(l _ t)A_lftl/n_ldl‘ —

0 0 n

1
_ l/ tB/n—l(l _t)A—ldx _ B(B/n, A)

nJo n

Nésledné chceme vypocitat integral, prepiSeme jej tedy do tvaru

1
/ (1—2%)"12dz
0
Proto vidime A =1/2, B =1 a n = 2. Dosadime do vzorce abychom ziskali

_B(1/2,1/2)  T*(1/2) o«

1
1
/0 N 2 12 2
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Pi. 225 Vyjddrete foﬂ/Q sin®? !z cos* ' zdz, kde A > 0, B > 0 pomoci Beta funkce. Pomoci
téchto vysledki odvodte hodnotu integrdlu

1
/ sin” xdz
0

Budeme chtit zavést vhodnou substituci, abychom integral prevedli. Zavedeme ¢t = sinx, avsak
musime také piepsat cosz = /1 — sin® 2 = /1 — 2. Dostaneme tedy

7\'/2 1 1
. B—1 A1 B-1 _
sin Z Cos zdr = t 1 —¢2)A-1 dt =
/0 /0 \/( N —
1

1
:/ tB—l(l_t2)A/2—1dt:/ $B-1(1 — 2)A/2-1qy
0 0

pro libovolné n € N.

7 ptedchoziho prikladu vsak vime, ze

/1 (B1(1 = 2)A2 gy — B(B/2,A/2)
2
0

1
/ sin” xzdx
0

Vidime, ze zde plati A =1 a B = n + 1. Dosazenim do vysledku vidime, ze

/ i gdg = B D/21/2) _ T((n+ 1D/20A/2) _ T((n+1)/2)

Nyni chceme pocitat integral

2 ~ 2A((n+2)/2) T (n/2)
W? pron:Qk,kEN
b= — 2k~ 1,k€N
oy pron=2k—-1keN.
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Pr. 226 Vyjddrete fo 127
vysledku spoctéte integral

—wdz, kde A >0, B >0, A/B < 1 pomocti Beta funkce. Pomoci téchto

oo 2
/ Ldm.
0 1 + 376

Musime integral pFevést do vhodného tvaru, ve jmenovateli nam viak vadi vyraz 1+z2, zavedeme
tedy substituci t = 2. Cimz dostaneme

&S] A—1 oo 4(A-1)/B
/ de — l / utl/Bfldt —
+A/B— 1 1 [ +A/B=1
== dt
B/ 1+t B/O (1+t)A/B+1=A/B
V Prikladé 226 jsme ukazali, ze plati

0 fol

Proto dostaneme integrél jako

1 [ tA/B-1 1 I'(A/B)I'(1 - A/B)
E/O (s parsriap it = gAA/B.1 - A/B) = BI(1) B

_ T
~ Bsin (%)

Integral muzeme snadno spoéitat pokud si uvédomime, ze plati

3z
1+ 26

(arctg x3), =

nebo dosadime do vzorce A = 3, B = 6 a ziskdme

/OO .’L‘Q dz T _z
o 1+ab 6511’1(%)_6

240



Pi. 227 Naleznéte n—ty moment standardizovaného normdlniho rozdélent.

Standardizované normalni rozdéleni m4 hustotu

a jeho n— ty moment je
o0 n 2

M, = E(N"(0,1)) = [ \:/% % da

Prvni si vSimneme, Ze pro n liché je integrovand funkce také lichd a nemd tedy smysl integral
poéitat nebot v tomto piipadé je M,, = 0. Pfedpoklddejme nadale, Ze n = 2k je sudé. Dostaneme

\/1 /°° nem% d v2 [~ "% d
— T Tr=—— T T
27T — 00 ﬁ 0

V Prikladé 221 jsme ukéazali, ze plati

* B oa . L((B+1)/2)
/; xr e dx = W

Volime tedy B =n a A = 1/2. Dostdvdme

VB [< L VET((n+1)/2)

ﬁ 0 ! Vo 21-(t)/2
_ V2T (k+1/2) _ QTH/Q (2]4:71)!!\/7?: (2 1)1
Vro 212k NG 2k N

241



Pi. 228 Naleznéte n—tyy moment rozdélent, které je dano hustotou

0, z <0.

kde C = 4k, k € N je libovolny parametr.

Pocitdme n—ty moment jako integrél
> n _ 1 > n,C/2—1 ,—xz/2 _
/ $f(x)dx_2f7/2r(0/2)/o o e dr=

— 00

1 o0
- - n+C/2-1 —m/2d
2C72L(C/2) / ! c

M,

V Prikladé 221 jsme ukéazali, ze plati

* B a2, L((B+1)/2)
/0 r°e dz_igA(BH)ﬂ

Volime tedy B=n+ C/2—1 a A =1/2. Dostavame tedy

1 I'(2n+C)/4) ['(k+n/2)

2C/20(C/2) 21-(@n+t0)/4 — 21-n/2Hk](2k) =

_ T(k+n/2) _ 215%&;)_'1), pron =2l,l € N,
T olon/2k(2k — 1) %ﬁ pron =2l —1,l € N,
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Pi. 229 Naleznéte n—tyy moment rozdélent, které je dano hustotou

fla) = {C%ccl (B a>o,

0, z < 0.

kde C > 0, D > 0 jsou parametry.

Pocitame n—ty moment jako integral

DC

oo oo c-1 5
Mn:/ m"f(x)dx:/ :c"CLe*(%) dz =

—00 0

C

_ F/ 2 HC=1 o= (5)" 4
0
V Prikladé 221 jsme ukazali, ze plati

o0
B a2, L({(B+1)/2)
/o e dz = 9 A(B+1)/2

Volime tedy B=n+C —1 a A=1/D?. Méme tedy

DS 2 2 CcpnCESN

C((n+0)/2) puve _ L0 +CY/2) o {OD”
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Pr.

S N

<

230 Pomoct hodnot funkci Beta/Gamma spoctéte hodnotu integrdli

fl dx
Jo Y122

1 z
: fo \/1(1—?
.f03x2\/9—a:2dx

fooo (115)2 dz

. foﬂ/Q Vsin zdz
foﬂ/Q sin z/cos zdz
. foﬂ/2 Vigzdz

. Integral pfevedeme do tvaru

1d7x_ lxlfl 22310, — ~ I'(2/3)
| o = [ et e = s, = 12

. Integrél pfevedeme do tvaru

1 1
/ dx 1-1 a4\1/2—1
—— = 7 (1-2% dz
0o V1—uzt /0

Integrél tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Piikladé 224 jako vzorec

/1 xB_l(l _ xn)A_ldJ} — 6(3/’”7"4)
0

n

dosadime tedy

b nije—1, . B(1/4,1/2) — T(1/4)
/0”3 (1-ah)"* 7 e = == _4F(3/4)ﬁ

Integral pfevedeme vhodnou substituci x = 3t do tvaru

3 1
0

0

I zde vyuzijeme vzorec ziskany v Piikladé 224 ¢imz dostaneme

s1 /17531(1 —x2)3/2’1dx _ B(3/2,3/2) _ F2(3/2) _ T
0

2 - 2r(3) 16

4. Integral prevedeme do tvaru

00 00 3/2—1
/ ﬂdx:/ B
o Ata2 " Jy Tty
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Integral tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Piikladé 226, kde jsme ziskali vzorec

0 xA_l
J, wrayem =oan
Dosadime do néj abychom ziskali

oo g8/t _ CT(3/2r(1/2) o«
/0 (ESEE=TD dz = 3(3/2,1/2) = w2

. Integrél prevedeme do tvaru

/2 w/2
/ Vsinzdx = / sin®/ %71 z cos' ! zda
0 0
Integral tohoto tvaru jsme v obecné podobé vyftesili v Piikladé 225, kde jsme ziskali vzorec

/2 B/2,A/2
/ sin® !z cos? ! zdx = M
0

Dosadime do tohoto vzorce abychom ziskali

2
0

. Integrél prevedeme do tvaru

/2 /2
/ sin zy/cos xdx = / sin® !z cos® 2! zda
0 0

Integral tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Piikladé 225, kde jsme ziskali vzorec
do kterého snadno dosadime.

/2 1,3/4
/ sin® !z cos®? ! pdz = AL, 3/4) ’2 /4
0

. Integral pfevedeme do tvaru

w/2 /2
/ Vigadr = / sin®/ 27! g cos'/2 71 zda
0 0

Integral tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Piikladé 225, kde jsme ziskali vzorec
do kterého snadno dosadime.

/”/2 T o/ gy BO/AYY _TEATOM) _ w o
0

2 oT(1)  2sin(n/4) 2
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Pi. 231 Ukazte, Ze funkce

je spojitd.

Vypocteme integral vzhledem k jednoduchosti funkce

1, z—y >0,
sgn(z —y) =40, z=y,
-1, z—y<O.

V integrélu vsak x € [0, 1], a proto mdme

Fly) {follde y>1,
Yy) = 1
fo 1dz =1,y <0.

Zbytek funkce pro y € (0,1) dopocteme snadno
1 Y 1
F(y) = / sgn(z — y)da = / sgn(z — y)dx + / sgn(z — y)dx =
0 0 Y

Y 1
:/ flder/ lde=—y+(1—-y)=1-2y
0 y

Funkce F(y) je tedy definovand po ¢dstech, kde vySetFované ¢dsti jsou spojité. Musime tedy
dotesit spojitost funkei pouze v bodech 0 a 1. Avsak snadno vidime, Ze zde se limita zprava a
zleva vzdy rovnaji nebof

lim F(y)=1= lim F(y),

y—0— y—0t+—
lim F(y)=-1= lim F(y).
y—1— y—1t—
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Pi. 232 Vypoctete limitu
2

lim [ 2?cos(zy)dx

y—0 Jj
Vsimneme si, Ze integrovana funkce f(x,y) = z2 cos(zy) je spojitd na celém R x R a tedy i na
mnoziné [0, 2] x [—A, A]. Muzeme tedy zameénit poradi integrace a limity podle véty ¢imz ziskdme
2

2
: 2 _ s 2 _
31_% ; x cos(xy)dx—/o ;%x cos(zy)dx =

2
:/ngdx: $—3 :§
0 3], 3
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Pi. 233 Vypoctete limitu
1

lim Vo2 +y2dx
y—0 ) 4

Chteéli bychom v tomto piipadé zaménit poradi limity a integrdlu, k tomu musime ovérit nékolik

podminek. Vime, ze funkce f(x,y) = \/22 + y? je spojitd na celé mnoziné R?. Navic mnozina

A = [-1,1] je kompaktn{ a proto muzeme pocitat pro libovolnou kompaktni B, kterd obsahuje

bod 0, ze

y—0

1 1 1 1'2 1
:/ \/xzdx:/ |x|dx:2/ xdx—Q[] =1
—1 —1 0 2 0

1 1
lim / Var?+y2dz = / lirr%) Vir?+y2dx =
-1 1Y%~
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Pi. 234 Vypoctéete limitu
1

lim —_—

y—=1 Jo 2?2 +y?
Vidime, ze funkce f(z,y) = f_lwz nen{ spojitd v poc¢dtku. Mnozina A = [0,1] je dand. Musime
vhodné zvolit mnozinu B, aby na obdélnfku A x B byla f spojitd. Chceme vSak vysetfovat limitu
y — 1, muzeme volit napiiklad B = [1/2,2] a podminka na spojitost f je splnéna. Muzeme tedy
brat

o ! 1 b
lim/ ﬁdgg=/ limzidx:/ ———dr =
v=1Jy 22 +y o y—la?+y? o 2+1

17
— t e
= [arctgz], = 1

Obdobné muzeme pocitat

1 1
1 1 1
1im/ — 5 dz = lim —2/ ———dr =
y—=1 Jg @ +vy y—=1y 0 (£>
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Pi. 235 Vypoctéte limitu
1
1
lim ——dx,
y—=1 ), v+y—=z

kde z < 1

Hledéme obdélnik A x B na kterém by byla funkce

1

T,y) = ———
fla,y) = —— -
spojitd za podminky, ze 1 € B a mame dané A = [z,1]. Funkce f(z,y) nenf spojitd na pifmce
T4y = z, proto volime B = [“2“2 , 2], nebot takto nebude mit obdélnik s piimkou zadny prinik.
Staci si vse vykreslit. Pro jisté z dostaneme

142

Avsak muzeme také uvdzit, ze prox > 0jey =2 —x < 2 < ==,

Dostavame tak

1 1
1
lim —dz = / lim ——dz =
y=1J), T+y—=2 2 ymlT+y—2
1
1

:/Z mdxz [ln|m+1—z|]i =lnl2—z—Inl=In(2-2)

Muzeme také pocitat piimo
1

lim [ ———de=lim[lnjz+y— Z”}z =
y—1 /., rT+y—=z y—1

=lim (In(l+y—2) —Ilny) =In(2 — 2)
y—1
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Pi. 236 Vypoctete limitu
y+1 1

lim — ——du
y—0 /, 1+2%+y
Vidime, ze funkce f(z,y) = m, g(y) = y+ 1 a h(y) = y jsou spojité na libovolném
intervalu. Proto zvolime [a, b], [c, d] libovolné tak aby g([c,d]) C [a,b] a h([c,d]) C [a,b]. Nesmime
vsak zapomenout, ze chceme 0 € [¢, d]. Snadno tak ziskdme napiiklad intervaly [—3,3] x [—1, 1].
Muzeme proto pocitat

, y+l 1 , | .7
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Pi. 237 Vypoctéete limitu
sgny

lim x4 yidx
y—0 y—2

Vidime, Ze funkce f(z,y) = z+y?%, h(y) = y—2 jsou spojité v kazdém bodé. Avsak funkce g(y) =
sgn y je nespojitd v bodé 0. Nenalezneme tedy vhodny trojuhelnik, abychom mohli zaménit potradi
limity a integrace, po¢itame pfesto rovnou

sgny 22 sgny
lim / z 4+ y?de = lim { + a:yQ} =
y—0 y—2 y—0 | 2 y—2
osgn’y—(y—2)° | 3, o2 po S80%Y o
= lim +y“sgny —y° +2y° = lim —= 4+ y“sgny =
y—0 2 y—0 2

Budeme chtit pocitat limitu téchto vyrazu, uvédomime si vSak, ze funkce sgny je ohranicend,
proto je lim, o y? sgny = 0. Déle pak plati, Ze lim,_,0 sgn® y = 1 coz si snadno rozmyslime, nebo
nakreslime. Proto je celkem limita

sgny

1
lim 4+ yide = =
y—0 y—2 2
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Pi. 238 Vypoctete limitu

lim v wdx
y—1 ), 2 +y? -1

Vidime, Ze funkce g(y) = y® + 1 a h(y) = y? jsou spojité na libovolném intervalu. Navic funkce

flz,y) = ,/zﬁj_zl;‘f’l dx je nespojitd pouze v bodech [z,0] a na kruznici 2% + y? = 1. Zvolime
interval B = [1—1/n, 141/n] pro vhodné dostatecné velké n. Druhy interval A = [a, b] volime poté
tak, aby se body obdélniku A x B nesetkaly s kruznici 22 4y? = 1. Staci nalézt n dostatedné velké
spolu s a dostatecné blizkym hodnoté 1 avsak tak aby stale platilo (1 — %)2 > a. horni hranice
b zvolime libovolné dostateéné velkou, napi. b = 4. Poté plati, ze g(B) C [a,4] a h(B) C [a,4].
Muzeme tedy pocitat

v 2 2 2
; Y e _ _ ¢ +1Inl B
i [t = fm e = 6 = [y e -
2 2 2
:/\/%dx:/ldx:l
1 x 1
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Pi. 239 Vypoctete limitu

1
lim —
y—=0y

x
| 1t w - s
z
kde funkce f(t) je spojitd na intervalu [A,B], a A< z <z < B.

Nejdifve se musfme zorientovat v pismencich vyskytujicich se v integralu. Resfme limitu vzhledem
k y a integrdl vzhledem k t. Proto nis meze integralu nezajimaji a bereme je jako konstanty.
Funkce

h(t,y) = f(t+y) = f(t)

je spojitd pokud t € [A, B] a pokud je t +y € [A, B]. AvSak zajimd néds y pouze blizko nule.
Tudiz funkce h(t,y) je spojitd na mnoziné [z, z] X [—¢, €] pokud je € > 0 dostatecné malé tak aby
A<z—e<t+y<z+e< B. Muzeme tedy zaménit poradi integrace a limity ¢imz dostaneme

liml/mf(wry)—f(t)dt:/m tim LT =10

y—0y 2 y—0 Yy

= [ rae= = 5@ - 1)

t:
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Pi. 240 Naleznéte derivaci funkce

proy # 0.

Vidime, ze integrovand funkce
2
flzy) =e?

je spojitd na celém R? a proto je spojitd i na libovolném vhodném obdélniku. Jeji parcidlni
derivace je

fy(2,y) = 82 eV = g2 v

a tato je také spojitd na libovolném vhodném obdélniku. Muzeme tedy zaménit

G'(y) = /2 9 e v dx = /2 —22e v dg
o Oy 0

Tento integral snadno neur¢ime, nechame tedy derivaci v tomto tvaru.
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Pi. 241 Naleznéte derivaci funkce

proy # 0.

Vidime, ze funkce arctg (%) je nespojitd v bodech [z, 0]. Jeji parcidlni derivace je

T

0 x
fy(x,y> = 87y arctg (y) = _W

a ta je nespojitd v pocdtku [0,0]. Z integrdlu méme danou prvni ¢ast obdélniku pres ktery
integrujeme jako A = [0,1]. Pro pevné y > 0 a y < 0 vzdy nalezneme zbytek kompaktniho
interval na kterém budou f(z,y) a f,(z,y) spojité. Mame tedy

! ! x 1 2 2 ! 1 2 1 2 1
C)=—| m—mde=—|Jly’+2%|| =Sy’ +1+ 5y’ =
0 0

y2 a2 2 y?+1
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Pi. 242 Naleznéte derivaci funkce

2
arctg xy
G(y) = ———=dx
) Vit
Vidime, ze integrovana funkce
arctg ry
fla,y) = —F/——

xV1 —x?
neni spojitd v bodech [0,y] a [—1,y]. Jeji parcidlni derivace je
1
V14 x(1+ 22y?)

Tato je nespojitd pouze v bodech [—1, y]. Interval pro x mame dany jako A = [1,2]. Na obdélniku
A x R jsou tak funkce f a f, spojité a muzeme pocitat

fy(x,y) =

2 9 arctgay

2
—=Zdx :/ L dx
1 Oyzv1+=x 1 V14 z(1+ 22y?)

G'(y) =
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Pi. 243 Naleznéte derivaci funkce

G(y):/o In(1 + zy) de

1+a22+Iny
proy > 1.
Vidime, ze funkce
Flay) = 1 T(mlz_:—aljr)ly

neni spojitd pouze pro yx < —1. Avsak vySetfovany obdélnik m4 jednu stranu A = [0, 1]. Navic
méame podminku y > 1 a tedy nds toto omezeni neovliviiuje. Ze zadanych podminek je také
jmenovatel vzdy kladny. Parcialni derivace je

e )_2 In(1+2y) T ~ In(I+a=y)
y\ &Y S Oyl+a2+lny  (1+yx)(l+22+Iny) (1+22+Iny)?

Vidime, ze parcidlni derivace neni definovdna pouze v bodech 1+ yx = 0 avsak timto také nejsme
omezeni. Mame tudiz

cw=[ . __In(l+a)
o I+yr)(14+22+Iny) (1+22+1ny)?

258



Pi. 244 Naleznéte derivaci funkce

Gly) = / N

x? +y? + 22
kde z > 0.
Vidime, ze funkce
fz,y) = m
je spojita v libovolném bodé. Parcialni derivace
2y

fy(xay) = -

je také spojita v kazdém bodé. Proto plati

: ' 2y
¢ == [ G
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Pi. 245 Naleznéte derivaci funkce

2+ 22
kde z > 0.
Vidime, ze funkce
In(z + )
T,Yy) = ————=
flay) = — e
neni spojitd pouze pro z + x < 0 avSak vySetfovany obdélnik je pro x omezen integrovanym
rozsahem jako A = [0,1]. Nebot je navic z > 0 tato podminka nds nijak neomezi. Parcidln{
derivace je
0 In(z +xy) x

Fo(@,9) = oy z+x2  (z+yx)(z+a2?)

Vidime, ze parcidlni derivace neni definovdna pouze v bodech z+yx = 0 avsak timto také nejsme

omezeni. Mame tudiz
T

1
¢ :/o Crmr )Y
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Pi. 246 Naleznéte derivaci funkce
G(y) :/ a? +ydz,
0

pro z > 0.

Vidime, ze funkee f(z,y) = z2+y? je spojitd v kazdém bodé. Také parcidlni derivace f,(z,y) = 2y
je spojita v kazdém bodé. Proto plati

G'(y) = / 2ydx = 2y [z]; = 2y=z
0
Miuzeme nyni také snadno urcit
Gly) =y’2+C,
kde C je konstant. Vime, ze plati

z 371% 3
C = G(O) = / 22 + 0%2dx = |:£L‘:| = Z
0 3 0

Proto mame 5

Gy) =2+ 5

Toto bychom v8ak mohli ziskat rovnou integrovanim puvodniho integralu.
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Pi. 247 Vypoctéte hodnotu integrdlu

1
1
/ In(l+az),
o 1+22

Integral vypocteme pomoci parametrického integralu

1
In(1 + xy)
G(y) = ——dx.
o= [
Pro xz € [0, 1] je integrovana funkce

In T
f(a:,y) = %

spojita na obdélniku M = [0,1] x [A, B], kde —1 < A < B. Navic je parcidln{ derivace dand jako

T

spojita na obdélniku M také. Proto mame

1 1
2l A R T sy il A GRS § G B G ) [ W S ) e
1
yarctgx
= 1n(1+xy)+1n(1+x2)+] =
[ 1+ y? 2(1 + y2) 1+42 |,
In(1+y) In2 Y

+
1+y? 2(1+y%)  4(1+1y?)
Integraci tohoto vyrazu dostaneme

Y

YIn(1l+x) In2 ™ 2
G(y):_/o de+ [Zarctg:c—i-Sln(l—F:c ) O:

YIn(1+x) In2 ™ 9

Druhé vyjadreni pro funkci G(y) je pak

n(1 + zy)

Dohromady tak mame

1 1
/ ln(1+x)dm:G(1):—/ ln(1+x)dx+7rln2+7rln2
0 0

1+ 22 14 22 8 8
Prevedenim na druhou stranu tak ziskame

1

In(1 In2
/n(—l—gc)d_n7T
0

1422 TR
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Pi. 248 Naleznéte derivaci funkce

y2
Gly) = / e v dg,
Yy
proy > 0.

Viimneme si, Ze vystupujici funkce g(y) = v?, h(y) =y a f(z,y) = ey’ jsou vSechny spojité
na libovolném obdélniku. Také parcidlni derivace

fy(w,y) = —a%e v

je spojitd na libovolném obdélniku a derivace ¢’(y), h'(y) jsou spojité na libovolném intervalu.
Proto muzeme dosadit do Leibnitzova vzorce ¢imz ziskame

y2 2 y2 2 5 3
G'(y) =—/ z?e V" dx+f(y2,y)~(y2)’+f(y,y)-(y)’=—/ eV dr+2ye ¥ —e Y 11
) Y
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Pi. 249 Naleznéte derivaci funkce

proy > 0.

Vidime, ze omezujicf funkce g(y) = 3y*+1 a h(y) = y? jsou spojité a diferencovatelné. Integrovand

funkce
eV

f(may):7

je nespojita v bodech [0, y]. Plati, ze h([a,b]) = [a?, V%] a g[a,b] = [3a®+1,3b*+1]. Proto plati, ze
ohraniéujici funkce g, h zobrazujf interval [a, b] do intervalu [a?, 3b* + 1]. Pokud 0 ¢ [a, b] potom
ani 0 ¢ [a?,3b% +1]. Tud{z f(z,y) je spojitd na obdélniku M = [a?, 3b* + 1] x [a, b]. Jeji parcidlni
derivace je

fy) = e,

kterd je spojitd na libovolném obdélniku, tedy i na M. Muzeme tedy pouzit Leibnizuv vzorec
abychom ziskali

3y +1 6yed’ty  2yey’

3y?+1
G’(y):/Z e“”yderf(g(y),y)g'(y)—f(h(y),y)h’(y)=/2 ™ dr + 251 42

3y2+1 3 3 3 373y°+1 3 3
[ewy} Y 6y eV ty 92y [6311 +ty _ oY 1 6y eV tY  9eY

e B2+l oy y y 32+1 oy
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Pi. 250 Naleznéte derivaci funkce
Yy
= / v x? + y2dz,
Iny

proy > 0.

Vidime, ze integrovand funkce f(z,y) = /22 + y2 je spojitd v kazdém bodé stejné jako horni
ohraniceni ¢g(y) = y. Toto ohraniceni je také diferencovatelné. Parcidlni derivace

2y

nen{ spojitd pouze v bodé [0,0]. Doln{ ohranic¢en{ h(y) = Iny je diferencovatelnd pro y > 0.
Vezmeme-li interval [a,b] pro 0 < a < b pak ¢([a,b]) = [a,b] a h([a,b]) C [-K, K] pro K
dostatecéné velké. Poté jsou f a f, na obdélniku M = [-K, K] X [a, b] spojité. Vidime, ze pocdtek
v M nikdy nelezi. Muzeme zde tedy vyuzit Leibnizuv vzorec abychom dostali derivace na intervalu
[a, b] jako

fy(xay) =

«/ 2 2
/ ————dx + /2y In y+y'
lny\/$2+y Yy

Nebot jsou b > a > 0 libovolné, plati tento vzorec pro libovolné y > 0.
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Pi. 251 Naleznéte derivaci funkce

sgny
G(y) = / 2% 4 yida.
2

y—1

Vidime, Ze dolni ohrani¢eni h(y) = 2y — 1 stejné jako integrovand funkce f(z,y) = 2% + y?
jsou spojité a maji spojité i (parcidlni) derivace. Dolni ohrani¢eni zobrazuje libovolny uzavieny
interval [a, b] na interval [2a—1, 2b—1]. Komplikaci v tomto pifkladé predstavuje horni ohranic¢ent
g(y) = sgny, které je spojité a diferencovatelné vsude kromé bodu y = 0. Uvézime-li tedy
y > 0 zobrazuje g libovolny interval [a,b], kde 0 < a < b na bod {1}. Dostaneme tak obdélnik
[2a — 1,2b — 1] X [a, b], kde jsou predpoklady véty splnény a méme

sgny

)= [ oudet ety + ) 022y - 0?27 = [P — 202y - 1) - 27
2y—1

Tento vzorec vsak plati pouze pro y > 0. Obdobné lze odvodit vzorec pro y < 0. Avsak obdobné

muzeme derivaci ziskat skrze vyjadieni

sgn
x3 ] BN ggndy

G(y) = [3 +ay® 3

(2y —1)°

—(2y — 1)y
3 (2y — L)y~

+y’sgny —

2y—1

které zderivujeme.
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Pi. 252 Naleznéte derivaci funkce
cosy 5
Gy) = / VT dg,
siny
proy > 0.

Doln{ a horn{ ohranicen{ g(y) = cosy, h(y) = siny jsou spojité a diferencovatelné funkce. Stejné
tak integrovand funkce f(x,y) = e¥V 1=2% je spojitd pokud 22 < 1. Jeji parcidlni derivace je

fy(xal/) =V 1 _$2ey 1_I27

kterd je také spojita pokud z? < 1. Nebot ohrani¢eni g, h zobrazuji libovolny interval [a,b] do
intervalu [—1, 1] jsou f a f, spojité na libovolném obdélniku M = [—1,1] x [a, b]. Proto muzeme
vyuzit Leibnizovu formuli

cosy
G/(y) = mey\/ﬁ de + — eymsiny - ey@cosy

siny
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Pi. 253 Naleznéte derivaci funkce

pro y > 0.

Vidime, Ze horni a dolnf ohrani¢eni g(y) = B + y, h(y) = A + y jsou spojité a diferencovatelné.
Integrovand funkce
sin yx

f(x,y) =

je nespojitd v bodech [0, y] a jeji parcidlni derivace

X

Jy(w,y) = cosyx

je spojitd v kazdém bodé. Ohranicen{ g, h zobrazuji libovolny interval [c,d] na intervaly [A +
¢, A+d] a [B+ ¢, B+ d]. Tedy dohromady do intervalu [A + ¢, B + d]. Dostdvdame tak obdélnik
[A+ ¢, B+d] X [e,d]. Muzeme vsak vyuzit Leibnizuv vzorec jen v bodech, kde 0 ¢ [A+ ¢, B +d].
Poté mame

G'(y) = /Bﬂl cos yxdx + sin(By +y%) _ sin(Ay +y*) =
Aty B+y Aty

B [sin yw] Bty N sin(By + y?) _ sin(Ay + y?)

Loy Jay B+y Aty

_ sin(By + y?) ~ sin(4y + y?) i sin(By + y?) _ sin(A4y + y?)
Y Yy B+y A+y

_ sin(By +y?) ~ sin(4y + y?) n sin(By + y?) _ sin(4y + y?)
Y Y B+y A+y
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Pi. 254 Naleznéte derivaci funkce

pro y > 0.

Vidime, ze dolni a horn{ ohrani¢eni g(y) = y a h(y) = 0 jsou spojité a diferencovatelné. Integro-
vand funkce

In(1 + yx
[z y) = o1 + o)
x
je nespojita v bodech [0, y] a pokud 1 + ya < 0. Parcidlni derivace
1

je nespojitd pro 1+yx # 0. Zvolime-li libovolny interval [¢, d], kde 0 < ¢ < d. Ohrani¢en{ zobrazujf
tento interval do intervalu [0,d]. Avsak tyto nardzeji na situaci, kdy je funkce f nespojitd.
Rozdélime tedy funkci G(y) pro néjaké € > 0 na

€ y
Gly) = / In(1 + yz) dz + / In(1 + yx) d.
0 €

T x

Tyto dvé ¢dsti vysetiime zv1ast. Prvni integral m4 konstantn{ hranice a na mnoziné [0, g] X [c, d]
jsou nyni funkce f a f, spojité. Druhy integral analyzujeme stejnym zpisobem jako v prvni
Césti, tentokrat jsou vSak funkce f a f, na vySetfované mnoziné [e,d] X [c, d] spojité a muzeme
pouzit Leibnizovu formuli. Dostavame

° 1 Yol In(1 + y? In(1
G/(y):/ dx+/ dx + nl+y7) _ In +5y)-0=
o 1+yx e 14+yx Y

g
B {m(l + yx)]y N In(1+y?)  2In(l+y?)
y 0 y y
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Pi. 255 Naleznéte derivaci funkce

y? a+y
Gy) = / dx/ sin (m2 + 22 - y2) dz,
0 T—y
proy > 0.

Vidime, ze funkce G(y) je souc¢inem dvou funkei G(y) = K(y) - L(y), kde

2

K(y)=/0y dz,

T4y
L(y) = / sin (mz + 22 — y2) dz
xT

—y
Musime tedy nalézt derivace téchto funkci, nacez vyuzijeme obvyklou Leibnizovu formuli G’ =
K -L+K-L.

1. Nalezneme derivaci K'(y). Integrovana funkce f(z,y) = 1 je spojitd na libovolném obdélniku
a hornf a dolnf ohraniceni jsou spojité a diferencovatelné. Dostaneme

2

y
K’(y):/ Odr+1-2y—1-0=2y
0

2
Toto vidime rovnou, pokud zintegrujeme K (y) = foy dz = y? a nésledné vse zderivujeme.

2. Nalezneme derivaci L'(y). Integrovand funkce je spojitd, ma spojité parcidlni derivace,
stejné tak ohraniceni integralu jsou spojité a diferencovatelné. Muzeme tedy pouzit Leib-
nizovu formuli, abychom dostali

Tty
L'(y) =— / 2y cos (2% + 2% — y?) dz +sin (2% + 2% — (z +y)?) —sin (2? + 2° — (2 — y)?)
-y

z+y
= —2/ 1 COS (x2 + 22— y2) dz + sin (z2 — 2zy — y2) — sin (22 + 22y — y2)
xr

z—y

Finalni derivaci dostaneme jejich kombinaci.
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Pi#. 256 Naleznéte n—tou derivaci G™ (y) funkce

Gly) = / (@ 1 y) fla)d,

kde funkce f(x) md vSechny derivace spojité.

Vidime, ze ohranicujici funkce jsou spojité a diferencovatelné. Stejné tak integrovand funkce
g(z,y) = (z +y)f(x) je spojitd na libovolném obdélniku a jeji parcidlni derivace je

gy(xay) = f(x)v

kterd je také spojitd na libovolném obdélniku. Muzeme tak pouzit Leibnizovu formuli abychom
dostali

G'y) = / " f(e)de + glyy) -1 — 9(0.) -0 = yf(x) + 20 () = 395(y)

Budeme-li nyni derivovat G’(y) déle, dostaneme obecnou derivaci jako

(@)™ =3 (" V() + ()

Chceme-li tak pfesné n—tou derivaci, dostaneme snadno ze vzorce

G (y) =3 ((n =112 () + ()
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Pi#. 257 Naleznéte n—tou derivaci G™ (y) funkce

ay) = / " @)y - o) e,

kde funkce f(x) md vSechny derivace spojité.

Vidime, ze ohranicujici funkce jsou spojité a diferencovatelné. Stejné tak integrovand funkce
g(z,y) = f(z)(y — )"~ je spojitd na libovolném obdélniku a jeji parcidlni derivace je pron > 1

gy(z,y) = (n— 1) f(x)(y —z)" 3,

dostaneme tak derivaci z Leibnizova vzorce
G'(y) = /y(n —Df()(y —2)"?dz+ fy)y —y)" 1= fO)y—0)"" 0=
(n—1) / f(x)(y — )" 2dx
Je-li vak n = 1 mame naopak g(z,y) = f(z), a proto je g,(z,y) =0 a
G'(y) = /Oy 0dz +g(y, ) - 1= 9(0,9) - 0= f(y)
Podobné lze ziskat druhou derivaci pokud plati n > 2 jako
G"(y)=(n—1)(n -2 / f@)y—a)"Pde+ (- 1Df )y —y)" 21— (n-1)f(0)(y —0)" - 0dz =
— -2 [ -2y S
Avsak je-li zase n = 2 mame ocividné ¢'(x,y) := (n—1) f(z)(y—x)" 2 = f(z) a znovu dostdvame
G"(y) = /Oy 0dz +g¢'(y,y) - 1 —¢'(0,y) -0 = f(y)
Vidime, ze pro obecné n je
G = (n—1)(n—2 /f (y — )" "Dz = (n —1)! /f
Nésledné je ¢~V (2,y) = f(x), a tudiz

G = (n— 1)!/0y Odz + (n — D!f (y) — (n = DIF(0) -0 = (n— 1)! f(y)
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Pi. 258 Vypoctete integrdl
! arctg x

—=_dx
0o V11— 22

arctgx ! 1
= 52
x o 1+ x4y

Ptevedeme vySetfovany integral podle zadané rovnosti do tvaru

/ arctgx / / d q
x
x\/l—m2 1—1—1102 V1—a2 Y
Zaménime pofadi integra¢nich proménnych a dostaneme integral
T =sint
/ / 1—|—x2 1_x2dxdy—‘ dx:costdt'_
t 1 /2 1
0o Jo  (14y2sin®t)y/1—sin?t o Jo (1+y?*sin”?)
1 7T/2 1 1 7\'/2 1 1
= dtdy = dtdy =
/0 / (cos?t + (y2 + 1) sin?t) Y / / (1+ (y2 +1)tg?t) cos?t Y

s = tgt / /
= ——dsd
‘ ds = cosztdt ’ 1+ y + 1) ) v=

:/1 arctg(y'1 +y?s)
0 V1412

pomoct vztahu

/o 2\/1+y2 Y

y = sinhu L
dy = coshudu “—=—  coshu
; hg(/)_co—c*"_o =Z ————du=|cosh’ z —sinh?z = 1| =
Sy = L 2 Jo V1 + sinh® u
3 e —e
sinh 0 = ==
ol -1 ol -1

T 2 coshu T 2 el —em! el —e!
= — 7du:7/ ldu=[ul, ® =———
2 /0 Vcosh? u 2 Jo 0 2
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Pi. 259 Vypoctéte integrdl derivovdnim podle proménné y
s
/ In(1 — 2y cosx + y?)dx
0

Nejprve se podivame na situaci, kdy je integrovand funkce f(x,y) = In(1—2y cos x+y?) nespojit.
Chceme tedy vyfesit nerovnost 1 — 2ycosz + % < 0 vzhledem k y, kdyz vime, ze x € [0, 7].
Determinant polynomu je

D =4cos’x —4=—4sin’x

Avsak pro z € [0, 7] je nutné D < 0. V pifpadé z = 0 nebo z = 7 dostadvame funkce In(1 £ y)2.
Uvéazime tedy nejprve situaci na intervalu y € (—1,1) ¢imz vidime, ze na obdélnicich [0, 7] x [¢, d],
kde —1 < c¢ < d < 1je f(x,y) spojitd. Parcidlni derivace

2y —2cosx

Tol,9) = 1 —2ycosx + y?

je zde pak také spojita. Derivujeme tedy

F’(y):/ﬂ 2y —2cosx dx:1/”1+y2—2ycosx+y2—1dx:
o 1—2ycosz+ y>? ¥y Jo 1—2ycosz + y?
y2_1 T 1
=— - / 3 dz = | univerzélni substituce | =
Y o Y°+1—2ycosx

<
o
|
—

o 1 2
12 5 dt =
y Jo yP+l-2yizp 1+t

Iy @y <y <y
\ |
Nd
|
H

2 0 2
- dt =
Yy /0 (2 + )2+ 1) + y2t2 + 1 — 2y + 2y¢?
2_1 [ 2
=ZI_¥ / 2 2 zdt =
y Jo tHy+1)2+(y-1)
+1 o
i 2y2—1 arctg(%t) R 277_0
Yy Y (y—Dy+1) y Y2
0

Vidime tedy, ze F(y) = C je konstantni. Dosadime-li do funkce

C’:F(O):/ ln(lnycos:E+y2)dx:/ lnldm:/ O0dz =0
0 0 0

Proto plati, ze F(y) = 0 pro y € (—1,1). Pro y > 1 nebo y < —1 dostaneme stejnou situaci,
nebot F'(y) vyjde stejné.
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Pi. 260 Pomoci zdmeény poradi integrace spoctéte integrdl
1, B A
x® —x
/ T gy
0 Inzx

B _ A y 18 B
of —at _ [av]7 / iy
Inx Inz| , A
a dosadime jej do vzorce abychom dostali
1,.B_ A 1 /B B /1
/ rov o / / Ydydx = / / z¥dzdy =
0 Inz 0 JA A Jo

B y+1 1 B
€T 1 B
/A [erl]o A y+l [n] 4

=In|B+1|—In|A+1]

Vsimneme si vztahu
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Pi. 261 Vypoctete integrdl

1 B A
1 _
/ sin <ln ) udx
0 T Inz
B _ A y 1B B
x x T ,
RS ER
Inx Inz| , A
Dostaneme dosazenim

! 1 B r— et
/ sin <1n > / zYdyde = / / Y sin <ln ) dxdy = ‘ Qo — — et ‘ =
—ty t _ t(y+1) — —
sinte” " dtdy = sin tdtdy = |2x per partes| =

L o tH)
— sin tdtd
/A (y+ 1) RS / Y

Proto méame dohromady, ze

o0 1 1)2 1
/ e tWHD gintdt = y+1) =
0 (y+1)2(y+1)24+41 (y+1)2+1

Vsimneme si vztahu

Tudiz samoziejmé mame

/1' Wl =ty /B Ly = [arcta(y + 1)]2
in(ln- ) ———dz = —  dy=]Jar =
OS x nz " A (y+1)2+1y Arciely A

B-A

= arctg(B +1) —arctg(A + 1) = arctg I~y
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Pi. 262 Vyjddrete E" (y) funkce

/2
E(y) = / \/1 —y2sin® zde,
0

proy € (0,1)

Vidime, ze za podminky y € (0,1) je integrovana funkce f(z,y) = /1 —y2sin® z spojitd. Jeji
parcidlni derivace je
.2
ysin” x
fy(z,y) = — B T O
1—y2sin“z
Opét z podminky y € (0,1) plyne, Ze i tato derivace je spojitd. Rovnou spocitdme i druhou
derivaci

sin’ x y?sint z —sin®z(1 — y?sin® z) — y?sin
Fuplr) =~ l = v
\/1—y sin® x \/(1_y251n2x) (1—yQSin2x)
sin® x

(1 — y2sin? x)g
I tato parcidlni derivace je za podminky y € (0, 1) spojitd. MuZeme tedy zaménit poradf integrace
a derivace a mame

2 .
m/ ysin? z

_ysm T g,
0o V1—y?sin’z

/2 sin’ z
') = |
0

dzx.
/(1 —y? sin? x)g

E'(y) = -
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Pi#. 263 Vyjddrete F" (y) funkce

/2 1
F(y):/ —
0 1—y?sin“z

proy € (0,1)

spojita. Jeji

T

Vidime, ze za podminky y € (0,1) je integrovand funkce f(z,y) = ——
—y2sin
parcidlni derivace je
.2
ysin® x
Ty (z,y) = 3
(1—y? sin? )

Opét z podminky y € (0,1) plyne, Ze i tato derivace je spojitd. Rovnou spocitdme i druhou
derivaci

sin? 3y?sin’ z

(1—y? sin? x)3 \/(1 — 42 sin® x)5

. 92 . 92 . 4 . . .
sin®z (1 —y?sin®z) + 3y?sin*z  sin’z — y?sin® & 4 3y?sin® =

f’yy(ma y) =
v

(1—92 sin? x)5 (1—y2 sin? x)5
sin? z + 2% sin® z

(1—y? sin? x)5

I tato parcidlni derivace je za podminky y € (0, 1) spojitd. Muzeme tedy zaménit poradi integrace
a derivace a mame

w/2 s 2
rw= [ ysmr gy,

/(1 —y? sin? x)g

0

dx.
V(1 =92 sin? x)5
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Pi. 264 Ukazte, Ze funkce

splriugi vztahy
) E(y) - F
B(y) = (y)y )
/
E(y) F'(y)
Y

V predchozim piikladé jsme jiz spocetli E'(y) a E”(y). Pocitdme
E(y) - F 1 (/2 1
WoFW) L[ =
Y Yy Jo 1—y2sin’z

1 (™1 —y?sin’z—1 ™2 ysin?x

- ———dax=— ——dz =
Yy Jo V1—y2sin’z 0 1—y?sin’z

Derivaci tohoto vztahu a jeho opétovnym vyuzitim dostaneme

(E'(y) —F' W)y — (EQw) —F(y) _ yE'(y) —yF'(y) —yE' () _ yF'y) _

E'(y)

E'(y) =

y? y? oy
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Pi#. 265 Ukazte, Ze funkce E(y), F(y) spliuji

VyuZigte k tomuto vztahu

=0
T (2e — N y*
E@)==-Z , .
W=3-32 [ 2l | 2i—1

Zacéneme nalezenim polomeéru konvergence coz dostaneme nalezenim limity pro fadu F(y) jako

. n 2 i 2
lim |an1] ~ im (22 + nHn .2 i! _
n—oo |ay| n—oo | 20F1(7 + 1)! (20 — D!

(20 +1)2
= 1m — =
n—o0 4(1 —+ 1)2

1.

Tedy polomér konvergence je R = 1. Obdobny vysledek bychom dostali pro fadu E(y). Muzeme
tedy na oboru konvergence zaménit potradi derivace a sumace. Také vyuzijeme faktu, ze na jeho
vnittku fada konverguje absolutné. Dostavame

E'(y) +yF(y) = gi {(% ~ 1)”]2 2y gi [wry”“ -

2] 2 — 1 211
i=1 =0
__T i (2 — )] 2iy* ! 4T [ k=31 ) sy
T 24| il 2i-1 24|k YT

_|_

- _g i [(%271'!1)”}2 (_ 2i2j 1 (2i4j21)2) =
_ gi {(212:“1)!!]2 (—21((222—_11)): 4i2> i
|

(212;!1)!!]2 ((2¢2i1)2) v
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Druhou stranu rovnosti muzeme rozepsat jako

22—1” .
(1*92)F/(y): ZQZ {21,} y* =
B 21—1)H i1 T [@i—DN? 50,
—fz [ ] gt = Ty [C DU i
i=1

“21Y 72 Z( - 22—1)1)) {(21'%!1)!!]22“:

™ Z 2i(4i% — 4i 4+ 1) — 2i(4i% — 43) [(2i — 1) 2y2i—1
(20 —1)2 2]

o0

IR 2 i—11* 5,
4y+2;(2i—1)2{ 2] ] vooT
. . 2
.z i 2i (2¢ — ! 21

24 (20— 1)2 | 24l

Nebot se obé strany rovnaji, vidime, Ze vyraz plati. Spolu s vyuzitim pfedchoziho muZeme
dale ukazat, ze

ELE+yF E-F+yF E—(1-y*)F

F = - —
1—y? y(1 —y?) y(1—y?)
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Pi#. 266 Ukazte, Ze E(y) Tesi rovnici

1" 1 / E(y) _
E (y)+yE(y)+1_y2—07

proy € (0,1).

S vyuzitim predchozich vzorci muzeme dostat, ze

B = _E
Y
B E—-F
Y
I E+(y*-1)F
y(1—y?)
Dosazujeme tedy postupné do rovnice
1 E(y) FF E-F E
El/ 7E/ —_ _ - =
(y)+y (y)+1—y2 y+ 2 +1,y2
:_E+(y2—1)F+E—F+ E _ -E—(?-1)F+(E-F)(1-19%+ Ey? _
y*(1—9?) y? 1—y? y2(1—y?)
 —E—-y*)F+F+FE—F—y*E+y*F + Ey? _0
y*(1—y?)
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Pi#. 267 Ukazte, Ze F(y) Tesi rovnici
!/
(WL =) F'(y)) —yF(y) =0,
proy € (0,1).

I tentokrat vyuzijeme vztaht

g ¥
Y
o E-F
Y
F,:E+(y2—1)F
y(1—y?)

Dostaneme postupné

(y1 =D F'(y)) —yF(y) = (E+ (* —1)F) —yF(y) = E' + 2yF + (4 —1)F' —yF =

E-F E+ (2 -1)F _E-F-E— (4>~ )F +y°F _

= toyFp - = R 0
y y y
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Pi. 268 Ukazte, Ze plati y
| o= Bw) - 1= )P
proy € (0,1).
Celou rovnici nejprve zderivujeme ¢imz dostaneme
yF(y) = E'(y) + 2yF (y) + (y* = DF'(1).

Vyuzijeme-li vSak vztahu
(1—-y*)F' =E +yF

dostaneme

E' +2yF + (y? —1)F' = E' + 2yF — E' — yF = yF.

Zintegrujeme-li tedy tento vyraz znovu, dostaneme hledany integral.
Dalsf rovnosti vztahujici se k Eliptickym integrdlim muzete nalézt v knize [?].
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Pi. 269 Naleznéte extrémy parametrického integralu

T
/ sin tdt
a

K nalezeni extrému funkce obvykle vyuzivdme derivace a stacionarni body. Budeme tedy chtit
derivovat funkci

pro x € [a,00).

F(x):/ sin tdt.

Snadno si rozmyslime, ze vzhledem ke spojitosti vystupujicich funkci muzeme snadno derivovat
F(z) vzorcem

“d
Fl(z)= / o sintdt + sinz - (z)" —sina(a) = sinz
a

Hledame-li tedy stacionarni body dostaneme je na mnoziné km, pro k € Z. Zdali se skutecné
jedné o extrémy muzeme ovérit pomoci druhych derivaci

F"(z) = cosz

Vidime tedy jasné, ze v bodech 2km > a m4 funkce lokalni maximum a pro 7w + 2km > a mé
funkce lokdlni minimum. Navic Si snadno rozmyslime, ze se nejednd o globalni maximum.
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Pi. 270 Naleznéte extrémy parametrického integralu

$2
/ 2w — Vidt
0
pro x € [0,00).

Opét vidime, ze chceme derivovat funkci

F(z) = / 2tx + Vtdt
0
Vidime, Ze integrovand funkce 2tx 4+ v/t je spojita na mnoziné [0, 00) x R. Navic pro libovolné
€ (0, VD) plati 0 < g(z) < b,

kde g(x) = x2. Vzhledem k libovolnosti b mtizeme tedy nalézt derivaci na intervalu (0, 00). Mame
ze VzZorce

2
d
F'(z) = / P <2tx - \/E) dt + (25(13 - \/xQ) (Jc2)/ - (2 0.z — \/6) 0) =
O x
22 P
= / otdt + 4z — 22% = [tQ]g + 4zt — 227 = o 4 42* — 222 = Bt — 222
0
Nyni budeme chtit nalézt staciondrni body tohoto vyrazu
z? (5x2 - 2) =0
Vidime, ze stacionarni body se nachazeji v bodech

V2

V5

Avsak nula je na okraji vySetfovaného intervalu a chceme jen zaporné hodnoty. Zajima nés tedy
pouze jeden stacionarni bod. Nalezneme druhou derivaci

0, +

F'(z) = 202% — 4a

a dosadime
. \/5 2\[ \[ \f \f \[
F (\/5) 205\[ NG 85\[ \[ \/5 >0

Jednd se tedy o lokalni minimum. Vzhledem ke znaménku F'(z) si také muzeme uvédomit, ze
se na intervalu [0, 00) jednd o globdln{ minimum. Déle si muZzeme vsimnout, ze

0
:/ Vidt = 0.
0

Zde se jednd o lokdln{ maximum, nebot vzhledem ke tvaru funkce F’(z) vidime, 7Ze ndsledné
funkce klesa.
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Pi. 271 Naleznéte teénu ke krivce funkce

v bodé [0, F(0)].
K nalezeni te¢ny vyuzijeme obvyklého vzorce

t:y=F'(xo)(z —x0) + F(x0).
Mame

1 0 1
F(O):/ 7dt:/ 0dt = 0.
o L+t? o

Déle si uvédomime, ze funkce vystupujici v integralu jsou vSechny funkce spojité. Proto mame
ze vzorce

z

' d =z T ot T /
F'(z) = — dt o - = (2?) =
() /xz dz 1+ ¢? +1+e2f(e) 1+t (#7)

/e 1 PP 222
= et —
w2 1+ 2 1+e2 1+ a2

1
1 0 0 1 s
F'(0) = dt 0— = [arctgt], = —
0) /01+t2 Fir e 1o retet = g

Tecna je tedy
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Pi. 272 Naleznéte plochu pod grafem funkce

s
/ x sin tdt
0

pro x € [0,1].

Chceme tedy pocitat integral

1 T
/ / T sin tdt‘ dx.
o |Jo

Na intervalu [0, 7] je sint kladny a stejné tak mame x > 0 proto upravime integrél na

1 ™ 1 ™
1
//xsintdtdxz/ xdx/ sintdt = = [~ cost]y = 1.
o Jo 0 0 2
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Pi. 273 Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci funkce

1
F(x):/ xtdt,
0

okolo osy x na intervalu [0, 1].

7 teorie integréli vime, Ze tento objem spocteme jako integral

1 1 1 2 1 1 1 T
w/ F2($)dx=7r/ (/ xtdt) dm:ﬂ'/ xde/ tdt/ tdt = —
0 0 0 0 0 0 12
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7 Nevlastni parametrické integraly-neohrani¢cena mnozina

Nésledujici véty a definice 1ze nalézt v knize [?].
Necht f(x,y) je spojitou funkef na mnoziné A < z < oo, C < y < D. Konvergentni integral

00 ] B
[ s = Jim_ [ faa

nazveme stejnomérné konvergentnim integrélem na intervalu I, pokud pro kazdé € > 0 existuje
¢islo N takové, ze pro kazdé n > N a y € I plati

/n N flz,y)dx

< €.

Véta 274 Integral
o0
/ f(z,y)dz
A
je stejnomérné konvergentni na [C, D], pokud ezistuje funkce F(x) takovd, Ze

[f(z,y)| < F(x) prox € [A,00) ay € [C, D]
/OOF(x)dx<oo
A

Definice 1 Rekneme, Ze funkce g(x,y) — G(y) na intervalu I pro x — oo pokud pro kazdéy € T
a pro kaZdé € > 0 existuje K takové, Ze pro vsechna x > K je

|G(y) — g(z,y)| <e.

Definice 2 Rekneme, Ze funkce g(x,y) = G(y) na intervalu I pro x — oo pokud pro kazdé e > 0
ezistuje K takové, Ze pro vSechna v > K ay € I je

|G(y) — g(z,y)| <e.

Véta 275 Predpokladejme, Ze funkce f(x,y) a g(z,y) jsou integrovatelné pro kazdé y € I na
kazdém [A, B] C [A, o). Integrdl
/ fgdx
A

konverguje na I stejnomérné pokud g(x,y) je monotonni funkce na intervalu [A, 00) pro kazdé
y el addle

e (Abelova) existuje éislo K € R takové, Ze ‘ff fdx‘ < K, pro libovolné B € [A,0), y € T

(. integrdl je stejnomérné ohraniceny) a g(x,y) = 0 na I pro x — oco.

e (Dirichletova) integrdl fjo fdx konverguje stejnomérné na I a existuje konstanta K €
R takovd, Ze |g(x,y)| < K pro kaidé x € [A,00) ay € I (tj. funkce g je stejnomérné
ohranicend).

Vsimnéme si, Ze stejnomérnd ohranic¢enost zde splyva s ohrani¢enosti na mnoziné v R2. POuze
vysetiujeme obvyklou ohranic¢enost funkce

F(z,y) = ’/Atf(ty)dt’

a g(x,y).
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Véta 276 Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoziné [A,00) x [C, D] a integrdl

/A N f(z,y)dz

konverguje pro vsechna y € (C, D). Pokud integrdl diverguje pro y = C nebo pro y = D, potom
integrdl nekonverguje stejnomérné na intervalu (C, D).

%) ) B
[ s = Jim_ [ faada

stejnomérné konvergentni na intervalu I, pak je na tomto intervalu funkce
(oo}
F(y) = / fla,y)de
A

lim F(y / flz,C)d

y—C

Je-li integral

spojita. Tedy

Véta 277 Necht f(z,y) je integrovatelnd na [A,00) na libovolném intervalu [N, o), pro N
dostatecné velké. Necht f(x,y) = F(z) na libovolném intervalu [A, B] pro y — oo a ddle necht
je f:o f(z,y)dx stejnomérné konvergentni na intervalu [N, 00). Za téchto predpokladu je pak

lim fxydx—/ F(x

Y—00 A

Véta 278 Necht funkce f(x,y) je spojitd na obdélniku [A,00) x [C, D] a integrdl f:o f(z,y)dx
konverguje stejnomérné na intervalu [C, D]. Potom je funkce

= /AOO f(z,y)dz

integrovatelnd na intervalu [C, D] a platd

/CD /AOO f(z,y)dzdy = /AOO /CD F(z, y)dydz.

Véta 279 Necht funkce f(x,y) a fy(z,y) jsou spojité na obdélniku [A, o) x [C, D] a integrdly
fjo f(z,y)dx, fjo fy(x,y)dz konverguji stejnomeérné na intervalu [C, D]. Potom funkce

-/ " fey)da

Fo)= | h a%f(m)dx -/ e

splrniuje
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Pi. 280 Rozhodnéte na kterém intervalu konverguje integrdl
(o] —xyY
/ o g
0o 1+x2

Uvazme nejprve situaci, kdy y > 0. Potom muzeme integrovanou funkci muzeme ohranicit jako

stejnomeérneé.

Y

<
>~ 1+$2a

e Y

14 22

pro z € [0,00). Kde vSak uvézime, ze

>~ 1 o T
/O mdl’ = [arctgx]o = 5

Proto vidime, ze integrdl konverguje na intervalu [0, c0) stejnomérné. Pro y < 0 budeme situaci
vySetfovat skrze

x e * e~ By m
dz > dz = e Y [arctg 2]}y = *By<—— tB)
/B T2 x_/B T 2dr=e larctgz|; =e 5 — arctg

Nadale budeme chtit pocitat limitu tohoto vyrazu pomoci L’hospitalova pravidla pro y < 0 a

dostaneme

_ 1 1 ezB
lim —t2° =lz=—yl=-"—=5=
Booo gy ev¥B z1+ B?

Odsud vidime, Ze funkce nekonverguje stejnomérné, nebot tento zbytek by musel mit libovolné
malou hodnotu.
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Pi. 281 Rozhodnéte na kterém intervalu konverguje integrdl
o0 o—(yx)*
[
feo L2
stejnomeérneé.

Rozmysleme si, ze plati
e~ w2)? <e=1

pro libovolné y a libovolné z. MuZeme tak ohranicit

0 ef(yz)2 oo 1
/ sdz| < / ——dz,
oo 142 feo 14z
kteryzto integral je vSak jiz konvergentni. Dle Weierstrassova kritéria je tak tento integral stej-
nomérné konvergentni na celém R.
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Pi. 282 Urcete pro kterd y integradl
< 1
/ ———dz
1 TTEY

Vsimneme si, ze mizeme ohranicit integral

o 1 <1 177
1 TE+Y 1z T4

pro libovolné y € R. Tedy dle Weierstraasova kritéria je integral stejnomérné konvergentni na
celém R. MuZeme ilustrovat, ze

e 1 <1 1
B T*+y B Z B

Tedy pro libovolné € > 0 snadno nalezneme dostatecné velké B, aby bylo

e 1 1
5 deSE<€,

konverguje stejnomérné.

pro libovolné y.
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Pi. 283 Urcete interval na kterém integrdl

oo
/ e "Wdx
0

Nejdiive se chceme podivat, pro kterd y integral konverguje. Muzeme rovnou integrovat

o —zy > —Ty 1
/ e Wdr = [_e ] =~ lim < + -
0 Y lo r—oo Y Y

konverguje stejnomérné.

Hned vidime, ze je-li y < 0 pak integral diverguje. Proto budeme uvazovat stejnomérnou konver-
genci pouze na intervalu [0, 00). Uvazme déle pro y > 0 integral

0o e~y e—By e—By
e "Wdx =— lim + = .

K roo Y ) )

Aby integrél konvergoval stejnomérné na mnoziné I, chceme aby pro libovolné £ > 0 bylo pro
vSechny B dostatecné velké a libovolné y € I aby

Vsimneme si v8ak, ze pro y; < y2 je

e~ By e~ By2

>
Y1 Y2
Vidime tedy, ze je-li I = [A, 00), musi byt
o—BA )
€
A
je-li viak I = (0, 00), vidime, ze funkce
e By
Y

diverguje na tomto intervalu k nekone¢nu a proto zde nemuze konvergovat stejnomérné. Vidime,
ze integrdl konverguje na libovolném intervalu [A, 00), kde A > 0.
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Pi. 284 Urcete interval na kterém integrdl

0o s
sinz _
—e Wdx

1 :I/.

konverguje stejnomérné.

oo
J
V predchozim prikladé jsme vSak vidéli, Zze tento integral konverguje stejnomérné na libovolném
intervalu [4, 00), pro A > 0. Proto muzeme ohranicit

(oo}
/,
a jisté nalezneme B, aby tato nerovnost byla splnéna.

Je-li y < 0 vidime, ze lim;_ oo ®2E e~ > 0 a protoze neni splnéna nutnd podminka konver-

gence, integral diverguje. Situace je vSak komplikovanéjsi pro y = 0. Mohli bychom se podivat,
zda integral konverguje v krajnim bodé y = 0. V tomto piipadé vsak mame

-
sin x
dz,
1 x

coz je konvergentni integrél (napiiklad podle Abelova kritéria pro nevlastni integrdly na R).
Nelze tedy pouzit véty, kterd by ndm vyradila integral z ivahy krajni bod. MuZeme si rozmyslet,
ze na intervalu I = [0, 00) nelze pouzit ani Dirichletova kritéria ani Abelova kritéria. Je-li vSak
y > 0 vime, ze

Vsimneme si, ze plati

sinx

o0 1 oo
e dx < / —e Wdz < / e”"¥dux.
1 1

x €T

sin x

o0
e Wz < / e "Wdzxe
B

T

e <l =1

oo : oo :
sinz _ sin x
e Wdz < dz
1 T 1 €

Integrél je sjtenomérné konvergentni dle weierstrasova kritéria.

a tedy
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Pi. 285 Urcete pro které y > 0 je integrdl
0o
/ sinyx du
1 xY

Vsimneme si, Zze mizeme ohrani¢it integrovanou funkci jako
> > q nfzl];",  y=1,
/ dz < / —dx = ! .
1 1

1 o0
Yy [—W} L y#1
Snadno si tozmyslime, Ze pro y < 1 je majorantni integral divergentni a pro y > 1 majorantni
integral konverguje. Tedy pro y > 1 integral konverguje stejnomeérné.
Déle si muzeme uvédomit, ze pro y = 0 je

oo . oo
/ smywdx = / 1dz = 0.
1 Y 1

Tedy na intervalu (0, D) nemuze integrdl konvergovat stejnomérné. Avsak pro pevné y € (0,1)
je integrél
*° sin
/ Y2 4x
1Y

konvergentni dle Abelova kritéria pro neparametrické integraly v R. Musime tedy dofesit pouze
intervaly [C, 1], pro C > 0. Na tomto intervalu vsak plati, ze

stejnomeérné konvergentni.

sinyx

xY

1<1
v — ¢’

a proto

1
— =30, prox — 00
xY

B sinzy]”
/ sin xydx { y}
0 Y 0

Integral tak na tomto intervalu spliiuje podminky Abelova kritéria a je tedy stejnomérné kon-
vergentni.

Navic mame, ze
1
<.
C

sin By
Y

297



Pi. 286 Urcete obor konvergence integralu

> sinx
——dx
1 TV +tzx
Vsimneme si, ze muzeme ohrani¢it

° sinzx d e Sinmd
———dx z
1 x¥+ a2 P

proto dle pfedchoztho pitkladu vidime, Ze na intervalech [C,00), pro C' > 0 integral konverguje
stejnomérné. Budeme chtit opét vysetfit situaci pro y = 0. Zde vSak vidime, ze

* sinz s
/ s / sine
1 xY 4 a2 1 1422
Tento integrél je vsak konvergentni (opét napiiklad pomoci Abelova kritéria). Nicméné pro y €
[0,00) a x € [1,00) je

<

)

1 1 1
< < -.
a¥+a2 T 1+a2 " 2
Tentokrdt muzeme Abelovo kritérium pouZit rovnou na intervalu [0,00). Ani toto ohraniceni
vak neni dostateéné, nebot funkce

1
a¥ + x?

je ohrani¢end pro y > —2 a stejnomérné ohrani¢end na intervalu [C, co) pro libovolné C' > —2.
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Pi. 287 Spocteéte

[ee]
lim f(z,y)dz,
y—oo Jg
kde
1
IYR) HS [Ovy]7
z,y) =1 Y
f(z,y) {Q -
Prvni ze vieho si vSimneme, Ze plati f(x,y) = 0 pro y — oo, nebot je
fay) <
z,Y) > —
Yy

a pro libovolné £ > 0 nalezneme takové N, Ze pro vSechny y > N a libovolné zx je

flzy) < = <e.

< | =

Navic pocitdme

[e'e] Y 1 T Yy
lim f(z,y)dx = lim —dz = lim [} = lim 1=1

y—oo Jo y—oo Jo ¥y y=oo | Y |, Yy—>00

Nicméné pokud bychom zaménili poradi limity a integrace dostaneme vzhledem k f(z,y) = 0,

7e
o

lim f(z,y)dz = 0.
Y—0o0 0
Je tieba si uvédomit, Ze integral

Amf@wﬂx

nekonverguje stejnomérné na [N, o), nebot pro B < y je vidy
o0
B
B Y
Avsak pro libovolné € > 0 a libovolné B nalezneme na intervalu [N, co) takové y, ze tato hodnota
nebude mensi nez ¢.

Zde vidime, ze ve vété o zaméné limity a integralu nestaci, aby byla funkce pouze stejnomérné
konvergentni.

299



Pr. 288 Urcete

() e—TY

lim ——dz.

y—=0 Jo 14 22

Jiz jsme ukdzali, Ze tento integrédl stejnomérné konverguje na intervalu [0, 00). Vysledny integral

je tak spojitou funkei vzhledem k proménné y na tomto intervalu a muzeme zaménit pofadi
limity a integrace, abychom dostali

o) —zy [e'e] 0
. € e 71'
y—=0 /)y 1+ 0
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Pi. 289 Urcete
e 1

y—oo f; Y2+ a2
Jiz jsme ukézali, ze tento integrél je stejnomérné konvergentni na celém R. Déle si vSimneme, Ze
pro y € [N, 00) je

1 < 1 < 1

2+a2 = y2 = N2
a tedy pro libovolné £ > 0 nalezneme takové N, aby tato hodnota byla mensi pro libovolné = a
y z uvazovanych intervali. Coz tedy znamend, ze ygﬁ = 0 a mame

o0 1 (o)
Yy—oo Jq Yy +x 1
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Pi. 290 Urcéete hodnoty funkce

Fly) = /0°° arctg(zy) dr,

z(1 4 22)
proy > —1.
Prvni ze vSeho si vS§imneme, ze funkce
arctg(zy)
T

je ohrani¢end. Nebof pro y = 0 se jedna o nulovou funkeci a pro y # 0 méme

1
lim 2E@Y) _ ) TG

z—0 T x—0 1

je ohranicend a integral

< 1
/ 4=l
1 1+.1‘2 2

konverguje a nezavisi ani na proménné y, tedy konverguje stejnomérné. Tudiz dle Dirichletova
kritéria tento integral konverguje stejnomérné. Integrovana funkce

/ / ~ t
Dile méme, 7e funkce 2&v)

arctg(zy)
1’7 =
je navic spojitd vsude kromé kraje intervalu pres ktery integrujeme. Mame

1+ 22)(1+ (zy)?)’

fy(xay) = JL‘(

kterd je také spojita pro x > 0. Déle plati, ze

oo oo 1 T
dz < de = —.
‘/0 fy(xvy) x—A 1+$2 T 2

Tedy i tento integrél je stejnomérné konvergentni. Muzeme tedy podle véty pocitat

N e Y 1 1 < 1 _ y? _
F'(y) —/0 fy(xay)dx—/o (1+a:2)(1+(xy)2)dx_ 1—y2/0 1+ 22 1+(xy)2dx—
1

o 1 T T
= T larctg x — yarctg(zy)], = - (5 7y§) =
o1
T 214y

Muzeme tedy zpétné integrovat ¢imz dostaneme
T
F(y) = §ln|l+y|+C.
Dosadime-li

[ arctg(0) P B
F(o)f/O e =0= gm0+ C=C
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a tedy funkce
T
F(y) = 5[l +y|
na intervalu y € (—1,1). Musime si jesté rozmyslet, Ze pro
o0

> 1 arctg x x T
FI :l:]. = d = = —
(1) /0 d+a22 " 5 " wrial, 4

Tedy F'(y) je spojitd pro y = 1 a tedy méame vyjddien{ pro F(y) na intervalu (—1, 00).
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Pi. 291 Urcete hodnotu integrdlu

00 s
ST
dz
0 X

* sinx

F(y):/o —— e Wdx

Zavedeme pomocny integral

x
O tomto integralu vime, Ze integruje stejnomérné pro y > 0 (podobné jako v piikladu 285). Navic
integrovand funkce je spojitd pro z > 0 (v dalsim jakoby uvézime jeji spojité rozsireni a budeme
ji brét spojitou i pro = 0) a mame

aﬁisinx T = —ginxe™ ™Y,
Yy x
coz je opét spojita funkce pro x > 0. Mame
Fly) = — Ocsinxe_”“'y dp = (ysin(x) + cos(x)) — o _ 0+1 1
v= B 241 I
0 Y 0 Y Y

Zintegrujeme-li zpatky toto vyjadieni, dostaneme
F(y) = —arctgy + C
Nebot je F(y) spojitou funkei proménné y, je

sinx _
e “¥dz =0.

lim F(y) :/ lim
0

Navic plati také
lim F(y) = lim —arctgy + C = Tic

y—00

a tedy je C = 5. Uvazime-li naopak ze spojitosti, ze

lim F(y) :/ lim 2% o=y dx:/ e
0 0

y—0+ y—0t+t T T

a také ze o
lim F = lim —arctgy + — = —
y—0+ ) y—0+ 8Y 2 2

mame vyslednou hodnotu hledaného integralu.
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8 Krivkovy integral 1.druhu

Je-li funkce f(z,y, z) definovand a spojitd v bodech hladké kiivky C, kterd je dand jako x = a(t),
y = B(t), z=~(t), pro t € [A, B], pak kiivkovy integrdl prvniho druhu poé¢itdme jako

/C f(x,y,2)ds = /A F(a(), B, O (@ (1) + (B + (v/(8)

Kiivka C dand jako x = «(t), y = 5(t), z = y(t), pro t € [A, B] se nazyvd hladkd, pokud «,
B, v maji na [A, B] spojité derivace a

(o'(®)" + (') + (1) > 0
pro kazdé t € [A, B].
Méme-li kiivku danou skrze funkci f(z), muzeme dvourozmérnou kiivku parametrizovat jako

x=tay=f(¢).
Délku kiivky C dostaneme jako kiivkovy integral prvniho druhu

/ ds.
c

Hmotnost kiivky jejiz hustota je ddna funkei p(x,y) spo¢teme jako integral

/ pds.
c

Téziste kiivky jejiz hustota je ddna funkei p(z,y) ziskdme skrze staciondrni momenty

Se :/ ZJPdS,
C

Sy:/ xpds.
c

a soufadnice tézisté jsou pak

kde m je jeji hmotnost.
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Pi. 292 Pro kazdou krivku naleznéte dvé parametrizace pro

usecku AB, kde A =[-1,6], B =[2,—1].

horng polovinu kruznice z + 3% = 16.

levou édst elipsy 2 + 3y? = 12.

parabolu y = —x%2 4+ 2, pro —1 < x < 2.

prostorovou kiivku splitujici 2% +y?> + 22 = 16,2 > 0,2 > 0,y = /3z.
krivku implicitné danou jako x* — 8z +y* + 4y +4 = 0.

a3 4 yt3 = A28 pro A > 0.

hyperbolu sz — %—22 =1.

retézovkou y = Acosh 7.

lemniskatou (502 + y2)2 = A? (x2 — y2).

cykloidou x = A(t —sint), y = A(1 — cost).

Pro jednotlivé body mame

Hleddme parametricky popis isecky AB, body A, B uddvaji vektor v = (2 — (—1), -1 —
6) = (3,—7). Dostdvdme tak parametricky popis x = —1+ 3¢, y = 6 — 7¢, pro ¢t € [0,1]
pokud za¢indme v bodé A, obratime-li znaménko vektoru v dostaneme parametrizaci x =
2—-3t,y=—14Tt prot € [0,1] a dostaneme parametrizaci zacinajici v bodé B. Dals{
parametrizace dostaneme, pokud volime ¢ € [a, b].

Vime, ze horni pulkruznici dostaneme jako funkei f(z) = v/16 — 22. Dostaneme tak pa-
rametrizaci © = t, y = V16 — t2, pro t € [—4,4]. Naopak pouzijeme-li poldrni souradnice,
dostaneme parametrizaci x = 4 cott, y = 4sint, pro t € [0, 7].

I zde miizeme vyjadiit z rovnice 22 + 3y? = 12 proménnou y, pak bychom dostali horni,
nebo dolni polovinu elipsy. Pokud vyjadiime z rovnice x, dostaneme levou, nebo pravou
¢ast elipsy. Dostdvame tak parametrizaci x = v/12 — 3t2, y = ¢, pro ¢ € [—2, 2]. Pokud vsak
pouzijeme zobecnéné polarni soufadnice, dostaneme obdobné z = /12 cost, y = 2sint, pro
tem/2,3m/2).

Nebof mdme funkci f(r) = —x2 + 2, dostaneme jednoduse x = t, y = —t%> + 2, pro

t € [—1,2]. Pokud chceme nalézt druhou parametrizaci, sta¢i napiiklad upravit @ = —t,

y = —t>+2, prot € [-2,1]. MiiZeme viak upravit = jesté vice, napifklad volbou z = Int,
-1

y=—In®t+2 protelfe !, e, nebox=1t—2 y=—(t—2)24+2, prot e [1,4].

I zde se hned nabizi jednoduché varianta z = t, y = v/3t, z = v/16 — 4¢2. Nyni potfebujeme
uz jen urcit interval pro t. Z nerovnosti x > 0 vidime, ze kiivka za¢ne pro ¢ = 0, dokud
kiivka nedorazi na pudorysnu, tj. dokud nenastane z = 0, coz plati pro ¢t = 2. Tedy
dostaneme t € [0,2]. Druhou parametrizaci ziskdme pomoci sférickych soufadnic. Volime
tedy © = pcosysind, y = psinpsinf, z = psind. Nebot se pohybujeme na sféfe, bude
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polomér konstantni (po dosazeni do rovnice sféry dostdvame p? = 16). Nebot se jednd o
cast poledniku, bude také ¢ konstantni, coz muzeme uré¢it z obrazku, nebo po dosazeni

y =3z
psin@sinf = v/3p cos psin 0
sing = \/gcosw

tgp = V3

Odkud vidime, ze ¢ = %. Nakonec z nerovnosti 0 < z = psinf urcime 6 € [0,7/2].
Samotnou kiivku muzeme vykreslit jako:

Vidime, ze se jedné patrné o kruznici, nebo elipsu. Rovnici 22 — 8z + y? + 4y + 4 = 0 tedy
musime upravit na ¢tverec, dostavame

2 —8r+y? tday+4=0 -8+ 16+y° +dy+4+4—-16—4=(z—4)>+(y+2)?-16

Jednd se tedy o kruznici s polomérem 4 a stiedem [4,—2]. Parametrizujeme ji pomoci
polarnich soufadnic jako

T+ 4 =4cost
y—2=14sint,

pro t € [0,2n]. Cimz dostdvéme prvni parametrizaci. Druhou parametrizaci dostaneme
napiiklad jako

x4+ 4 =4cos(—t) = 4cost
y — 2 = 4sin(—t) = —4sint,

stale pro t € [0,27]. Coz dévé parametrizaci s opac¢nou orientaci. Ttet{ orientaci ziskdme,
pokud zaménime sinus a cosinus v parametrizaci. Dostaneme

r+4 =4sint
y—2=14cost,

pro t € [0,27]. Nebot vsak plati, Ze cosz = sin (:E — g), jednd se o stejnou parametrizaci
jako v ptedchozim piipadé, jen interval pres ktery parametrizujeme by se posunul.
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e Kiivka pfipomind rovnici kruznice, pokud bychom parametrizovali kiivku jako x = A cost,
y = Asint, dostaneme po dosazeni

A2/3cos2t + A2/3/sin?t = A%/3 = Vcos2 t + Vsin?t = 1

Zde bychom chtéli podobné jako u kruznice vyuzit goniometrické jednicky, ale tu nelze
pouzit. Chtéli bychom se zbavit ve vyrazu tret{ mocniny. Vidime tak, ze pokud pouzijeme
= Acos®t, y = Asin®t, dostaneme stejné

A%/Bcos?t + A3 sin?t = A?/% = cos®t +sin’t =1

Méme tedy hledanou parametrizaci pro ¢ € [0,2n]. Dalsi parametrizaci dostaneme opét
jako x = Acos®(—t), y = Asin®(—t) pro t € [0, 2x].

e Chceme-li parametrizovat hyperbolu, zkusime nejprve pouzit obvyklou eliptickou parame-
trizaci

r = Acost,
y = Bsint,
¢imz po dosazeni dostaneme

A2cos?t  B2sin?t
A2 B2

= cos®t —sin? ¢

Vidime, Ze tento vyraz neni roven nule. Av8ak pfivede nds to na myslenku, ze muzeme k
parametrizaci vyuzit hyperbolické funkce, ¢imz dostaneme

x = Acosht,
y = Bsinht,

pro t € (—o0,00). Dosazenim snadno ziskdme, Ze parametrizace splituje nasi rovnici, nebot
plati vzorec
cosh®t — sinh? ¢ = 1.

Uvédomme si vSak, ze tato parametrizace odpovidd pouze jednomu rameni hyperboly,
nebot coshz > 0. Druhé rameno hyperboly ziskdme jako jeho pfeklopenim pies osu y, coz
odpovida druhé ¢asti parametrizace

r = —Acosht,
y = Bsinht,

pro ¢t € (—o00,00). Dalsi parametrizaci dostaneme, vezmeme-li

x = *tAcosht,
y = —Bsinht,

pro t € (—00,0). Nebot je viak sinh(x) lichd funkce, odpovid4 tato druhé parametrizace
prvni parametrizaci, akorat v opacném sméru.

2

22 = 1 — sin?z.

Dalsi parametrizaci hyperboly dostaneme, pokud uvéazime rovnost cos
Muzeme psat

_cos2t_1—sin2x_ 1 9

~cos?t  cos?t  sin®t ~teh
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coz vede na parametrizaci

1
sint’
y = tgt.

Opét si musime uvédomit, ze zde mame dva intervaly pro t a to jsou t € (—7/2,7/2),
(r/2,37/2), abychom dostali dvé nesouvislé ramena.

Prvn{ parametrizaci fetézovky ziskdme snadno jako # =t a y = Acosh %, pro ¢ € (00, 00).
Avsak u fetézovky y = Acosh % je uzitecné si také uvédomit, ze lze tato rovnice piepsat
jako

T ea —e
=Acosh— =A—F—
Y A 2
Muzeme tak vhodneé zvolit také parametrizaci x = Alnt coz nam po dosazeni dava

_A0L
¥y=3 t)”

Rozsah pro parametr ¢ se upravi vzhledem k oboru hodnot na t € (0, c0).

hSE
hSE]

U komplikovanéjsich vyraziu muze s parametrizaci pomoci, pokud prosté pohleddme mezi
znadmymi parametrizacemi. S trochou prace zjistime, ze Lemniskata je danad parametricky
jako

Acost

rT= oy
1+ sin“t
_ Asintcost
 14sin’t

Tento vzorec bychom asi jen tézko odhadovali. Snadno nalezneme druhou parametrizaci,
pokud zavedeme transformaci ¢t = —z, kterd vede na parametrizaci v opa¢ném smeéru.

Uvedend cykloida je sama o sobé jiz parametrizovana jako x = A(t—sint), y = A(1—cost),
pro t € (—o00,0). K nalezeni dalsi parametrizace muzeme pouzit transformaci pro ¢, kterd
nezméni mnozinu pies kterou parametrizujeme. Muzeme volit napiiklad

r = A(t® —sint®)
y = A(1 — cost®)

Cést cykloidy muzeme ziskat také parametrickym vyjadrenim jako

A—
x = Aarccos Ay—\/y(QA—y),

coz muzeme overit dosazenim

A arccos A;y — V(24 —y) = Aarccoscost — \/(A — Acost)(A + Acost) =

= At — A1 — cos?t = At — Asint,

pro t € [0, 7].
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Pi. 293 Nakreslete prumeét krivky C do pudorysny xy, kde kiivka C ke
e dand jakox =t+1,y=2—1t, 2=3t, prot € [-1,1].
e dand jako x =tcost, y =tsint, z =t, pro t € [0, 27].
e dand jako x = 3t, y = 3t, z =23, pro t € [0,1].
e dand jako y = 2arcsin 5, z = In gjr—;’, pro z € [0,2]..
e Chceme-li vykreslit prumét do pudorysny kiivky, kterd je ddna parametricky, zapomeneme

treti souradnici a vykreslime kfivku pouze pro x a y. Jedna se tedy o pifimku z = ¢ + 1,
y = 2 —t, muzeme pievést t = x — 1 a dosadit

y=2—-t=2—(r—-1)=3-=x

z omezeni ¢t € [—1,1] pak dostaneme x € [0, 2]. Dostaneme

e Zapomeneme-li tfeti souradnici, dostaneme kiivku x = tcost, y = tsint dosadime-li do
vyjadieni
22 +y? =t?cos® t + t?sin?t = ¢2
vidime, ze body kfivky lezi vzdy na kruznici s polomérem t. Vykreslime tedy tuto kruznici
se zvétsujicim se polomérem

e Zapomeneme-li teti soufadnici, dostaneme kiivku = 3t, y = 3t2, pro t € [0,1]. Tu
nejsnaze vykreslime, pokud vyjadiime ¢t = % a dosadime

2 JIQ

X
=3?=3"—="—.
4 9 3

Navic pro ¢ € [0,1] je plati z z = 3t, ze = € [0, 3]. Vykreslime nyn{ snadno
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e Tentokrat neni kiivka dana parametricky. Nejsnaze ji vSak spoc¢teme, pokud si uvédomime,
ze v pudorysné ji mdme zadanou jiz danym vyjadienim y = 2arcsin 5. Druhé vyjddfent
pak ovliviiuje pouze jak vysoko se kiivka nachézi. Vykreslime tedy
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Pi. 294 Parametrizujte kiivku, kterd vznikne prinikem vdlce 22 +y? = 2z a koule z2+y> 422 =
4, proz >0

Budeme chtit vyuZzit faktu, Ze muzeme vyjadiit z = 1/4 — 22 — y2. Navic muzeme ruzné vyjadiit
y = +v2x — 22 ¢imz bychom mohli dojit k parametrizaci kiivky pies jeji dvé ¢dsti volbou z = ¢

a dosazenim do vyjddieni. Nicméné muzeme také vyuzit poldrnich soutadnic

r—1=pcost

Yy = psint
Dosadime do rovnice 22 + y? = 2z ¢imz ziskdme spolu s malou tipravou na &tverec
preos?t+ p?sin?t =1

Tedy je p =1 a mame parametrizaci * = 1 + cost, y = sint, z = /2 — 2 cost, pro t € [0, 27].
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Pi. 295 Vypoctete integrdl
/ x4+yds pro C obvod trojihelnika A = [0,0], B =[0,2],C = [1,0]
c

Kiivka C' je dana tfemi po ¢astech hladkymi kfivkami C; : x = t,y =0, Cy : x =1 —t,y = 2t,
cs:x =0,y =2—2t, prot € [0,1]. Dostaneme tak integral

/lt\/I+(1+t)\/4+1+(22t)\/idt/1(\/53)t+(\/5+4)dt
0 0

5-3
= f2 +Vh+4=

_|_

w
w%

ot
IR
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Pi. 296 Spoctéte integrdl
2
/ x—ds,
c D
kde C je krivka dand jako y = Inx? spojugici body [e,2] a [1,0].

Parametrizujeme kiivku snadno jako x =t ay = Int?, pro t € [1,e]. Mame tedy z’
Dosadime takto do vzorce

42 4 ¢ ¢
/ﬂ/1+—dt=/ —\/t2 +4dt =

4-|-e2
1A’ 1 [2vs3 1
=10 ﬁdslo[ | m i (VErEr-vE)

10 Js

s =442
ds = 2tdt
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Pi. 297 Spoctéte integrdl
/ x+yds pro C:x=5t+2,y=1-3t,z=2+1,
c

pro t € [1,3].

Kfivka je dand jednoduse parametricky, muzeme tedy hned dosadit do vzorce, abychom dostali

3 3
/(5t+2+1—3t)\/52+(—3)2+12dt=\/%/ 2t + 3dt = V35 [ + 3] = V35(9+ 9 — 1 — 3) = 14V/35.
1 1
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Pi. 298 Vypoctete integrdl

2
/J;yds pro C:%+y2=1,x20,y20
C

Zvolime parametrizaci C' jako z = 3cost, y = sint, pro t € [0,7/2] a pocitdme

i z
/ 3 costsinty/9sin?t 4 costdt = / 3costsinty 8sin®t + 1dt =

0 0
B z=8sin®t 4+ 1 3 [ 1 71° 13
_‘ dz = 16sint cos tdt ’_16/1 ‘/gdz_§ {\/;]1 T4

Kftivku zobrazime jako

0.5

-0.5
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Pi. 299 Vypoctete integrdl
/(5—x2+3y2—2xy)ds pro C:z?+y*=4
c
Kiivku C parametrizujeme x = 2cost, y = 2sint, pro t € [0, 27] a pocitdme
2T
/ (5 —4cos?t + 12sint — 8sint cost)V4cos? t + 4sin® tdt =
0
2
= 2/ 5—4cos2t + 16sin® t — 4sin 2tdt =
0

sin 21 m

2
= 2[5t — 25sin 2t + 2 cos 215]37r + / 8(1 — cos2t)dt = 20w + 8 {t _
0 0

= 207 + 167 = 367
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Pi. 300 Spoctete

1+
——=ds pro C:zx=2y=t,
ﬂ;1+y2

pro t € [0,1].
Rovnou muzeme dosadit do vzorce jako

1+2t 1
4 p—
A ——VA+1dt = vﬁ/)1+ﬁ Tt

+12

= \/5[ln|1+t2\ —arctgt]o = \/5(11&2— % —1n1+arctg0) = \/g(ln2— g)

318



Pi. 301 Vypoctéte
/ 52% + 5y% + 622ds  pro C:x =2sint,y = 2cost,z = 3t,
c

pro t € [0, 27].

Vidime, ze kiivka je Sroubovici a snadno spoc¢teme derivace parametrizace jako

d

&JJ = 2cost,
d

ay = —2sint,
d

—z =3.

at”

Dosadime tak do vzorce a poéitame

2m
/ 52 + by® + 62°ds = / (20sin? t + 20 cos® t + 54t%) /4 cos? t + 4sin? ¢ + 9dt =
c 0

27 3727
t
= \/ﬁ/ 20 + 54t2dt = V13 (4071' + 54 [3} ) —
0 0

= V13 (407 + 1447°)
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Pi. 302 Vypoctéte

/ 322 + yds,
c

kde krivka C je lomend édra od bodu [2,2] pres bod [3,3] do bodu [4,2].

Budeme chtit parametrizovat kiivku a nebot je dand po ¢astech, dostaneme ji pres dvé parame-
trizace jako

T =241,

y=2+1t,
pro t € [0,1] a jeji druhou ¢ést jako

r=3+t,

Y= 3 - t?

pro t € [0,1]. Dostaneme tak integral

1 1
/3(2+t)2+2+t\/1+1dt+/ 33412 +3-tV1+1dt =
0 0

1

1 3
2
:\/5/ 3(4+4t+t2)+3(9+6t+t2)+5dt3\/5{13t+5t2+3] +5V2 =
0 0

=V2(39+12+2+5) =58V2
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Pi. 303 Vypoctéte

/3\/x2+ 2—-2zds pro x=tcost,y="tsint,z =1,
c

pro t € [0, 7].

Kfivka je zadana parametricky, muzeme tedy pocitat
—x = cost — tsint,
dt

d
ay =sint +tcost,

d

—z=1.

dt

Naésledné dosadime do vzorce

/ (3\/152 cos?t + t2sin® t — 2t) V/(cost —tsint)2 4 (sint + tcost)? + 1dt =
0

™
= / (3t — 2t) Vcos2t — 2t costsint + t2sin® ¢ + sin ¢ + 2t costsint + 2 cos? t + 1dt =
0

= / tv 2+ t2dt =
0

1 2+7T

s =2+t
ds = 2tdt

G
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Pi. 304 Vypoctéte

/ ye®?ds,
c

kde krivka C je primka spojujici poédtek s bodem [—1,2,1].

Zacneme parametrizaci k¥ivky. Dostaneme

r=—-1+41,
y=2-—2t,
z=1-—t,

pro t € [0,1]. Dosadime-li tuto parametrizaci do integralu, dostaneme

1
/(Q—QUJFUQQQV1+4+1&.
0

Vidime, zZe integrovany vyraz je ponékud komplikovany a jeho integrace nebude jednoducha.
Pokud bychom zvolili rozumnéjsi parametrizaci

T = —t,
y =2t
z=1,

pro t € [0, 1], dostaneme

1 1
/ 2te*t2\/1+4+1dt=}s:t2|:\/6 edeSZ\/é[—efs];zx/é(—efl—kl).
0 0
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Pi. 305 Vypoctéte
/ y’ds  pro = =3t—3sint,y =3 — 3cost
c
pro t € [0,7].
Kiivku méme danou parametricky, mame tedy

2’ =3 — 3cost,
y' = 3sint

a dosadime

/(373cost)2\/(373cost)2+9sin2tdt:9/ (1 —cost) 23\/1f2cost+cos2t+sin2tdt:
0

t
_27\f/ (1 —cost)*V/1 — costdt = ’1—cost—2sm (2)‘

g 5 g t t
=27 sin® [ = =27 3 - 1-—
7 8/0 sin (2>dt 7 8/0 bln(Z)( Cos <2>> dt =

cos®t  2cosd it t1” 1 2 2 9.32
—=27.-8-2|— 2 2 _cos—| =27-16(+=—= =27-16 =
S ey a5 F) =)

15 5
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Pi. 306 Spoctete

4 2
/x;ry ds pro x =cost+tsint,y=sint —tcost
c

pro t € [—m,].

Vyuzijeme zadanou parametrizaci a pocitame
' = —sint +sint + tcost = tcost,
y' = cost —cost +tsint = tsint.

Nésledné dosadime do vzorce

. . 2
/Tr 4dcost+ 4tsint + (sint — tcost) Vo L+ s it —

5

—T

1 s
= - 4cost + 4Atsint + (sin? t — 2t costsint + t2 cos® ¢))tdt =
5

™
=- / (4t cost + 4t*sint + tsin® t — 2t2 costsint + ¢ cos? t)dt =
—T

=0

Nebot vSechny integrované funkce jsou liché a integrujeme pies symetricky interval.
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Pi. 307 Spoctete

2
/CxQZi—HﬂdS pro x =3cost,y =3sint,z =2t

pro t € [0,7].

Prevedeme integral pomoci vzorce do tvaru

T 4¢2

/ —,2\/951112t+90052t+4dt:
o 9cos?t+9sin”t

_ 413 /”tgdt_4\/13 #1" 4/137°
9 o 9 3], 27
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Pi. 308 Vypoctete integrdl

/ V22 +22ds pro C:a?+y+22=42=9,2<02>0

c

VysSettovand kiivka lezi na sféfe, pouzijeme tedy sférické soutadnice. Z rovnice sféry vidime, ze
p = 2, z rovnosti y = x navic vidime, Ze ¢ = J nebo 7 + 7. Z nerovnosti x < 0 vSak vidime, Ze
je to ta druhd varianta, tedy ¢ = 27. Nebot z > 0, mdme navic 6 € [0,7/2] a dostdvdme tedy
parametrizaci x = —v/2sint, y = —v/2sint, z = 2 cost. Po¢itame

. 2
2 —/2 1 1
/ 8 ({) cos? t + 4sin® t\/42 cos2t+4§ cost +4 sin® tdt =
0

5
:/ VAVidt =47 = 2
0

Kiivku muzeme zobrazit jako
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Pi. 309 Vypoctete integrdl
/ va?+y?ds pro C:x = Acosht,y = Asinht, prot € [0,t], A >0
c

Nejprve pripomeiime, Ze (sinht)’ = cosht, (cosht)’ = sinht¢ a cosht = # Dostavame tedy

to
/ AZsinht coshtV/ A2 sinh? t + A2 cosh? tdt = |cosh?t — sinh? t = 1| =
0

to _ 24
= A3/ sinh ¢ cosh tV/2 cosh? t — 1dt = ‘ z=2cosh™t —1 ‘ =
0

dz = 4 cosh tsinh tdt
cosh 2t 3

AS cosh 2tg A
= — = — cosh2/32t071
6

A3 2
= | =Vz3
1 . \/EdZ 1 |:3 z :|1

Zde vyuzijeme odvozeni

t —t\2 2t t —t —2t 2t —2t
2 -2
2005h%§—1:2%—1=e + ee2+e . J;e — cosh 2t

Zkoumana ktivka vypada pro A =1 a ty = 2 jako
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Pi. 310 Vypoctete integrdl

/ B 4 yM3ds  pro O a3 44?3 = o2/3
c

Parametrizaci asteroidy ziskdme jako x = acos®t, y = asin®t, pro t € [0, 27]. Dostédvame tak

integral

2
a3 / cos* t + sin* t\/9a2(cos4 tsin®t + sin® t cos? t)dt =
0

2m
=34d7/3 / (cos*t + sin )| cos t sint|\/sin? t + cos? tdt =
0

/2
=124"/3 / (cos t + sin® t) cost sintdt =
0

i 1
z =sint _ 773 Y . B
dz = costdt ‘—12@ /O((l t2)? + thtdt =
t4 t6:|1
0

1 2
t
= 12a7/3/ t—2t3 + 2%t = 12473 | — —2— +2—
0 2 4 6

= 12@7/31 = 447/3
3

Asteroida pro A = 1 vypadd jako
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Pi. 311 Vypocteéte integrdl

Pocitame

/yzds pro C:x= At — Asint,y = A — Acost, prot € [0,2n]
c
2w

4 1-— t
A%(1 — cost)?\/2A2 — 2A2 costdt = |sin? (2> = %
27 ¢ 5/2
= \/§A3/ (2 sin? <2>) dt = |sint je na [0, 7] kladny| =
0
27
5[t z = cos (%)
_ 9343 5(% _ 3 _
-2 [ (5) =] o R

aqs [T 2 (tY) aqs [ 212
=-2"A 1 —cos 3 dz=2%A (1-2%)°dz =
1 —1

1
= |integral sude funkce| = 25A3/ 1—22% 4 2%z =
0

0

3 5

1
SPCYCH PP Al RN SRS
35, 375
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Pi. 312 Vypoctete integrdl
/ 2?2 +y%ds pro C:xz=r(cost+tsint),y =r(sint —tcost) prot € [0, 2]
c

Pocitame

2m
2 / (cost + tsint)? + (sint — t cos t)Q\/r2t2 cos? t + r2t2sin? tdt =
2m
3/ cos® t + 2t costsint 4 % sin® ¢ + sin® ¢ — 2t sint cost + % cos t] tdt =
0

27 2 AT
7"3/ A+ tdt=1° |5 +—| =2xr° (14277)
0 2 4 0
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P¥. 313 Vypoctéte délku krivky x = 3t, y = 3t2, z = 2t3 od bodu [0,0,0] do bodu [3,3,2].

Vidime hned, Ze parametrizujeme kiivku pro ¢t € [0, 1]. Po¢itdme tedy integral

1 1 1
/1@:1/\m+3&2+%ﬁu:3/mMu+aﬁya:3/n1+%%¢:
C 0 0 0

231" 2
=3P+} :30+>=5
3 |, 3

Zkoumana kiivka vypadé jako
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Pt. 314 Vypoctéte délku krivky x = et cost, y = e tsint, z =e~t prot € [0,00).

Pocitame

o0
/ 1ds = / Ve=2t(cost + sint)2 4+ e~2t(cost — sint)? + e—2tdt =
c 0

= / et \/coszt—l—2005tsint+sin2t—|—cos2t— 2costsint + sin?t + 1dt =
0

=\/§/Oooe_tdt=\/§[—e_t]go Zﬁ(l—tligloe_t) =3

Zkoumana kiivka vypadd jako
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Pt. 315 Vypoctéte délku krivky (x—y)? = (z+y), 2>~y = 22 od bodu [0, 0,0], k bodu [z, yo, z0)-

Nejdiive musime zvolit vhodnou parametrizaci, zavedeme vhodné transformaci u = x —y, v =

z + vy, ¢imz dostaneme kfivku danou jako u? = v, uwv = %zz. Ze které odvodime vhodnou
. . </ . 3/2 . < 2 1us 2 2_
parametrizaci napiiklad jako u = t, v = t?, z = % Daéle vyjadiime x = % ay =1 5 ¢,

Nésledné potiebujeme urcit interval pro t, dostdvdme ¢t = v = & — y a tedy t € [0, 20 — yo.

Pocitame
To—Yo 1 2 1 2 2
1 = — —_ = 2 =
/Cds /0 \/<t+2> —|—<t 2) —1—(\/75) at
/IO*yo ) 1 To—Yo 1 f 2
= /2t —|—2t+*dt=/ (-i— 2t> dt =
0 2 0 V V2

]- Zo—Yo

1 Zo—Yo 1
:ﬁ/o 1+2tdt:ﬁ[t+t2]o :ﬁ(xo—yo-i-(xo—yo)z)

VysSettovand kiivka vypadé jako
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P¥. 316 Vypoctete délku krivky a* + y* = Az, L = tg % od bodu [0,0,0], k bodu [0, yo, 20]-

oz

Nejdifve musime nalézt parametrizaci kiivky. Vzhledem k tvaru rovnice z? + y? = Az vidime,
7e valcové souradnice nds mohou piivést na spravnou cestu. Z prvni rovnice mame p?> = Az a

z druhé mame 5 = arctg pc(lj cor % cehoz plyne z = Ap. Pokud tedy volime p = ¢ dostaneme

parametrizaci = ¢ cos < F? y =tsin < ﬁ, z = Z? prot € [O, VAz|.

VAzo £2 2 2\? #2 #2 2\% 42
/1ds:/ cosQ—QAQsinAQ> +(SinA?+2A?COSA2> +th:

VAZ 4 5 12 t4 4t2
/ 0082 -+ 4— sin® E + sin? yE + 4— cos2 ye —|— th

VAzg Vv Az VAzo
[ — 1 — — =
/ \/1 +A2+A4dt / +A2 dt t+3A2]

2V/28

Azg +
0T 3vA

Vysetifovand kiivka pro A = 1 vypada jako
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Pi. 317 Vypoctéte integrdl
/ 2?2 +1y? +2%ds pro C:x= Acost,y = Asint,z = Bt,t € [0, 2]
c

Pocitame

27
/ (A2 cos’t + A?sin?t + th2) VA2sin?t + A2 cos?t + B2dt =
0
27 BQt3 27
:/ (A2 4+ B*?) \/A? + B2dt = /A% + B? [A% + = ] —
0 0
BQ 3
— VA2 B2 (2A27r ;8 - )

Pro A=3, B= % vypada sroubovice jako Vysetifovand kiivka pro A = 1 vypada jako
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Pi. 318 Vypoctete integrdl
/ zds  pro C:xz=tcost,y=tsint,z =1t,t € [0,]
c

Pocitame

to
/ t\/(cost —tsint)® 4 (sint 4 tcost)® + 1dt =
0

to to
:/ t\/cos2t+t2sin2t+sin2t+t2cos2t+1dt=/ /2 + t2dt =
0 0

z=241
dz = 2tdt

1 2442 172 2+t5 1
== Vzdz = 5 [23/2} =3 ( (2+13)3 — \/§>

2

VysSetfovand kiivka vypada jako
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Pi. 319 Vypoctete integrdl
/ 2ds  pro  C:a+y? =2%9% = Az, od bodu [0,0,0] do bodu [A, A, AV/2]
c

kterd vede ob dobu [0,0,0] do bodu [A, A, AV2], A > 0.

Nejdifve musime nalézt vhodnou parametrizaci, volime x = ¢ a y = £+ At, nebot viak musi
platit A = +v A? dostavdme y = v At. Ze stejného duvodu plati také z = V2 + At a vime, ze
t € |0, A]. Nejdifve pocitdme

A (2t A AP+ 4AL+ AP 4 AL+ 47 +4AL+ A

P+ WP+ =1 M+ A) 1t(t + A)

247 4+ 9At 4 8t7
At + A)

Dostavame tedy integral

2 2 A
/ ﬁwww =1 / Yy
0

tt+ A

. s s . /. . « . — ~/ 2 __ 2
Pod odmocninou se nachézi kvadraticky polynom, jeho kofeny jsou t; 2 = w =

A%m. Nadale bychom aplikovali vhodnou Eulerovu substituci.
Vysetifovand kiivka vypadd pro A =1 jako

4
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Pi#. 320 Vypoctéte délku étyrihelniku spojujictho body [0,0], [1,0], [0,1], [2,2].
Vidime, ze tento Ctyithelnik muzeme parametrizovat pres 4 tisecky. Dostaneme

Cy:x=0, Cs3:x=1+t,

y=t, y:2ta
Cy:x =2t Cy:x=t,
y=1+t, y =0,

vzdy pro ¢t € [0, 1]. Délku pak muzeme spocist jednim integrdlem

l:/ll-\/I—Fl-\/4+1+1-\/1+4+1-\/Idt:2(1+\/5)/1dt:2(1+\/5).
0 0
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Pi. 321 Vypoctéete délku elipsy
922 + 4y? = 36,

proy > 0.

Abychom spocetli délku, potiebujeme parametrizovat elipsu, coz ziskdme obvyklou transformaci
r = 2cost,
y = Jsint.

A 7 omezeni 3sint > 0 vidime, ze ¢ € [0, ]. Délku kiivky pak spoc¢itdme jako

w/2 /2
2/ 1\/4sin2t+9cos2tdt:2/ 1v9 — 5sin? tdt =
0

0

/2 5
=6/ 14/1— = sin® tdt
0 9
Nyni vidime, Ze se jedna o hodnotu eliptického integralu
3

ktery jsme si uvadéli v kapitole o parametrickych integrélech. Zde vidime, odkud ziskal tento
integral své jméno. Vime, Ze muzeme integral vyjddiit jako

T 2n)! \* 2"
E(y) ==
W) =3 nz:;] (22n(n!)2> 1-2n
Dosadime tedy do tohoto odhadu
2
s 5"
< ) Ez:: (2% n!)2 ) (1 —2n)9n

Vezmeme-li sumu
5"1

72 (2% n!)2 )2 (2n — 1)9n

vidime, Ze tato suma ma kladné cleny a proto muzeme brat
a1 ( (2n + 2)! )2 5nt+l <22"(n!)2>2 (2n — 1)9"
G 22n+2(n 4+ 1)2(n!)2 ) (2n+ 1)9n+1 (2n)! 5n
_m+dsm-d) s
(n+1)2 9 -9
Muzeme tedy odhadnout chybu rady jako

5 5
R, <lap| = = |an|
Prvnich deset ¢lenti posloupnosti a,, je
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
0.1388888889 | 0.0144675926 | 0.0033489798 | 0.0010174852 | 0.0003561198
n==~6 n="7 n=3y n=29 n =10
1.360180e — 04 | 5.513201e — 05 | 2.333060e — 05 | 1.020114e — 05 | 4.576344e — 06
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Pi. 322 Vypoctéete délku paraboly

pro x € [—m/4,m/4].

Parametrizujeme kiivku jednoduse jako x =t a y = % Pocitdame

=19 sin® s
= 5 1+ 5 ds =
4—_1 COS? s cos? s

t=1 2 . 2 t=1 t=1
cos? s + sin” s 1 CcoS S
= ds = ds = / — ds=
t

1 J—
/ 1\/1+t2dt=’ dtt_*tlgs
X —

- cos? s

S
1—_1 COS? s cos? s 4—_1 COS3 s — 1 (1 —sin?s)?2
- qt= -
sin s d u = snstl
~ [2cos?s + 2 coss | du = coslsisintstsins _ _u_gg | =
L dt=—1 t=—1 cos? s cos 8§
S qt=1 - . t=1
sin s 1 /= sin s =1
" |2cos? s + 2 Edu ~ | 2cos?s + nfulli—y =
L dt=—1 t=—1 t=—1
- S t=1 . t=1 . . tg1
sin s sins + 1 sin s sins +1]]"®
= 72 3 —|— ln _— = 2 3 + ln .
|2cos?s|,__, cos S ——1 cos? s cos s gl

Nyni bychom museli pouzit kalkulacku. Také je potieba zamyslet, jak fesit dany integral. Pro
vypocet integrélu
/ cos s q
_P° ds
(1 — sin? 5)2

Muzeme pouzit nabizejici se substituci a rozkladat na parcidlni zlomky. My jsme se v tomto
piipadé rozhodli pouzit redukéni formuli

/ 1 sinx n—2 / dx
dz = + )
cos™ x (n—1)cos" 1z n—-1/) cos"2x

kterou lze pouzit pro n > 1. Také muzeme funkci sekans uvazovat jako zdkladni funkci a tedy
pouzivat vzorec

1
/ d:z::/secxdx:1n|tgx+sec:c\+c
cosx

a vynechat nékolik kroku vypoctu.
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Pi. 323 Vypoctéte délku sinusoidy
y =sinz,

pro x € [0,7].

Opét parametrizujeme funkci x =t a y = sint a dosadime do vzorce

s T T 1
/ 1\/1+0082tdt=/ \/2—sin2tdt:\/§/ \ll—isinztdt
0 0 0

Opét se jedna o elipticky integral a hledame hodnotu

()

Nyni muzeme vyuzit tabulované hodnoty, kde nalezneme, ze

1
E (1’42> ~ 1,352688327

Délku muzeme tedy aproximovat jako

/ 1v/ 1+ cos? tdt ~ 3, 82598.

0
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Pi. 324 Vypoctéte délku prirozeného logaritmu

y=Inx,

pro x € [1,3].

Vidime, Zze muzeme kiivku parametrizovat jako x =t a y = Int. Stejné tak muazeme vsak kiivku
parametrizovat jako y = t a = e!. Rozhodneme se pro jednu z téchto parametrizaci a dostaneme

3 1 S T2 t\/2+1
/11\/Edt:/l - dt=| ds = mdt tdt | =

t2=s2-1
R A e o I T R | 1 -1 .
—ds = 7dsf[s] + = + ds =
vz t2 V3 21 V2 T2 ) s—1 s+1

) ) it 1vVIo-1 1 V21
= V0= V24 g Inls— 1] = Infs+ 17 = VIO - V24 gin Y - S Y
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Pi. 325 Vypoctéte hmotnost kiivky, kterd vznikne prinikem vdlce 2% + y? = 4 a parabolického
X

vdlce z = 72 s hustotou danou jako p(z,y,z) = 2% — y2.

Kfivku muzeme parametrizovat ruznymi zpusoby. Prvni parametrizaci dostaneme nadvakrat pres
2

r=ty==+Vvd—1t2az= %7 pro t € [—2,2]. Druhou parametrizaci dostaneme skrze poldrn{

soufadnice jako x = 2cost, y = 2sint, z = 2cos?t, pro t € [0,27]. Zvolime jednu z téchto
parametrizaci a dosadime do vzorce

2
/ (4cos®t — 4sin’t) V/4sin?t + 4cos?t + 16 cos? t sin? tdt =
0
27 27 —
= 8/ cos(2t)V 1 + 4 cos? t sin® tdt = 8/ cos(2t)V/1 + sin? 2tdt = § = sin2i =
o 0 ds = 2 cos 2tdt
27
= 4/ /14 s2ds
0

Tento integral dostaneme jako 4 nasobek délky oblouku paraboly y = 22—2 na intervalu [0, 27], jak
muzeme zjistit také z prikladu 322. Poc¢itdme tedy

27 s — sinhu arcsinh(27)
V14 s2ds = = / coshuV/ 1 + sinh? udu =
o ds = cosh udu o
sinh(27) arcsinh(2m) arcsinh(2m) n —u\ 2
= / cosh uV cosh? udu = / cosh? udu = / (e—&—e) du =
0 0 0

2

1 arcsinh(2m) ) 1 [e2u e—2u arcsinh(27)
—— U9 e Ty == | — 4 2y — =

4/0 e t+2+e U 1 { 5 + 2u 5 }0

1 2 arcsinh(27) —2arcsinh(27) 1 1
= Z (e 9 + 2arcsinh(27r) — 76 9 - 5 + 2> -
B eQarcsinh(Qﬂ') N arcsinh(?w) ef2arcsinh(27r)

8 2 8

Hodnotu arcsinh x nyni musime zjistit. Jednad se o inverzi k hyperbolickému sinu, mame tedy
arcsinh(27) &~ 2.537298. Snadno tak dopoc¢itame hledanou hodnotu.

343



Pi. 326 Spoctéte hmotnost kivky, kterd vznikne prinikem vdlce 2 +y% =4 a roviny x+ 2z = 2,
x >0, za predpokladu Ze mdme jeji hustotu p(x,y,z) = .

Kiivku muzeme parametrizovat ruznymi zpusoby. Prvni parametrizaci dostaneme nadvakrat pies
x=t,y=+v4d—t>az=2—t prot € [-2,2]. Druhou parametrizaci dostaneme skrze polarn{

soutadnice jako x = 2cost, y = 2sint, z = 2 — 2cost, pro ¢t € [0,7]. Zvolime jednu z téchto
parametrizaci a dosadime do vzorce

0 0

/2 0 1 B .
28/ sin /2 — cos? tdt = —8/ \/mdtzg/ Mdt:’ s=1/2sinu
0 1 o

ds = v2cosu

w/4 /4 /4 1 2
= 8\/5/ cosuV2 — 2sin® udt = 16/ cos? udt = 16/ wdt
0 0 0

2
. /4
in 2 1
—Qlu+ 2B (T i) —2r 44
2 |, 173

T ™ /2
/ QSint\/4sin2t+4cos2t+4s1112tdt:4/ Sint\/1+sin2tdt:8/ sintV1 + sin? ¢tdt =
0
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P#. 327 Naleznéte hmotnost kiivky, kterd je ddna jako x = cost, y = sint, z =t, pro t € [0, 27]
a jeji hustota je p(z,y,2) =1+ + z.

Muzeme rovnou dosadit do vzorce a mime

2m 2
/ (1+cost+t)\/sin2t+0052t+1dt:\/5/ 1+ cost+tdt =
0 0

2

27
t 47
—\@[t+sint+2} —\@<27r+72r>—2\f2(7r+7r2)
0
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Pi. 328 Urcete délku cykloidy, kterd je dana parametricky joko x = At — Asint, y = A— Acost
pro t € [0, 27].

Abychom uréili délku kiivky, musime spocitat |, o 1ds, pres danou kiivku C. Dostaneme integral

2
/ 1\/(A — Acost)? + A?2sin? tdt =
0

27
= \/A2 2A2cost + A2 cost + A2 sin? tdt = V2A2 —2A2 costdt =
0
t t 27
sin? <2) _ o8t \fA/ 1/2s1n dt
27
= |sint je na [0, 7] kladny| = 2A/ sm( ) =

2m
t
=24 {—2 cos (2>} 4A(—cosm + cos0) = 8A
0

Pro A =1 cykloida vypadé jako
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Pi#. 329 Urcete délku evolventy, kruZnice dané parametricky jako x = r(cost + tsint), y =
r(sint — tcost), pro t € [0, 2m].

Pro jisté r vypada kiivka jako:

Pocitame

2m
/ 1y/r2(—sint + sint + tcost)2 + r2(cost — cost + tsint)2dt
0

27 27 t2 2m
= / r\/t2(6082 t+sint)dt = r/ tdt =r |=| =2rz?
0 0 210
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Pi. 330 Urcete délku jednoho zdvitu sroubovice, kterd je dana rovnicemi x = 2cost, y = 2sint,
z=5=t, prot € [0, 2n].

2m oy ) 9d_ 2m 9d_ 9 B
; 14/4sin“t + 4 cos t—i—m t = ; 1 4+mt_27r 4+m_
=+/1672 49

Zavit sroubovice vypadé jako

Pocitame
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Pi. 331 Urcete hmotnost édsti krusnice x2 + y2 = 2z, y > 0, je-li jeji délkovd hustota primo
umérnd vzdalenosti bodu od poédtku.

Upravou na Ctverec zjistime, ze kiivka popisuje horni ¢ast kruznice s polomérem 1 a stfedem
[1,0]. Tato kiivka je tedy ddna parametrizaci = cost + 1, y = sint, pro t € [0, 7]. Vzdélenost
bodu [z, y] od pocdtku je ddna funkefl /22 + y2, coz udévd hustotu bodu [z, y]. Abychom zjistili
hmotnost kiivky, poc¢itame

s
/ Va?+y?ds = / \/(cost +1)2 4 sin? tV/sin? t 4 cos? tdt =
c 0

4 t 1 t
:/ V2 + 2costdt = |cos? (2> +COS \[/ 2(:052
0 V
= | cost je na [0,7/2] kladny\:2/ cos( >dt—2{2sm( )} =
0 2 2],

Kftivka vypada jako

0.5

-0.5
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Pi. 332 Vypoctéte hmotnost kiivky x = Acost, y = Bsint, prot € [0,2n], A > B > 0, jejiz
hustota je dana funkei h(z,y) = |y|.

Pocitdame hmotnost elipsy, kterou ziskdme skrze kiivkovy integral prvniho druhu. Elipsu mame
danou parametricky, sta¢i pocitat integral

2m
/h(m,y)ds:/ \Bsint\\/AzsiHQt+32c082tdt:
c 0

A .
N sinz = cost
:2/ Bsint\/AQ-l-(BQ—AQ)Cothdt:‘ XALéfszdzf sntd | =
0 JA:-_B? ==

2

arcsin C'
A A2 A
:—2B/ \/A2—B2COSZ\/A2 5T sin? zdz =

2 2
— arcsin C' A2 - B2 - B

QBA2 arcsin C' 2BA2 i 2 arcsin C
= — cos zVcos? zdz = {Z + S Z} =

\/m — arcsin C' \/m 2 4

— arcsin C

2 : : 2
— 7ZQBA =3 (arcsin C+ sin2 a;csm C) = jQBA =3 (arcsin C+ C@)

< VA2 — B2 sz P . —C?2
Kde méme C = YA =B~ 5 vyuzivame rovnosti sin(2 arcsin C') = A=,
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PE. 333 Vypoctéte hmotnost krivky x = At, y = %tg’ £ = ?t?’ prot € [0,1], A > 0, jejiZ hustota
je ddana funkci h(zx,y) = \/%,

Pocitame integral

1 1
24
/ h(z,y)ds = / ﬂtZ\/A2 + A2t2 + A24dt = A/ tV1+ 2 + t4dt =
c 0 0

z=1t2 A [t 5
_‘ dz = 2tdt ’_2/0 Vitz+aidz=

3In|2vz2+ 2+ 1422+ 1|+ 4z +2)vV2+ 241
8

1
A

2

A
== (31n(2\/§+3) +6\/§—31n3—2)

Integral pod odmocninou lze ziskat vice zpusoby. Jeho vyfeseni vSak neni trivialni.
Vysettovand kiivka vypada pro A = 1 jako
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Pi#. 334 Spoctéte hmotnost funkce f(x) = coshx, je-li jeji hustota
e pi(z,y) =1
o pa(a,y) = -

Kiivku parametrizujeme jednoduse jako =t a y = cosht, pro ¢t € (—oo, 00). Poté plati ' =1
a y' = sinht. Mdme tedy integral

/ 1-V1 +sinh? tdt = / V cosh? tdt = / coshtdt =
= [sinh¢]*_ = lim sinh¢— lim sinh¢ = oo
t—o00 t——o0

Podle ocekavani vidime, ze nekonecnd kiivka s rovnomérnou hustotou mé také nekonecnou vahu.
Druhd moznost nam dava

o0 1 o0 1 .h o0
/ 7~\/1+Sinh2tdt:/ dt:[sm t} -

— oo cosh®t — oo cosh?t cosht
sinht sinht sinht et —1
= lim — lim =2 lim =2 lim tanht =2 lim —— =2
t—oo cosht t——oo cosht t—oo cosh t t—o00 t—oo e2t +1

Zde vyuzivame vztahu pro hyperbolicky tangens. Muzeme tento vzorec ziskat také pokud uvazime,
ze

(S e
simn x 2 5
$+e—I
h =
cosnx B)

352



Pi#. 335 Naleznéte tézisté ctyrihelndku spojujictho body [0,0], [1,0], [0,1], [2,2], je-li hustota
krivky ddna jako p(x,y) = x +y.

Vidime, ze tento Ctyituhelnik muzeme parametrizovat pres 4 tisecky. Dostaneme

Cy:x=0, C3:x=1+t,

y =1, y:2ta
CQIIIZ:2t, C4IIIZ:,
y=1+t, y =0,

vzdy pro ¢t € [0, 1]. Zatneme vypoétem hmotnosti kiivky, pocitdme
1
m:/ (04 1) VI+ @146 VEFT+ (141420 VIFA+(t+0) - vIdt =
0
1 1 2 +2 1
:2/ t+Bt+ 1)V =2 [ t+ (3t +1)Vbdt =2 5+3\/55+\/5t =
0 0 0
1 1 1+5v5
_2<2+3\/52+\/5> :227\[:1+5\/5
Nasledné potiebujeme spocist statické momenty

1

SIZ/ypdf/ t VI (148)- (Bt + D)VA+T+2t- (14+30)VT+4+0-tv/1dt =
C 0

1 t3 1

:/ P (Bt + 14317+ 1420+ 607)V5dt = | = + (37 + 1+ 37)V5| =

0 0

1
:§+7\/5

1
/xpds:/ 0-tV1+2t-(Bt+1D)VA+1+(1+1)- 1 +3t)V1+4+t-t/1dt =
C

0
1
...:§+7\/5

N
|

3+7V5 54+ 7V5
14+5V5 1+5V5

ro[25)

m’ m
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jehoZ hustota linedrné roste smérem k vrchu.

Budeme chtit popsat kiivku parametricky a vidime, ze se drak sklada z pulkruznice o poloméru
2. Jeho dalsi ¢asti jsou pak tvofeny piimkami. Dostaneme parametrizaci

Cy:x =2cost, Cy:x=1t, Cy:x=t,
y = 2sint, y = 2t, y = —2t,
pro t € [0, 7] pro t € [0, 2] pro t € [—2,0]

Abychom nalezli tézisté, potfebujeme spocist jeji hmotnost. Hustota kiivky je ddna jako p(x,y) =
Ay, kde A je nezndmé kladnd konstanta. Poéitdme tedy hmotnost

my = / 2Asint\/ 4sin?t + 4 cos? tdt = SA/ sintdt = 8A [ cost]; = 16An”
0 0

2
my = / 2Atv/1 + 4dt = V5 [A#]] = 4V5A

0

0
mz = / —2AtVT 1 4dt = V5 [~ A7), = 4V5A
2

Celkovou hmotnost tedy dostaneme jako
m=mq +ms +ms = 16An> + 8V/5A
Nyni uz zbyva dopocitat jen statické momenty

T 2 0
Sx:/ yp(x,y)ds:/ 4Asin2t\/4sin2t+4cos2tdt—|—/ 4At2\/5dt+/ 4AL?V/5dt =
C

0 0 -2

- _ g 372 370
=164 [—M] 1445 [tg] 1 4AVE {7"3}
0

32 32
=8Am + —AVE+ - AVE =
4 0 _92 3 3

64
= 8Arm + ?A\[’)

™ 2 0
Sy = / zp(z,y)ds = / 4Asintcost\/4sin®t + 4 cos? tdt + / 2At2V/5dt — / 2At2V/5dt =
c 0 0

-2

T 372 9 370 cos2t]™
=8A | sin2tdt +2A4V5 |—| ?dt —2AV5 |—| =8A|— =0
0 3 0 3 -2 2 0
8Am + % AVB
16A7m2 + 8V/5A’

7r+§\/5
— 377 0.
272 +4/5
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9 Krivkovy integral 2.druhu

Jsou-li funkce P(x,y,2), Q(z,y, 2), R(z,y, z) spojité ve vsech bodech kiivky C parametrizované
jako x = a(t), y = B(t), z = y(t), pro t € [A, B], pak kiivkovy integrdl druhého druhu muzeme
psat jako

/ P(a,y, 2)de + Q(a,y, 2)dy + Rz, y, 2)d= =
C

B
:/A P(a(t), B(t), v()a'(t) + Q(a(t), B(t),v(1))B'(t) + R(a(t), B(t), v(t))y' (t)dt
Je-li P(z,y,z)dx + Q(z,y, z)dy + R(z,y, z)dz diferencidl néjaké funkce na mnoziné V, pak
pokud je C krivka lezici ve V', tak
[ P 2)de + QGa.y. )y + Ry, 2)d: = F(B) - F(A),
c

kde A je pocatetni bod C' a B je koncovy bod C.
Je-li V' souvisld mnozina a P,Q, R maji spojité parcidlni derivace, pak funkce F(x,y,2)
existuje, pokud

2P(fv,y,Z) = 2Q(lny,Z)

dy ox
0 0
%P(%yaz) - %R(aj,y,z)
0 0
7Q(x7yaz) = 7R(JC,y,Z)

0z dy
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Pi. 337 Vypoctéte integral

/—ydx+mdy pro C:z?+y*=4,2>0y>0,
c

kde C je orientovand po sméru rucicek.

Jedna se o ¢ast kruznice s polomérem 2, parametrizujeme tedy kfivku jako x = 2 cost, y = 2sint,
pro t € [0,7/2]. Vidime, Ze tato parametrizace je opa¢nd oproti orientaci kfivky. Dostdvame

integral

B 3 x
—/ —2sint(—2sint) 4+ 2 cost2 costdt = —/ 4dt = —4[4t)g = —2n
0 0
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Pi. 338 Spoctéte integrdl

/ 3dy,
c

kde C : 2 +y*> = 4, y > 0 orientovand od bodu [—2,0] k bodu [2,0].
Zactneme tim, 7e parametrizujeme kruznici jako x = 2cost, y = 2sint, pro t € [0,n]. Tato
parametrizace zacing pro ¢ = 0 v bodé [2,0]. Tedy je tato parametrizace nesouhlasnd s orientac{

kiivky, dostavame integral

—/ 0-(—251nt)+3~2costdt:—6/ costdt = —6 [sint]; =0
0 0
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Pi. 339 Spoctéte integrdl

/ 2dx,
c

kde C : % + % =1, y > 0 orientovand od bodu [—2,0] k bodu [2,0].
Nejprve parametrizujeme kiivku obvyklou parametrizaci pro elipsy x = 2cost, y = 3sint, pro

t € [0, 7). Tato parametrizace pro t = 0 za¢ind v bodeé [2, 0]. Vidime tedy, Ze zvolend parametrizace
neni souhlasna s orientaci. Dostdvame integrél

7/ 2'(7251nt)+0~(2cost)dt:4/ sintdt = 4[— cost]y =8
0 0
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Pi. 340 Spoctéte integrdl
/ xdx + ydy,
c

2

kde C : y = %, orientovand od bodu [—2,2] k bodu [2,2].

Chceme parametrizovat kiivku nejsnazsi parametrizaci ¢ = t, y = §7 pro t € [—2,2]. Tato
parametrizace za¢ind pro t = —2 v bodé [—2, 2]. Proto je tato parametrizace souhlasnd s orientact
kiivky. Pocitdme

2 2 2 472

t t t 4 16 4 16
/t-1+—-tdt= — 4+ — =+ ——-—=——=0
) 2 2 8] 4
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Pi. 341 Spoctéte integrdl

/ ydx + zdy,
c

kde C : y = e*/? +e=%/2 zac¢inajici pro x = 2 a konéici prox = —2.

Nejdifve parametrizujeme kiivku nejsnazsi parametrizaci = t, y = et/2 +e7%/2 pro t € [-2,2].
Vidime, ze tato parametrizace nesouhlasi s orientaci kiivky. Dostaneme

2 e?/2 _ g—x/2
- / (et/2 —|—e*t/2) 1+t (2> = |zékladni vzorec a per partes | =
—2

2
S [2 /2 2672 (1 —2)et/? 1 (t — 2) e*t/ﬂ = 2l 42e 1 42e 1 —2e! —4e~! —de! =0
—2
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Pi. 342 Vypocteéte integrdl

1
/(x—)dy pro C:y=x21<xz<2,
c Y

kde [1,1] je pocdtecnim bodem.

Ktivka je dand explicitné, parametrizujeme ji tedy jednoduse jako x = t, y = t2, pro t € [1,2].
Pocitame

2 3 2

1 2t 1 2 14

/ t——|2tdt = |— —2In] :—6—ln22—7+02——ln4
. 2 3 .3 3 3
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Pi. 343 Vypoctete integrdl
/ 2 dr +ydy +2dz pro C:a?+y?=222=1,2>0,y >0,
c

kde pocédtecni bod md nejmensi vzddlenost od osy x.

Vidime, ze se jedna o kruznici ve vysce 1 nad prvnim kvadrantem. Libovolny bod kiivky tak
bude mit od osy x vzdalenost vétsi nez 1, diky trojihelnikové nerovnosti. Avsak bod lezici nad
osou z ma vzdalenost pouze 1, jedna se tedy o pocatecni bod. Volime parametrizaci x = cost,
y =sint, z =1, pro t € [0,7/2]. Vidime, zZe kiivka je orientovand souhlasné. Pocitdme

us
2

z
/ cos? t(—sint) 4+ sintcost + 1-0dt = / (cost — cos®t) sintdt =
0 0

u = cost 0 9 w2 W]t 1
= . = — u—uwdu=|———| ==
du = —sintdt 1 2 31, 6
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Pi. 344 Vypoctete integrdl
/(xy—y2)dx+wdy pro  C:y?>=4z,0<z <1,
c

kde krivka je orientovand zprava doleva.

Krivku je dédna explicitné, parametrizujeme ji tedy jako y = t, x = %, pro t € [0,2]. Vidime,
ze kiivka je orientovana od bodu [1,2] do bodu [0,0]. Mame tedy nesouhlasnou parametrizaci.

Pocitame
_/2 ﬁ_t2 %_’_ﬁ 1dt = — i_ﬁ+ﬁ2__ 32_80_’_2 _
o \ 4 4 4 40 8 12, 40 3)

8

15
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Pi. 345 Vypoctete integrdl

2
/ydx—!—Zmdy pro C’:x2—|—yzzl,y20,
C

kde krivka je orientovand tak, Ze pocédatecni bod md nejvétsi x—ovou souradnici.

Jedna se o horni ¢ést elipsy, kterou parametrizujeme jako x = cost, y = 2sint, pro ¢t € [0,7] a
kiivka je parametrizovand souhlasné. Poc¢itame

/2sint(—sint)+2cost~200stdt:/ 2cos?t — 2+ 4cos® tdt =
0 0

=T

" " in2t]"
:/ 66082t72dt:/ 3(1 + cos2t) —2dt = [t+3sm } —
0 0

0
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Pi. 346 Vypoctete integrdl

y(2? 4+ 1)dz + z(y* — 1)dy
c

kde C je hranice oblasti M : 2% +y? — 2z < 0,y > 0 a je orientovand kladné.

Kiivku médme danou jako 22432 —2x = 0 proy > 0. Upravou na étverec dostaneme (x—1)24y? =
1 a tedy se jednd o kruznici se stiedem [1,0] a polomérem 1. Parametrizaci dostaneme jako
x =1+ cost, y =sint, pro t € [0,7]. Kiivka je pak parametrizovand souhlasné. Pocitdme

/ sint[(1 + cost)? + 1](—sint) 4 (1 4 cost)(sin?t — 1) cos tdt =
0
= / —sin?t(2 + 2cost + cos? t) — (1 + cost) cos® t cos tdt =
0
= / (cos®t —1)(2 + 2cost + cos? t) — cos® t — cos* tdt =
0

U
:/ cos®t + cos?t — 2cost — 2dt =
0

L t sin2t " a
= / cos®t — 2costdt + | = + S o] = 3 Sl
0 2 4 0

Nebot foﬁ cos?t —2costdt = 0, nebot funkce je ,lichd“ pies bod z = 5 a tedy plocha nad grafem
i pod grafem je na [0, 7] stejn4.
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Pi. 347 Vypoctete integrdl

/ (@® +y*)dz + (zy — y*)dy
c
kde C je hranice oblasti M : 2% +y* < 5 a je orientovand kladné.

K#ivku méme danou jako z? + y? = 5. Jedna se o kruznici s polomérem /5, parametrizujeme
ji tedy jako x = \/5cost, y = /5sint, pro t € [0,2n] a kiivka je parametrizovand souhlasné.
Pocitame

27
/ (5cos?t + 5sin’t)(—V5sint) + (5sint cost — 5sin’ t)v/5 cos tdt =
0

2m
= L”)\/g[cost]?;r +5\/5/ sintcos?t —sin®tcostdt = 04 5vV5-0=0
0

Kde integral fOZﬂ sint cos? t — sin? ¢ cos tdt muzeme jednotlivé spoéitat pomoci dvou substituci,
nebo si vS§imneme, ze se jedna opét o funkce ,liché“ pfes stied intervalu.
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Pi. 348 Vypocteéte integrdl
/ yide — z%dy
c
kde C je usecka od bodu [0, 1] k bodu [1,0].

Parametrizujeme tsecku jako z = t, y = 1 —t, pro ¢t € [0,1]c ¢imZ dostaneme souhlasnou
parametrizaci. Po¢itame

1 1 2t3 1
/(1—t)2-1—t2-(—1)dt=/ 1—2t+2t2dt:[t—t2+] ==
0 0 31, 3
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Pi. 349 Vypoctete integrdl
/ (2% — 2zy)dz + (y* — 2xy)dy
c

kde C je parabola y = x? pro —1 < x < 1 orientovand zleva doprava.
Kiivka je dana explicitng, parametrizujeme tedy kiivku jako x = ¢, y = t2, pro t € [—1,1]. Tato
parametrizace je souhlasnd s orientaci kiivky a dostavame

1

1
/ (12 —2t%) - 1+ (t* — 2t3)2tdt = / 215 — 4t — 23 +2dt =
—1 -1
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Pi. 350 Vypoctete integrdl

/C (22 + y?)dz + (% — y?)dy

kde C je kiivka y =1 — |1 — x| pro 0 < x < 2 orientovand zleva doprava.

Nejdiive parametrizujeme kiivku jako z = ¢, y = ¢, prot € [0,1] axz =¢t,y=2—t, prot € [1,2].
Tato parametrizace je souhlasna s orientaci, dostavame

/1(t2 + )1+ (2 — t2)1dt + /2(t2 + 2 -1+ - (2-t)*)(~1)dt =
3

1 2 o 1 2
:/ 2t2dt+/ (2t24t+4)(4t4)dt—{3] +/ 2% — 8t + 8dt =
0 1 0 1

2 23 2 9 /16 2 4
=4+ | -4 +8t| =+ |- —-16+16—=-+4-8) ==
3+{3 + L 3+(3 + 5" ) 3

Funkce popisujici kiivku vypada jednoduse jako
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Pi. 351 Vypoctete integrdl
/ (x +y)dz + (z — y)dy
c
kde C je elipsa szz + %—2‘2 = 1 ortentovand proti sméru rucicek.

Parametrizujeme kiivku C' jako © = Acost, y = Bsint, pro t € [0,27]. Tato parametrizace nenf
souhlasna s orientaci. Pocitame

27
- / (Acost + Bsint)(—Asint) + (Acost — Bsint)B costdt =
0

2
—(A% + B?)sintcost + AB(cos® t — sin® t)dt =

2 2 2
A B
= _ AT+ b sin 2t + AB cos 2tdt =
0
A2 1 B2 AB A? + B2 AB
= 7;: [~ cos 2] — = [sin 262" = 72 (-1+1) — T(O +0)=0

Druhou moznost{ je vS§imnout si, ze (%(x—l—y) =1= %(m —1y). Tedy se jednd o diferenciél ngjaké
funkce F(x,y), proto pres uzavienou krivku dostaneme, zZe integrél je 0.
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Pi. 352 Vypoctete integrdl
/ (24 — y)dz + xdy
c
kde C je oblouk cykloidy x = A(t — sint), y = A(1 — cost), pro t € [0,27], A > 0.
Pocitame
2m
/ (24— A+ Acost)(A — Acost) + A(t —sint)Asintdt =
0

27 27
= A% — A% cos®t + A%tsint — A% sin? tdt = A% — A% 4+ A%tsintdt =
0 0

= |per partes| = A% [sint — tcost 2T — _9A%
0
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Pi. 353 Vypoctete integrdl

T+y T—y
dx — d
/c x? +y? 2y
kde C je kruznice x* + y*> = A? orientovand proti sméru hodinovijch rucicek.

Jednd se o kruznici s polomérem A, volime tedy parametrizaci x = Acost, y = Asint, pro
t € [0, 27], kde parametrizace je souhlasnd s orientaci kiivky

1 2

Vel A(cost +sint)(—Asint) — A(cost — sint)A cos tdt
0

1 27
= EAQ/ —sintcost — sin?t — cos? t + sin t cos tdt =
0

2m
= —/ 1dt = —2n«
0
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Pi. 354 Vypocteéte integrdl
/ arctg gdy —dx
c X

kde C je hranice mnoziny, kterd je ddna jako y < x, y > 2, orientovand proti sméru hodinovyjch
rucicek.

Kfivku parametrizujeme po dvou éastech, jako x = t, y = t2, pro t € [0, 1], kterd je souhlasna.
Druhou ¢ast parametrizujeme jako x = t, y = t, pro t € [0, 1], kterd neni souhlasnd. Poc¢itdme

1 2 1 "
/ 71~1+arctg—2tdt7/ —1-1+arctg--1dt =
0 t 0 t

1 1
= / 2t arctgt — 1dt — / —1 4+ arctg 1dt = |per partes| =
0 0

1
*t+t(17arctg1) :arctglflzgfl
0

B {2t2 arctgt + arctgt — ¢
B 2

Kiivka je hranici mnoziny
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Pi. 355 Oweérte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/ ydx + xdy,
c

kde krivka C vede od bodu A = [—1,2] do bodu B = [2,3].

Méme P(z,y) =y a Q(x,y) = x, kde chceme ovéfit, ze %P(m,y) = 2.Q(z,y). Vskutku

x

0 0

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F(x,y). Hledany integral ziskdme jako
F(B) — F(A). Nebot

Fy(z,y) = P(z,y)
Fa.g) = [ Bw)de = [ Ployds = [ydo =y +C(),
kde C(y) je nezndm4 funkce proménné y. Navic plati Fy(z,y) = Q(z,y) a tedy

x+C'(y) = Fy(z,y) =
C'(y) =0

C(y) :/C'(y)dy:/Ody:K

kde K € R. Dostavame tedy F(x,y) = 2y + K a proto F(B) — F(A) =6 — (-2) = 8.
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Pi. 356 Ouwerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/ xdx + ydy,
c

kde krivka C vede od bodu A = [0,1] do bodu B = [3,—4].

Méme P(z,y) = z a Q(z,y) = y a dostdvdme

0 0

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame

2
Fa.g) = [ Fale)ie = [ Plads = [ade =7+ Clo),
kde C(y) je nezndm4 funkce proménné y. Navic
C'y) =y
y?
Cly) = /C’(y)dy = /ydy =5 tK

kde K € R. Dostdvame tedy F(z,y) = %2 + %2 + K aproto F(B) —F(A) =5+ -9_1

4+8=12.
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Pi. 357 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/Xx+w¢v+@—ym%
C

kde krivka C vede od bodu A = [0,1] do bodu B = [2,3].

Méme P(z,y) =z +y a Q(z,y) = z — y a dostadvdme

0 0

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame

2
x
Flo) = [ Futegdo = [ Plopde= [+ ydo = 5 o+ Clo)
kde C(y) je nezndm4 funkce proménné y. Navic

4+ C'y)=x—y
2

C(y)=/C’(y)dy=/—ydy=—%+K,

kde K € R. Dostavdme tedy F(z,y) = w—;thyf%JrKaproto F(B)—F(A)=4%+6—

8§—4=4.
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Pi. 358 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/C(x —y)dz +(y —z)dy,
kde krivka C vede od bodu A = [1,—1] do bodu B = [1,1].

Méme P(z,y) =z —y a Q(z,y) = y — = a dostdvdme

0 0

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame
22
Flo) = [ Futegds = [ Plopde = [o—ydo = 5~y + o),
kde C(y) je nezndm4 funkce proménné y. Navic

—2+0'(y) =y —x
2

C(y) =/C’(y)dy=/ydy= %JrK,

2
kde K € R. Dostédvame tedy F'(z,y) = g—z—xy—i—%—i—K = (— l) +K aproto F(B)—F(A) =

2 2 \%_\/5
(=) ~ (=) ==
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Pi. 359 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

1
/ %dx — —dy,
c T x

kde krivka C vede od bodu A = [2,1] do bodu B = [1,2].

Méme P(z,y) = % a Q(z,y) = —1 a dostdvdme

0 1 0

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame

Flaz,y) - /Fw(x,y)dx _ /P(m,y)dw _ / Lar=-2 o),

kde C(y) je neznamd funkce proménné y. Navic

11
*;JFC(Z/)* .

C(y)Z/C’(y)dyz/Ody=K,

kde K € R. Dostavdme tedy F(z,y) = —% + K a proto F(B) — F(4) = -2 — (—3) =
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Pi. 360 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

T Y
dx + dy
/C /:172+y2 /x2+y2 ’

kde krivka C vede od bodu A = [1,0] do bodu B = [6,8] a neprochdzi poédtkem.

Méme P(z,y) = \/:;TyZ aQ(z,y) = \/:céITyZ a dostdvame

0 B Ty B 2
BV = s ey

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F(z,y). Dostdvame

F(z,y) = /Fx(x,y)dx = /P(:c,y)dx = /\/;Tdex

_ t:l‘2+y2 _1 dt_ _ 2 2
_’ &= onde | =3 %—\/i—l-C(y)—\/:c +12+ C(y),

kde C(y) je neznam4 funkce proménné y. Navic

27?44_0’( — L
2 /x2+y2 /x2+y2
Cly) = / C'(y)dy = / 0dy = K,

kde K € R. Dostdvdme tedy F(z,y) = v/22 4+ y?>+ K a proto F(B) — F(A) =36+ 64—-1=9
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Pi. 361 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ (z* + day?)dx + (62%y? — 5y*)dy,
c
kde krivka C vede od bodu A = [—2,—1] do bodu B = [3,0].

Méme P(z,y) = 2* + 4zy3 a Q(x,y) = 62y — 5y* a dostavame

B B , 0
@P(%y) = 12zy° = axQ(ﬂc,y)

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame

F(x,y) = /Fm(x,y)dx = /P(sc,y)d:v = /x4+4xy3dx =

x5 4x?ys
5 2

5
x
+C(y) = =+ 227y + C(y),
kde C(y) je nezndmd funkce proménné y. Navic
62%y? + C'(y) = 62%y* — 5y*

Cly) = /C’(y)dy = /—5y4dy =y’ + K,

kde K € R. Dostdvdme tedy F(z,y) = %) +22%3 — 45 + K a proto F(B) — F(A) = &
(-2 —8+41) = 2352 4 762
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Pi. 362 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

2
/ (1 — y2cosy> dx + (sing + gcosg> dy,
c x T R
kde krivka C vede od bodu A = [1,x] do bodu B = [2,7], kde kiivka C neprotind osu y.
Méme P(x,y) = (1 - g—z Cos %) a Q(z,y) = (sin? 4+ Lcos ¥) a dostavame

0 y ¥y, v y_ 0
a—yP(Ly) = —25 cos — + _3sin— = %Q(x,y)

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame

F(z,y) :/Fy(w,y)dw=/Q(:E7y)dy=/sin% +%cosgdy=

Y Y

= |per partes| = —z cos = + ysin = + x cos J + C(x) = ysin J + C(x),
x x x x

kde C(x) je nezndmé funkce proménné z. Navic

2 2

Yy Yy ’ Yy Yy
—=cos=+C'(z)=1— = cos=
2 x (z) 2 T

C(x) :/C’(x)dx:/ldxzm—i-K,

kde K € R. Dostdvame tedy F'(x,y) = ysinZ + 2 + K a proto F(B) — F(A) = nsin§ +2 —
msinm —1=m+1

381



Pi. 363 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ e” cosydx — e” sin ydy,
c
kde krivka C vede od bodu A = [0,0] do bodu B = [M, N], kde M, N € R.

Méme P(z,y) = e®cosy a Q(z,y) = — e*siny a dostdvame

B . D
@P(ﬂmy) = —e"siny = %Q(w,y)

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Dostdvame
F(z,y) = /Fx(x, y)dz = /P(m,y)dx = /e’” cosydz = e” cosy + C(y),
kde C(y) je neznamd funkce proménné y. Navic
—e”siny + C'(y) = —esiny
Cly) = /C’(y)dy = /Ody =K,

kde K € R. Dostavéme tedy F(z,y) = e cosy + K a proto F(B) — F(A) =ecos N — 1
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Pi. 364 Vypoctete integrdl
/ (y? — 22)dx + 2yzdy — 22dz,
c

kde krivka C je ddna jako x* = t, y = t2, z = t3, pro t € [0,1] orientovand ve sméru ristu
parametru.

Pocitame
1 1 7 571
3T 2
/ (t4—t6)~1+2t5~2t—t2~3t2dt:/ 38 — 2t*dt = [7— 5] =
0 0

(G2 )

3
o 7
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Pi. 365 Vypoctete integrdl
/ ydz + zdy + xdz,
c

kde krivka C je ddna jako x = Acost, y = Asint, z = Bt, pro t € [0,2n] orientovand ve sméru
rustu parametru.

Pocitdame integral

2m 2m
Asint(—Asint) + BtAcost + AcostBdt = AB(t +1)cost — A%sin® tdt =

0 0
A2 [t sin Qt] o

2m
:AB[(t+1)Sint+cost]§”/ 1—Costht:—7 ; — _ A2
0

0
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Pi. 366 Vypoctete integrdl
/ yidr + 22dy + 22dz,
c

kde krivka C' je ddna primikem ploch x? +y? + 22 = A? a 2?2 + y?> = Az, 2 > 0, A > 0. Krivka
C je orientovand proti sméru hodinovijch rucicek pri pohledu shora.

Nejdiive potfebujeme urcit parametrizaci kiivky. Vzhledem ke tvaru C' muzeme zkusit vSe trans-

formovat do vélcovych soufadnic, nebot se jedn4 o priinik valce s polomére % a sféry s polomérem

A. Dostavame z = g cost + g, y= % sint, z = z, pro t € [0, 27]. Ndsledné méme

2

2
z—\/AQzQyQ_\/AQAz—\/AQé(l+cost)—\/é(lcost)

Navic je tato parametrizace souhlasna s orientaci kiivky. Dostdvame tak integral jako

2m 3 3 3 &
A 3. A A? sint(1 + cost)
/ ——sin®t+ —(1 — cost) cost + — —————-dt =
8 4 8 /2 —2cost
0
A3 [ Lt sin2t]2ﬂ+A3 {\/2—2cosav(cosac+5)]27r
=— [sint— = — — =
1 2”2 |, 8 3 0
A3
=

Hledana kiivka vypadd pro A =1 jako
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Pi. 367 Vypoctéte integrdl
/ (y? — 2%)dx + (2% — 2H)dy + (2% — y?)dz,
c

kde krivka C je hranice sféry, kterd je ddna jako x®> +y?> + 2> =1, 2 >0,y >0, 2 > 0.
Vyuzijeme sférické soutadnice x = pcospsinf, y = psinpsinf, z = pcos . Kiivka se skladd ze
t1 ¢asti.

Ci:p=1lp=t0= g, prot € [0,7/2]

Cy:p=1l,o=mn/2,0 =1, prot € [0,7/2]

Cs:p=1,0=0,0=t, prot € [0,7/2]
Musime tedy pocitat tii integraly. Prvni z nich je

3
/ (sin®t — 0)(—sint) 4 (0 — cos®t) cost 4 (cos? t — sin t) - 0dt =
0

™

_ £l 3 3 _
= /0 sin” t 4 cos tdt‘ du = —sintdt || dz = costdt

0 1 371 4
:/ 1—u2du—/1—z2dz:_2{z_z} -
1 0 31, 3

u = cost ‘ z =sint ‘_

Druhy pak
z
/ (sin?t — cos?t) - 0 + (cos?t — 0) cost + (0 — sin t)(—sint)dt =
0
2 4
= / cos®t + sin® tdt =
0 3

Nakonec tieti integral mame
3
/ (0 — cos®t) cost + (cos®t —sin?t) - 0 4 (sin®t — 0)(—sint)dt =
0

™

2 4
:—/ cos®t +sin®tdt = —=
0 3

Nebot je druh4 kiivka orientovand opaéné, nez zbylé dvé, dostdvdme celkem integral jako 44,
vzhledem k orientaci kiivky C.
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Pi. 368 Ouwerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ zdz + y?dy — 23dz,
c
kde krivka C vede od bodu A = [1,1,1] do bodu B = [2,3, —4].
Méme P(z,y,2) =z, Q(x,y,2) = y* a R(z,y, z) = —2°, dostadvame
0 0
P(!L‘,y7 Z) =0= 7Q($,y, Z)

dy or
0 0
8ZP(x,y,z)—0—%R(x,y,Z)
0 0
azQ(xvywz) =0= @R(ﬁ,y,Z)

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y, z). Dostavdme

F(z,y,z) = /Fz(x,y7z)dx = /P(ac,y,z)dx = /:Cd:L‘ =
2
=2 +CW.2),
2
kde C(y, 2) je nezndmé funkce. Navic
Cy :Fy = Q(%y’«z) :y2
3
Y
Co) = [Cwas= [ay =%+ k()
kde K (z) je nezndméd funkce. Nakonec
K'(z) = F, = R(z,y,2) = —2°
4
K(z) = /—Zde == +L

2

KdeLGR.DostévémetedyF(x,y,z):%Jr%f%JrLaprotoF(B)fF(A):%+%f
464 _ 1 _ 1 1 _ 7
T a2 3ti=-d-1
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Pi. 369 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ yzdx + xzdy + xydz,
c
kde krivka C vede od bodu A = [1,2,3] do bodu B = [6,1,1].
Méme P(z,y,2) = yz, Q(z,y,2) = xz a R(z,y, z) = zy, dostdvime
0 0
@P(xvyv Z) =z = %Q(ibﬁga Z)
%P(w,% Z)=y= %R(xvy, z)
5 Q@ p2) = = 5L R,y
Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y, z). Dostavdme
F(x,y,z) =/Fx(%y,Z)dwZ/P(%yﬂ)dw: /yzdw:
=zyz + C(y, 2),
kde C(y, 2) je nezndmé funkce. Navic
zz+Cy=F,=Q(x,y,2) =zz
Cly, 2) Z/C’(y)dy= /Ody=K(2)7
kde K(z) je nezndmd funkce. Tedy F(z,y, z) = xyz + K(z). Nakonec
xy + K'(z) = F, = R(x,y,2) = vy
K(z) = /Odz =L

Kde L € R. Dostavame tedy F(x,y,z) = xyz + L a proto F(B) — F(A) =6 —3! = 0.

388



Pi. 370 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/*dyr L4 dy + i dz,
C /I2+y2+22 /I2+y2+22 /x2+y2+2’2

kde krivka C vede od bodu leZicim na sfére x®+y*+22 = A? do bodu lezicim na sfére x2+y*+22 =
B2, pro A>0,B > 0.

7’ _ @x _ y _ z - Ve z
Méme P(z,y,2) = Wrrvored Q(z,y,2) = e a R(z,y,z) = Wt dostdvame

0 xy 0
@P(x7yaz) - (1‘2 T y2 T 2’2)3 - axQ(x7yaz)
0 Tz 0
EP({EJ/,Z) - \/m - %R(!L‘/y,Z)
0 B Yz 0
&Q("Lyﬂz) - (Z‘Q T y2 T 22)3 - ayR(xayaZ)

Tedy se jednd o totdlnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y, z). Dostavdme

F(x,y,z) = / Fp(z,y,z)de = / P(x,y,z)dx = /—a: doz =
2 1+ 42 1 22
22+ y? 422+ C(y, 2),

kde C(y, z) je nezndmé funkce. Navic

/m2+y2+22 /$2+y2+22
C@xra/OwMy:/mm:K@»

kde K(z) je nezndamd funkce. Tedy F(z,y,z) = /22 + y? + 22 + K(z). Nakonec

z +K'(2) = F. = R(z,y,2) = :

Va2 +y? + 22 Va2 +y? + 22
K(z) = /Odz =L

Kde L € R. Dostdvame tedy F(x,y,z) = /22 +y%?+ 22+ L a proto F(B) — F(A) = B — A.
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Pi. 371 Vypoctéete krivkovy integral
/ y222dx + 2%2%dy + 2%y2dz,
c

kde C krivka parametrizovand jako x = Acost, y = Acos2t, z = Acos3t, prot € [0,27] s
libovolnou orientact.

Integral se mizeme pokouset pocitat. Viimnéme si viak, Ze se jednd o uzavienou kiivku, nebot
[2(0),9(0), 2(0)] = [=(27),y(27), z(27)] avsak vzhledem k 27 periodi¢nosti funkce je opisovand
kiivka na intervalu [, 27] stejna jako opisovand kfivka na intervalu [—m, 0]. Vzhledem k sudosti
funkce cost je vsak kiivka na intervalu [—m,0] stejnd jako na intervalu [0, 7], pouze s opa¢nou
parametrizaci. Rozdélime-li kiivku C na dveé ¢édsti, C; pro t € [0, 7] a C3 pro t € [r, 27], mdme

P,y 2)de + Q(a,y, 2)dy + R(x,y,2)dz = — [ P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz
Ch Ca

Celkovy integrél je tedy 0. VySetfovand uzaviena kiivka vypada jako
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10 Greenova véta

Necht M je jednoduse souvisld oblast a C' je uzavrend, jednoduchd, kladné orientovana krivka v
M. Necht P,Q jsou na M spojité, pak plati

/Cp(g;, y)dz + Q(z,y)dy = //G Qu(x,y) — Py(z, y)dzdy,

kde G je mnozina, kterou ohranicuje kiivka C.
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Pi. 372 Pomoci Greenovy véty transformugjte krivkovy integrdl

/ va+yidz+y (:vy—Hn (m+ x2 +y2)) dy
c

kde krivka C' ohranicuje néjakou mnoZinu M.

Za predpokladu, ze kiivka C' a M spliuji pozadavky Greenovy véty, muzeme briat P(z,y) =
VaT 97, Q) =y (ay+1In (2 + Va7 +17) ) atedy

2x

1 4T
Q —y2+y7+2'w2+y2 S P e ik A
= =

T+ /x2+y2 T /I2+y2+x2+y2

p__ % Y
y 2\/x2+y2 \/x2+y2

A tedy

Qu— P, —y%+ ywaeltyitaey oy
r Y a/TZ+ 42 + 22 + 12 /22 + 32
y(@® +y?) +ayy/a? + 2—:y(ﬂc\/ﬂc2er“rw“rlﬁ)
(x\/x2+y2+x2+y2> Va?+y?

/ / ydady
M

:y2

A tedy dostaneme integrél jako
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Pi. 373 Pomoci Greenovy transformugjte kiivkovy integrdl
[+ wre = (2 42y
c

kde krivka C je obvod trojihelnika [1,1], [3,2], [2,5] orientovand v kladném sméru.

Kiivka C splituje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(z,y) = (z + v)%,Q(z,y) =

—22 — y2. Navic mime

Qm:*2m
Py:2(33—|—y)

// —4x — 2ydady
M

kde M je trojihelnik, ktery je dén jako prinik pifmek y = £ (z + 1), y =4z — 3, y = =3z + 11.
Integral tedy dostaneme jako dvojnasobny integrél

2 pde—3 3 p—3z+l11
/ / —4x — 2ydydx + / / —4x — 2ydydx
1 1';»1 2 1';»1

A integral dostaneme jako
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Pi. 374 Pomoci Greenovy vypoctéte krivkovy integrdl
/ —2lyde +xy’dy  pro C:a’4+y*=A4%2A4>0
c

krivku orientovanou v kladném sméru.

Kiivka C splituje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(z,y) = —z2y, Q(z,y) = xy>.

Dostavame integral
J[ v catyanay,
M

kde M je déna jako 22 + y?> < A2. Vyuzijeme transformace do poldrnich soufadnic, abychom

dostali , N A
™ 4 A4
/ / p* - pdpdp = 21 {p] =
o Jo 41, 2
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Pi. 375 Pomoci Greenovy vypoctéte krivkovy integrdl

2 2
/C(:c+y)da:—(x—y)dy pro C’:%—F% =1,A>0,B>0
krivku orientovanou v kladném sméru.

Kiivka C spliuje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(z,y) =z +y, Q(z,y) =y —z.
Dostavame tedy integral
/ / —1 — 1dzdy,
M

kde M je déna jako %22 + %z < 1. Vyuzijeme transformaci do zobecnénych poldrnich soufadnic
x = Apcosp, y = Bpsingp, |J| = ABp, ¢imz dostaneme

2m 1 pg 1
—2/ / ABpdpdp = —4ABw [] = —2ABw
o Jo 2 1o
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Pi. 376 Pomoci Greenovy vypoctéte krivkovy integrdl

/ e”(1 — cosy)dx — e"(y — siny)dy,
C
kde C je krivka s kladnou orientact, kterd ohranicuje mnoZinu 0 < x < m, 0 < y < sinz.

Kiivka C spliuje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(x,y) = e"(1 —cosy), Q(z,y) =
—e%(y — siny). Dostavame tedy integrél

// —e”(y —siny) — e”sinydady = —// ye” dady,
M M

kde M je dana skrze 0 < x <7, 0 < y < sinz. Poc¢itame

T sin T 9qsinx 1 T
7/ / yezdydx:f/ e’ [y ] dx:ff/ e® sin? zdx =
o Jo 0 2 ]y 2 Jo
1

T 1—cos?2 1. .- 1 (7
:_5/0 o #dw:—z[ew]ﬁz/o % cos 2zd =

= |2x per partes | = —(1 —e™) + = e”(2sin 2z + cos 2x) _
4 4 5 .
1 e"—1 5—Fe"4+e"—1 1—e¢F
:71_ ™ _ _
21—+ —5 o g

%
o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 B
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Pi. 377 Pomoci Greenovy vypoctéte krivkovy integrdl
/ e~ cog 2zydr + e~V gin 2zydy,
c

kde C je kruznice x® + y? = A2

Kiivka C spliiuje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(x,y) = e~ cos 22y, Q(z,y) =
e~V sin 22y a tedy

Qs = —2x e~V gin 2zy + 2y e~ cos 2zy
P, =2y e~ og 2xy — 2x e~ " gin 2xy

Dohromady pak dostdvame @, — P, = 0, a proto poc¢itame integral

/ / 0dxdy,
M

kde M je déna jako 22 +1% < A2. Vzhledem k povaze M, zavedeme polarni soufadnice, abychom
dostali

A 27 A A
/ / O-pdgpdp:/ [K]g”dpz/ K—-Kdp=[K|j =K-K=0
0 0 0 0

Coz jsme samoziejmé védéli jiz z definice integrélu [f,, Odzdy.
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Pi. 378 Rozhodnéte, o kolik se lisi integrdly
/ (z+y)*de — (z —y)’dya a / (z +y)*dz — (z - y)*dy
Cl CZ

kde Cy je tisecka spojujici body [1,1], [2,6] a Cq je parabola y = ax?® + bx + ¢ spojujici body [1,1],
[2,6] a navic prochdzejici bodem [0, 0].

Nebot je Cy orientovana kladné a O zéporné, dostédvame

Rozdil integralu muzeme tedy dopocitat Greenovou vétou jako

//M —2(x —y) — 2(x + y)dedy = — //M 4xdzdy,

kde M je ohranic¢end piimkou a parabolou, které spojuji body [1, 1] a [2,6].
Tyto nalezneme jako y = 5z — 4 a y = 222 — x. Po¢itdme tedy integral

2 Br—4 2
—// 4xdydy:—/ 4x[5x—4—2x2+x]dx:
1 J2z2—2 1
2
— / 82% — 242% 4 16xdz = [22* — 8% + 82°]° =
1

=32-64+32—(2—8+8)=—2

Rozdil mezi integraly je tedy 2. VySetfovand mnozina vypada jako
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Pi. 379 Vypoctéte krivkovy integral
/ (e"siny — By)dz + (e cosy — B)dy
c

kde C je horni pilkruznice x* + y* = Ax orientovand kladné a A > 0, B > 0.
Abychom si usnadnili vypocet, spo¢teme kiivkovy integral I; pres usecku D, kterd spojuje body
[0,0] a [A,0]. Poté spocteme Greenovou vétou integrél I pres kiivku C' U D a nakonec hledany
integral I dostaneme jako rozdil I = I — I.

Usecka spojujici body [0,0] a [A,0] je jednoduSe parametrizovand jako x = ¢, y = 0, pro
t € [0, A]. Dostdvdme tedy hned

A A
11:/ (etsinO—B‘O)'1+(etCOSO_B)'Odt/ 0dt =0
0 0

Nésledné mame P(z,y) = e*siny — By, Q(z,y) = e cosy — B a

Q. = e“cosy
P,=¢"cosy— B

/ / Bdady,
M

kde M je déna jako z? + y? < Az, y > 0. Zvolime tedy poldrn{ soutadnice z = pcosy + 4,
y = psing, kde p € [0, A/2], ¢ € [0, 7]. Dostaneme

!

7 ¢ehoz mame

NS

A
272

pdpdy = Br [;)2}

B A?B7n

B
8

S~

0
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Pi. 380 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkou C danou jako
x = Acost, y = Bsint, prot € [0,2x], A > 0,B > 0.

Vidime, ze kiivka je parametrizovand kladné a jednd se o elipsu. Hleddme P(z,y) a Q(z,y) aby
Q. — P, = 1, pro néjaké K € R. Muzeme tedy volit Q(z,y) = x, nebo P(z,y) = —y, nebo
P(z,y) = —y/2 a Q(z,y) = x/2. Plochu tedy dostaneme skrze

2m 2m
1 3 2t
/ xdy = AcostBcostdt = AB/ &dt =
c 0 0 2

= ABr

. 2
2
— AB7 + AB {Sm t]

0
Jinou volbou bychom ekvivalentné dostali

27 27 o
—/ ydz = _/ Bsint(—Asint)dt:AB/ 1ocos2ty, -
c 0 0 2

= AB7

. 27
— ABr+ AB |:_Sln2t:|

0

400



Pi. 381 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkou C danou jako
x = Acos®t, y = Bsin®t, prot € [0,2n], A>0,B > 0.

Vidime, ze kiivka je parametrizovand kladné a Ze se jednd o asteroidu. Hleddme P(z,y) a Q(z,y)
aby Q, — Py = 1, pro néjaké K € R. Muzeme tedy volit Q(z,y) = x, nebo P(z,y) = —y, nebo
P(z,y) = —y/2 a Q(z,y) = /2. Plochu tedy dostaneme skrze

2m
/ xdy = Acos®t - 3Bsin?t costdt = 3AB / cos® t sin? tdt
c 0

Zvolime-li v8ak jinak P,(Q muzeme dostat

1 1 2
3 / —ydy + zdy = 3 / 3ABsin* t cos® t + 3ABsin? t cos* tdt =
c 0

AB [*T 4 AB [T AB [?*™ 1 — cos4t
= 3— sin®tcos?tdt - — = 3— sin? 2tdt = 3 / cos dt =
2/ 4 8 /o 8 Jo 2
3AB  3AB [sin4t]*™ 3AB
= m — = T
8 8 8 |, 8

Kiivka pro A = 1, B = 1 ohrani¢uje mnozinu
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P¥. 382 Uzitim kifivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené skrze (x +y)? = Ax a
osuzx, pro A > 0.

Nejdrive nalezneme pruseciky krivek (r +y)? = Az a y = 0. Dosazenim mame 2% — Ar =
x(x — A) = 0. Cést hranice je tedy déna jako © =t, y = 0, pro t € [0, A]. Coz spocitdme jako

A
11:/ xdy:/ t-0=0
Cl 0

Nynf chceme parametrizovat zbylou st kiivky. Z nerovnosti 0 < (z + y)? = Az vidime pro
A >0, ze > 0. Vyjadifme-li y = v/ Az — z, vidime, Ze kiivka se skldda ze dvou funkei. Cést
y = —V/Ax — x prochézi bodem [0,0] a nasledné je vzdy zdpornd, a proto nikdy znovu osu z
neprotne.

Tedy nés zajima pouze ¢ist y = v Az — x, kterd pro & — oo davé y — —oo a proting osu z v
bodech [0,0] a [A,0]. Z toho vidime, Ze kiivka se nachézi na intervalu [0, A] nad osou x. MuzZeme
tedy brat kiivku z = ¢, y = VAt —t, pro t € [0, A], kterd je zdporné orientovand. Pocitdme

A
A 2 2 2
2V At3 A 2V A4 A
12=/ —ydx:/ VA | D VAR A =-Z
o 0 23 |, 2 3 6
A2

Vzhledem k zdporné orientaci tedy celou plochu dostaneme jako Iy — Iz = 4.

Implicitné dana funkce ndm udava kiivku

0.5 A

-1.5 1
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Pi. 383 Uzitim kiivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené skrze x> + y> = 3Axy,
pro A > 0.

Nejdiive potiebujeme nalézt vhodnou parametrizaci. Polozime-li y = tx a dosadime-li, dostaneme

23+ 323 = 3Ata? = 2% (x + xt® —3At) =0

Odvozenim tedy méame, ze x = %, y= i’ﬁi Déle si v§imneme, Ze pro t > 0 dostavame z > 0,
y >0 a pro ¢t =0 bod [0,0]. Navic pro t — oo je x — 0, y — 0. Dostaneme ohrani¢enou plochu
pro t € [0,00).

Plochu mnoziny tedy ziskdme jako

> 3A4t%2 64 — 3A¢3 o 2 ¢3
—/ydx:—/ 3 32dt:_9A2/ — 3t =
c o 141 (1+t) 0 +
2=1+1¢

3—z 1 3
_ 2 _ 2= 92 _

31\ 3 342
=342 (lim (= — ) -2 41)=-22
3 <z3§o <2z2 z) 2 " ) 2

Nebot nam vsak vysel obsah zdporny, vidime, Ze dand parametrizace je zaporné orientovani.

Vskutku, pro malé ¢ je y(t) vétsi, nez pro velké t. Obsah je tedy #.
Implicitné dana funkce nam pro A = 1 udava kiivku

-2 -1 0 1 2 3

403



Pi. 384 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené skrze x3 + y3 = z2 4+ y?
ar>0,y>0.

Najdeme priisecéiky s osami. Pro y = 0 dostaneme 23 — 22 = 2%(z — 1) a pro = 0 dostaneme
y3—y? = y*(y—1) = 0. Navic pokud parametrizujeme kiivku v poldrnich soufadnicich dostaneme
02 cos® o+ p?sin® p = p? cos? p + p?sin? ¢
p* = p*(cos®  + sin’ p)

1
cos3 ¢ + sin® ¢

Tedy mnozina obsahuje body kiivky, navic vSak jesté pocatek, ktery dostaneme pro p = 0.

Dalsi parametrizaci ziskdme, polozime-li y = xt a dosadime x3(¢> + 1) = 2%(t? + 1) z ¢ehoz
241 y = 4t
. 1 Bl
[0,1]. Resime tedy integral

o Bttt — 32+ 2 R+ +3t—2
/—ydx:/ s i dt:/ E+DE+3t-2)
c 0 tB3+1  (3+1)2 o (t3+1)3

opét ziskdme x =

Pro ¢t = 0 dostaneme bod [1,0] a pro t — oo dostaneme bod

Vzhledem ke tvaru jmenovatele muzeme pouzit G-O metodu a integral se tedy rovna

P@t) 17 [ Q@)
[(t3+1)2L + 0 t3+1dt

Kde P(t) je nezndmy polynom stupné 5 a Q(¢) nezndmy polynom stupné 2. Metodou neuréitych
koeficientu bychom dostali

4P 4t 83 —2 — 9t — 2] 1/°°t—|—1
6(13 4 1)2 0 0
1 2

W= Wik ON
=~
3

_|_7
93

Implicitné dand funkce udéva kiivku
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Pi. 385 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy jednoho oblouku cykloidy x = A(t —
sint), y = A(1 — cost), pro t € [0,27].

Vidime, Ze y > 0 na intervalu (0,27) a y = 0 pro ¢ = 0 nebo ¢ = 27. Proto je plocha ohrani¢ena
cykloidou a osou x. Prvnf ¢dst kiivky je tedy dand jako x =t, y = 0, pro t € [0, 2A7]. Pocitdme

tedy
2AT
Ilz/xdy:/ t-0dt =0
c 0

Druha ¢ast kiivky je pak dana jako

27 2w
I, = / xdy = / A(t —sint) Asintdt = A? / tsint — sin® tdt =
C 0 0

. 9 1 —cos2t
= |per partes a vzorec, sin”t = — =
(cosz + 2)sinz — z(cosz +1)]>"  —dr )
= — — 71_
2 o 2

A nebot je tato parametrizace zaporna, dostavame plochu 27.
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Pi#. 386 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené evolventou x = A(cost+
tsint), y = A(sint — tcost), pro t € [0, 27].

Pocitame integral

27
/ xdy = / A(cost + tsint)A(cost — cost + tsint)dt =
c 0
2™ tsin 2t + t2(1 — cos 2t)
2

| tos A2 [263 — 6tcos2t — (32 — 3)sin2t]°" A2 1673 — 127
= €r partes| = — -
perp 2 6 . 2 6

dt =

27
:Az/ tsintcost+t2sin2tdt:A2/
0 0

472 -3

= A?
T3
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11 Plosny integral 1.druhu

Necht S je po ¢astech hladkd plocha dand jako x = a(u,v), y = B(u,v), z = y(u,v), pro
[u,v] € M a f(zx,y, z) je spojitd ve vSech bodech plochy S. Potom plosny integral prvniho druhu
muzeme prevést jako

J[#@w21as = [[ ratu).pu0).500)VEG =~ Fauds

ox\? oy 2 02\?
e=(5) + (o) +(3)
o\ 2 oy 2 02\ >
o=(5) +(5) + ()
B 0%x . 0%y n 0%z
T Qudv | Oudv - Hudv

kde

F

Speciélneé je-li z = g(z,y) funkce proménnych x,y, pak dostdvame

//s f(z,y,2)dS = /M f(ﬂc,y,g(x,y))\/l + (22)2 + (g;>2dxdy.
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Pr. 387 Je ddna plocha S : z =6 — /22 +y2, y < 0. Spoététe velikost jeji normdly.

Plocha S je ddna explicitné. Chceme tedy urcit normalovy vektor n = (—%7 —g—;, 1) . Dostavame
tedy

n= i Y 1].
\/x2+y27 \/x2+y27

Velikost tohoto vektoru pak dostaneme jako

22 2
|n|\/ +- LY _L1=2

x2+y2 x2+y2
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Pi. 388 Vypoctéte plosny integral

[ [ aas

pokud je S :a? 4+ 9y?=4,0<2<3,2>0,y>0, z>0.

Zde neméme explicitni vyjadieni nékteré proménné vici ostatnim. Musime tedy plochu S vhodné
parametrizovat. Nebot plocha S je ¢asti vdlcové plochy, vyuZzijeme vhodné vélcové soufadnice
T = pcosy, y=psing, z = z.

Dosazenim do rovnosti a nerovnosti dostaneme, ze z € [0, 3], p? cos® p + p?sin p = p? = 4,
psing > 0apcosye > 0, z ¢ehoz plyne ¢ € [0, 7/2]. Plochu tedy mdme vhodné parametrizovanou
na M : [0,7/2] x [0, 3] pfes © = 2cosu, y = 2sinu, z = v.

Nésledné spocitame

A dy 2 92\ 2 . 9 2
E_(6'u> +<6u) +(8u> =4sin“u+4cos*u =4

oz \> ay\> 0z\> 9
6= (5) +(5) +(5) —ororr=1

0%x 0%y 0%z

F:8u80+8u8v+8u8v =0+0+0=0

Dostavame tedy integral

3 4z z
// 4cosusinuy/4 -1 — 0dudv = 4/ /2 sin 2ududv = 12 { o’ 2“} =
M 0

0 2 0

=12—— =12
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Pi. 389 Urcete povrch rotacniho paraboloidu z = 6 — 22 — y? nad rovinou z = 0.

ff

Kde plocha S je dana explicitné z ¢ehoz mame

// 11 + 422 + 4y2dzdy
M

Chceme pocitat plochu

Potfebujeme jesté urcit mnozinu M, ta je ddna ohrani¢enimi z = 6 — 22 — y% a z > 0 z éehoz

dohromady mame M : 22 +y? < 6. Vzhledem k tvaru mnoziny M a integrované funkce, zavedeme
polérni soufadnice & = pcos @, y = psinp, pro p € [0,1/6], ¢ € [0,27]. Dostavame

2 V6 2
t=1+4+4p

\/ 2 _
/0 /0 0 1+4pdpd<p—’ dt = 8pdp

25
.7 [2\/t>3‘| ™ 621

=2 (125—-1) = —
413 g U -U=73

on [25
_ T Vidt =
8 i

1
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Pi. 390 Urcete povrch hornd édsti sféry 2% +y? + 22 =4, 2 > 0.

[/ 1as.

Potfebujeme parametrizovat plochu S. Zde muzeme vyjadiit z = /4 — 22 — y2, nebo vyuzit
sférické soufadnice, nebot se jednd o &ast sféry. Dostaneme x = 2cosusinv, y = 2sinusinwv,
z = 2cosv, pro u € [0,27], v € [0,7/2].

Pro prvni variantu uréujeme

/Y Y
mMV4—a2—y2 4—a2 92 ey = M 4—m2—y2xy

Zde musime uréit mnozinu M, ta je vsak déna jako z2 + y? < 4, coz snadno vidime, pokud si
predstavime plochu S. Nésledné volime transformaci do polarnich soufadnic a dopoc¢teme

01
:—2%/ —dt =
4 \/i

Pocitame

t=4—p? ’

27 2 2p
————dpdp =
/0 /0 /4= p? pay ‘dt2pdp
4
= 2r [2vE] =s8r

Pro druhou variantu musime urcit

2cosusinv 2sinucosv .
A=| Y Yo | . = —4cosusin?v
Zu 2y 0 —2sinv
z z 0 —2sinv . .
B=|"" "= . ) = —4sinusin®v
Ty Ty —2sinusinv  2cosucosv
Ty T —2ginusinv  2cosucosv .
C=|"" ""|= . . = —4sinvcosv
Yu Yo 2cosusinv  2sinwcosv

Dohromady tak dostavame

VA2 + B2 +C2 = V16 cos2 usin® v + 16sin2 usin® v + 16sin v cos2 v =
= \/168111411 +16sin®v (1 —sin*v) = V 16sin® v = 4|sinv|

Dostavame tak integral

2T z z
// \/A2+BQ+C’2dxdy:4/ /2 |sinv|dvdu:87r/2 sinvdv =
M o Jo 0

= 8 [— cos 11]0% =8

V zavislosti na tvaru integrované funkce a plochy S muze byt jeden ze zvolenych piistupu
jednodussi, nez druhy.
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Pi. 391 Vypoctéte plosny integral

// ﬁds

kde S je édst vdlcové plochy x> +y> = R?, 0<2<H,x>0,y>0, R>H >0
Chceme parametrizovat ¢ast vélce, proto volime vélcové soufadnice. Tedy * = Rcosu, y =
Rsinu, z = v, kde u € [0,7/2], v € [0, H]. Nésledné muzeme pocitat

A= Z“ Z" ‘:‘ RCSSU (1) ’:Rcosu
|z oz | 0 ) .
b= Ty Ty ’_‘ —Rsinu 0 ‘—Rsmu

Ty Ty | | —Rsinu 0|
= Yu Yo _‘ Rcosu 0 ’_0

Dohromady dostaneme v A% + B2 + C2 = R a tedy
\/A2 + B’ +C7 r (2 R
— 2 dudv = 5 72du
VR - O R\1- (%)

== gR [arcsin (%)}: % arcsin (g)
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Pi. 392 Vypoctéte plosny integral

/ / x? +y2dS,
S

kde S je ddna jako 2% = 9(z? +y?), -1 < 2z < 2.

Plochu S muzeme explicitné vyjadrit jako z = +£3+/22 + y2 a integral spocitdme jako slozenf
dvou ploch S1 2z =3yx2+4y% 0 < z < 2, kterou parametrizujeme jako z = u, y = v a
M i u?+10% < 4 . Druhou parametrlzujeme jako So 1 z = =3y/2? +y?, —1 < z < 0, kterou
parametrizujeme Jako r=u,y=vaMy:ul+v?< 1

Prvni integral tedy dostaneme jako

/ 2
I, = // 2y 1+ 9x2 + 9:‘2} dzdy // (22 + y*)V1 + 9dady
My ty M,

Pouzijeme-li polarni souradnice dostaneme

27 % p4 % 16
L=V 10/ / p* - pdpde = 2V/107 | = | = V10m—
0 0 4 162

0

Druhy integral dostaneme jako

27 i
I, = \/E// (2% + y*)dady = \/E/ /3 pidpdy =
Mz o Jo

:2\507?[2] \ﬁﬂ—

o 162

Dohromady tedy mame /107 4L 162

Druhou moznosti je vyuzit polarni soufadnice a parametrizovat plochu S jako x = wcoswv,
y = usinv. Z ¢ehoz ziskdme 2% = 9u? a dostaneme opét dvé plochy S; : u € [0,2/3], v € [0, 27]
aSy:u€(0,1/3], v €l0,2n].

A= ZZ ?Z _ Sil; ucgsv (1) £ 3ucosy
b= Xy Xy | | cOSU  —usinv | (—1) £ 3usinv
O —=|%u Fo | _|COSU —U sinv
| Yu Yo | | sinv  wcosv |

A tedy VAZ + B2 + C2 = v/9u2 cos? v + 9u2 sin® v + u2 = v/10u. Coz ndm d4 integrély

2m % 2T %
/ / u? - V10ududv  a / / u? - V10ududv
0 0 0 0

Vidime, ze dostavame stejny vysledek jako v pfedchozim ptipadé.
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Pr. 393 Vypoététe obsah plochy S : z = /22 +y2, 2 <7,y > —gx, y > /3x.

J[ s

kde parametrizujeme x = u, ¥y = v, z = Vu2 +v2 a mdme mnozinu M : 49 > 22 = u? + v?,
v > —?u, v > v/3u. Integral tedy pocitdme jako

\/1 u? Y dedy =3 [ 1ded
//M T TS //M o

Pottebujeme tedy urcit plochu mnoziny M. K tomu opét vyuzijeme polarnich soufadnic p € [0, 7]
a urcime

Pocitame integral

psinp = \/gpcos<p:>tggo =3
V3

. V3
psing = —?pcosgo = tgp = —?

a proto vyhodnotime-li, které ihly patii do M, dostdvame ¢ € [7/3,27/3]. Celkem mame integral

TrE Vor 217 497
o[ [ ] -2
0 Js papdp 3 2 |, 372
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Pi. 394 Vypoctéte plosny integral

/ / x? +y2dS,
S

kde S je ddna jako 2z + 3y +z =6, 22 +y* < 1.

Parametrizujeme plochu jako = u, y = v, z = 6 — 2u — 3v pies mnozinu M : u? + y? < 1.
Dostaneme tedy integral

// (x2+y2)\/1+4+9dxdy:\/ﬁ// z? + y2dzdy
M M

Coz pii pouziti polarnich souradnic da

1 p2m 471
V14
”14// P op=2vln |2 = Y8
o Jo 4], 2
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Pi. 395 Vypoctéte plosny integral

/ / x? +y2dS,
S

kde S je ddna jako 2> +y> =1, 0 < 2 < 6 — 2z — 3y.

Nebot se jednd o éast valcové plochy, vyuzijeme valcové soufadnice. Dostaneme tak = = cosu,
y=sinu, z=wv, prou € [0,27] a 0 < v <6 — 2cosu — 3sinu. Déle spocitdme

A— | Yu Yo |_ | cosu 0 ’:cosu
Zu % 0 1
1 .
B=| ™ *|= ‘ O ’ =sinu
Ty Ty —sinu 0
C— Ty Ty | _ | — sinu 0 —0
Yu Yo cosu 0

Integrél tedy dostaneme jako

// (cos® u + sin® u) Vcos? u + sin? u + 02dudv = // ldudv =
M

M

27 6—2cosu—3sinu 27
:/ / ldvdu:/ 6 —2cosu — 3sinudu =
0 0 0

= [6u — 2sinu + ?)cosu]g7r =127
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Pi. 396 Vypoctéte obsah plochy S : z = 222 +2y%, y > 0, z < 4.

Plochu mame danou explicitné a proto pocitame integral

/ /M V1 + (42)2 + (4y)2dady

Mnozinu M méme danou jako 4 > 222 +2y2, y > 0 a proto y < V2 — 22, kde = € [—\/i, \/5]
Je déna jako horni polokruznice s polomérem /2. Opét transformujeme integral do polarnich
soufadnic p € [0,v/2], ¢ € [0, 7]. Pocitdme tedy

V2 T 2
t=1+4 16p

2
/0 /Op\/1+16pdg0dp—' dt = 32pdp

T | 2VEd . s
[ L =@(33\/§—1)

33
Y
_T fdt =
3 ) Vi

“ 32| 3
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P¥. 397 Vypoctéte obsah plochy S : 2 = /a2 +y2, 2% +y? < 2y.
ucosv, y = usinv, z = u, pro

Parametrizujeme plochu skrze polarni soufadnice jako x
u? < 2usinw. Tedy v < sinv, ale navic nebot « > 0 mdme také sinv > 0 a proto v € [0, 7].

sinv  wcosv

A=| Y Yo | = = —UCosV

Zu  Zu 1 0

2y 2 1 0 .
B=|"" "= . = —usinv

Ty Ty cosv —usinv

C—| %u Tv|_|coSv —u sinv
Yu Yo sinv  ucosv

Pocitdame tedy integrél

T 2sinv
/ VuZ cos? v + u? sin® v + u2dudv = \/5/ / ududv =
M o Jo
T 27 2sinv T in 2 T
=2 * dv =2v2 sin? vdv = 2v/2 g _smey
o L21o 0 2 4
Druhou variantou je parametrizovat plochu jako z = u, y = v a z = Vu2 + v? ¢imz dostaneme

=Vor

0

u? v2
// 1+ 55—+ — 2dudv:\@// dudv
M us +v u® +v M

Kde staéi spoéitat pouze obsah mnoziny M, ta je viak ddna jako u?+v? < 2v = u?+(v—1)2 < 1.

Tedy se jedné o obsah jednotkové kruznice, ktery je jednoduse .
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Pi. 398 Vypoctéte obsah plochy S :2x+3y+2=6, x>0,y >0, z>0.

Plocha S je ddna explicitné pies mnozinu M : x > 0, y > 0, 2z + 3y < 6.
Dostavame

6—

32.7: 3 _2
dydxzx/lél/ 6 3 Tde =
0

//M\/1+4+9dxdy=\/ﬁ/03/0

23
_ 18 —
\/ﬁ{&cg)x} - 14¥:3\/ﬁ
0
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Pr. 399 Vypoctéte obsah plochy S : z = /222 +2y2, 2 >0,y >0, z < 1.

Plocha je ddna explicitné pfes mnozinu M : 222 + 2y < 1. Mame tedy integral

// . s dd—\/ﬁ//dd
M 222 4+ 2y% 222 4 292 = M i

Mnozina M je ¢tvrtina kruznice s polomérem % Proto je celkovy obsah \/3%2 =

\/gﬂ'
g -
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Pi. 400 Vypoctéte

/ zdS,
s

kde S je ¢dst plochy 22 +2% = 2Az, A > 0, kterd je ohranicend prinikem s plochou z = \/x2 + y2.

Nebot se jednd o éast valce, parametrizujeme plochu jako z = Acosu, z = Asinu + A, y = v.
V fezu pro y = 0 vidime, ze u € [0, 7]. Hodnota v vSak zdvisi na u. Vyjddiime ohranic¢eni jako

y=+Vz2 — 22 = £ A2+ 2sinu. Déle dopoéitdme

| Yu Yo | _ 0 1y
A= Zu %y _' Acosu 0 ’_ .
Zy %y | | Acosu 0|
B = A _‘ —Asinu 0 ‘_0
C—| T T |_ —Asinu 0 — Asinu
Yu Yo 0 1

Mame tedy integral

AV2+2sinu
// A(sinu+1) - Adudv—AQ/ / (sinu 4 1)dvdu =

AV242sinu
—Z\TA?’/ v (sinu + 1)3du

smu-cos(u—l—w/Q) ‘_
2 2 4 2
—2\fA3/ ”cos6 u+7T —2\[143 cos ( ui_ﬂ-) du—2\/§A3/ COSS( uz—w) du =

COS u = 1+cgb2u
2
4.0 )w) ‘4\TA3/ —2dt — 4fA3/ —2dt =

4

sm

= §COS

i :
= 4243 [t —

t3 2 f 3 t3 %
— | —aV2A - =
3}1 [ 3]

ks
2
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Pi. 401 Vypoctéte

T+ y + zdS,
s

kde S je plocha x2 + y? + 22 = A%, 2 > 0.

Parametrizujeme plochu jako x = Acosusinv, y = Asinusinv, z = Acosv, pro u € [0, 27],
v € [0,7/2]. Navic

Acosusinv Asinwucosv .
A=| Y Yo |- : = —A2%cosusin®v
Zu  Zu 0 —Asinv
Zu 2 0 —Asinwv . .
B=|"" "= . . = —A2%sinusin?v
Ty Ty —Asinusinv  Acosucosv
| %y %y | | —Asinusinv Acosucosv | 2 . .
C = = . . = —A“sinvcosv
Yu Yo Acosusinv  Asinucosv

Pocitame tedy

A // cosusinv + sinusinv + cosv\/A4(sin4 v 4 sin? v cos2 v)dudv =
M

27 5
= A3 / / ((cosu + sinu) sinv + cos v) sin vdvdu =
o Jo

27 z
2 2
= A3 / cos u + sin udu/ sin? vdv + 2A37T/ cosvsinvdv =
0

0 0

2 1 t2 1
= 43 / sin? vdv [sinv — cos v]" + 2A37r/ tdt = 2437 [ } = A%n
0 0

0
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Pi. 402 Vypoctéte

/ x? +y2dS,
s
kde S je povrch télesa ohraniceného \/x2 +y? < z < 1.

Plocha S je sjednocenim dvou ploch S; : z = 1, pies mnozinu M : 22 +y?> < 1 a S,
22 + 92, také pies mnozinu M : 22 + y? < 1. Prvni integrél tedy dostaneme jako

1

27 1 4
11:// (x2+y2)\/1+0+0dxdy:/ / p* - pdpdp = 21 [i} =
M o Jo

T
0 2

Druhy integral spoc¢itame jako

.172 yg 27 1
I, = 224+ y2) )1+ + dxd:ﬂ//3dd=
? //JM( v) 2?2 +y? w24 y? Y 0 op pev
™

R

Dohromady tedy méame % +

(NI}
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Pi. 403 Vypoctéte

LS

kde S je povrch télesa ohraniceného r+y+2<1, x>0,y >0, 2> 0.
Plocha S se sklada ze ctyt ¢asti. Jsou to
Si:x=0,pres M1 :y+2<1,y>0,2>0
Soy=0,ples My:z+2<1,2>0,2>0

S3:z=0,ptes Mg :xz+y<1,z>0,y >0
Spiz=1l—x—y,presMs:z+y<1l,xz>0,y>0

Pocitame
L 050 Lty g Ll—y
11:// —_— 1—|—0+0dydz:/ / 7dzdy:/ ——=dy =

my (T+y)? o Jo (1+y)? o (1+y)?

1 1

-1 2 2
= —t ——dy=|-In|l+yl ——| =—In2-1—-(0—-2)=1—-1n2

/ol+y T+y2? [ nft+yl 1+y]o =2

1 1 1—2z 1
Is = —_— = —_ =1—-1In2
2 //Mz 1+2)? dzdz /0 /0 it x)zdzdx n

1 1 1—x 1
L=[] — 1 qeay= b gde=
3 //M (Itaty? /0 /0 (Itaty? /™
1 1

1 o | 1 L
:/ [—} dx:/ ——+ dx:[ln|1+x|—§} =
0 1+z+y], 0o 2 14z 210

1 1
I = - T¥i+idedy= 3L =3 (m2- =
f //M3(1+z+y)2\/ 11+ 1dady = V315 f(n 2)

Dohromady tedy méme 2 —2In2+ (1+v/3) (In2— 1) = 3*2‘/5 + (V3 —-1)In2.
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Pi. 404 Vypoctéte

// |zyz|dS,
S

kde S je édst plochy z = x2 + y?, kterd je ohranicend rovinou z = 1.

Plocha je déna explicitné pres mnozinu M : z2 + 3% < 1. Poéitdme
1 2
// lzy(2? + y?)| V1 + 422 + dy2dady = / / plp* cos psin | /1 + 4p2dpdyp =
M o Jo
2m 1 2
t=1+14
:/ |cos<psin<p|d<p/ ,05\/1—|—4p2d,0:‘ T ap
0 0

dt = 8pdp

i . 1%t —1)? 1! ° 5/2 3/2 | 41/2
=4 cos @ sin gadcpg Vidt = — sds tore =2t ¢t/ 2dt =
0 1 1

16 32 Jo
L [T a2 232)7 12551
64| 7 5 3 1, 420
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Pi. 405 Vypoctéte

/[ 215

kde S ddna jako x = ucosv, y = usinv, z = v, pro u € [0, A], v € [0, 27].

Plochu mame parametrizovanou, spocitdme pouze

: sinv  wucosv .
A= | Yoo =sinwv
Zu 2o 0 1
z z 0 1
B=|"" "= . = —Cosv
Ty Ty cosv —usinv
C—| % Tv|_|cosv —u sinv |
Yu Yo sinv  ucosv

Proto pocitame integral

27 A
// v\/sinzv—i—coszv—&—u?dudv :/ vdv/ V14 u2du =
M 0 0

_ 27127 parctg A /102y g2 [arctg A %
| wmrwe | [”] \/+27gdt:”/ VZeAT
du = 57 21y Jo cos?t 2 Jo cos®t
_ 27T2 tg A 1 4 — 27T2 arctg A &Stdt _ s — sint _
o  cos3t 0 costt ds = costdt
sin arctg A ds A
:27r2/ ———— = |sinarctg A = ——
0 (1= )2 N/ eE | 1‘
A
VaZin 1 1 1
= 27T2/ + S =
41 -35) 41— s) 41+ ) (1 +5)2
§ 1
:7;[—1n|1—5|—|—1n|1+5| ]
O R = v (VA4 A 2
" |m \/Aj+1 \/Ai-;l _r n @ _
2 I-7oml - %a 2 W_A A7+1

| 3,

<1n(”A2 +A 4 2AVAZ ¥ > ln\/A2 1+ A)+ AVA2 ¥ )

A2 +1—
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Pi. 406 Vypoctéte hmotnost paraboloidu z = %(:102 +9?) pro z € [0,1] a jeho# hustota je ddna
funke? h(x,y,z) = z.

Hleddme-li hmotnost télesa, poc¢itame plosny integral

//S h(zx,y,z)dS.

Plocha je déna explicitné pres mnozinu M : 22 + 32 < 2. Po¢itdme tedy rovnou

IZ + y2 1 2 V2 )
/ e =g [ [ VT s -
M 2 2 0 0

_| #=1et | v 244 — AR _
_‘tht:2pdp -7 Tt(t—l)\/tidt—w1 t* —2dt =
B N A VE
S5 3], 5 ™15
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Pi. 407 Vypoctéte hmotnost polosféry x2 + y? + 22 = A2, z > 0, jejiz hustota je ddna jako

z

h('r7y72) - A

Hleddme-li hmotnost télesa, poc¢itame plosny integral

//Sh(x,y,z)dS://S %dS

Plocha je déna explicitné, pies mnozinu M : 22 4+ y? < A?, proto mlizeme rovnou poéitat
J Y

// [AZ — 42 — 42 L 22 Y2
M A A2 — 2

—y2+A2—J}2—

7 dedy =

2 _ 2 42 2 _ p2 2 2 2
L [ [
M

_$2_y2

Tedy se jednd o obsah kruznice s polomérem A, hmotnost je tedy A?r.
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12 Plosny integral 2.druhu

Necht S je hladky kousek plochy parametrizovany jako z = a(u,v), y = B(u,v), z = v(u, v), pak
normélovy vektor v bodé [z,y, z](u,v) je ddn jako

n = £(A(u,v), B(u,v),C(u,v)),

Ty Ty
Yu Yo

Ry R
Ly Ly

Yu Yo

Zu Ry

, C(u,v) =

A(u,v) = , B(u,v) =

Necht S je hladky kousek plochy parametrizovany jako z = a(u,v), y = B(u,v), 2 = y(u,v)
pres mnozinu M, pak plosny integral druhého druhu muZzeme prevést jako

//S P(z,y,2z)dydz + Q(z,y, z)dedz + R(z,y, z)dady =
=4 //M P(a(u,v), B(u,v),y(u,v))A(u, v) + Q(a(u,v), B(u,v), y(u,v))B(u,v)+
+ R(a(u,v), B(u,v),y(u,v))C(u,v)dudv
kde znaménko odpovida znaménku norméalového vektoru
n = +(A(u,v), B(u,v), C(u,v))
Je-li funkce z = f(z,y) ddna explicitné, pak dostdvéame

n= (_fa:a _fya 1)
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Pi. 408 Spoctéte integrdl
// xdydz + ydzdz + zdady,
s

kde plocha je ddna jako S : x*> +y? =1, pro z € [0,1] a normdle m#ii vné.

Plochu S orientujeme jako x = cosu, y = sinu, z = v, pfes mnozinu M : u € [0,27], v € [0,1] a
dale

0
A | Yu Yo |_| cosu _
Zu 2o 0 1 cost
B=| % * |_ 0 =sinwu
Ty Ty —sinu 0
| ®Tw Ty | | —sinu O |
¢= Yu Yo _‘ cos u 0‘_0
Smér vektoru (coswu,sinw,0) uréime napt. v bodé A = [1,0, z] volbou u = 0 a jemu piislusici

vektor (1,0,0), ktery sméfuje v bodé A vné plochy S. Tedy integral dostaneme jako

// cosu~cosu—|—sinu-sinu+v-Odudv:// ldudv = 27
M M
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Pi. 409 Spoctéte integrdl
// ydydz + zdxdz + z?dzdy,
s

kde plocha je ddna jako S : z = \/22 + 42, 2 < 2 a normdle miF vné.

Plocha z je ddna explicitné pfes mnozinu M : 2 + y? < 4. Proto z parametrizace mame vektor

—r —y .
Va2 + 2 \/x2+y27
Jedna se o rotacni plochu smétujici vzhuru. Proto vektor smétujici vné mii{ dolu a tedy treti
slozka je zdporna. Obdobné pokud zvolime napiiklad bod [1,0, z] a vektor uréeny parametrizaci
v ném je n = (—1,0,1), ktery mii{ k poc¢dtku a tedy sméfuje dovniti. Tedy integrdl pocitdme
jako

M /x2+y2 /x2+y2

27 2 2 .
:/ / (pmwwﬂsm_pzcoggp)mpw:
p

2m 27
de/ cos p sin ¢ + sin pdp — / 3dp/ cos? pdyp =

2 4 I 2
:[} / sin <pd [p] / + cos apd
31oJo 2 4100 2

16 (2™ 1
4O

—§d<p = —Arx
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Pi. 410 Spoctéte integrdl

/ / rydzdz,
s

kde plocha je ddna jako S : z = x® +y?, 2 < 4, £ >0, y > 0 a normdle miFi dovnitr.

Plocha je déna explicitné pfes mnozinu M : z2 +y? < 4, x > 0, y > 0. Navic parametrizace
ndm déva vektor (—2x, —2y, 1), ktery je orientovany dovnitf. Po¢itdme integral

2 3
// xy - (—2y)dady = —2/ / pt cos psin? pdpdp =
M 0o Jo

: E 512 1 321 64
—_9 4d - 2 do = —2 & / tZdt:_ ve- . PF
/0 p p/o cos p sin® pdp {5 o 53 T
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Pi. 411 Spoctéte integrdl
// xdydz + ydzdz,
s
kde plocha je ddna jako S : 22 +y?> + 22 =4, 2 >0, y < 0 a normdle m#ii vné.

Plochu mame parametrizovanou jako x = 2cosusinv, y = 2sinwusinv, z = 2 cos v, pfes mnozinu
M danou u € [m,27], v € [0, 7/2]. Déle pocitdme

2cosusinv  2sinucosv .
A=|Yu Yo | _ ) = —4cosusin? v
Zu 2o 0 —2sinv
Zu % 0 —2sinv . .
B=|"" "= . . = —4sinusin?v
Ty Ty —2sinusinv 2 coswucosv
Ty Ty —2sinusinv  2cosucosv .
C = = . . = —4sinvcosv
Yu Yo 2cosusinv  2sinwucosv

Zvolime-li napifklad bod [2,0,0] pro u = 27, v = /2 dostaneme touto parametrizaci vektor
(—4,0,0), ktery mif{ dovnitf. Tedy poc¢itdme integral

— // —8cos? usin® v — 8sin? usin® vdudv = 8 // sin® vdudv =
M M

2 I 0 3 1
t 1
:8/ /zsin?’vdvdu:f&r/ 1—t2dt = -8« [t} 16m
= Jo 1 3 0

~ 3
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Pi. 412 Spoctéte integrdl

// rzdxdy,
s

kde plocha je ddna jako S :x+y+z2z=1,2 >0, y >0, 2> 0 a normdle miri nahoru.

Plochu méme danou explicitné z = 1 — x — y pies mnozinu M : z € [0,1], 0 < y < 1 — 2. Vektor
urc¢eny parametrizaci je dén jako (1,1, 1), coZ odpovida orientaci normalového vektoru. Pocitdme

l1-z
// 1—-z—y dxdy—// r— 2% — xydyde =
M

21—z 1 — o2 3
—/ {xyxyxy} :/xfx2fx2+x37udx:
0 2 Jo 0 2

{xQ 203 241!
2w s
2 0
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Pi. 413 Spoctéte integrdl

// ydydz + zdzdz,
s

kde plocha je ddna jako S : x + z = 1, ohranicend x? + y?> < 1 a normdle mii{ nahoru.

Jednd se o ¢ast plochy vyseknuté védlcem, plocha je dana explicitné jako z = 1 — x pfes mnozinu
M : 2% + y? < 1. Vektor timto uréeny je (1,0, 1), ktery sméfuje vzhiiru. Tedy pocitdme integral

1 2m
// y-1+(1—z)~0dxdy:// yd:z:dy:/ / p?sin pdpdp =
M M o Jo

1 27
:f/ sinpdp =0
3 Jo
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Pi. 414 Spoctéte integrdl

// xdydz + ydzdz + zdady,
s
kde plocha je ddna jako S : % +9% + Zg =1,2>0,y >0, z>0. Normdlovy vektor sméruje

dovnitr.

Jednd se o jednu osminu elipsoidu, kterou muzeme parametrizovat jako x = 2cosusinv, y =
sinusinv, z = 3cosv, pres u € [0,7/2], v € [0, 7/2] étverec. Navic

cosusinv sinwucosv .
A=|Yu Yo | . = —3cosusin®v
Zu 2y 0 —3sinv

z z 0 —3sinv . .
B=|"" "= . ) = —6sinusin®v

Ty Ty —2sinusinv  2cosucosv

Ty T —2sinusinv  2cosucosv .
C=|"" """ |= ) . = —2sinvcosv

Yu Yo cosu sin v sinu cos v

Takze ndm parametrizace uréuje vektor (—3 cos u sin? v, —6 sin u sin? v, —2sin v cos v), ktery sméfuje
dovniti elipsoidu. Pocitame tedy

// —6cos? usin® v — 6sin? usin® v — 6 sin v cos® vdudv =
M

= —6// sin® v + sin v cos? vdudv = —6 // sinvdudv =

76/ / sinvdvdu = =37 [— cosv]og =37
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Pi. 415 Spoctéte integrdl

/ / zy?dydz,
s

kde plocha je ddna jako S :x+y+2z=1, prox >0,y >0, z > 0. Normdlovy vektor sméruje
dovnitr.

Plocha S je ¢asti jednotkového simplexu a je dana explicitné jako z = 1 — x — y pfes mnozinu
M :z € (0,1), 0 <y < 1—z Dostdvame tedy vektor (1,1, 1), ktery sméfuje nahoru, ktery
je opaény s normélovym vektorem. To vidime, nebot tfeti soufadnice je kladna a tedy vektor
sméfuje vzhuru, normala vsak mifi dolu. Pocitame tedy

1 1-z 1 y3 1-z
—// ny-ldxdy:—/ x/ deydmz—/ x[] de =
M 0 0 0 3 1o

1 3 0 3 4 511
1-— t 1|t t
:—/ x(x)d:c_—/(l—t)(—l)dt_—{—] =
0 3 1 3 3|4 5],
15—4 1

3 20 60
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Pi. 416 Spoctéte integrdl

// rdydz 4 ydadz + (22 — 1)dzdy,
s

kde plocha je ddna jako S : 2% +y* =1, pro 0 < z < 1. Normdlovy vektor sméruje ven.

Jednd se o ¢ast valcové plochy, proto parametrizujeme S jako x = cosu, y = sinu, z = v, pies
mnozinu M : u € [0,27], v € [0,1]. Navic po¢itdme

| Yu Yo | | cosu O |
A= O 0 1 ’ = cosu
B=| ™ *|= 0 L sinu
Tl xy Ty | | —sinuw O |
| Ty Ty | | —sinu 0|
¢= Yo Yo | ‘ cosu 0 ’ =0

Tedy dostavdame vektor (cos u, sinu, 0). Tento sméfuje vné a tedy odpovidd normélovému vektoru.
Pocitame

2m 1
// cosu-cosu+sinu-sinu+(v2—1)~Odudv=/ /1dudv:27r
M o Jo
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Pi. 417 Spoctéte integrdl

// 2% zdxdy
s

kde plocha je ddna jako S : 4x% + 4% + 22 = 1, pro z > 0. Normdlovyj vektor sméfuje vné.

Plocha S je polovinou elipsoidu. Parametrizujeme jej jako x = % cosusinv, y = sinusinv
z = coswv, pies mnozinu M : u € [0, 2x], v € [0, 7/2]. Dopocitdme
cosusinv sinucosv .
A=|Yu Yo | . = —cosusin®v
Zu 2o 0 —sinv
Zy 2o 0 —sinv . . 9
B = = 1 . . 1 = ——sinusin“v
Ty Ty —gsinusinv 5 cosucosv 2
Ty T —Lsinusinv L cosucosv
C=|"" """ |= 2 . 2 = ——sinvcoswv
Yu Yo cos u sin v sin u cos v
Dostavame tedy vektor (— cos usin? v, —% sinusin? v, —% sin v cos v), ktery smétuje dovniti elip-

soidu. Pocitame

. . . 1.
- // 1 cos® usin® vsin® u sin? v cos v - (—5 sin v cos v)dudv =
M

2 z
1 . . 1 5
=3 cos? usin? usin® v cos? vdudv = § cos? usin? udu sin® v cos? vdv =
M 0

27

0 27
1 1—cos4u
.2 212,2 4 | 46
= —— 2ud 1 —t9)%t°dt = — 2t t°dt =
3/, sin uu/l( ) 3 / +

_ L[, sind)TrE 0 ) w 35—42+15 m
64 T A R Tl P> 105 420
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Pi. 418 Spoctéte integrdl
// zdzdy — (z + y)dadz
s

kde plocha je ddna jako S : 2% +y? = z, pro 0 < z < 1. Normdlovyj vektor sméruje vné.

Jednd se o ¢ast paraboloidu. Parametrizujeme jej skrze véalcové soufadnice jako x = wcosw,
y = usinv, z = u?, pfes mnozinu M : u € [0, 1], v € [0, 27]. Poc¢itdme

Sinv  wcosv
A=|Yu Yo | = —2u? cosv
Zu 2 2u 0
z z 2u 0 .
B=|"" " |= . = —2u%sinv
Tu To cosv —usinv
C— Ty Ty cosv —usinv | _
T Yu Yo sinv wucosv |

Dostévame vektor (—2u? cos v, —2u? sin v, u). Tento vektor sméiuje vzhiiru a tedy dovnitt. Poéitame

tedy
- // u? - u — (ucosv + usinv)(—2u? sinv)dudv =
M

= —// u3(1 + 2sinv cos v + 2sin? v)dudv =
M
1 2m
:f/ usdu/ 1+ 2sinvcosv + 2sin® vdv =
0 0
1 —cos?2 1 [ 4
OBy ——7/ 20y = - = g
4 Jo 4

’LL4 1 27
=—|— / 1+sin2v+2——dv =
4100 2
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Pi. 419 Spoctéte integrdl
// zzdydz + 22ydadz + y?zdzdy,
s

kde plocha je ddna jako S : x*> +y?> =1, pro0< 2z <1, x >0, y > 0. Normdlovy vektor sméruje
dovnitr.

Jedna se o ¢ast valcové plochy, parametrizujeme ji jako x = cosu, y = sinu, z = v, pfes mnozinu
M :u€[0,7/2], v €0,1]. Navic

A— | Yu Yo |_ | cosu 0 — cosu
Zu % 0 1
B=| " * z‘ O 1’:sinu
Ty Ty —sinu 0
C— Ty Ty | _ | — sinu 0 —0
Yu Yo cosu 0

Coz davé vektor (cosu,sinu,0), ktery sméfuje vné plochy. Proto pocitdme

— // veos? u + cos? usin? u 4+ vsin? u - 0dudv =
M

s 1 s 2
3 . 2 cos?u .
= — / / veos? u + cos? usin? udvdu = — / 5 + cos? usin? udu =
o Jo 0

jus
2

2 1+4cos2u sin®2u {u sin2u] /72r 1 — cos4u
= + du=— |-+ — ——du=
/0 1 1 178 |, 8
T g_sin2u%__31
8 I8 32|, 16
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Pi. 420 Spoctéte integrdl
// 2?dydz + y*dadz + z2dzdy,
S
kde S je sféra (x — A)?> + (y — B)?> + (2 — C)? = R?, R > 0. Normdlovyj vektor sméruje dovnitr.

Parametrizujeme plochu S jako x = Rcosusinv+ A, y = Rsinusinv+ B, z = Rcosv + C, pres
mnozinu M : u € [0,27], v € [0, 7]. Navic

Rcosusinv Rsinucoswv .
A= Yu o |- . = —R?cosusin®v
Zy 2y 0 —Rsinv

Zy 2 0 —Rsinv . .

B = “ Y= . . = —R%sinusin®v
Ty Ty —Rsinusinv R cosucosv
Ty T —Rsinusinv  Rcoswucosv .

C=|" ""|= . ) = —R%sinvcosv
Yu Yo Rcosusinv  Rsinucosv

Ziskany vektor (—R?cosu sin? v, —R? sin usin® v, —R? sin v cos v), ktery sméfuje dovniti sféry.

Pocitame

—R? // cosusin? v(R cosusinv 4+ A)? + sinusin® v(Rsinusinv + B)*+
M
+ sinv cos v(R cosv + C)*dudv

Po jednotlivych integrélech dostaneme
27 T
/ / cosusin® v(R cosusinv + A)?dvdu =
0o Jo

27 g
= / / R? cos® usin® v + 2AR cos® usin® v + A2 cosusin® vdvdu =
0 0

R [ . sin® u} o {sin 4v  sin2v 30} T
= sinu — - =
0

3 32 Y
AR {cosusinu—i—urﬂ [005311 —cosv]w—i—
2 0 3 0
9. .27 |V —cosvsinw T 27 2 8
+ A% [sinu])" | ————| =04+24AR—|—-5+2)+0=_-ARn
2 . 2 \ 3 3

27 s
/ / sinusin? v(Rsinusinv + B)*dvdu =
0 0
27 T
= / / RZsin® usin® v + 2BRsin? usin® v + B? sin u sin? vdvdu =
0 0

2 [cos3u —cosu} o [Sin4v _sin2v 31}]7T
= 3 i kel

32 ra Y
L 9BR {u—cosusinurw [cos‘gv —cosv}ﬁ—l—
2 0 3 0
- _ i g 2 2 8
JrBQ[fcosu]g O COSUSIMY g4 9B (~Z 4 2) = BRr
2 . 2\ 3 3
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2m ™
/ / sinwv cosv(R cosv + C)*dvdu =
o Jo

U
= 277/ R?sinvcos® v + 2CRsinw cos? v + C? sin v cos vdv =
0

_9r _R2COS4U_QCRCOS3U_CQCOS2’U Tr:
3 2 |,
1 1
O4C’R7T<3)+O§C’R7r

Dohromady mame tedy v souctu —%(A +B+0).
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Pi. 421 Spoctéte integrdl
// xdydz + ydzdz + zdady,
s
kde S je sféra x? + y? + 22 = R?, R > 0. Normdlovij vektor sméruje vné.

Parametrizujeme plochu S jako x = Rcosusinv, y = Rsinusinv, z = Rcosv, pfes mnozinu
M :u € [0,27], v € [0, 7]. Navic

Rcosusinv Rsinwucosv .
A=| Y Yo | . = —R%cosusin?v
2y 2o 0 —Rsinv
Zu 2 0 —Rsinv . .
B=|"" "= . . = —R?sinusin®v
Ty Ty —Rsinusinv  Rcoswucosv
Ty Ty —Rsinusinv R cosucosv 5 .
C = = . . = —R*sinwvcosv
Yu Yo Rcosusinv  Rsinucosv
Ziskany vektor (—R?cosusin®v, —R?sinusin? v, —R?sinvcosv), ktery sméfuje dovniti sféry.
Pocitame tedy

R3 // cos? usin® v + sin? usin® v + sin v cos® vdudv =
M

=R3 // sin® v + sin v cos? vdudv = R? // sinvdudv =
M M

27 T
= R3/ / sinvdvdu = 2R*w [~ cosv]) = 2R’ (1 + 1) = 4R*r
o Jo
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Pi. 422 Spoctéte integrdl
// (y — 2)dydz + (z — x)dzdz + (z — y)dzdy,
s

kde S je sféra 2% = 2% +y?, pro 0 < z < A, A > 0. Normdlovyj vektor sméruje vné.

= ucosv, Yy = usinv, z = u, pfes mnozinu

Mame c¢ast kuzele a parametrizujeme jej jako x
M :v €0,27], u € [0, A]. Navic

sinv  wucosv
A=| Y Yo | = —uCcosv
Zu 2o 1 0
2 z 1 0 .
B=|"" " |= . = —usinv
Ty Ty cosv —usinv
O = Ty Ty || cOsv  —usinv |
| Yu Yo | | sinv  wcosv |

Vektor (—ucosv, —usin v, u) sméfuje vzhuru a tedy dovniti kuzele. Pocitdme
- // —u?(sinv — 1) cosv — u*(1 — cos v) sinv + u*(cos v — sinv)dudv =
M

A 2w
:/ u2du/ sinv—141—cosv — cosv + sinvdv =
0 0

A3 2m
3 [—2cosv —2sinv]y" =0

445



Pi. 423 Spoctéte integrdl
1 1 1
// —dydz + —dxdz + —dzxdy,
g T Yy z
kde S je elipsoid % + %—2‘2 + 5—22 =1, A>0,B > 0,C > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Elipsoid muzeme parametrizovat jako x = Acosusinv, y = Bsinusinv, z = Ccosv, pres
mnozinu M : u € [0,27], v € [0, 7]. Navic

Bcosusinv Bsinucosv .

A=| Y Yo | _ . = —BC cosusin® v

Zu 2w 0 —C'sinv

Zy 2 0 —C'sinwv . .
B=|"" "= . . = —AC'sinusin®v

Ty Ty —Asinusinv Acosucosv

Ty T —Asinusinv Acosucosv .
C=|"" """ |= . ) = —ABsinvcosv

Yu Yo Bcosusinv Bsinucoswv

Dostaneme vektor (—BC cos usin® v, — AC sin usin? v, — AB sin v cos v), ktery sméiuje dovnitf elip-
soidu. Pocitame

—BCcosusin?v —ACsinusin?v —ABsinvcosv
— + + dudv =

v Acosusinv Bsinusinv Ccosv
T [T BC | AC AB
:/0 | Tsmv—l—?smv—&—ﬁsmvdudv:
B2C? + A2C? + A’B? B2C? + A2C? + A’B?

=27 Vile [—cosv], = 4m Vile
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Pi. 424 Vypoctéte plosny integral

// ydydz + zdxdz,
s

kde S je plocha x + z = 1 ohraniéend x* + y? < 1. Normdlovij vektor sméruje vné.

Plochu parametrizujeme jako © = u, y = v, 2 = 1 — u pfes mnozinu M : 2% +y? < 1. Dostdvame

1 0 -1
(0 1 O >:>(Avac)_(170>1)7

Pocitame

2m 1
// v'l—i-(l—u)-()dudv:/ / p?sin pdpdp =
M o Jo

371
2m | P 1
= |— —_— :O~—:0
[ COS(JD]O |:3:|0 3
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13 Gaussova-Ostrogradského véta, Stokesova véta

Necht V je jednoduchy obor v R?® a plocha S jeho hranici. Necht funkce P,Q,R a Py, Q,, R.
jsou spojité funkce na V' U S a S je ohranicend, orientovand ve sméru vnéjsi normaly, potom

// P(z,y,z)dydz + Q(z,y, z)dadz + R(x,y, z)dzdy =
s

_ / / / Po(,y,2) + Qy (.9, 2) + Ro(2,y, 2)dadydz
1%

Zvolime-li funkce P, @, R tak aby P, + @, + R, = C, kde C' € R, pak mizZeme pomoci G-O
véty pocitat objem télesa V', pokud V spliiuje predpoklady véty. Vhodné volby jsou napf.

P=2 Q=0 R=0,
P=0,Q=y, R=0,
P=0,Q=0, R=z,

\
O
\
Il
wlw

SIS
QD
I
N @
Il
e

\
N wlR

a ruzné dalsi kombinace.

Necht plocha S je omezend prostorovou kiivkou C' tvoiici okraj S. Déle necht plochu S lze
rozloZit na koneény poéet funkei proménnych x, v, také pro v, z a x, z. Necht funkce P, Q), R maji
na S spojité prvni parcialni derivace a C je orientovana souhlasné s .S, potom

/Pm%dM+Qmu@®+R@%@®=
C

= // (Ry — Q.)dydz + (P, — Ry )dzdz + (Q, — Py)dzdy
s
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Pi. 425 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl

// 23dydz + y3dadz + z3dzdy,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V' orientovand ve sméru vnéjsi normdly.

Funkce P(z,y,2) = 23, Q(z,y, 2) = y>, R(z,y, 2) = 2> maj{ viechny derivace spojité. Dostdvame
tedy integral jako

// 23dydz + y3dzdz + 23dedy = /// 322 + 3y? + 32%dxdydz
s 1%
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Pi. 426 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl

// yzdydz + xzdxdz 4+ xydady,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V orientovand ve sméru vnéjsi normdly.

Funkce P(z,y, z) = yz, Q(z,y,z) = xz, R(x,y, z) = xy maji vSechny derivace spojité. Dostdvame
tedy integral jako

// yzdydz + xzdrdz + xydxdy = /// 040+ 0dxdydz =0
s 1%
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Pi. 427 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl

dydz + dxdz + dzdy,

// T Y z
s /x2+y2+22 /$2+y2+22 /$2+y2+22

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V' orientovand ve sméru vnéjsi normdly a V.
neobsahuje ve svém uzdvéru pocdtek.

Funkce P, Q, R jsou nespojité pouze v poc¢atku stejné jako jejich derivace. Tedy muzeme pouZzit
G-O vétu a dostavame

// — dydet Pt dzdrt ——dady =
S $2+y2+22 m2+y2+22 /.’E2+y2+22
2 2 2 2 2 2
:/// L+ e —. VY dadyds =
v \/(x2+y2+22)5 \/(12+y2+22)3 \/(12+y2+22)3

222 + 22 + 222 1
:/// it M dxdydz:2/// ———dxdydz
v /(@2 +y? 4 22)3 v a2+ y? 422
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Pi. 428 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl
// F,dydz + F,dxdz + F,dxdy,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V orientovand ve sméru vnéjsi normdly a
funkce F(x,y,z) md spojité druhé parcidlni derivace na V.

Nebot m4 funkce F spojité parcidlni derivace, lze aplikovat G-O vétu a dostédvame tak

// F,dydz + Fydxdz + F,dxdy = /// Fow+ Fyy + F,.dzdydz = // AFdxdydz
s 1% 1%

Kde AF je Laplaceuv operator funkce F(z,y, 2).
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Pi. 429 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl

// (Ry — Q:)dydz + (P, — R;)dadz + (Q, — Py)dzdy,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V' orientovand ve sméru vnéjsi normdly a
funkce P(x,y,z2), Q(x,y,z), R(x,y,z) maji spojité druhé parcidlni derivace na V.

Nebot maji funkce P, @, R spojité parc. derivace, mizeme pouzit G-O vétu. Dostdvame
// (R, — Q.)dydz + (P, — Ry)dzdz + (Q, — P)dxdy =
s
:/// Ryx_sz+sz_ny+sz_Pyzdxdydzzo
1%

Nebot dle schwartzovy véty lze zaménit pofadi derivaci.
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Pi. 430 Spoctéte integrdl
// 2?dydz + y*dadz + z2dzdy,
s

kde S je hranice krychle [0,1]3. Normdlovy vektor sméruje vné.

Krychle V = [0,1]3 je jednoduchym oborem a funkce P(x,y,2) = 22, Q(z,y, 2) = y?, R(x,y,2) =

2% majf viechny derivace spojité. Mizeme tedy vyuzit G-O vétu a dostaneme integrél

/// 2z + 2y + 2zdzdydz =
1%
1,1 g1 1,1 g1 1,1 pl
:/ / / 2mdzdydx—|—/ / / 2ydxdzdy—|—/ / / 2zdxdydz =
o Jo Jo o Jo Jo o Jo Jo
1

1 1
:1.1/ 2xdx—|—1-1/ 2ydy+1-1/ 22dz = [22], + [1%], + [¢%], = 3
0 0 0
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Pi. 431 Spoctéte integrdl

I= // rzdzdy,
s

kde S je ddna jako x+y+2z=1, prox >0, y > 0, z > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Plocha S je ¢asti hranice jednotkového simplexu V', ktery je jednoduchym oborem. Spocteme-li

integral
/ / rzdxdy,
H;

pies zbyvajici hranice H; mnoziny V', muzeme hledany integral I dopocitat skrze G-O vétu. K
tomu musi samoziejmé byt H; orientované ve sméru vnéjsi normaély.

Mnozina V' m& kromé plochy S jesté hranice H; : ¢ € [0,1], 0 < y < 1 — =z, z = 0, kterou
parametrizujeme snadno jako x = u, y = v, z = 0. Dostaneme tedy

1 0 0
<0 1 O)j(A,B,C)—(O,O,IL

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitame

—// xzdxdyz—// u-0-1=0
Hy M

Dale pocitdme Hy : y € [0,1], 0 < 2z <1 —y, = 0, kterou parametrizujeme snadno jako z = 0,
y = u, z = v. Dostaneme tedy

01 0
(O 0 1):>(A,B7C)—(1,0,0)7

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitame

12:—// xzdxdy:—// 0-v-0=0
Hy M

a Hs:2€[0,1],0<z<1-uz, y=0,kterou parametrizujeme snadno jako x = u, y =0, z = v.
Dostaneme tedy

1 0 0
(O 0 1>:>(A7B7C)—(0,1,0)7

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitdame

—// a:zda:dyz—// u-v-0=0
Hs M
Nakonec dostaneme

1 11—z l-z—y
Iz/// xdxdydz—]l—IQ—I;),:/ / / rdzdydx =
0

1—x 1 y

/ / 1fmfydydx7/ x{ xy}

0 2
_L,
3

/ T —I- d x? 23 +x4 ! 1
= 7—.13‘ — _—— — —
0 2 4 3 81, 4
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Pi. 432 Spoctéte integrdl
1= // zdydz + y2dadz + yzdzdy,
s

kde S je ddna jako z% + y* = (2 — 1)%, pro 0 < z < 1. Normdlovyj vektor sméruje vné.

Pro z = C, C € R, dostaneme vzdy fez plochou jako kruznici. Pro z = 0 s polomérem 1 a pro
rostouci z se bude tento polomér zmensovat do okamziku, kdy z = 1 je polomér 0. Jednd se tedy
o kuzel. Spoéitame-li navic integral pies plochu Sy : z = 0 pro z? + y? < 1, mlzeme hledany
integral ziskat skrze G-O vétu, pres V' dany kuzel. Plochu Sy parametrizujeme jako x = u, y = v,
z = 0. Dostaneme tedy

1 0 0
<O 1 0>:>(A7B7C)_(0a031)7

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitame tedy
IQZ// w-0+v2-0+v-0-1dedydz =0
M

Celkovy integral tedy ziskame jako

I:///1+2y+yda:dydz—12:///1—|—3ydxdydz
1% v

Tento integral transformujeme do vélcovych soufadnic © = pcosp, y = psing, z = z, ¢imz
ziskdme ohraniceni p € [0, 1], ¢ € [0,27] a z nerovnosti x%+y? > (2 —1)? dostaneme z € [0, p+1].
Pocitame

2 1 p+1
I= / / / (14 3psinp)pdzdpdp =
o Jo Jo

27 1 27 1

= / / (p+3p*sinp)(p + 1)dpdyp = / / P>+ p+3(p° + p?) sinpdpdp =
0 0 0 0

4 371

1
PP o [P° P 1 m
7T|: + ]0+3[ cos ¢l [4+3L 7T<3+2>+0 3
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Pi. 433 Spoctéte integrdl

1= // y?drdz + zdady,
s

kde S je ddna jako hranice mnoZiny ohranicené z = xy, 2> +y?> < 1,2 >0,y > 0, z > 0.
Normdlovy vektor sméruje vné.

Nebot se jednd o hranici mnoziny V miizeme aplikovat G-O vétu a pocitdme

// y2dzdz + zdady = /// 2y + 1dxdydz
s 1%

Jednd se ¢dst uiiznutého vélce, pouzijeme tedy véalcovych souradnic pro p € [0,1], ¢ € [0,7/2],
z € [0, p? cos psin p]. Coz ndm dava

1 2 p2 cos @ sin ¢
/ / / (2psinp + 1)pdzdpdp =
0 Jo 0

1 27
= / / (2p% sin ¢ + p)p* cos psin pdpdp =
0o Jo

1 2w 1 2
= / 2p4dp/ cos @ sin pdy + / p3d,o/ cos ¢ sin pdy =
0 0 0 0

p5 1 Sil’l3 0 2T p4 1 Sin2 0 2m
5 0 3 0 4 0 2 0
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Pi. 434 Vypoctéte objem télesa, které je ohranicené plochami z = +C, a x = Acosucosv +
Bsinusinv, y = Acosusinv — Bsinucosv, z = Csinu, kde A > 0,B > 0,C > 0.

Hrani¢éni plocha plésté je omezend na ose z pro u € [7/2,3m/2] a v € [0, 2], nebot v neni nijak
omezeno. Objem nasledné dostaneme jako

3
m(V) =2 / /S Pydydz + Qidzdz + Rydzdy
=1 i

Pro vhodné zvolené funkce P;,(Q;, R;. Plochy Sj 2 jsou uréeny jako z = +C a proto je lze
parametrizovat jako x = u, y = v, z = £C', coz ndm d&

(o

Coz az na znaménka dava integraly

—= O

8 ):(A,B,C):(0,0,l),

/ P1,2(m7 Y, iCV) -0+ Q1,2(m7 Y, iCV) -0+ Rl,?(xa Y, iC’) - 1dudv
My 2

Z téchto duvodu volime R(x,y,z) = 0, aby integraly vysly nulové. Parametrizaci tieti plochy jiz
mame, dostavame tedy

Yu Yo —Asinusinv — Bcosucosv Acosucosv + Bsinusinv
A= = = —Czcosu
Zu 2 Ccosu 0
Zy 2 C'cosu 0
B=|"" "= . . . . = —Cycosu
Ty Ty —Asinucosv 4+ Bceosusinv —Acosusinv + Bsinucosv
c— | Tu T | _ —Asinucosv + Beosusinv —Acosusinv + Bsinucosv |
Yu Yo —Asinusinv — Bcosucosv  Acosucosv + Bsinusinv

= —Axsinucosv + Bxcosusinv + Aysinusinv + By cosucosv =
= Asinu(ysinv — z cosv) + Bcosu(rsinv + ycosv) =
= Bcosu(Acosucosvsinv + Bsinusin? v + Acosusinvcosv — Bsinucos® v)+
+ Asinu(Acosusin® v — Bsinucosvsinv — Acosucos® v — Bsinusinvcosv) =
= 2AB cos® usinv cosv + B? sinu cos u(sin? v — cos? v)—
— 2ABsin® usinv cosv + A% sinu cos u(sin® v — cos? v) =
2 2
= AB cos2usin 2v — A%B sin 2u cos 2v

PiicemZ posledni vypoéet jsme nemuseli provadét, nebot C' do poéitaného integralu nevstupuje.
Dostavame tedy integral

—C// Ps(z,y, +C)xcosu + Q3(x,y, £C)y sin vdudv
M3
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Zvolime P3y = &, Q3 = ¥, ¢imz dostaneme

_¢ // cosu(z? + y?)dudv =
2 J )y

C . .
=-3 cos u( A% cos? u cos® v + B?sin® usin® v 4+ A? cos® usin® v + B?sin® u cos? v)dudv =
Ms

c [ (¥ =
=5 / / cos u(A? cos® u + B%sin? u)dudv = —Cﬂ'/ A? cos® u + B? cos usin® udu =
o J3 3

.3 . 379
1 2
= On A2 (sinu— 220} 4 g2 | — on(oa2 (14 2) - B2Z) =
71'{ (smu 3 + 3 . s +3 3
:Q%T@A?JrB?)

Nebot nam vysel vysledek kladny, vidime, Ze parametrizace uréuje souhlasnou orientaci.

459



Pi#. 435 Vypoctéte objem télesa, jehoZ hranici je torus x = (B + Acosu)cosv, y = (B +
Acosu)sinv, z = Asinu, A > 0,B > 0.

Objem spoc¢teme pomoci plosného integralu pro vhodné zvolené funkce P, @, R. Plocha je para-
metrizovand pfes mnozinu u € [0, 27], v € [0, 27]. Poé¢itdme

A | v v | —Asinusinv (B + Acosu)cosv — _A(B + Acosu) cos v
Zu 2w Acosv 0
Zy 2y | Acosv 0 _ .
B = Tu Lo | ‘ —Asinucosv —(B+ Acosu)sinv | A(B + Acosu) cosvsiny
|y @ | | —Asinucosv —(B+ Acosu)sinv | R
¢= Yu Yo | ’ —Asinusinv (B + Acosu)cosv | —A(B + Acosu)sinu

Objem tak muzeme spocitat jako integral

m(V) = // zdxdy = — // A?sin® u(B + Acosu)dudv =
s M
27 27
=_—A? / / Bsin? u + Asin? u cos ududv =
o Jo

u — sin u cosu
B
2

+ A = —2A42?Br?

. 2
sin® u}
0

= —271A? {

Vzhledem k tomu, ze objem vysel jako zdporny, vidime, ze parametrizace je nesouhlasnd a tedy
je objem toru 242Bx2.
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Pi. 436 Spoctéte integrdl
// 2?dydz + y*dadz + z2dzdy,
s

kde S je hranice krychle [0, A]>, A > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Krychle V = [0, A]? je jednoduchym oborem a funkce P(z,y, z) = 2%, Q(z,y, 2) = y?, R(x,y,2) =

2% majf viechny derivace spojité. Mizeme tedy vyuzit G-O vétu a dostaneme integrél

/// 2z + 2y + 2zdadydz =
1%
A A A A A A A A A
= / / / 2xdzdydx + / / / 2ydxdzdy + / / / 2zdxdydz =
o Jo Jo o Jo Jo o Jo Jo

A A A
e / 2z + A2 / 2ydy + A% / 2edz = A2 [2)2 4 A2 2] + A2 2] = 3
0 0 0
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Pi. 437 Spoctéte integrdl
// 23dydz + y3daxdz + z3dzdy,
s
kde S je hranice sféry x® + y? + 22 = A%, A > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Sféra V' je jednoduchym oborem a funkce P, @, R maji vSechny derivace spojité. Dostavame
pomoci G-O véty

A 27 T
3 / / / 22 + 9% 4 22dadydz = 3 / / / p* sin #dfdpdp =
1% 0 0 0

574 5
= 67 [— cosf]; [%} = 12? T
0
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Pi. 438 Spoctéte integrdl
// 2?dydz + y*dadz + z2dzdy,
s

kde S je ddna jako x> 4+ y? = 2% pro 0 < z < A, A > 0. Normdlovyj vektor sméruje vné.

Jedn4 se o povrch kuzele V', ktery je obraceny podstavou vzhuru. Integral spoc¢itame jako integral
pfres mnozinu V' od kterého odecteme

// 2?dydz + y?dzdz + z2dzdy,
Sa

kde Sy je podstava kuzele, kterou muzeme parametrizovat jako z = u, y = v, z = A, pfes
mnozinu My : 22 + y2 < A2. Dostavame

1 0 0
(O 1 0>:(A7370)_(070a1)7
Tento vektor sméfuje vzhuru a tedy je orientovan vné. Pocitame tedy

// u2-0+v2~0+A2-1dudv:A2// dudv = 7A*
Moy Moy

Nebot se jednd o obsah kruhu s polomérem A. Dale podle G-O véty dostdvame

2m A A
/// 2z + 2y + 2zdzxdydz = 2/ / / (pcosp + psing + z)pdzdpdp =
14 0 0 P

27 A 22 A
=2/ / (p2008w+pQSins0)(A—p)+p{2] dpdp =
0 0 P

2 A A
= 2/ cos i + sin cpd@/ Ap? — pPdp + 27r/ A%p — pPdp =
0 0 0

3 474 2 474 A4
=2 [AQ[; - pllh [sinc,o—cosgo](?r + 27 [AQPQ - '04]0 =0+ <A4 - 2) =
A4
= 7’]1'
Dohromady tedy dostdvame %47r —TA* = 7%4%
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Pi. 439 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ (y+2)dz + (z + 2)dy + (z + y)dz,
c

kde C je elipsa © = Asin®t, y = 2Asintcost, z = Acos?t, pro t € [0,7], A > 0 orientovand po
sméru rustu parametru t.

Elipsa lezi na elipsoidu % + % + 2—22 =1 a déli jej na dvé poloviny. Vezmeme-li plochu S jako
jednu polovinu tohoto elipsoidu, kfivka C tvoii jeji okraj. Navic funkce P, @, R maji vSechny
derivace spojité a z rovnice elipsoidu vzdy dokazeme vyjadiit nékterou z proménnych, napf. jako
y =2/ A2 — 22 — 22, Tedy jako sloZeni dvou funkci. Dostdvdme tedy integral

// (1 -1)dydz+ (1 —1)dzdz 4 (1 — 1)dedy =0
s

Orientaci nemusime Fesit, nebot vysledek na ni nezavisi.
Elipsu si muzeme zobrazit, napi. pro A = 1 v prostoru
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Pi. 440 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ (y —2)dz + (z — 2)dy + (z — y)dz,
c

kde C je elipsa z* +y* = A?, £ + £ =1, A > 0, B > 0 orientovand proti sméru hodinovyjch
rucicek pri pohledu z vrchu.

Kfivka je tvofena prinikem valce s rovinou. Jednd se tedy o plochu z = B (1 — %) vyffznutou

véalcem parametrizovanou pies mnozinu M : 22 +y? < A2. Proto ji lze parametrizovat jako © = u,
y=v,2=D08 (1 — %) a dostavame

10 -% (B
<0 1 0 ):>(AaBaC)<Aaoal>v

Elipsa je orientovand proti sméru hodinovych rucic¢ek. Vzhledem k pravidlu pravé ruky tedy bude
rovina orientovand souhlasné, pokud bude normélovy vektor sméfovat vzhuru. Tato orientace
navic souhlasi s parametrizaci. Po¢itdme tedy

B
// (=1 =1)dydz + (-1 = 1)dadz + (-1 — 1)dzdy = —2 // 1 + 0+ ldudv =
S M

=2 (1 + i) m(M) = —2r A? (1 + i)
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Pi. 441 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ (y? + 22)dx + (2% + 2 dy + (2% + y?)dz,
c

kde C je krivka vznikld prinikem 2% +y* + 22 = A2 a 22 +y*> = B%, kde 0 < B,0 < A a 2z > 0.
Plocha je zde orientovand proti smeéru hodinovijch rucicek pri pohledu shora.

Tentokrat se jednd o prunik sféry z2 + y2 + 22 = A? a vélce 22 + y? = B2, presnéji o prinik
horni polosféry s vdlcem. Kfivka je tedy hranici plochy S vyjaddiené jako z = /A2 — y2 — 22 pfes
mnozinu M : 2% + y? < B2?. Nebot se jednd o ¢ast sféry, mizeme ji vzdy vyjadiit jako slozeni
nejvyse dvou funkci. Dostavame

// (2y — 22)dydz + (2z — 2z)dzdz + (22 — 2y)dzdy
s
Plochu parametrizujeme jako z = u, y = v, z = VA2 —v2 —u? a tedy

1 0 R | R

_( u v 1)
CO\WAZ 02 2 AT 2 2 )]

Kiivka pruniku je orientovand proti sméru hodinovych ruéicek. Vzhledem k pravidlu pravé ruky
tedy bude rovina orientovana souhlasné, pokud bude normélovy vektor sméfovat vzhuru. Tato
orientace navic souhlasi s parametrizaci. Po¢itame tedy

VAZ 2 =2 22 .2

// VAZ — 2 —u?)u +( A% — 02— u)v—f—u—vdudz}:
M m VAZ — 92 — 2

72// vu — uvVAZ — 02 —u2 + VA2 — 02 — w2 — ww

A2 — 92 — 2

—w)VAZ — 2 — 2
—2// v—u) VAZ o —u? + u — vdudv =
—v2—u2

= //v—u+u—vdudv—2// Odudv =0
M M

+u — vdudv =
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Pi. 442 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ (y? — 2%)dx + (2% — 2H)dy + (2% — y?)dz,
c

kde C je Fez krychle [0, A]® rovinou x +y + 2 = %A, A > 0, orientovany proti sméru hodinovych
rucicek.

Jedn4d se o prunik sféry a roviny. Kfivka tvoii hranici plochy S, ktera je ¢asti roviny z = u, y = v,
z= %A — u — v, pfes mnozinu M : [0, A]?. Coz dava

1 0 -1
(O ! 1):(A,B,C):(1,1,1),

Kiivka pruniku je orientovand proti sméru hodinovych ruci¢ek. Vzhledem k pravidlu pravé ruky
tedy bude rovina orientovana souhlasné, pokud bude normélovy vektor sméfovat vzhuru. Tato
orientace navic souhlasi s parametrizaci. Poc¢itame tedy

// (—2y — 22)dydz + (—2z — 2z)dzdz + (—22 — 2y)dady =
5
3 3
:—2// v+t-A—-u—v+-A—u—v+u+u-+uvdudv =
2 2

=-2 // 3Adudv = —6Am(M) = —6A3
M
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Pi. 443 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ y222dx + 2%2%dy + 2%y2dz,
c
kde C je uzaviend kiivka parametrizovand jako x = Acost, y = Acos2t, z = Acos3t, A > 0.
Vidime, ze funkce cost je 2w periodicka. Zato funkce cos2t je m periodickd. Krivka je tedy
uzaviend pro t € [0,27] nebo alternativné ¢ € [—m, 7). AvSak funkce cost je také sudd, proto

na intervalu [—m, 0] kiivka opisuje stejnou trasu jako na intervalu [0, 7]. Tato kiivka vymezuje
plochu, kterd je identicka s kiivkou C. Muzeme tedy pocitat integral jako

// 22%(y — 2)dydz + 2y (2 — x)dadz + 22%(z — y)dedy =
s
= // 222 (y — 2)A + 2y*(z — ) B + 22*(z — y)Cdudv,
M
Kde plochu S bychom parametrizovali jako = A cosu, y = A cos2u, z = A cos 3u pFes mnozinu

M :[0,27] x 0, kterd je vSak nulové miry, stejné jako A =0, B =0, C = 0. Integral je tedy 0.
Kfiivku muzeme vykreslit jako
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14 Riemanuv Stiltjestv integral

proménnych. Zavedeme pro a,b € R funkci n — 1 proménnych
Dy(a,b)[F]=F(...,b,...) — F(...,a,...)
a indukci ji pak rozsifime pro vektory a, b na funkci
D(a,b)[F] = Dyp(an,bn)[Dp—1(an-1,bp—1)[... D1(a1,b1)[F]...]

Tedy aplikujeme funkci D_(—, —) n krat na funkci F.
Pro F(x,y) je tedy

D(a, b)[F] = Ds(az,b2)[D1(a1, b1)[F]] = Da(az, b2)[F(b1,y) — F(a1,y)] =
= F(bl,bg) — F(al,bg) — (F(bl,ag) — F(al,ag)) = F(bl,bz) + F(al,ag) — F(al,bz) — F(thLQ)

Vsimneme si, ze je-li F(x,y) = zy dostaneme
bibz + ajaz — arby — biaz = (by — az)(by — ay)

Necht mnozina M je obdélnik, g je ohraniéend funkce, F' je definovand na celém M a splituje
D(a,b)[F] > 0 pro libovolné a,b € M, %¢ a < b. Necht je dale Py je pokryti mnoziny M
obdélniky takové, ze Py jsou po dvou disjunktni a pro k — oo jako obvykle plati, ze vol(P;) — 0

pro kazdé i. Mé&jme nyn{
k

I(Py) =) g(x:)D(ai, b;)[F],

i=1
kde P, = {y € R"|a; <y < b;} a x; je n rozmérny bod lezic{ v n rozmérném obdélniku P;.
Pokud hodnota I(Py) nezdvisi na volbé Py, nazveme ji Riemanovym Stiltjesovym integrélem
funkce g vzhledem k funkci F' (obvykle je F' distribuéni funkci) a znacime jej

/.../Mgdp,

Jedna se o Darbouxovskou definici Riemanova-Stiltjesova integralu.
Je-li M degenerovany obdélnik

M =la1,b1] x - x {¢;j} x -+ X [an, by]
Definujeme pomocny integral pfes mnozinu
M(E) = [al,bl] X oo X {[Cj —&Cj +€]} X oo X [an,bn]

Pokud existuje pro néjaké € > 0 integral

[
M(e)
// ng:lim/-~-/ gdF.
M e—0 M(e)
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Necht g je spojitéa funkce,
aTL
" Oxy...0x,

¥ F

je také spojita funkce. Potom

/.../Mng:/.../Mgfdxl...dxn

Tedy muzeme pirevést Riemanuv-Stiltjesiv integral v R™ na Riemanuv integral v R™.

Snadno si muzeme rozmyslet, jak definici rozsifit na ohranitené mnoziny obecného tvaru.
Také vidime, ze je-li F(x1,...,2,) = 1Z2...2, pak Riemanuv-Stiltjesuv integral odpovidd
standardnimu Riemanovu integralu.
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Pi. 444 Spoctéte D(a,b)[F] funkce F = K.

Dostavame pro libovolné a, b

D(a, b)[K] = Dn(an, bn)[Dn_l(an_l, bn—l)[- .. D1 ai, bl)[K] .. ]] =
= Dn(an, bn>[Dn,1(an,1, bnfl)[. .. [K — K] .. ] =

= Dy (ans bn) [ D1 (@n-1,bp_1)[--.[0]...] =+ = Dp(an,b,)[0] =0— 0 =0

471



P#. 445 Spoctéte D(a, b)[F] funkce F(z,y) = xFyt.
Dostaneme

D(a,b)[F] = Dz(az, b2)[D1(a1,b1)[F]] = Da(az, b2)[F(b1,y) — F(a1,y)] =

= bibh + ajaj — ayby — Viay = (b — ag)by + af(ay — b3) = (b — a3) (b — af)
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P#. 446 Spoctéte D(a,b)[F] funkce F(z,y) = 22 + y>.
Dostaneme

D(a,b)[F] = Dz(az,b2)[D1(a1, b1)[F]] = Da(ag, b2)[F(b1,y) — F(a1,y)] =
= F(b1,by) + F(ay,a2) — F(ay,by) — F(by,a0) = b2 403 + a3 +a3 —a? —b3 — b2 —a3 =0
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P#. 447 Spoctéte D(a,b)[F] funkce

Fla,y) = 1, 2>0,y>0
W= 0, jinak

Dostaneme
D(a,b)[F] = F(bl,bg) + F(al,ag) — F(al,bg) — F(b1,a2)

Vidime, ze pokud pro vSechna i je a; > 0, b; > 0 nebo naopak a; < 0, b; < 0 potom je
D(a,b)[F] = 0. Necht bez ijmy na obecnosti je by > 0 a as < 0. Mame poté tii moznosti a to

e a; < b <0 potom

D(a,b)[F]| = F(by,b) + F(a1,a2) — F(ay,bs) — F(b1,a2) =0+0—-0—-0=0
e a; <0 < by potom

D(a,b)[F] = F(b1,b2) + F(a1,a2) — F(a1,b2) — F(by,a2) =14+0-0-0=1
e 0 < a; < by potom

D(a,b)[F] :F(bl,b2)+F(a1,a2)—F(al,bz)—F(bl,az):1+0—1—0:O

Vidime tedy, ze
1, b1>0,b2>0,a1§0,a2§0
)IF] = )
0, jinak
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Pi. 448 Necht F je spojitd a méjime
an

= F
o0x1...0x,

f

)

poté plati D(a,b)[F] > 0 pro libovolné a,b € M, a a <b tehdy a jen tehdy f(x) >0 na M°.
Zacnéme postupné vzhledem k dimenzi n. Pro n = 1 mame

D(a,b)[F] = F(b) — F(a)
Tedy pokud existuje f(z) = F’'(x) > vidime, ze vyraz je nezéporny. Naopak je-li F'(b) — F(a) > 0
na M mame nutné

F'(z) = lim Fle+h) - Fz) > lim 9 =0

h—o0 h—o0

Pro n = 2 méame
D(a,b)[F] = F(bl,bg) +F(a1,a2) — F(al,bg) —F(b1,a2)

RozepiSeme-li naopak derivace

on F(z+k,y+h]2—F(z,y+h) _ F(m+k7y;i_F(x’y)
83:1...8an:}11%11% L =
i g @Ry h) — Fo,y+h) = Fe+ k,y) + Fa,y)
h—0 k—0 kh

Vidime, ze vyrazy v citateli si odpovidaji. Tedy je-li D(a,b)[F] > 0 musi byt i f > 0. Naopak
pro spojitou F' vidime, ze pokud by nékde bylo D(a, b)[F] < 0 musi byt D(a, b)[F] zdporné také
na néjakém malém okoli a tedy by zde platilo f < 0.

Nyni uz sta¢i jen indukei rozsifit tyto argumenty na obecné n tim, ze si rozmyslime, ze si
vyrazy budou odpovidat i pro n > 2.
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Pi. 449 Z definice spoctéte R-S integrdl

/.../Mng

kde g = 0.

Piimo z definice R-S integralu dosadime

k k
I(Py) =3 g(xi) D(ai, bi) [F] = 30+ D(ay, bi)[F] =0

i=1

nezavisle na posloupnosti P, jednd se tedy o hledany integral.
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Pi. 450 Spoctéte R-S integral
// $2y2(1 —Z = y)dF7
M
kde F(x,y) = 2zy +e*, M =[1,3] x [0,2].
Spocteme derivaci
82
F =
0xdy

Muzeme tedy pievést R-S integrdl na Riemanuv integral

3 2
// x2y2(1—x—y)dF:// x2y2(1—x—y)~2dxdy:2/ / 22y? — 23y? — 2%y dyde =
M M 1 Jo
3 3 3 472
2Y 3Y 2Y
= z . <z d —
/1 {m 3 ~C g 4]0 x

3 3 4 313
. 1
:2/ 28 88 216, (82" 8x7  a"\"
3 3 4 33 34 3]

2.

8=t —20— 4= 24 2

(9 3 '3 9t37T3

—8+6+12 10
24—54—36++9+) =2<—66+9)

27 81 27 8 2 4)

=2
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Pi. 451 Spoctéte R-S integral
// Va? +y2dF,
M
kde F(z,y) = /@2 + 520, M = [1,2] x [1,2].
Spocteme derivaci

2

0zxdy

2
(x2 + y2)3/2 = ;%29: (1’2 + y2)1/2 =

_ 3yx

Muzeme tedy pievést R-S integrdl na Riemanuv integral

3yx
\/$2+y2dF:// Vi +y2———dzdy =
//M M Va2 4 y?

2 2 272\ 7
:// 3yxdxdy=3/ xdz/ ydyzS({})
M 1 1 2
9\ 2
S O I B
- 2 2),) T4 4
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Pi. 452 Spoctéte R-S integral

/ /M In(ey)dF,

kde F(z,y) = =5, M = [1,e%]2.
Spocteme derivaci

0% x 1
2

B 0x0y 5 oy
Muzeme tedy pievést R-S integrdl na Riemanuv integral

1

2
¢’ e?lne?4+e?lny—e?> Ilny—1 e +1 9 ny+1 Iny—1]°
= 2 - —dy = |- — (e 1) - 2
1 Yy Y Y Y 1
e’ +1+ 3 (e?—1) 2—1+e2+1
e? et 1
_262—64—1

e —1)?
e +262—4:—7( e4) +2e -4

+(e*-1)—1=
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