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Motivacni ptiklad

Priklad 1

UvaZujme hru, kde tcastnik hry roztoli , kolo stésti*. KaZdé pole tohoto kola
definuje vyhru (v K&), kterd bude vyplacena hra¢i v pFipadg, Ze na toto pole
ukazuje Sipka po zastaveni kola. Za kaZdou hru zaplati hra& provozovateli 1 K¢.
Budeme hrat? Tj. jakd je , olekdvana” vyhra?

Y ...zisk z jedné hry, X ... &astka, kterou si vytocime

Zfem& Y = X — 1.
0 2
0 4 X [0 1 2 4
p(0) |5 5 i 3
2 0
0 ; »Olekdvand" vyhra
1 1 1 1
EY=EX-1=0-2+4+1--+2--44--—-1
A 0 2+ 8+ 4+ 3
1
=-=10,125 > 0.
8
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Definice 1

Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na (Q, A, P) a necht existuje integral
J X(w) dP(w) < oo. Potom &islo
Q

EX = [ X(w) dP(w)
/

nazyvdme stfedni hodnotou nahodné veli¢iny X (Expected Value, Mean).

[Znageni: £1(Q, A,P) ... mno¥ina véech nihodnych velitin definovanych
na (Q), A, P), které maji konetné stfedni hodnoty.



Stfedni hodnota

Véta 2 (Vlastnosti)

Necht X, X1, Xy jsou ndhodné velitiny definované na pravdépodobnostnim
prostoru (O, A, P), a,ay,a; € R. Potom

EX existuje <  E|X| existuje.

Jestlize P(X=a)=1 = EX=a.

Existuji-li EX1, EXo = E(@mX1+aXp) = ;mEXq + aEX;.
Necht existuji EX1, EXp a plati X1 < X, = EX; <EX,.
Necht |Xi1| < X a EX; existuje = EXj existuje.

Necht P(X>0)=1 = EX>0.

Véta 3 (Véta o prenosu integrace)

Necht X = (Xj,...,Xy)" je ndhodny vektor definovany na (Q), A, P), g je
borelovsky mé¥itelnd na (R", B™), Px je rozdéleni psti ndhodného vektoru X. Pak

[ X(@)iP(w) = [ g(x)dPx(x)

Q IRH
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Véta 4 (Vypocet)
Necht X je ndhodnd veligina na (Q), A, P). Pak plati

oo
X € Li(QAP) & | 2iF(x) < oo. V tomto prpac e -
—o0

» Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak plati
X e L1(Q,AP) < Y xp(x) absolutn& konverguje. V tomto pFipadé
xeM

» Necht X ~ f(x) je absolutn& spojitého typu, pak plati
X € L1(Q, A, P) < xf(x) je integrovatelnd vzhledem k Lebesgueové miFe.

V tomto pfipadé je




St¥edni hodnota transformované n. v.

Véta 5

Necht h(x) je borelovskd funkce. Potom stFedni hodnota transformované ndhodné
veliéiny = h( ) existuje pravé kdyZ existuje a je kone&ny integra’/

f h(x ) < 0. V tomto pFipadé plati [EY = Eh(X f h(x

Necht X ~ (M, p) je diskrétniho typu, pak plati
Y e L£1(O,AP) < Y h(x)p(x) absolutné konverguje. V tomto pFipadé
xeM

EY = Eh(X) = erMh(x)p(x) .

Necht X ~ f(x) je absolutné spojitého typu. Potom EY existuje pravé kdyZ je
funkce h(x )f (x) integrovatelna’ vzhledem k Lebesgueové mi¥e a pFitom plati

EY = Eh(X f h(x)f(x)dx, tj. EY = Eh(X) € L1(Q, A, P) < h(x)f(x) je

integrovatelna vzh/edem k Lebesgueové miFe.

P¥. Y = X2 = EY = EX? = [ xf(x)dx nebo EY = EX? = ¥ x?p(x)

Jan Kolatek (P¥F MU) M3121 Pravdépodobnost a statistika |

6/20



Ptiklad 2 (St¥edni hodnota Alternativniho rozdéleni)

Mé&jme ndhodnou veliginu X ~ A(0), 6 € (0,1) s pravd&podobnostni funkci

Viypoctéte stfedni hodnotu.

s = ixp(x)zO-(l—G)-l—l-G:..
x=0



Ptiklad 3 (Sttedni hodnota Binomického rozdéleni)
Mé&ime nahodnou veli¢inu X ~ Bi(n,8), n € N, 6 € (0,1) s pravdépodobnostni
funkci
Gera—-0)—~ xeM={01,...,n}
p(x) = .
0 Jjinak.
Viypoctéte stfedni hodnotu.

Nebo



P¥iklad 4

Biatlonista stFili nezdvisle na sobé& do terle, pFicemZ pravdépodobnost zdsahu pFi
kaZdém vystrelu je 2/3. Jakd je ofekdvand hodnota poltu zasaZenych teréu ze
300 pokusii?

X ...pocet zdsahd, X ~ Bi(300,2/3)

[EX =n6 =300-2/3 =200.



Ptiklad 5 (Stfedni hodnota Poissonova rozdéleni)

Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ Po(A), A > 0 s pravd&podobnostni funkci

x!

e M xeM= L1, ..
p<x>={ S e

0 jinak.

Viypoctéte sttedni hodnotu.

- ) () ) /\Ax Aoo AX /\00 /\x—l
= xp(x) = xe t— =e" —— = Ae”
Jgj P x;) ! x;(x—n! x;(x—n!
b S
= |subst.y =x—1| =AY e "= =[A.
=0 ¥
———
1= ¥ p(y)

yeM



Pt¥iklad 6 (St¥edni hodnota Rovnomérného rozdéleni)
Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ Rs(a,b), a < b, a,b € R s hustotou

{h%a x € (a,b)

0 jinak.

flx) =

Viypoctéte stfedni hodnotu.

b

7 1 1 2 1 »—g
-—_/xf(x)dx—/xb_adx_b_u [3]a_b—a' 2

a

1 (b—a)b+a)
b—a 2 _.'




Pt¥iklad 7 (St¥edni hodnota Normalniho rozdéleni)

Mé&jme nahodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim X ~ N(p,?) s hustotou
1 1 /x—u ) 2
X) = expl —= .
f6) = o exp { 3 (5

Ex= " s = [© A xe2(5) g
_/_ooxf(x) X—/_mmxe X.

Polofime-li y = £, tj. x = oy + u a dx = ody, pak

o0 _%<ﬂ)2 o )
-=/_oo \/g—wxe ) dx = \/%—n/_w(vy—i-ﬂ)e_iyzdy

® 12 © 1,2
=\/%/_ooye Y dy+u /_oo\/%—ne ¥ dy =

=0 (licha funkce) =1 (hustota Y~N(0,1))




Priklad 8

Néhodna veligina X ma binomické rozdé&leni X ~ Bi(n, ). Vypoctéte stfedni
hodnotu nahodné veliciny Y = e?X.

BY =B = L (Z) 6*(1-6)""
x=0
-5 (1) @) aor

binonévéta <9€2+1 _9);1



Véta 6 (Stfedni hodnota soutinu nezavislych ndhodnych veligin)

Necht X, ..., Xy jsou nezavislé ndhodné veli¢iny definované na (Q, A,P) a
necht existuji stfedni hodnoty EX3, ...,EX,. Pak plati

E (Iﬂ[&) = ﬁEXi.
i=1 i=1




Z = (Y,X)' ...sdruzend distribu¢ni funkce F(y, x)
X a Y ...margindlni distribu¢ni funkce Fx(x), Fy(y)

Definice 7

Necht pro VB € B a Vy € R existuje funkce Fyx(y|x) tak, Ze plati
P(Y <y, X €B) = [ Fyx(ylx)dFx(x).
B

Pak funkci Fy|x(y|x) nazveme podminénou distribuéni funkci ndhodné velitiny
Y pfi daném X = x.




Definice 8

Necht pro Vx € R existuje koneZny integral

hx) = E(YIX = x) = [ ydFyx(ylx).
R

Pak funkci h(x) nazveme podminénou st¥edni hodnotou nahodné velitiny Y
za podminky X = x.
Symbolem

E(Y[X) = h(X)
definujeme ndhodnou veliéinu, kterou nazyvame podminénou stfedni hodnotou
nahodné veli¢iny Y p¥i daném X.




Ptiklad 9 (Diskrétni pfipad)

Z=(Y,X) ~(Mp(y,x)), X~ (Mxgpx(x)), Y ~ (My;py(y))
Podminéna distribuéni funkce

v PN o x € My,
F(yl) = { <y PO
0 prox € R\ My.

Podminéna pravdépodobnostni funkce

px(x)

plyx) pro x € My,
p(ylx) =
0 prox € R\ My.

Podminéna stfedni hodnota

EY|X=x)= ) yplylx)= ) v ((’ )) pro Vx € Mx.
yEMy yeMy




Priklad 10 (Spojity pFipad)

Oznaéme Mx = {x € R : fx(x) > 0}, My = {y € R: fy(y) > 0}.
Podminéna distribuéni funkce

Yy

ftx)
F(ylx) = _{O 176 dt prox € My,
0 pro x € R\ My
Podminéna hustota
fyx)
flyly = {5 7o E M
0 prox € R\ M.

Podminéna st¥edni hodnota

E(YIX=x) = /Ryf(ny)dy = /Ryjjé(y(;)) dy, pro Vx € Mx.




Vlastnosti

@ Necht Yq,Y5,X jsou ndhodné veli¢iny a ag,a7,a, jsou redlné konstanty, pak
pokud stfedni hodnoty EY7, EY; existuji, plati

E(ag +a1Y1 + a2Y2|X) = ag + a1 E(Y1|X) + a2E( Y| X).
@ Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny a stfedni hodnota EY existuje, pak

E[E(Y|X)] = EY.



Podminéna st¥edni hodnota

Pfiklad 11

Pocet vajicek X nakladenych sami¢kou Octomilky obecné se Fidi Poissonovym
rozdélenim s parametrem A. Poclet vylihnutych jedinci Y v pFipadé, Ze bylo
nakladeno x vajicek, tj. Y|X = x se Fidi binomickym rozdé&lenim Bi(x, ). Jakym
rozdélenim se Fidi ndhodna veli¢ina Y7

py(y) = Z p(x,y) Z plylx)px(x) = i (;)gy(l —e)x—ye—)\%

xX=—00 X=—00 x=y
0 I x=y

— 7)\ (9;) Z ( x: ) (1 _ G)X*y/\x'

_oalba)y &l

=e n x;) ;( —0)"A*

:eA(G;\,) S0 _ 02 (9;) Y ~ Po(62)

Jan Kolatek (P¥F MU) M3121 Pravdépodobnost a statistika | 20 / 20



