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Jan Koláček (kolacek@math.muni.cz)
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Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad 1

Uvažujme hru, kde účastńık hry roztoč́ı
”

kolo štěst́ı“. Každé pole tohoto kola
definuje výhru (v Kč), která bude vyplacena hráči v p̌ŕıpadě, že na toto pole
ukazuje šipka po zastaveńı kola. Za každou hru zaplat́ı hráč provozovateli 1 Kč.
Budeme hrát? Tj. jaká je

”
očekávaná“ výhra?
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Y . . . zisk z jedné hry, X . . . částka, kterou si vytoč́ıme
Zřejmě Y = X− 1.
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Očekávaná“ výhra

EY = EX− 1 = 0 · 1
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+ 1 · 1
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4
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8
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=
1
8
= 0,125 > 0.
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Sťredńı hodnota

Definice 1

Necht’ X je náhodná veličina definovaná na (Ω,A, P) a necht’ existuje integrál∫
Ω

X(ω) dP(ω) < ∞. Potom č́ıslo

EX =
∫
Ω

X(ω) dP(ω)

nazýváme sťredńı hodnotou náhodné veličiny X (Expected Value, Mean).

Značeńı : L1(Ω,A, P) . . . množina všech náhodných veličin definovaných
na (Ω,A, P), které maj́ı konečné sťredńı hodnoty.
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Sťredńı hodnota

Věta 2 (Vlastnosti)

Necht’ X, X1, X2 jsou náhodné veličiny definované na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A, P), a, a1, a2 ∈ R. Potom

I EX existuje ⇔ E|X| existuje.

I Jestliže P(X = a) = 1 ⇒ EX = a.

I Existuj́ı-li EX1, EX2 ⇒ E(a1X1 + a2X2) = a1EX1 + a2EX2.

I Necht’ existuj́ı EX1, EX2 a plat́ı X1 ≤ X2 ⇒ EX1 ≤ EX2.

I Necht’ |X1| ≤ X2 a EX2 existuje ⇒ EX1 existuje.

I Necht’ P(X ≥ 0) = 1 ⇒ EX ≥ 0.

Věta 3 (Věta o p̌renosu integrace)

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný vektor definovaný na (Ω,A, P), g je
borelovsky mě̌ritelná na (Rn,Bn), PX je rozděleńı pst́ı náhodného vektoru X. Pak∫

Ω

g(X(ω))dP(ω) =
∫

Rn

g(x)dPX(x)
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Sťredńı hodnota

Věta 4 (Výpočet)

Necht’ X je náhodná veličina na (Ω,A, P). Pak plat́ı

X ∈ L1(Ω,A, P)⇔
∞∫
−∞

xdF(x) < ∞. V tomto p̌ŕıpadě je EX =
∞∫
−∞

xdF(x) .

I Necht’ X ∼ (M, p) je diskrétńıho typu, pak plat́ı
X ∈ L1(Ω,A, P)⇔ ∑

x∈M
xp(x) absolutně konverguje. V tomto p̌ŕıpadě

EX = ∑
x∈M

xp(x) .

I Necht’ X ∼ f (x) je absolutně spojitého typu, pak plat́ı
X ∈ L1(Ω,A, P)⇔ xf (x) je integrovatelná vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re.

V tomto p̌ŕıpadě je EX =
∞∫
−∞

xf (x)dx .
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Sťredńı hodnota transformované n. v.

Věta 5

Necht’ h(x) je borelovská funkce. Potom sťredńı hodnota transformované náhodné
veličiny Y = h(X) existuje právě když existuje a je konečný integrál

∞∫
−∞

h(x)dF(x) < ∞. V tomto p̌ŕıpadě plat́ı EY = Eh(X) =
∞∫
−∞

h(x)dF(x) .

I Necht’ X ∼ (M, p) je diskrétńıho typu, pak plat́ı
Y ∈ L1(Ω,A, P)⇔ ∑

x∈M
h(x)p(x) absolutně konverguje. V tomto p̌ŕıpadě

EY = Eh(X) = ∑
x∈M

h(x)p(x) .

I Necht’ X ∼ f (x) je absolutně spojitého typu. Potom EY existuje právě když je
funkce h(x)f (x) integrovatelná vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re a p̌ritom plat́ı

EY = Eh(X) =
∞∫
−∞

h(x)f (x)dx , tj. EY = Eh(X) ∈ L1(Ω,A, P)⇔ h(x)f (x) je

integrovatelná vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re.

Př. Y = X2 ⇒ EY = EX2 =
∫

x2f (x)dx nebo EY = EX2 = ∑ x2p(x)
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Př́ıklad

Př́ıklad 2 (Sťredńı hodnota Alternativńıho rozděleńı)

Mějme náhodnou veličinu X ∼ A(θ), θ ∈ (0, 1) s pravděpodobnostńı funkćı

p(x) =


1− θ x = 0

θ x = 1

0 jinak.

Vypočtěte sťredńı hodnotu.

EX =
1

∑
x=0

xp(x) = 0 · (1− θ) + 1 · θ = θ .
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Př́ıklad

Př́ıklad 3 (Sťredńı hodnota Binomického rozděleńı)

Mějme náhodnou veličinu X ∼ Bi(n, θ), n ∈N, θ ∈ (0, 1) s pravděpodobnostńı
funkćı

p(x) =

{
(n

x)θ
x(1− θ)n−x x ∈ M = {0, 1, . . . , n}

0 jinak.

Vypočtěte sťredńı hodnotu.

X =
n

∑
i=1

Yi, Yi ∼ A(θ), i = 1, . . . , n

EX = E
n

∑
i=1

Yi =
n

∑
i=1

EYi = nθ .

Nebo

EX =
n

∑
x=0

xp(x) =
n

∑
x=0

x
(

n
x

)
θx(1− θ)n−x = · · · = nθ .
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Př́ıklad

Př́ıklad 4

Biatlonista sťŕıĺı nezávisle na sobě do terče, p̌ričemž pravděpodobnost zásahu p̌ri
každém výsťrelu je 2/3. Jaká je očekávaná hodnota počtu zasažených terč̊u ze
300 pokus̊u?

X . . . počet zásahů, X ∼ Bi(300, 2/3)

EX = nθ = 300 · 2/3 = 200 .
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Př́ıklad

Př́ıklad 5 (Sťredńı hodnota Poissonova rozděleńı)

Mějme náhodnou veličinu X ∼ Po(λ), λ > 0 s pravděpodobnostńı funkćı

p(x) =

{
e−λ λx

x! x ∈ M = {0, 1, . . .}

0 jinak.

Vypočtěte sťredńı hodnotu.

EX =
∞

∑
x=0

xp(x) =
∞

∑
x=0

xe−λ λx

x!
= e−λ

∞

∑
x=1

λx

(x− 1)!
= λe−λ

∞

∑
x=1

λx−1

(x− 1)!

=
∣∣subst. y = x− 1

∣∣ = λ
∞

∑
y=0

e−λ λy

y!︸ ︷︷ ︸
1= ∑

y∈M
p(y)

= λ .
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Př́ıklad

Př́ıklad 6 (Sťredńı hodnota Rovnoměrného rozděleńı)

Mějme náhodnou veličinu X ∼ Rs(a, b), a < b, a, b ∈ R s hustotou

f (x) =

{ 1
b−a x ∈ (a, b)

0 jinak.

Vypočtěte sťredńı hodnotu.

EX =

∞∫
−∞

xf (x)dx =

b∫
a

x
1

b− a
dx =

1
b− a

[
x2

2

]b

a
=

1
b− a

· b2 − a2

2

=
1

b− a
(b− a)(b + a)

2
=

a + b
2

.
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Př́ıklad

Př́ıklad 7 (Sťredńı hodnota Normálńıho rozděleńı)

Mějme náhodnou veličinu s normálńım rozděleńım X ∼ N(µ, σ2) s hustotou

f (x) =
1√
2πσ

exp

{
−1

2

(
x− µ

σ

)2
}

.

EX =
∫ ∞

−∞
xf (x)dx =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

xe−
1
2 (

x−µ
σ )

2

dx.

Polož́ıme-li y = x−µ
σ , tj. x = σy + µ a dx = σdy, pak

EX =
∫ ∞

−∞

1√
2πσ

xe
− 1

2

(
x−µ

σ

)2

dx = 1√
2π

∫ ∞

−∞
(σy + µ)e−

1
2 y2

dy

= σ√
2π

∫ ∞

−∞
ye−

1
2 y2

dy︸ ︷︷ ︸
=0 (lichá funkce)

+µ
∫ ∞

−∞

1√
2π

e−
1
2 y2

dy︸ ︷︷ ︸
=1 (hustota Y∼N(0,1))

= µ .
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Př́ıklad

Př́ıklad 8

Náhodná veličina X má binomické rozděleńı X ∼ Bi(n, θ). Vypočtěte sťredńı
hodnotu náhodné veličiny Y = e2X.

EY = E(e2X) =
n

∑
x=0

e2x
(

n
x

)
θx(1− θ)n−x

=
n

∑
x=0

(
n
x

)(
θe2
)x

(1− θ)n−x

binom. věta
=

(
θe2 + 1− θ

)n
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Sťredńı hodnota

Věta 6 (Sťredńı hodnota součinu nezávislých náhodných veličin)

Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny definované na (Ω,A, P) a
necht’ existuj́ı sťredńı hodnoty EX1, . . . , EXn. Pak plat́ı

E

(
n

∏
i=1

Xi

)
=

n

∏
i=1

EXi.

Jan Koláček (PřF MU) M3121 Pravděpodobnost a statistika I 14 / 20



Podḿıněná sťredńı hodnota

Z = (Y, X)′ . . . sdružená distribučńı funkce F(y, x)
X a Y . . . marginálńı distribučńı funkce FX(x), FY(y)

Definice 7

Necht’ pro ∀B ∈ B a ∀y ∈ R existuje funkce FY|X(y|x) tak, že plat́ı

P(Y ≤ y, X ∈ B) =
∫
B

FY|X(y|x)dFX(x).

Pak funkci FY|X(y|x) nazveme podḿıněnou distribučńı funkćı náhodné veličiny
Y p̌ri daném X = x.
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Podḿıněná sťredńı hodnota

Definice 8

Necht’ pro ∀x ∈ R existuje konečný integrál

h(x) = E(Y|X = x) =
∫
R

ydFY|X(y|x).

Pak funkci h(x) nazveme podḿıněnou sťredńı hodnotou náhodné veličiny Y
za podḿınky X = x.
Symbolem

E(Y|X) = h(X)

definujeme náhodnou veličinu, kterou nazýváme podḿıněnou sťredńı hodnotou
náhodné veličiny Y p̌ri daném X.
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Podḿıněná sťredńı hodnota

Př́ıklad 9 (Diskrétńı p̌ŕıpad)

Z = (Y, X)′ ∼ (M; p(y, x)), X ∼ (MX; pX(x)), Y ∼ (MY; pY(y))
Podḿıněná distribučńı funkce

F(y|x) =

 ∑
t≤y

p(t,x)
pX(x)

pro x ∈ MX,

0 pro x ∈ R \MX.

Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce

p(y|x) =
{ p(y,x)

pX(x)
pro x ∈ MX,

0 pro x ∈ R \MX.

Podḿıněná sťredńı hodnota

E(Y|X = x) = ∑
y∈MY

y p(y|x) = ∑
y∈MY

y
p(y, x)
pX(x)

, pro ∀x ∈ MX.

Jan Koláček (PřF MU) M3121 Pravděpodobnost a statistika I 17 / 20



Podḿıněná sťredńı hodnota

Př́ıklad 10 (Spojitý p̌ŕıpad)

Označme MX = {x ∈ R : fX(x) > 0}, MY = {y ∈ R : fY(y) > 0}.
Podḿıněná distribučńı funkce

F(y|x) =


y∫
−∞

f (t,x)
fX(x)

dt pro x ∈ MX,

0 pro x ∈ R \MX

Podḿıněná hustota

f (y|x) =
{ f (y,x)

fX(x)
pro x ∈ MX,

0 pro x ∈ R \MX.

Podḿıněná sťredńı hodnota

E(Y|X = x) =
∫

R
y f (y|x)dy =

∫
R

y
f (y, x)
fX(x)

dy, pro ∀x ∈ MX.
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Podḿıněná sťredńı hodnota

Vlastnosti

Necht’ Y1, Y2, X jsou náhodné veličiny a a0, a1, a2 jsou reálné konstanty, pak
pokud sťredńı hodnoty EY1, EY2 existuj́ı, plat́ı

E(a0 + a1Y1 + a2Y2|X) = a0 + a1E(Y1|X) + a2E(Y2|X).

Necht’ X, Y jsou náhodné veličiny a sťredńı hodnota EY existuje, pak

E [E(Y|X)] = EY.
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Podḿıněná sťredńı hodnota

Př́ıklad 11

Počet vaj́ıček X nakladených samičkou Octomilky obecné se ř́ıd́ı Poissonovým
rozděleńım s parametrem λ. Počet vyĺıhnutých jedinc̊u Y v p̌ŕıpadě, že bylo
nakladeno x vaj́ıček, tj. Y|X = x se ř́ıd́ı binomickým rozděleńım Bi(x, θ). Jakým
rozděleńım se ř́ıd́ı náhodná veličina Y?

pY(y) =
∞

∑
x=−∞

p(x, y) =
∞

∑
x=−∞

p(y|x)pX(x) =
∞

∑
x=y

(
x
y

)
θy(1− θ)x−ye−λ λx

x!

= e−λ (θλ)y

y!

∞

∑
x=y

x!
(x− y)!

(1− θ)x−y λx−y

x!

= e−λ (θλ)y

y!

∞

∑
x=0

1
x!
(1− θ)xλx

= e−λ (θλ)y

y!
e(1−θ)λ = e−θλ (θλ)y

y!
⇒ Y ∼ Po(θλ)
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