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Definice pravdépodobnostniho prostoru

Definice 1 (Axiomaticka definice pravdépodobnosti)

Necht (Q),.A) je jevové pole a P je mnoZinova funkce definovand na A s
vlastnostmi
(i) P(OQ)=1 (tj. P je normovanad)
(ii) proVAe€ AjeP(A) >0 (tj. P je nezaporna)
(iii)  je-li {An},_1posloupnost ndhodnych jevi, které jsou po dvou ne-
() (o)
slutitelné, tj. A;NA; = D proi # j, pak P ( U An) =Y P(A))
n=1 n=1
(tj. P je c—aditivni)
Funkci P nazyvdme pravdépodobnosti (probability) a trojici (€, A, P)
pravdépodobnostnim prostorem.
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Q={wy,...,wy} konetnd mnoZina elementdrnich jevi
A =20 A je systém viech podmnoZin mnoZiny ()
P pravd&podobnost libovolného jevu A = {wjy,...,w; } € A

k n
jerovna P(A) = ¥ P(wij), ptitom plati Y~ P(w;) = 1.
j=1 i=1

Jestlize plati P(w;) = % mluvime o klasickém pravdépodobnostnim prostoru,

ve kterém pIatl'
A

kde |A| zna&i potet elementdrnich jevii v A.



Ptiklady na klasickou pravdépodobnost

Ad Priklad 1
prostor elementdrnich jevi: () = { hlava“;,orel"} kone¢nd, tj. || =2
elementarni jevy: wq =, hlava”, w, =, orel"
jevovd o— algebra: A = {@,wy,w,, Q} = 29

Model ,spravedlivé” mince:

Pravd&podobnost:  P(w;) = P(wy) = %
@

P(Q) = H =9=0
0

Ad Ptiklad 2
V pfipadé, Ze by pocet vadnych pixeld byl ndhodny a kaZdd moZnost stejné
pravdépodobnad = klasicka pst. V praxi v8ak jsou psti riizné a s klasickym

modelem si nevysta&ime. Je tfeba modelovat jinak, nap¥. Poissonovo rozdéleni.

Ad Priklad 3
() neni kone&na.
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Ptiklady na klasickou pravdépodobnost

Pfiklad 1 (S certy nejsou Zerty)

Princezna si vybird Zenicha z 5 princii tak, Ze nahodné& hodi zlaté jablko a ten, ke
komu se dostane, stane se jejim Zenichem.

prostor elem. jevii: Q) = {,princ 1“,...,, princ 5"} konetnd, tj. |Q)] =5
elementarni jevy: w; =,princi”,i=1,...,5
jevovd o— algebra: A ={Q,wy,...,ws, {w,wr}, {wy,ws},...,QF =22
Model ,spravedlivé” koule:
Pravd&podobnost:  P(w;) =

P(®) =

P({wy, w3, ws}) = P({wi}U{ws} U{ws})
= P(w1) + P(w3) + P(ws) = 2

P(Q) = g

—_

(631161

Jan Kolatek (P¥F MU) M3121 Pravdépodobnost a statistika |

5/22



Ptiklady na klasickou pravdépodobnost

Priklad 2 (Pérty)

T¥# kamarddi (Ales, Boris, Cyril) pFijedou svymi auty na luxusni pdrty a odevzdaji
kli¢e na recepci, aby jim byla auta zaparkovdna. RoztrZity recepéni si vSak
nepoznadi klice a tak nevi, komu jaké vratit. Kamarddi odchazeji spole¢né, a tak
se rozhodne, Ze jim kli¢e rozdd ndhodné.

prostor elem. jevii: () = {AaBbCc,AbBaCc,... AbBcCa}, tj. |Q)] = 6, kde
velké pismeno zna&i ¢lovéka a malé pismeno klice
elementdrni jevy: w; = posloupnost st¥idajicich se 3 velkych a 3 malych
pismen,i=1,...,6
jevovs o— algebra: A = 29

Model ,roztrzitého" recepéniho:
PST: P(w;) =14
A = ,Pouze Cyril dostane svoje klite" = A = {AbBaCc}, tj.
Al =1
A = ,Alespoii Cyril dostane svoje klite" = A = {AaBbCc} U
{AbBaCc}, tj. |A| =2
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Ptiklady na klasickou pravdépodobnost

Ptiklad 3 (Kulegnik)

Sedm kamarddii si chce zahrat kule¢nikovy turnaj. Nahodné& losuji 3 dvojice, které
spolu budou hrat v 1. kole. Hra¢, ktery ziistane navic, dostane ,, divokou" kartu.

prostor elem. jevi: () = {{AB,CD,EF},{AB,CD,EG},...,{BC,DE, FG}},

7 (5) (3
. |0 = 230 — 105, kde velké pismeno znati hrace
elementdrni jevy:  w; = mnoZina t¥fi dvojic hracd, v nichZ se Zadny neopakuje
a nezdleZi na poradi, i =1,...,105
jevovs o— algebra: A =29

Model ,,ndhodného” losu:
PST: P(w;) = iz

— 105
A = Hrd% A dostane divokou kartu® = A =
{{BG,CD,EF},{BF,CD,EG},...,{BC,DE,FG}}, tj. |A| = 15,
15 1
P(A) = 105 — 7
A = ,Kamarddi A a B se potkaji uz v 1. kole" = A =
{{AB,CD,EF},{AB,CD,EG},...,{AB,DE,FG}}, tj. |A| = 15,
_ 15 1
P(A) — 105 — 7
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OCR"
A=BQ)
P

borelovskd podmnoZina

A je nejmensi borelovskd o—algebra nad Q)

(4)
Q)

=

pravd&podobnost jevu A je rovna P(A) = i
n

m\/—\

kde Lebesgueova mira p je kone¢nd a klad



Priklad 4
N&hodné& vybereme redlné &islo z intervalu (0;1). J

prostor elem. jevi: Q) = (0;1)
elementdrni jevy: w =1x, x € (0;1)
jevovd o— algebra: A = B((0;1))

Model ,,ndhodného* vybéru &isla:

PST: P(Q) = % =1, délka intervalu

A= (a;b) nebo A= (g;b),0<a<b<1 PA) = BA) boa
A= {x},P(A) = u({x}) =0



Priklad 5

Nahodné& vybereme bod z mnoZiny (0;1) x (0;1).

prostor elem. jevii: Q) = (0;1)2
elementarni jevy: w = (x,y), x € (0;1), y € (0;1)
jevova o— algebra: A = B((0;1)?)

Model ,,ndhodného* vybéru bodu:

PST: u(Q)=1- obsah Ctverce

A = (0,40,8) x (0,2;0,4), =
P(a) = H5
0

(08-04)04-02) _ g




A={(x, y) € (0;1)% (x—0,5)*+ (y—0,5)* < 0,2}

2
P(A) = A)) ™02 _ 0,1257
3 Q
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0



A={(xy) € (0;1)% x+y <0,5}
P(A) = u(A)/1=0,5*/2=0,125

10




A={(xy) €(0:1)% [x—y| <0,5}
P(A) = u(A)/1=1-0,5*=0,75




A={(xy) €(0;1)% xy < 0,5}
1
P(A) = u(A)/1=0,5+ [ Ldx =0,8466
0,5




Strelec stFili na teré o polomé&ru 1 m a pFedpokldddme, Ze se vZdy trefi. Poloméry
jednotlivych vyseéi jsou 0,15;0,4;0,7;1.




Ptiklady na geometrickou pst

prostor elem. jevi: Q= {(x,y) € R%; x +y* <1t u(Q) =n-12=n
elementdrni jevy: w = (x,y) € R% x> +y?> <1
jevovd o— algebra: A = B(Q)
Model ,,ndhodného” stelce:
: M) _

PST: P(Q) =M =2 =1
{ € R%; 2 yz <0,15%} ... ,strelec trefi 10"

wA) _ w015 _
p #(0) = =2 = 10,0225

{ 152 < x2 +y2 < 0,42} ... strelec trefi 7
P(B) = i) = mO-w01F _ 0 1375
{

p
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#Q) T
C={(xy) €R% 0,42 <x®+y> < 0,72} ... strelec trefi 4
07204 _ ) 33

)

% T
R? 0,72 < x2 +y> <1} ... strelec trefi 1
o) _ 07 _ 0,51

53
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Jiny ,pohled” na P¥iklad 6:
prostor elem. jevi: Q= {1,4,7,10}, tj. || =4
elementdrni jevy: w;=3i—2,i=1,...,4
jevova o— algebra: A =20

» Jednd se o klasickou pst?
» Jak by se definoval ,,ndhodny" stielec?
Psti elementarnich jevi:
PST: A= {w4} ..., strelec trefi 10"
P(A) =0,0225
B = {ws} ... stelec trefi 7"
P(B) =0,1375
C={wy} ..., strelec trefi 4"

P(C) = 0,33
D = {w} ...,strelec trefi 1"
P(D) = 0,51



Priklad 7

Tramvaj jezdi v 10 minutovych intervalech. Nahodné& pFijdeme na zastivku a
mé¥ime as Cekani na tramvaj.

prostor elem. jevi: Q) = (0;10)
elementdrni jevy: w =x, x € (0;10)
jevovd o— algebra: A = B((0;10))

Model ,,ndhodného” p¥ichodu:
PST: u(Q) = 10, délka intervalu
A =(0;2), ...,%kdm mén& nez 2 minuty"

P(A) = M8 = & =02
= (6;10), ..., %ekdm vice nez 6 minut"
P(B):f%: 106 0,4



Véta 2

Necht (Q), A, P) je pravd&podobnostni prostor. Pak pravdépodobnost P m3
nasledujici vlastnosti:

(1) P(@) =0

(2)A,BeE A, ANB=0Q® = P(AUB)=DP(A)+P(B)

(3)A,Be A, ACB = P(B—-A)=P(B)—P(A)

(4) = P(A) < P(B)

(5)Aec A = 0<PA)<1

(6) = P(A)=1-P(A)

(7)A,Be A = P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)




Véta - pokracovani

(&MWVM€A=$I(6AO=fPMO—Z 5 P(A;NA))
i=1 i=1 i=1 j=it1

n-2 n-1 n

+Y Y X P(AiﬂAjﬂAk)+...
i=1 j=i+1k=j+1

o (=D)IP(A N NAY)

©) = p(04) < £ rea)




Vlastnosti pravdépodobnosti

Véta 3 (Spojitost pravdépodobnosti)

Necht (Q), A) je jevové pole, P redlnd mnoZinovd funkce definovand na A
s vlastnostmi:

(i) PQ)=1
(i) proVAe€ A:P(A)>0
(i) ABEA ANB=® = P(AUB)=P(A)+ P(B) (aditivita)
pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:
(1) P je pravdépodobnost na (), A).
(2) spojitost pravdépodobnosti zdola:
AyAy,... € A Ay C Ayiy = lim P(Ay) = P ( U An> =P (Jlim 4,)

n=1 n—oo
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Vlastnosti pravdépodobnosti

Véta - pokracovani
(3) spojitost pravd&podobnosti shora:
A1, Ag,... € A Ay D Ay = lim P(A,) = P < N An> —p (lim An)
n—oo

n=1 n—oo
(4) spojitost pravdépodobnosti shora v nule:
A Ao, ... € A, A D Appr, N Au=0 = lim P(A,) =0.

n=1 n—oo

Véta 4
Necht (Q), A, P) je pravdépodobnostni prostor, A, € A pron =1,2,... a existuje
limita Ay. Pak plati P (hm An) = lim P(Ay).

n—oo n—oo

Véta 5 (Cantelliho lemma)

Necht {An},._, je posloupnost ndhodnych jevii na (Q), A, P) takovd, Ze
Y. P(A;) < oo, pak P(limsup A,) = 0.

n=1

n—oo
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