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Spojitá náhodná veličina

Definice 1

Funkce F(x) je absolutně spojitá (na R), jestliže k libovolnému ε > 0 existuje
také δ > 0 takové, že pro každou posloupnost reálných č́ısel

a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn takovou, že
n
∑

i=1
(bi − ai) < δ plat́ı

n
∑

i=1
|F(bi)− F(ai)| < ε.
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Spojitá náhodná veličina

Věta 2 (Vlastnosti absolutně spojité funkce)

I Jestliže F je absolutně spojitá, tak je i spojitá.

I Jestliže F je absolutně spojitá, tak má skoro všude (s.v.) vzhledem k
Lebesgueově ḿı̌re vlastńı derivaci. Tato derivace je integrovatelná
v Lebesguově smyslu a plat́ı

F(x) =
x∫
a

F′(t)dt + F(a) pro každé a ∈ R.

I Jestliže F je absolutně spojitá a plat́ı F′(x) = 0 s. v., pak je F konstantńı s. v.

I Je-li F neurčitým integrálem funkce f v Lebesgueově smyslu, tj.
F(x) =

∫
f (x)dx, pak je F absolutně spojitá a plat́ı F′(x) = f (x) s. v.

I Jestliže F je absolutně spojitá, pak má na každém konečném intervalu 〈a, b〉

konečnou variaci, tj.
b∨
a
(F) = sup

Dn

n
∑

i=1
|F(xi)− F(xi−1)|, p̌ričemž suprémum se

bere p̌res všechna n ∈N a všechna možná děleńı intervalu 〈a, b〉
Dn = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}.
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Spojitá náhodná veličina

Definice 3

Řekneme, že náhodná veličina X definovaná na (Ω,A, P) je absolutně spojitého
typu (continuous), jestliže existuje nezáporná integrovatelná funkce f taková, že
rozděleńı pravděpodobnost́ı

PX(B) =
∫
B

f (x)dx pro každé B ∈ B.

Funkci f nazýváme hustotou rozděleńı pravděpodobnost́ı (density) náhodné
veličiny X absolutně spojitého typu, stručněji f je hustotou X.

Značeńı : Fakt, že jde o spojitou náhodnou veličinu budeme značit X ∼ f .
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Spojitá náhodná veličina

Věta 4 (Vlastnosti hustoty)

Necht’ X je náhodná veličina absolutně spojitého typu, f jej́ı hustota a F jej́ı
distribučńı funkce. Pak

I
∞∫
−∞

f (x)dx = 1

I F(x) =
x∫
−∞

f (t)dt

I F je absolutně spojitá funkce.

I Hustota f je určena s. v. jednoznačně, tj. jsou-li f a g hustoty náhodné veličiny
X, pak µ ({x : f (x) 6= g(x)}) = 0.

I Existuje F′ s. v. a funkce f (x) = F′(x) je hustotou náhodné veličiny X.
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Spojitá náhodná veličina

Věta - pokračováńı

I Pro každé a < b plat́ı F(b)− F(a) =
b∫

a
f (x)dx

a také P(a < X ≤ b) = P(a ≤ X < b) = P(a ≤ X ≤ b) =
b∫

a
f (x)dx.

I Existuje-li v bodě x derivace F′(x), pak

P
(

x− h
2 < X ≤ x + h

2

)
= hf (x) + o(h), kde funkce

”
malé o“ je taková, že

lim
h→0

o(h)
h = 0.
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Př́ıklady

Př́ıklad 1 (Rovnoměrné rozděleńı (Uniform distribution))

b∫
a

1
b−a dx = 1

-

6

a b

1
b−a

f (x)

-

6

a b

1 F(x)

,
,
,
,
,
,

,
,

f (x) =

{
1

b−a x ∈ (a, b), a < b,
0 jinak.

F(x) =


0 x ≤ a,
x−a
b−a x ∈ (a, b), a < b
1 x ≥ b

Znač́ıme X ∼ Ro(a, b) .
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Př́ıklad

Př́ıklad 2

Tramvaj jezd́ı v 10 minutových intervalech. Náhodně p̌rijdeme na zastávku a
mě̌ŕıme čas čekáńı na tramvaj. Určete pravděpodobnost, že budu čekat méně než
2 minuty.

X . . . čas (v minutách) do p̌ŕıjezdu tramvaje ⇒ X ∼ Ro(0, 10), f (x) = 1
10 pro

x ∈ (0, 10)

P(X < 2) =
2∫

−∞

f (x)dx =

2∫
0

1
10

dx =
[ x

10

]2

0
= F(2)− F(0) = 0, 2

Př́ıklad 3

Náhodnou veličinou s rovnoměrným rozděleńım je nap̌r. chyba p̌ri zaokrouhlováńı.
Nap̌ŕıklad zaokrouhlujeme-li na k desetinných ḿıst, pak chyba

X ∼ Ro
(
−5 · 10−k−1, 5 · 10−k−1

)
.
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Př́ıklad

Př́ıklad 4 (Normálńı (Gaussovo) rozděleńı (Normal, Gaussian distribution))

f (x) = 1√
2πσ

e−
1
2 (

x−µ
σ )

2

x ∈ R, ; µ ∈ R, σ > 0 znač́ıme X ∼ N(µ, σ2) .

ϕ(u) = 1√
2π

e−
1
2 u2

u ∈ R znač́ıme U ∼ N(0, 1) .

Standardizace: U =
X− µ

σ

Hustota ϕ(u) je hustotou tzv. standardizovaného normálńıho rozděleńı. Bývá

zvykem značit jej́ı distribučńı funkci jako Φ(u) =
u∫
−∞

ϕ(t)dt.

Distribučńı funkci normálńıho rozděleńı F(x) =
x∫
−∞

f (t)dt nelze vyjáďrit pomoćı

elementárńıch funkćı, lze ji však zapsat pomoćı mocninných řad.
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Př́ıklad

Hustoty Distribučńı funkce
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Př́ıklad

Př́ıklad 5

Při prodeji vánočńıch kapr̊u má hmotnost kapra v jedné z kád́ı p̌ribližně normálńı
rozděleńı s parametry µ = 2, 3 a σ2 = 0, 32. Jaký pod́ıl kapr̊u p̌resáhne svou
hmotnost́ı 2,6 kg?

X . . . hmotnost kapra ⇒ X ∼ N(2, 3; 0, 32)

P(X > 2, 6) = 1− P(X ≤ 2, 6) = 1− P
(

X− µ

σ
≤ 2, 6− 2, 3

0, 3

)
= 1− P(U ≤ 1) = 1−Φ(1) = 1− 0, 84 = 0, 16
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Př́ıklad

Př́ıklad 6 (Exponenciálńı rozděleńı)

Necht’ jev A se vyskytuje v náhodných okamžićıch a p̌redpokládáme, že výskyty
tohoto jevu v nep̌rekrývaj́ıćıch se intervalech jsou nezávislé.
Označme

X . . . náhodná veličina udávaj́ıćı čas, kdy poprvé nastane sledovaný jev A.

Distribučńı funkce

F(x) =

{
1− e−λx, x > 0,
0, x ≤ 0.

Hustota

f (x) =

{
λe−λx, x > 0,
0, x ≤ 0.

Řekneme, že X má exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ a znač́ıme
X ∼ Ex(λ) .
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Př́ıklad

Př́ıklad 7

V porodnici se narod́ı v pr̊uměru každé 2 hodiny d́ıtě. Určete pravděpodobnost, že
se v daném dni nenarod́ı žádné d́ıtě.

X . . . čas do narozeńı prvńıho d́ıtěte (jednotka = 1 den), 1 d́ıtě za 2 hodiny ⇒ 12

dět́ı za den ⇒ X ∼ Ex(12)

P(X > 1) = 1− P(X ≤ 1) = 1− F(1) = 1− (1− e−12) = e−12 = 6, 14 · 10−6

nebo
X . . . počet narozených dět́ı za 1 den ⇒ X ∼ Po(12)

P(X = 0) = p(0) = e−12 120

0!
= e−12 = 6, 14 · 10−6

Jan Koláček (PřF MU) M3121 Pravděpodobnost a statistika I 13 / 17



Př́ıklad

Př́ıklad 8 (Gamma rozděleńı)

Jestliže náhodná veličina X má hustotu

f (x) =

{
1

µaΓ(a)xa−1e−
x
µ a > 0, x ≥ 0,

0 x < 0.
znač́ıme X ∼ Gamma(a, µ)

Speciálńı p̌ŕıpady: a = 1 exponenciálńı rozděleńı
a = n ∈ N Erlangovo rozděleńı

Funkce Γ je pro a > 0 definována p̌redpisem Γ(a) =
∞∫
0

xa−1e−xdx.

Jej́ı nejčastěji použ́ıvané vlastnosti jsou

Γ(a + 1) = aΓ(a),
Γ (1/2) =

√
π

Γ(n) = (n− 1)! pro n ∈N
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Př́ıklad

Hustoty
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Distribučńı funkce
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Gamma rozděleńı se použ́ıvá p̌redevš́ım v teorii spolehlivosti, kdy nap̌ŕıklad
exponenciálńı rozděleńı modeluje dobu do poruchy u komponent, které nejsou
trvale namáhány, Erlangovo rozděleńı se využ́ıvá pro popis doby života do n-té
poruchy apod.
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Př́ıklad

Př́ıklad 9 (Beta rozděleńı)

Jestliže náhodná veličina X má hustotu

f (x) =

{
1

B(a,b)xa−1(1− x)b−1 a, b > 0, x ∈ 〈0, 1〉
0 jinak

znač́ıme X ∼ Beta(a, b)

Speciálńı p̌ŕıpady: a = 1, b = 1 rovnoměrné rozděleńı Ro(0, 1)

Funkce B(a, b) je pro a, b > 0 definována p̌redpisem

B(a, b) =
1∫

0
xa−1(1− x)b−1dx.

Plat́ı vztah mezi beta a gamma funkćı

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

.
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Př́ıklad

Hustoty
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Distribučńı funkce
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V souvislosti s p̌redchoźımi rozděleńımi se daj́ı ukázat vztahy

lim
n→∞

nBeta(1, n) = Exp(1),

lim
n→∞

nBeta(k, n) = Gamma(k, 1).
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