M3121 PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA I PobpziMm 2020

VYBRANA CVICEN{ (TRETI PARALELKA)

1 Nahodné jevy (ptiklady 28—32)

Cviceni 1. Pii vyrobé bot se na nahodné vybraném paru provadi tii zkousky kvality.
Oznaéme jevy: A = zkouSeny par bot vyhovi prvni zkousce, B = vyhovi druhé zkousce,
C = vyhovi treti zkouSce. Zapiste pomoci nich jevy, ze zkouseny par bot vyhovi:

pri prvni zkousSce

pouze pii prvni zkousSce
alespon pii jedné zkousce
pravé pii jedné zkousce

pii v8ech zkouskéch

pii nejvyse dvou zkouskach

Cviceni 2. Vyrobky délime do 3 skupin: na standardni (A), pouzitelné (B) a nepouzitelné
(C). Vyjadiete nésledujici jevy:

Cviceni 3. Strojovna je tvofena dvéma paralelné zapojenymi kotli, za nimiz je sériové
pripojen stroj. Ozna¢me S = stroj je provozuschopny, K1 = kotel 1 je provozuschopny, Ko =
kotel 2 je provozuschopny. Vyjadiete pomoci téchto jevi jev C' = strojovna je provozuschopné
ajev C.

Cviceni 4. Mame 4 vyrobky. Jev A znamend, ze alespon jeden z nich je zmetek. jev B
znamena, ze zmetky jsou nejvyse dva. Vyjadiete, co znamenaji jevy A a B.

Cviceni 5. Necht Q = {w;,ws,ws3} je prostor elementdrnich jevii. Vypiste viechna moznd
jevova pole A na €.
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2 Kombinatorika (pfiklady 1—13)

Cviceni 1. V zavodni jidelné si zédkaznik sklddd menu v konstantni cené dle vlastniho vybéru.
Vybira jednu ze 3 druhii polévek, jeden z 8 hlavnich chodu, jeden ze 4 salatu a jeden z 5 druhu
napoju. Kolik je vSech moznosti sestaveni plného menu?

Cviceni 2. Na konferenci promluvilo 5 fe¢nikiu — A, B, C, D, E — kazdy pravé jednou.
(a) Urcete pocet vsech moznych poradi jejich vystoupeni.
(b) (a), mé-li feénik B vystoupit ihned po fecnikovi A.
(c¢) (a), mé-li fecnik B vystoupit az po fecnikovi A.
Cviceni 3.
(a) Kolik pfesmycek (anagramu) lze ziskat ze slova MISSISSIPPI?
(b) V kolika z nich jsou vSechna ¢tyti I hned za sebou?

¢) V kolika z nich nejsou vSechna ¢tyfi I hned za sebou?

)

)

()

(d) V kolika z nich jsou vSechna ¢tyfi S hned za sebou?

(e) V kolika z nich jsou vSechna ¢tyfi I hned za sebou i véechna ¢tyii S hned za sebou?

(f) V kolika z nich jsou vSechna ¢ty#i I hned za sebou nebo vsechna ¢tyti S hned za sebou?
(g) V kolika z nich nejsou vSechna ¢tyii S hned za sebou ani vsechna ¢tyfi I hned za sebou?

Cviceni 4.

(a) Kolik ruznych péticifernych ¢isel lze sestavit z ¢islic 0, 1, 4, 7, 9, aniz by se ¢islice
opakovaly?

(b) Kolik z téchto ¢isel je sudych?
Cviéeni 5. Uvazujme viechna nezaporné celd ¢isla mensi nez 10°.
(a) Kolik je téch, které ve svém cifernim zapisu nemaji ani jednu devitku?
(b) Kolik je téch, které ve svém cifernim zapisu maji alespon jednu devitku?
Cviceni 6. Loudi se pét pratel. Kolik stiskt ruky si vymeéni?
Cviceni 7. Kolika zpusoby muzeme mezi 7 déti rozdélit 5 miéa stejné barvy?

Cviceni 8. Na mistrovstvi svéta v lednim hokeji je vysldno 22 hracu, z toho 12 tutoc¢niku,
8 obrdncu a 2 brankéri. Kolik ruznych sestav (3 uto¢nici, 2 obrénci a brankaf) je mozno
vytvorit?

Cviceni 9. Kolika zpusoby si 4 déti mohou mezi sebou rozdélit 10 modrych, 15 ¢ervenych
a 8 zelenych kulicek, kdyz kazdé dité musi dostat alespon jednu kulicku od kazdé barvy?
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3 Klasicka pravdépodobnost (ptriklady 14—27, 33—35)

Cviceni 1. Kostku, kterd mé nabarvené vSechny stény stejnou barvou, roziezeme na 1000
mensich stejné velkych kosticek stejnych rozméru (na 10 fezu v kazdé ze 3 os). Kosticky poté
zamichdme a ndhodné vybereme jednu z nich. Jaka je pravdépodobnost, Ze vytazena kosticka
mé pravé 3 obarvené stény?

Cviceni 2. Hazime dvéma kostkami. S jakou pravdépodobnosti padne soucet rovny 67

Cviceni 3. Na sténu nddrazi se mad namontovat 10 automatl na prodej jizdenek, z toho
3 automaty jsou urceny pro prodej jizdenek do zahrani¢i. Spocitejte pravdépodobnost, ze
pravé tyto 3 automaty budou namontovany hned vedle sebe.

Cviceni 4. Hazime klasickou kostkou desetkrat po sobé. Spocitejte pravdépodobnost, ze
v prvnich 4 hodech padnou ¢isla vétsi nez 4 a v poslednich 5 hodech ¢isla mensi nez 5.

Cviéeni 5. V dodavce 100 kiistalovych véaz je 5 vadnych. P#i kontrole je ndhodné vybrany
4 vazy. Spocitejte pravdépodobnost, ze:

(a) prévé jedna z kontrolovanych véz je vadna.
(b) alespon jedna z kontrolovanych véz je vadnd.

Cviceni 6. V urné je deset listki oznacenych postupné piirozenymi ¢isly od 1 do 10. Nahodné
vytahujeme 4 listky po jednom, pficemz kazdy listek po vytazeni vracime zpét. Jakd je
pravdépodobnost, ze:

(a) na listcich jsou 4 ruzn4 cisla.
(b) na vsech ¢tyfech listcich je stejné &islo.
(c) na listcich je jedno ¢islo dvakrat a dale dvé dalsi ruznd ¢isla.

Cviceni 7. Dva hraci stiidavé hdzeji férovou minci. Vyhrava ten hrac, jemuz diive padne
lic. Uréete pravdépodobnosti vyhry jednotlivych hracu.

Cviceni 8. Ctyfi osoby si pii vstupu do baru odlozily na vésék své étyfi klobouky. Po jisté
dobé stravené konzumaci odchézeji a klobouky si berou ndhodné. Spocitejte pravdépodobnost,
ze alespon jedna osoba si vezme svij klobouk.

Cviéeni 9. Do vytahu n-poschodové budovy nastoupilo k osob, k > n. Za piedpokladu,
ze kazda z k osob vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném z n pater, urcete
pravdépodobnost, ze v kazdém poschodi vystoupi alespon jedna osoba.
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4 Geometrickd pravdépodobnost (pfiklady 36—44)

Cviceni 1. Pevnina zabird 149 - 10° km? povrchu Zemé a moie tvoii 361 - 10 km?. Jaka je
pravdépodobnost, ze padajici meteorit dopadne na pevninu?

Cviceni 2. Dva pratelé si domluvili schuzku na uréitém misté, ale nedohodli se na piesném
Case, jen ze se sejdou mezi 17.00 a 18.00, pficemz kazdy z nich pocka 20 minut (potom odejde).
Predpokladame, ze oba pfijdou kdykoliv béhem smluvené doby nezavisle na sobé. Spocitejte
pravdépodobnost, ze se skuteéné potkaji.

Cviceni 3. Zvolme ndhodné dvé ¢isla x,y € (0,1). Urcete pravdépodobnost, ze jejich soucet
je mensi nez 1 a jejich soucin je mensi nebo rovny 0,09.

Cviceni 4. Proti dostateéné velké siti se ¢tvercovymi oky velikosti 8x8 c¢m kolmo hodime
micek o pruméru 5 cm. jaka je pravdépodobnost, ze micek proleti bez doteku sité?
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5 Nezavislost (priklady 45—48, 53, nékteré podiilohy 49-73)

Cviceni 1. V krabici jsou ¢tyfi listky s ¢isly 000, 110, 101, 011. Ndhodné vytdhneme jeden
listek. Ozna¢me jevy A; = vytazeny listek mé na i-tém misté jednicku, i = 1,2, 3. Jsou jevy
Ay, Ao, As stochasticky nezavislé, resp. po dvou nezavislé?

Cviceni 2. Hazime nardz dvéma kostkami — modrou a ¢ervenou. Ozna¢ime jevy: A = {na
modré kostce padlo liché ¢islo}, B = {na Cervené kostce padlo sudé ¢islo}, C = {soucet
padlych ¢isel je lichy}. Jsou jevy A, B, C stochasticky nezavislé, resp. po dvou nezavislé?

Cviceni 3. Stielec stiili tfikrat nezdvisle na sobé na terc. Pravdépodobnosti zdsahu pii
jednotlivych opakovéanich jsou postupné 0,4; 0,5; 0,7. Spocitejte pravdépodobnost, ze stielec
zasahne terc

(a) pravé jednou;
(b) alespon jednou;
(c) prave dvakrat.

Cviceni 4. Seminko slunecnice vykli¢i s pravdépodobnosti 0,4. Kdyz zasejeme 7 takovych
seminek, jaka je pravdépodobnost, ze z nich vykli¢i

(a
(b
(c
(d) prave k?

alespoil jedno;
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6 Podminéna pravdépodobnost (¢ast prikladt 49—73)

Cviceni 1. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvéma kostkami padly dvé pétky, je-li
znamo, ze soucet ok je délitelny péti?

Cviceni 2. Necht plati P(A) = 0,3, P(B) = 0,4 a P(AU B) = 0,6. Spocitejte P(A|B)
a P(B|A).

Cviceni 3. Prvni délnik vyrobi denné 60 vyrobku, z toho 10 % zmetku. Druhy délnik vyrobi
denné 40 vyrobku, z toho 5 % zmetku. Z denni produkce ndhodné vybereme jeden vyrobek.
Jaka je pravdépodobnost, Ze je zmetek a pochazi od prvniho délnika?

Cviceni 4. Z péti vyrobkl, mezi nimz jsou pravé tii zmetky, vybirame tiikrat bez vraceni
po jednom vyrobku. Oznac¢ime A; = {i-ty vybrany vyrobek je zmetek}, i = 1,2, 3. Spocitejte
pravdépodobnost spoleéného nastoupeni jevu Aq, As, As.

Cviceni 5. Tenista méd prvni podani Uspésné s pravdépodobnosti 0,6, piip. druhé podéani
pak s pravdépodobnosti 0,8. Spocitejte pravdépodobnost, Ze se tenista pii podani dopusti
dvojchyby.

Cviceni 6. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4. Vyrazi-
li z fakulty s destnikem a cestou domu navstivi 4 obchody, jaka je pravdépodobnost, ze ve 4.
obchodé zapomene destnik?
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7 Veéta o Gplné pravdépodobnosti (¢ast prikladt 49—73)

Cviceni 1. Prvni délnik vyrobi denné 60 vyrobki, z toho 10 % zmetkt. Druhy délnik vyrobi
denné 40 vyrobku, z toho 5 % zmetku. Z denni produkce ndhodné vybereme jeden vyrobek.
Jaka je pravdépodobnost, Zze je zmetek?

Cviceni 2. Ve studijni skupiné je 23 studentu. Pravdépodobnost tispéchu u zapoctové pisemky
z Pravdépodobnosti a statistiky I je pro 8 studentu 0,9, pro dalsich 12 studentt 0,6 a pro po-
sledni 3 studenty 0, 4. Spocitejte pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student u zdpoctové
pisemky uspéje.

Cviceni 3. U testu na odhaleni nemoci se uddvaji idaje o senzitivité a specificité. Senzitivita
je pravdépodobnost, ze ¢lovéku s danou nemoci ukédze test pozitivni vysledek, a specificita
testu je pravdépodobnost, ze ¢lovéku bez dané nemoci ukéaze test negativni vysledek. U jed-
noho z antigenovych testi pouzitych béhem plosného testovani na COVID-19 na Slovensku
uvadi vyrobce senzitivitu 0,914 a specificitu 0, 998. Pozitivni vysledek si domu odneslo 1,06 %
otestované populace. Kdyby testy pouzity béhem plosného testovani opravdu méli tuto senzi-
tivitu a specificitu, u kolika procent slovenské populace bychom ocekavali pfitomnost nemoci
COVID-19 (t.j. co bychom byli schopni fici o prevalenci COVID-19 na Slovensku)?

Cviceni 4. Na pulté v galanterii lezi 10 stejnych krabicek. V kazdé z nich je 10 knofliku,
pricemz v i-té krabicce je pravé ¢ knofliku ¢ernych a (10 — ¢) bilych. Zakaznik nahodné zvoli
jednu krabi¢ku a z ni ndhodné vybere jeden knoflik. Jaka je pravdépodobnost, ze je cerny?
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8 Bayesova véta (¢ast piiklada 49—73)

Cviceni 1. M&-li antigenovy test na COVID-19 senzitivitu 0,914 a specificitu 0,998 a je-li
prevalence COVID-19 v populaci 0,94 %,

(a) jaké je pravdépodobnost, ze ¢lovek s certifikdtem o negativnim vysledku testu opravdu
nema COVID-19?

(b) jaka je pravdépodobnost, ze ¢lovék s pozitivnim testem opravdu ma COVID-197

Cviceni 2. Test obsahuje 100 otazek, z nichz si zkouSeny jednu vylosuje. Potom se zkouseny
rozhoduje takto: zni-li spravnou odpovéd, zvoli ji; nezné-li spravnou odpovéd’, voli jednu ze 4
nabizenych odpovédi ndhodné. Predpokladejme, ze zkouSeny zna spravné odpovédi na prave
k ze 100 otazek.

(a) S jakou pravdépodobnosti zkouseny na otdzku odpovi spravné?

(b) Kdyz zkouseny odpovi spravné, s jakou pravdépodobnosti odpovéd pouze hadal?

Cviceni 3. Mdame tii stejné krabice. Prvni obsahuje 1 bilou, 2 ¢erné a 3 zelené kulicky,
druhé obsahuje 2 bilé, 1 ¢ernou a 1 zelenou kulicku a v posledni krabici jsou 4 bilé, 5 ¢ernych
a 3 zelené kulicky. Nahodné jsme zvolili jednu krabici a z ni vytahli bez vraceni dvé kulicky:
bilou a zelenou. Spocitejte pravdépodobnosti, ze jsme tyto dvé kulicky vytahli z prvni krabice.

Cviceni 4. Uvazujeme dvé osudi: osudi A obsahuje 1 ¢ernou a 1 bilou kulicku, v osudi B
jsou 2 cerné a 3 bilé kulicky. Z osudi A vytdhneme ndhodné jednu kulicku a vlozime ji do
osudi B. Potom vytadhneme jednu kulicku z osudi B. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

(a) kulicka z osudi A a kulicka z osudi B maji stejnou barvu;
(b) kulicka z osudi A byla bild, vime-li, ze kulicka tazend z osudi B je ¢erna?

Cviceni 5. Krabice obsahuje n, n > 2, kouli — bilé a ¢erné. Byla naplnéna takto: n-krat bylo
hozeno kostkou; pokud padla Sestka, do krabice byla vlozena bila koule, jinak byla vlozena
¢erna koule. Z takto naplnéné krabice byla ndhodné vylosovana jedna koule a zjistilo se, ze je
bild. Spocitejte pravdépodobnost, ze krabice pfed timto tahem obsahovala pravé jednu bilou
kouli.

Cviceni 6. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4. Z fakulty
vyrazil s desStnikem, cestou domu navstivil 4 obchody a domu priSel bez destniku. Jakd je
pravdépodobnost, ze deStnik zapomél ve 4. obchodé?
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9 Diskrétni ndhodna velicina (priklady 74—77)
Cviceni 1. Nahodn4 veli¢ina X udava ¢éislo, které padlo pii hodu klasickou kostkou.

(a) Zkonstruujte pravdépodobnostni prostor, diky kterému muzeme X povazovat za ndhodnou
veli¢inu.

(b) Urcete pravdépodobnostni funkci této ndhodné veliciny.

(c) Spocitejte P(1 < X < 6).

(d) Spocitejte P(X < 2).

(e) Urcete distribuéni funkci ndhodné veli¢iny X a nakreslete jeji graf.

Cviceni 2. Ridi¢ musi projet ¢tyii kiizovatky Fizené semafory. Na kazdé kiizovatce sviti ze-
lend a cervend s pravdépodobnostmi 0,5 (oranzovou pro jednoduchost neuvazujeme). Ndhodna
veli¢ina X udavé pocet projetych kiizovatek, nez fidi¢ musi na Cervenou zastavit.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkei této ndhodné veliciny.

(b) Urcete distribuéni funkci a nakreslete jeji graf.

Cviceni 3. Hazime klasickou kostkou. Ndhodn4 veli¢ina X nabyva hodnoty 1, padne-li Sestka,
a 0 jinak. Urcete pravdépodobnostni funkci této nahodné veli¢iny. O jaké rozdéleni se jedna?

Cviceni 4. Héazime tiikrat klasickou kostkou. Nahodna velicina X udava pocet padnutych
Sestek. Urcete pravdépodobnostni funkci této ndhodné veli¢iny. O jaké rozdéleni se jedna?

Cviceni 5. Hazime klasickou kostkou, dokud nepadne Sestka. Nahodnd veli¢ina X udava
pocet hodu predchazejicich padnuti Sestky. Urcete pravdépodobnostni funkci této nahodné
veli¢iny. O jaké rozdéleni se jedna?

Cviceni 6. Hazime klasickou kostkou, dokud nepadnou dvé Sestky. Nahodna veli¢ina X
udéva pocet hodu predchazejicich padnuti dvou Sestek. Urcete pravdépodobnostni funkci
této ndhodné veliciny. O jaké rozdéleni se jednd?

Cviceni 7. Jaka jind rozdéleni diskrétnich ndhodnych veli¢in jesté znate?



