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2. Prvodéisla

vvvvvv

Jeho dulezitost je dana predevsim vétou o jednoznacném rozkladu libo-
volného prirozeného cisla na soucin prvocisel, ktera je silnym a ic¢innym
nastrojem pii feseni celé Tady tloh z teorie cisel.

DEFINICE. Kazdé prirozené ¢islon > 2 ma aspon dva kladné délitele:
1 a n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se
prvocislo. V opacném pripadé hovotrime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p.
Nejmensi prvoécisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, . .. (zejména
¢islo 1 za prvocislo ani za ¢islo slozené nepovazujeme, je totiz inver-
tibilni, neboli jednotkou okruhu celych ¢isel). Prvocisel je, jak brzy
dokazeme, nekonecné mnoho, mame ovsem pomérneé limitované vypocetni
prostiedky na zjisténi, zda je dané éislo prvocislem; éislo 282989933
1, které bylo v roce 2018 nejvétsim znamym prvocislem, ma pouze
24 862 048 cifer a jeho dekadické vyjadreni by se tak veslo na kdejaky
prehistoricky datovy nosic, pii tisku knihy o 60 radcich na stranku a
80 znacich na fadek by nicméné i tak zabralo 5180 stran.

Uved'me nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku prvociselnosti
a je zakladni ingredienci pti dukazu jednoznacnosti rozkladu na prvocisla.

VETA 6 (Euklidova o prvoéislech). Prirozené ¢islo p > 2 je prvocislo,
pravé kdyz plati: pro kazdd celd éisla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKAZ. ,=“ Pfedpoklddejme, ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b € Z.
Protoze (p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1.
V prvnim piipadé p | a, ve druhém p | b podle véty

,<=* Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel ruzny
od 1 a p. Oznacime jej a; pak ovsem b = £ € N a plati p = ab, odkud
1 <a<p,1<b<p Nasljsme tedy celd ¢isla a,b tak, ze p | ab a
pritom p nedéli ani a, ani b. U

PRIKLAD. Naleznéte vechna ¢isla k& € Ny, pro kterd je mezi deseti
po sobé jdoucimi ¢isly £+ 1,k + 2,...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESENI. Pro k = 1 je mezi nadimi ¢isly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7,
11. Pro k = 0 a k = 2 pouze ¢tyti prvocisla. Jestlize £ > 3, neni mezi
zkoumanymi ¢isly ¢islo 3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét
sudych a pét lichych ¢isel, mezi kterymi je zase aspon jedno délitelné

tfemi. Nasli jsme tedy mezi ¢isly kK + 1, k + 2, ..., k + 10 aspon Sest
slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse Ctyii prvocisla. Zadani proto
vyhovuje jediné cislo k = 1. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvoécislo p a libovolné k € N,
k < p, je kombinacni ¢islo (g) delitelné p.
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RESEN{. Podle definice kombinaéniho &isla

PN__»  _p = pokt])

k El(p — k)! 1:2-+--- k ’
a tedy k! | p-a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p—k+1). Protoze
k < p, neni zadné z cisel 1,2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle

véty [6] nenf ani k! délitelné prvocislem p, odkud (k!,p) = 1. Podle véty
platl' k!'| a, a tedy b =  je celé cislo. Protoze (z) = B& = pb, je cislo
(Z) délitelné cislem p. O

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n je mozné vyjadrit jako soucin
prvocisel, pricemz je toto vyjadreni jediné, nebereme-li v wvahu potadi
cinitel. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvocisla, n = 1
je soucinem prazdné mnoZing,H prvocisel)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zpusobem jako v
definovat v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, proc¢ se
omezujeme na obory integrity). V nékterych oborech integrity pritom
zadné prvky s vlastnosti prvocisla (fikame jim ireducibilng) neexistuji
(napt. Q), v jinych sice ireducibilni prvky existuji, ale zase tam neplati
véta o jednoznaéném rozkladu (napt. v Z(y/—5) méame nésledujicf roz-
klady: 6 = 2-3 = (1++/=5) - (1 —/=5); zkuste si rozmyslet, Ze vsichni
uvedenf ¢initelé jsou skutecné v Z(y/=5) ireducibilni).

DUKAZ. Nejprve dokdzeme indukei, ze kazdé n > 2 je mozné vyjadrit
jako soucin prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, ze n > 2 a ze jsme jiz dokézali, Ze libovolné
n', 2 < n’ < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. Jestlize n je
prvocislo, je souc¢inem jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak
existuje jeho délitel d, 1 < d < n. Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 <
¢ < n. Z indukéniho predpokladu plyne, ze ¢ i d je mozné vyjadrit jako
soucin prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich soucin c-d = n.

Nyni dokézeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze plati rovnost
souCint py - P2 - Pm = QG2 - Gs, kde pr,.o Dy @1y, Qs
jsou prvocisla a navic plati p1 < ps < - < pp, @1 < g2 < -+ < gy
al < m < s. Indukci vzhledem k m dokazeme, ze m = s, p; =
dis- .-y Pm = Gm-

Je-lim=1jepr=q - qs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo
p1 délitele ¢, takového, ze 1 < q; < p; (nebot gaqs3 .. .qs > 1), coz neni
mozné. Je tedy s = 1 a plati p; = q.

Predpokladejme, ze m > 2 a ze tvrzeni plati pro m — 1. Protoze
PLP2c e Dm = QG2 s, AEli pp, SOUCIN @y -+ - -+ 5, coz je podle véty 6]
mozné jen tehdy, jestlize p,, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}.
Protoze ¢; je prvocislo, plyne odtud p,, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela

1V feci teorie okruht jde o jednicku okruhu celych ¢isel, kterd je dle obvyklé
konvence sou¢inem prazdné mnoziny prvku okruhu.
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analogicky se dokaze, ze ¢; = p; pro vhodné j € {1,2,...,m}. Odtud
plyne

qs =Dj < Pm =i < Gs;
takze p,, = ¢s. Vydélenim dostaneme p;-py----- Pme1=Gq1°Q2 " (s_1,
a tedy z indukéniho predpokladu m — 1 =s—1,p1 = q1,...,Pm_1 =

qm-1. Celkem tedy m = s a p1 = q1,..-,Pm-1 = Gm-1, Pm = qm-
Jednoznac¢nost, a proto i cela véta 7] je dokazana. O

POZNAMKA. Jiz jsme se zminili, Ze je slozité o velkych ¢islech s jis-
totou rozhodnout, jde-li o prvocislo (na druhou stranu je o naprosté
vétsine slozenych ¢isel snadné prokazat, ze jsou skuteéné slozend). Piesto
se v roce 2002 podarilo indickym matematikum (Agrawal, Saxena, Ka-
yal:http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_
v6.pdf)) dokazat, ze problém prvociselnosti je mozné rozhodnout al-
goritmem s casovou slozitosti polynomialné zavislou na poctu cifer
vstupniho ¢isla. Nic podobného se zatim nepodarilo v otézce rozkladu
¢isla na prvocisla (tfebaze se obecné nevéri, ze je to mozné, exaktni
dikaz zatim nebyl podan). Nejrychlejsi obecné pouzitelny faktorizacni
algoritmus, tzv. sito v ¢iselném teélese, je sub-exponencialni casové slozitosti
O e1.9(10gN)1/3(10glogN)2/3 )

Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, ktery ¢islo N fak-
torizuje v kubickém case (tento algoritmus je tedy casové slozitosti
O (log3 N )) na kvantovém pocitaci. Je k tomu nicméné tieba sestro-
jit pocitace s dostatetnym poctem kvantovych bitu (tzv. qubits) — jak
je to obtizné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se IBM podaftilo
pomoci kvantového pocitace rozlozit ¢islo 15, v roce 2012 byl dosazen
dalsi faktoriza¢éni rekord rozkladem c¢isla 21, nasledovali ¢insti fyzikové
(s vyuzitim jistého triku jim stacil NMR kvantovy pocita¢ s pouhymi
¢tyimi qubity k rozkladu ¢isla 143) a v zavéru roku 2014 bylo ukazéno,
ze tentyz pocitac je schopny rozlozit i ¢islo 56 153 (viz https://en.
wikipedia.org/wiki/Timeline_of_quantum_computing).

Ze je problém rozkladu piirozeného éfsla na prvocisla vypocetné
slozity, o tom sveédéi i (jiz neplatnd) vyzva ucinénd v roce 1991 firmou
RSA Security (vizhttp://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?
1d=2093). Pokud se komukoliv podafilo rozlozit ¢isla oznacend podle
poctu cifer jako RSA-100, ..., RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, mohl
obdrzet 1000,. .., 30000, 50 000, ..., resp. 200000 dolaru (¢islo RSA-
100 rozlozil v témze roce Arjen Lenstra, ¢islo RSA-704 bylo rozlozeno
v roce 2012, néktera dalsi ale dosud rozlozena nebyla).

Diky jednoznaénosti rozkladu na prvocisla jsme schopni (se znalosti
tohoto rozkladu) snadno odpovédét i na otdzky ohledné poctu ¢i souctu
itivné znamy) postup na vypocet nejvétsiho spoleéného délitele dvou
¢isel ze znalosti jejich rozkladu na prvocisla.


http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_of_quantum_computing
https://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_of_quantum_computing
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
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DUSLEDEK. (1) Jsou-li py,...,px navzdjem riznd prvocisla a
ni,...,ng € No, je kazdy kladny délitel ¢isla a = pi* - - - - pp*
tvaru py™ - P, kde my, ..., my € Ng amy < nq, mg < no,

) my S ng.
Cislo a ma tedy prdave
7(a)=(n1+1)(ng+1)----- (ng +1)
kladnych délitelu, jejichZ soucet je
ni1+1 - 1 ng+1 o 1
o(a) =2 B
pr—1 pr—1
(2) Jsou-li py,...,px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., ng, my,

..., my € Ny a oznacéime-lir; = min{n;, m;}, t; = max{n;, m;}
pro kazdé i = 1,2,...,k, plati

<p71"‘1.....pzk’p’lnl.....pz‘k) :pgl.....pzk;
[P oo P P ] =l k.

2.1. Dokonala ¢isla a jejich vztah k prvoéislim. Se souctem
vsech kladnych délitelu daného ¢isla souvisi pojem tzv. dokonalého
¢isla. Rekneme, Ze a je dokonalé, pokud spliuje podminku o(a) = 2a,
resp. slovné, pokud soucet vsech kladnyjch délitelu ¢isla a mensich nez
a samotné je roven ¢islu a.

Takovymi ¢isly jsou napt. 6 =14+2+4+3,28=1+2+4+ 7+ 14,
496 a 8128 (jde o vsechna dokonald ¢isla mensi nez 10 000).

Lze ukézat, ze sudé dokonala ¢isla jsou v izkém vztahu s tzv. Mer-
senneho prvocisly. Plati totiz nasledujici fakt.

TVRZENI 2.1. Prirozené cislo a je sudé dokonalé ¢islo, prdveé kdyz
je tvaru a = 2971(29 — 1), kde 27 — 1 je prvocislo.

DUKAZ. Je-li a = 2971(29 — 1), kde p = 27 — 1 je prvocislo, pak

z predchoziho tvrzeni plyne
29 —1

o(a) = 51

Takové ¢islo a je tedy dokonalé.

Pro dukaz opacného sméru uvazme libovolné sudé dokonalé ¢islo a
a pisme

S(p+1)=(29-1)-27 = 2.

a=2"-m, kde m,k € Na 2{m.
Protoze je funkce o multiplikativni (viz [3.2), je o(a) = o(2%) - o(m) =
(251 — 1) - o(m). Pfitom ale z dokonalosti ¢fsla a plyne o(a) = 2a =
21 m, odkud
ok om = (2 — 1) - o(m).
Protoze je 2! — 1 liché, nutné 25! — 1 | m a mizeme polozit
m = (281 — 1) - n pro vhodné n € N. Upravou dostdvame 2FF1 .
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= o(m). Mezi délitele ¢isla m pritom patii ¢isla m i n (a protoze
=2kt — 1 > 1, jsou tato ¢&fsla nutné riznd), proto

2 in =g(m) >m+n=2"".n,

333

a tedy o(m) = m+n. To znamend, ze m je prvocislo s jedinymi déliteli
man =1, odkud a = 2. (2¥1 —1), kde 2**! —1 = m je prvocislo. O

PozNAMKA. Na druhou stranu, popsat lich4 dokonal4 ¢isla se dodnes
nepodarilo, dokonce se ani nevi, jestli vubec néjaké liché dokonalé ¢islo
existuje.

Mersenneho prvocisla jsou pravé prvoéisla tvaru 2¥ — 1. Neni bez
zajimavosti, ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi vS§emi prvocisly
nejlépe ,vidét“ — pro Mersenneho c¢isla existuje pomérné jednoduchy
a rychly postup, jak ovérit, ze jde o prvocisla. Proto neni ndhodou, ze
nejveétsi znama prvocisla jsou obvykle tvaru 28 — 1.

Jakkoliv muze byt hledani nejvétsiho znamého prvocisla chapano
jako pochybna zabava bez valného praktického uZitkuEL jednak posu-
nuje hranice matematického poznani a zdokonaluje pouzité metody
(a casto i hardware), navic muze piinést benefit i samotnym obje-
vitelum (Electronic Frontier Foundation vypsala odmény EFF Coo-
perative Computing Awards za nalezeni prvocisla majiciho alespon
105,107,108 a 10° &islic — odmény 50, resp. 100 tisic dolarti za prvni dvé
kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp. 2009 — v obou piipadech
projektu GIMPS — na dalsi odmeény si jesté ziejmé néjaky cas pockame).

2.2. Rozlozeni prvocisel.

There are two facts about the distribution of prime num-
bers. The first is that, [they are] the most arbitrary and
ornery objects studied by mathematicians: they grow like
weeds among the natural numbers, seeming to obey no
other law than that of chance, and nobody can predict
where the next one will sprout. The second fact is even
more astonishing, for it states just the opposite: that the
prime numbers exhibit stunning regqularity, that there are
laws governing their behavior, and that they obey these
laws with almost military precision.

Don Zagier

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n po
sobé jdoucich prirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESENI. Zkoumejme é&isla (n + 1)! +2,(n+1)! +3,..., (n + 1) +
(n + 1). Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zadné prvocislo,
protoze pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n + 1)!, a tedy
k| (n+ 1)+ k, aproto (n+ 1)! + k nemuze byt prvocislo. O

2Viz napi. titulek iDnes z 6.inora 2013: Nejvétsi zndmé prvocislo na svété ma
17 milionu ¢islic a je k nicemu



