6 Bodové a intervalové odhady parametru

6.1 Uvod do matematické statistiky

V ramci kapitol 2 a 3 jsme se seznamili se zdkladnimi metodami popisné statistiky. Pfipomenme si, ze tyto metody
slouzi vyhradné k seznameni se s datovym souborem, k pochopeni podstaty predlozenych dat a zjisténi jejich
zékladnich vlastnosti. Je dulezité si uvédomit, ze vysledky a zavéry metod popisné statistiky se vztahuji pouze a
jediné k predlozenému datovému souboru a jeho hranice nikdy nepiekroci.

Snahou kazdého vyzkumnika je vS8ak naopak poznat a pouzivat metody, které jsou schopné hranice datového
souboru piekrocit a umoznit mu rozsiteni informaci ziskanych na zakladé datového souboru na celou zkoumanou
populaci. V praxi totiz éastokrat nemdme moznost zkoumat vyskyt néjaké vlastnosti v celé populaci, nebot zkou-
mand populace muze byt velmi rozsdhld a nasbirani hodnot od kazdého subjektu z této populace by bylo casoveé i
finan¢éné velmi naro¢né. Z tohoto duvodu je pro nas mnohem jednodussi sestavit pouze reprezentativni vzorek sub-
jektu ze zkoumané populace, ktery svym slozenim jednak dostateéné pokryva celou populaci a jednak dostatecné
reprezentuje jeji stézejni rysy. Tento reprezentativni vzorek potom vyhodnotime pomoci vhodnych statistickych
metod a zévéry platné pro reprezentativni vzorek ndsledné rozsifime na celou populaci (tento krok si v piipade, ze
vybrany vzorek je skuteéné reprezentativnim vzorkem celé populace, muzeme dovolit).

Reprezentativni vzorek, ve statistické terminologii nazyvany jako ndhodny viybér, je soubor n stochasticky
nezdvislych ndhodnych velicin Xi,..., X, které se fid{ stejnym modelem L s parametry 0, tj. X1 ~ L(0), ...,
X, ~ L(0). Protoze kazdd dilé{ ndhodnd velicina se f{d{ stejnym modelem L(6), muZeme piedpoklddat, ze cely
ndhodny vybér Xi,..., X, se také fidi modelem L(#). V praxi muze byt modelem L(#) napiiklad alternativni
model Alt(p), kde 6 = p, binomicky model Bin(N, p), kde § = (N, p)?, normalni model N(u,o?), kde 8 = (u,0?)7,
apod. Konkrétn{ ¢iselné realizace ndhodného vybéru Xy, ... X,, (znac¢ime je malymi pismeny 21, ..., ), tvoii datovy
soubor.

V souvislosti s ndhodnym vybérem definujeme také pojem statistika, jako libovolnou funkci T'= T(Xq, ..., X,,)
nghodného vybéru, kterd zddnym zptsobem nezavisi na parametru . Realizaci statistiky t potom oznacujeme
statistiku 7" vyhodnocenou v realizaci ndhodného vybéru, tj. t = T(z1,...,2n).

Piiklad 6.1. Repezentativni vzorek

Predpokladejme, ze chceme provést studii zkoumajici vysku zen ve véku 25-35 let v Jihomoravském kraji. V idedlnim
piripadé bychom oslovili vSechny zeny v pozadovaném véku s trvalym pobytem v Jihomoravském kraji, zméfili
jejich vysku, zaznamenali ji do tabulky a nasbiranad data statisticky vyhodnotili. Takovy vyzkum by byl vSak
¢asové 1 finanéné naroény a navic neni pravdépodobné, Zze bychom do studie dokézali zahrnout dplné vSechny
zeny Proto radéji vytvofime reprezentativni vzorek zen z Jihomoravského kraje o rozsahu napiiklad n = 1000.
Aby byl vzorek reprezentativni, mél by rovnomérné pokryvat zeny z celého Jihomoravského kraje. S vyuzitim
multihypergeometrického modelu modelu popsaného v kapitole 4 muzeme vypocitat, ze pro zachovani rovnomérného
pokryti celého Jihomoravského kraje bychom meéli oslovit ptiblizné 92 zen okresu Blansko, 320 Zen z okresu Brno-
mésto, 187 zen z okresu Brno-venkov, 98 zen z okresu Bfeclav, 130 zen z okresu Hodonin, 77 Zzen z okresu Vyskov a
96 Zen z okresu Znojmo. Volba zen v kazdém okrese by méla byt ¢isté ndhodnd a méla by pokryvat celou vékovou
kategorii 25-351let. Reprezentativni vzorek, neboli ndhodny vybér bude sestdvat z n = 1000 ndhodnych veli¢in
X1, ..., X1000, kde velicina X; bude popisovat vysku prvni zeny, ..., X900 bude popisovat vysku tisici zeny. O
kazdé nahodné veli¢iné piedpokldddme, 7e se ¥{di normalnim modelem, tj. X1 ~ N(u,0?), ..., X1000 ~ N(u,0?),
kde stiedni hodnota y i rozptyl o2 jsou shodné pro véechny ndhodné veliciny. Potom tedy také o celém nidhodném
vybéru predpoklédame, Ze se ¥idf norméalnim modelem, tj. X1, ..., X, ~ N(u,0?). Nyni se dostdvame do faze, kdy
vSechny Zeny zméfime a zjistime napiiklad, ze prvni zmérend zena méfi 165 cm, druhd zena méif 168 cm, . . ., tisici
zena méfi 163 cm. Zaznamenanim naméfenych hodnot do tabulky ziskdme realizace ndhodnach veli¢in x; = 165,
xo = 168, ..., T1900 = 163, které spolecné tvoii datovy soubor. *

Piiklad 6.2. Jednorozmeérné statistiky
Méjme jeden ndhodny vybér Xq,..., X, o rozsahu n > 2. Piikladem statistiky pro tento ndhodny vybér muze byt
napiiklad vybérovy prumeér

1 n
M=— Z X;. (6.1)
i=1
Vsimnéme si, ze ve vzorci 77 vybérového prumeéru vystupuji pouze hodnoty ndhodného vybéru X, ..., X, a rozsah



néhodného vybéru n. Libovolny parametr 6 (napt. i, o2, p, apod.) se ve vzorci nevyskytuje.
Dalsim ptikladem jednorozmérné statistiky je vybérovy rozptyl

n

> (X - M) (6.2)
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Opét si vSimnéme, ze ve vzorci 7?7 vybérového rozptylu se vyskytuji pouze hodnoty ndhodného vybéru Xy, ..., X,,
rozsah nadhodného vybéru n a vybérovy pramér M, ktery, jakozto statistika, je funkei nghodného vybéru. Zadny
parametr se ve vzorci nevyskytuje. Vybérovy rozptyl je tedy opét pouze funkci ndhodného vybéru. Z vybérového
rozptylu vychazi dalsi statistika nazyvand vybérova smeérodatna odchylka, kterd definovand jako odmocnina z
vybérového rozptylu, tj.

S =52 (6.3)

Vybérova smérodatnd odchylka je statistikou, nebot jde pouze o odmocninou statistiky nazyvané vybérovy rozptyl.
Poslednim piiklad statistiky, ktery si uvedeme, je vybérovy varia¢ni koeficient. Tento koeficient vyjadiuje miru
smeérodatné odchylky vysvétlené aritmetickym prumérem (viz kapitola 3).

S
V=—. 6.4
= (6.9
Protoze vybérovy varia¢ni koeficient neni nic jiného, nez podil dvou statistik, a sice vybérové smérodatné odchylky
a vybérového prumeéru, je sdm také statistikou. *

Piiklad 6.3. Dvourozmeérné statistiky
Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni, My a Mo jsou vybérové priuméry a S7
a S3 jsou vybérové rozptyly. Pifkladem dvourozmérné statistiky je vybérova kovariance

n

S12 = = 3 (Xi — M)(¥; — M) (6.5)

i=1

Vsimnéme si, ze ve vzorci 7?7 vybérové kovariance vystupuji kromé hodnot dvourozmérného ndhodného vybéru
pouze vybérové prumeéry M; a My, které jsou statistikami a tedy funkcemi ndhodného vybéru, a rozsah n. Proto je
vybérova kovariance rovnéz statistika. Druhym pifkladem dvourozmérné statistiky je vybeérovy korelacni koeficient

Sz Si2
VS8 5152
Vybérovy korela¢ni koeficient je definovan jako podil vybérové kovariance, kterd je statistikou, a odmocniny ze

soucinu vybérovych rozptylit S1 a Ss, které jsou rovnéz statistikami. Zadny parametr ve vzorci ?? nefiguruje, proto
je vybérovy korela¢ni koeficient téz statistikou. *

Rip = (6.6)

Piiklad 6.4. Dvouvybérové a vicevybérové statistiky
Necht X1, ... , Xin, a Xo1, ..., Xon,, N1 > 2 ang > 2, jsou dva ndhodné vybéry z jednozmeérnych rozdéleni, M; a
My jsou jejich vybérové priméry a S7 a S5 jejich vybérové rozptyly. Pifkladem dvouvybérové statistiky je vazeny
prumér dvou vybérovych rozptylu

(n1 —1)S% + (n2 — 1)53

52 = 6.7
. 2 (6.7)

Vsimnéme si, ze vzorec vazeného pruméru dvou vybérovych rozptyli 7?7 sestava z rozsahu ndhodnych vybéra ng
a mg a vybérovych rozptyli S? a S32, které jsou statistikami. Proto i vazeny primér dvou vybérovych rozptyli
S? je statistikou. Vzorec vazeného priméru dvou vybérovych rozptyl ?? muzeme zobecnit na vadzeny pramér m
nédhodnych vybéru.

Necht X1, .., Xiny, Xoty ey Xongs oo Xintseoos Xmny,, P11 > 2, g > 2, ..., Ny > 2 je m ndhodnych vybéra z

jednozmérnych rozdéleni, My, M, ..., M,, jsou jejich vybérové priméry a S?, Sz, ..., S2, jejich vybérové rozptyly.

Piikladem vicevybérové statistiky je vazeny prumér m vybérovych rozptyla

(ny —1)S? + (ng —1)S2 + -+ + (n,, — 1)S2,
n+ne+--+n, —m

52 — (6.8)
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Analogicky jako ve vzorci 7?7 vystupuji ve vzorci vdzeného prﬁmérﬁ m vybérovych rozptyla ?7 pouze rozsahy
nahodnych vybért ny, na, ..., n, a vybérové rozptyly S?, S3, ..., S2,, které jsou statistikami. Proto také vazeny
prumeér m vybérovych rozptylu je statistikou. *

Piiklad 6.5. Jednorozmérné statistiky

Meéjme k dispozici datovy soubor 15-anova-means-skull.txt obsahujici puvodni kraniometrické idaje o vysce horni
Césti tvére (proménnd upface.H) muzu z péti populaci (némecké, ¢inské, bantuské, perudnské a malajské). Pro
¢inskou populaci vypocitejte (a) vybérovy prumeér; (b) vybérovy rozptyl; (c¢) vybérovou smérodatnou odchylku; (d)
vybérovy koeficient variace. VSechny vypocitané hodnoty statistik fadné interpretujte.

Reseni piikladu 77

Celkem mame k dispozici n = 18 ndhodnych veli¢in X, ..., Xig, pficemz veli¢cina X; popisuje vysku horni casti
tvafe u prvniho muzského skeletu ¢inské populace, ..., Xig popisuje vysku horni ¢asti tvare u osmnactého muzského
skeletu ¢inské populace. Naméirenim hodnoty vysky horni ¢édsti tvare kazdého skeletu jsme ziskali celkem 18 realizaci
nahodnych veli¢in, konkrétné 1 = 77, ..., 13 = 70. Téchto 18 realizaci tvoii spole¢né datovy soubor.

Vybérovy prumér vysky horni ¢asti tvare vypocitame dosazenim hodnot do vzorce 77, tj.

1296
sz_ (TT+ 714+ 754 70) = = =72

Vybérovy rozptyl vysky horni ¢asti tvare dopoc¢itame dosazenim do vzorce 77, tj.

Sznilz(xl

= 81 . (77 =72)% + (71 = 72)* + -+ - + (75 — 72)* + (70 — 72)?)
= 117 (5° + (1) + - + 32+ (-2)?)

354

T

= 4.563281 = 4.5633.

Vybérovou smérodatnou odchylku vysky horni ¢dsti tvdre dopocitdme jako odmocninu z vybérového rozptylu (viz
vzorec 77), tj.

s = V52 = v/20.82353 = 20.82353 = 20.8235.

Konec¢né, vybérovy koeficient variace vysky horni ¢asti tvare dopoc¢itame jako podil vybérové smérodatné odchylky
a vybérového rozptylu (viz vzorec 77), tj.

4.563281
v = s 4563281 = 0.0633789 = 0.06338.
m 72

Vypocet provedeme také pomoci softwaru @. Nejprve naéteme datovy soubor pifkazem read.delim() a odstranfme
NA hodnoty piikazem na.omit(). Pomoci operdtoru [] vybereme z tabulky data pouze fddky tykajici se ¢inské
populace (data$pop == 'cin’) a sloupec s namétenymi vyskami horn{ ¢dsti tvaie 'upface.H'.

data <- read.delim(’15-anova-means-skull.txt’)
data <- na.omit (data)

upface.HC <- datal[data$pop == ’cin’, ’upface.H’]
n <- length(upface.HC) # 18
upface.HC
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Vidime, ze datovy soubor skutetné obsahuje naméfené vysky horni ¢dsti tvare 18 muzu ¢inské populace. Nyni
vypocitame hodnoty vsech ¢tyf pozadovanych statistik, a to nejprve piimym opisem vzorcu 7?7, 7?7, 77 a 7?7, a
nasledné pomoci @R-kovskych funkei. Vybérovy primér spoéitdame pomoci funkce mean(), vybérovy rozptyl pomoci
funkce var() a vybérovou smérodatnou odchylku pomoci funkce sd().

m.HC <- 1 / n * sum(upface.HC)

s2.HC <- 1 / (n - 1) * sum((upface.HC- m.HC) ~ 2)
s.HC <- sqrt(s2.HC)

v.HC <- s.HC / m.HC

mm.HC <- mean (upface.HC)
ss2.HC <- var (upface.HC)
ss.HC <- sd(upface.HC)

(tab <- data.frame(prumer = m.HC, rozptyl = s2.HC, sm.odch = s.HC, koef.var = v.HC))

prumer rozptyl sm.odch koef.var
i, 72 20.82353 4.563281 0.0633789

Interpretace vysledku: Vybérovy prumér vysky horni ¢asti tvafe u muzu ¢inské populace T = 72 mm, vybérovy
rozptyl s = 20.8235 mm?, vybérova smérodatnd odchylka s = 4.5633 mm a vybérovy koeficient variace v = 0.06338
(6.34%). *

Piiklad 6.6. Dvourozmérné statistiky

Mame k dispozici datovy soubor 30-goldman-alaska.csv obsahujici antropometrické tdaje o délce kosti stehenni v
mm (proménnd femur.R) a acetabuldrni{ vysce v mm (proménnd acetab.R) z pravé strany u skelett jedincu z aljasské
populace (muzi a zeny z kmene Tigara). Pro tento dvourozmérny nghodny vybér vypodcitejte (a) vybérovou kova-
rianci; (b) vybérovy korelaéni koeficient pro skelety muzského pohlavi. Obé hodnoty Fddné interpretujte.

Reseni piikladu ??

Celkem mdme k dispozici n = 24 dvojic ndhodnych veli¢in (X1,Y1)..., (Xa4, Y24), piicemz velicina X; popisuje
délku stehenni kosti z pravé strany u prvniho muzského skeletu, ..., Xo4 popisuje délku stehenni kosti z pravé
strany u ¢tyriadvacatého muzského skeletu. Podobné potom ndhodna veli¢ina Y7 popisuje acetabularni vysku z pravé
strany u prvniho muzského skeletu, ..., Y214 popisuje popisuje acetabularni vysku z pravé strany u ¢tyfiadvacatého
muzského skeletu. Naméfenim hodnot délky stehenni kosti z pravé strany a acetabuldrni vysky z pravé strany
kazdého skeletu jsme ziskali celkem 24 dvojic realizaci ndhodnych velic¢in, konkrétné (z1,y1) = (452, 52.24),
(z24, y24) = (415,53.35). Téchto 24 dvojic realizaci tvoii spoleéné datovy soubor. Vybérovou kovarianci dopoé¢itdme
dosazenim do vzorce 77, tj.

1

S = —

12 = Z(SE ma)(yi — ma),
1=1

kde vybérovy prumér délky stehenni kosti mq a vybérovy prumér acetabularni vysky ms vypocitdme dosazenim do

vzorce 77.

10269.5
E T = 452 +4154 -+ 440+ 494) = o1 = 427.8958.
1246 .
E Yi = 52 24 +53.35+ - - 4+ 52.05 4+ 60.49) = 1 = 51.92708 = 51.9271.

6
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S12 ((452 — 427.8958)(52.24 — 51.92708) + (415 — 427.8958)(53.35 — 51.92708) + . ..

T 21
co 4 (440 — 427.8958)(52.05 — 51.92708) + (60.49 — 427.8958)(186 — 51.92708))
1
= 5 (754208626 — 18.34069174 + - 4 148784826 + 566.04497626)
562
- %267 — 4211142 = 42.1114.

Vybérovy korela¢ni koeficient vyppoc¢itame dosazenim do vzorce 77, tj.

S12 S12

Ti2 = (6.9)

2.2 ’
s$185 5152

kde s12 je vybérové kovariance (viz vyse), a vybérovy rozptyl délky stehennf kosti s? a vybérovy rozptyl acetabuldrni
vysky s3 = 40.7664 vypocitdme pomoci vzorce ?7.

1

=51 ((452 — 427.8958)* + (415 — 427.8958)% + - - - + (440 — 427.8958)° + (494 — 427.8958)%)
1

=53 (241042 + (—12.8958)% + - - - + 1210422 + 66.1042%)

_ 12400.99

23

= 539.1735.

1

= o1 ((52.24 — 51.92708) + (53.35 — 51.92708)% + - - - + (52.05 — 51.92708)* + (60.49 — 51.92708)%)
1 2 2 2 2

=1 (0.3129% + 1.4229° 4 - - - + 0.1229° 4 8.5629°)

2246287

23

= 9.766465 = 9.7665.

42.11142 42.11142 ~ 4211142

= = = = 0.5803192.
Vv539.1735/9.766465  23.22011 x 3.125134  72.56596

T12

Hodnotu vybérové kovariance, resp. vybérového korelaéniho koeficientu déle spo¢itame pomoci softwaru @ pirepisem
vzorce 77, resp. 77 s pouzitim funkci sum() a sqrt(). Nasledné obé statistiky vypocitdme pomoci @funkci, a sice
vybérovou kovarianci pomoci funkce cov() a vybérovy korelaéni koeficient pomoci funkce cor().

kovariance korelacni.koeficient
1 42.11142 0.5803192

Interpretace vysledkt: Vybérovd kovariance délky kli¢ni kosti z pravé strany a acetabuldrni vysky z pravé
strany u skelettt muzského pohlavi z aljasské populace kmene Tigara s1o = 42.1114, vybérovy korela¢ni koeficient
T12 = 0.58032.

*
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Piiklad 6.7. Dvourozmérné statistiky

Maéme k dispozici datovy soubor obsahujici antropometrické idaje o délce kosti pazni v mm (znak X) a délce kosti
stehenni v mm (znak Y') z levé strany u 18 skeleti muzského pohlavi a 20 skeleti zenského pohlavi z fimského
pohiebisté v Poundbury. Ze zadanych udaju byly dopocitdany nésledujici statistiky pro skelety zenského pohlavi:
vybérové pruméry: myx = 288.9500 mm, my = 411.4000 mm; vybérové smérodatné odchylky: sx = 10.3287 mm,
sy = 16.1323 mm; vybérova kovariance: s1o = 104.7579. Na zdkladé uvedenych tudaju vypocitejte vybérovy ko-
rela¢ni koeficient pro skelety Zenského pohlavi a vypocitanou hodnotu fadné interpretujte.”

Reseni piikladu ?7?

V tomto prikladu vypocitdme hodnotu vybérového korelaéniho koeficientu délky pazni kosti z levé strany a délky ste-
henni kosti z levé strany u skelett zenského pohlavi, ovem bez znalosti datového souboru. K dispozici méme pouze
rozsah dvourozmérného ndhodného vybéru (n = 20) a hodnoty vybérovych prumeért, vybérovych smérodatnych
odchylek a vybérové kovariance. To ndm vsSak k vypoctu staci, ba dokonce nékteré tidaje uvedené v zadani ani
nevyuzijeme. Dosazenim vybérové kovariance a vybérovych korela¢nich koeficientti do vzorce 77 ziskdme hodnotu
vybérového korelacniho koeficientu.

s12 104.7579 ~104.7579
s182  10.3287 x 16.1323 = 166.6257

ri2 = = 0.6287019 = 0.6287.

Pozndmka: K vypoctu jsme tentokrat pouzili variantu vzorce pro vybérovy korelaéni koeficient se smérodanymi od-
chylkami ve jmenovateli, a to proto, ze v zadani piikladu jsme méli uvedené pravé hodnoty vybérovych smérodatnych
odchylek.

s12 <- 104.7579

sl <- 10.3287

s2 <- 16.1323

(r12 <- s12 / (s1 * s2))

[[1]1 0.628702 |

Interpretace vysledka: Vybérovy korelanéni koeficient délky pazni a stehenni kosti z levé strany u skelett
zenského pohlavi z pohfebisté v Poundbury 15 = 0.6287.
*

Piiklad 6.8. Dvouvybérové statistiky

Maéme k dispozici datvy soubor 21-goldman-measures obsahujici naméfené tidaje o délce kycelni kosti (v mm) z levé
strany u muzskych skeletu ti{ japonskych populaci (9 skeletu z populace Tsugumo Shell Mound, 7 skeletu z popu-
lace Yoshigo Shell Mound a 3 skelety z populace Yasaki Shell Mound). Vypocitejte (a) vézeny prumér vybérovych
rozptyla pro kazdou dvojici uvedenych japonskych populaci; (b) vazeny prumeér vybérovych rozptylu vsech ti{ uve-
denych populaci. VSechny vypocitané hodnoty vézenych pruméru rddné interpretujte.

Reseni piikladu ?7?

Celkem méame k dispozici n = 9 ndhodnych veli¢in X1, ..., X9, pficemz veli¢ina X711 popisuje délku kycelni kosti z
levé strany u prvntho muzského skeletu z populace Tsugumo Shell Mound, ..., X;9 popisuje popisuje délku kycelni
kosti z levé strany u devatého muzského skeletu z populace Tsugumo Shell Mound. Déle mame k dispozici n = 7
nahodnych veli¢in Xs1, ..., Xa7, pficemz velicina X1 popisuje délku kycelni kosti z levé strany u prvniho muzského
skeletu z populace Yoshigo Shell Mound, ..., X7 popisuje popisuje délku kycelni kosti z levé strany u sedmého
muzského skeletu z populace Yoshigo Shell Mound. Koneéné, méame k dispozici n = 3 ndhodné veli¢iny Xs1, ..., X33,
pricemz veli¢ina X3; popisuje délku kycelni kosti z levé strany u prvniho muzského skeletu z populace Yasaki Shell
Mound, ..., X33 popisuje popisuje délku kycelni kosti z levé strany u tfetiho muzského skeletu z populace Yasaki
Shell Mound. Naméfenim hodnot délky kycelni kosti z levé strany kazdého muzského skeletu populace Tsugumo
Shell Mound jsme ziskali celkem 9 realizaci ndhodnych veli¢in 17 = 152,..., 219 = 137, naméfenim hodnot délky
kycelni kosti z levé strany kazdého muzského skeletu populace Yoshigo Shell Mound jsme ziskali celkem 9 reali-
zaci nahodnych veli¢in x9; = 142, ..., o7 = 152 a naméfenim hodnot délky kycelni kosti z levé strany kazdého
muzského skeletu populace Yasaki Shell Mound jsme ziskali celkem 3 realizace ndhodnych veli¢in x3; = 156, ...,
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x33 = 154. Téchto 9, 7 a 3 realizace tvoii tfi datové soubory.

K vypoctu vazenych pruméru vybérovych rozptylu potiebujeme znat hodnoty vybérovych rozptylu. Nejprve si
tedy vypocitdme hodnoty vybérovych pruméru a hodnoty vybérovych rozptylu pro vSechny tii populace a nakonec
vypocitame vazené pruméry vybérovych rozptylu pro ruzné dvojice populaci podle vzorce ?7 a véazeny prumér
vybérovych rozptylu pro vSechny tii populace podle vzorce 7?7 upraveného pro m = 3.

Vybérové priméry a vybérové rozptyly vypoéitdme rovnou pomoci @ funkci. Nacteme datovy soubor a vy-
tvoffme postupné vektory délek kycelnich kosti z levé strany (iblade.LL) pro skelety muzského pohlavi (sex == 'm’)
populace Tsugumo Shell Mound (pop == 'Tsugumo Shell Mound’), Yoshigo Shell Mound (pop == "Yoshigo Shell
Mound’) a Yasaki Shell Mound(pop == "Yasaki Shell Mound'). Jednotlivé vektory postupné pojmenujeme iblade.LLT,
iblade.LLYo, iblade.LLYa a nasldné z kazdého z nich odstranime chybéjici pozorovani.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7%)

iblade.LLT <- datal[data$pop == ’Tsugumo Shell Mound’ & data$sex == ’'m’,
>iblade.LL’]

iblade.LLYo <- data[data$pop == ’Yoshigo Shell Mound’ & data$sex == ’m’,
’iblade.LL’]

iblade.LLYa <- datal[data$pop == ’Yasaki Shell Mound’ & data$sex == ’m’,

’iblade.LL’]
iblade.LLT <- na.omit(as.numeric(iblade.LLT))
iblade.LLYo <- na.omit(as.numeric(iblade.LLYo))
iblade.LLYa <- na.omit(as.numeric(iblade.LLYa))

Nyni piikazem length stanovime pocet pozorovéni, piikazem mean() vypocitdme vybérové prumeéry a piikazem var()
vypocitame vybérové rozptyly pro kazdou populaci.
n.T <- length(iblade.LLT)

n.Yo <- length(iblade.LLYo)
n.Ya <- length(iblade.LLYa)

=]

.T <- mean(iblade.LLT)
.Yo <- mean(iblade.LLYo)
m.Ya <- mean(iblade.LLYa)

=]

s2.T <- var(iblade.LLT)
s2.Yo <- var(iblade.LLYo)
s2.Ya <- var(iblade.LLYa)

tab <- data.frame(n = c(n.T, n.Yo, n.Ya),

prumery = c(m.T, m.Yo, m.Ya),

rozptyly = c(s2.T, s2.Yo, s2.Ya),

row.names = c(’Tsugumo’, ’Yoshigo’, ’Yasaki’))
tab

n prumery rozptyly
Tsugumo 9 149.2222 32.19444
Yoshigo 7 151.0000 20.66667
Yasaki 3 154.0000 4.00000

Vybérovy prumér délek kycelnich kosti z levé strany pro skelety muzského pohlavi pro populaci Tsugumo Shell
Mound m, = 149.222 mm, pro populaci Yoshigo Shell Mound ms = 151 mm a pro populaci Yasaki Shell Mound
mg = 154m. Vybérovy rozptyl délek kycelnich kosti z levé strany pro skelety muzského pohlavi pro populaci Tsu-
gumo Shell Mound s? = 32.1944 mm?, pro populaci Yoshigo Shell Mound s3 = 20.6667 mm? a pro populaci Yasaki
Shell Mound ms = 4m?.

Vézeny prumér vybérovych rozptyla délek kycelnich kosti z levé strany pro skelety muzského pohlavi pro populace
Tsugumo Shell Mound a Yoshigo Shell Mound vypocitdme dosazenim piislusnych vybérovych rozptyla a rozsahu
vybéru do vzorce ?77.
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(n1 —1)SF 4 (n2 — 1)S3
ny + ng — 2
(9 —1)32.19444 + (7 — 1)20.66667

2
5*12 -

9472
8% 32.19444 + 6 x 20.66667
- 14
= % = 27.25396 = 27.2540

Analogicky vypocitdme vazeny promér vybérovych rozptylu pro populace Tsugumo Shell Mound a Yasaki Shell
Mound a pro populace Yoshigo Shell Mound a Yasaki Shell Mound.

2 (n1 —1)s7 4 (ng — 1)s3
¥13 = 1+ g — 2
(9~ 1)32.19444 + (3 — 1)4
9+3—-2
8 x32.19444 4+ 2 x 4

10

_ 29?;%??? = 26.55555 = 265.5556

2 (ng —1)s3 4 (ng — 1)s3
5*23 =
Nng +ng — 2
(7 —1)20.66667 + (3 — 1)4
N 7T+3-2
6% 20.66667 + 2 x 4

8
132
= — =16.5
8

Nakonec dosazenim rozsahti ndhodnych vybéra a vybérovych rozptyla vSech tii poulaci do vzorce 7?7 vypocitame
hodnotu vézeného pruméru vybérovych rozptyla pro vSechny tii populace Tsugumo, Yoshigo a Yakasi Shell Mound.

2 (m—1)st+(n2—1)si + (ng — 1)s3
* ny+ng +nsg—3
(9 — 1)32.19444 + (7 — 1)20.66667 + (3 — 1)4

94+7+3-3
8 32.19444 4 6 x 20.66667 + 2 x 4
n 16
= % = 24.34722 = 24.3472

Vypocet provedeme také pomoci softwaru @R.

sh.TYo <- ((n.T - 1) * 82.T + (n.Yo - 1) * 82.Y0) / (n.T + n.Yo - 2) # 27.25397
sh.TYa <- ((n.T - 1) * s2.T + (n.Ya - 1) * s2.Ya) / (n.T + n.Ya - 2) # 26.55556
sh.YoYa <- ((n.Yo - 1) * s2.Yo + (n.Ya - 1) * s2.Ya)/ (n.Yo + n.Ya - 2) # 16.5

sh.TYoYa <- ((n.T - 1) * s2.T + (n.Yo - 1) * s2.Yo + (n.Ya - 1) * s2.Ya) /
(n.T + n.Yo + n.Ya - 3) # 24.34722



Interpretace vysledkt: Vazeny prumér vybérovych rozptylu délek kycelnich kosti z levé strany pro skelety
muzského pohlavi pro populace Tsugumo Shell Mound a Yoshigo Shell Mound s2;, = 27.2540m?, pro populace
Tsugumo Shell Mound a Yasaki Shell Mound s2,3 = 26.5556m? a pro populace Yoshigo Shell Mound a Yakasi Shell
Mound s2,; = 16.5m?. Vazeny primér vybérovych rozptyli viech tif populaci Tsugumo, Yoshigo a Yasaki Shell
Mound s? = 24.3472 mm?. *

Piiklad 6.9. Dvouvybérové statistiky

Mdame k dispozici namérené tidaje o acetabularni vysce (v mm) z pravé strany u muzskych skeleti ze ti{ pohrebist
na tzemi Nového Mexika (19 skeletui s pohiebisté Hawikuh, 4 skelety z pohiebisté Pueblo Bonito a 7 skeletu z
pohfebisté Puye). Ze zadanych ddaju byly dopocitény ndsledujici charakteristiky: (a) Hawikuh: vybérovy prumer:
my = 47.98 mm; vybérova smérodatnd odchylka: s; = 2.15mm; (b) Pueblo Bonito: mgs = 51.08 mm; so = 1.83 mm;
(c) Puye: mg = 46.20mm; s3 = 2.73mm. Vypocitejte (a) vazeny prumeér vybérovych rozptyla pro kazdou dvojici
uvedenych japonskych populaci; (b) vdzeny prumér vybérovych rozptylu vsech tif uvedenych populaci. Vsechny
vypocitané hodnoty vazenych prumeéru radné interpretujte.

Reseni piikladu 77

V tomto piikladu vypocitame hodnotu vézenych pruméru vybérovych rozptylu acetabuldrni vysky z pravé strany u
skeletu muzského pohlavi, ovsem bez znalosti datového souboru. K dispozici méme pouze rozsahy ndhodnych vybéru
a hodnoty vybérovych prumeéru a vybérovych smérodatnych odchylek. To ndm vsak k vypoctu staci, ba dokonce
nékteré idaje uvedené v zadani ani nevyuzijeme. Dosazenim rzsahtt nahodnych vybéra a vybérovych smérodatnych
odchylek do vzorce ?? vypoéitdme hodnoty vaZenych primért vybérovych rozptyli pro skelety z pohiebisti Hawikuh
a Pueblo Bonito, z pohtebisti Hawikuh a Puye a z pohtebisti Pueblo Bonito a Puye.

(n1 - 1)512 + (77,2 - 1)5%

2
S*12 - ny + no — 9
(19 —1)2.15% + (4 — 1)1.832
N 19+4-2
18 x 4.6225 + 3 x 3.3489
N 21
= BT 440557 = 4.44056
21
2 _ (m—Dsi+(ng—1)s]
%13 ny +nz — 2
~ (19-1)2.15% 4 (7 —1)2.732
N 19+7-2
18 % 4.6225 + 6 x 7.4529
B 24
127.9224
=5 = 53301

2 (ng —1)s3 + (n3 — 1)s3

no +ng — 2
~ (4-1)1.83% 4 (7 —1)2.73
N 447-2
3% 3.3489 + 6 x 7.4529
B 9
= 54'2641 = 6.0849

Pozndmka: Na rozdil od piedchoziho piikladu 7?7 jsme nyni do vzorce vazenych prumeéru vybérovych rozptyla
vklddali hodnoty vybérovych smérodatnych odchylek. Proto jsme ve vSech vzorcich tyto hodnoty umocnovali na



63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

druhou.

Nakonec dosazenim rozsahti ndhodnych vybéra a vybérovych rozptyla vSech tii poulaci do vzorce 7?7 vypocitame
hodnotu vadzeného pruméru vybérovych rozptyli pro populace ze vSech tii pohfebisti Hawikuh, Pueblo Bonito a
Puye.

2 (= Dst+(no — 1)s3 + (ng — )s3
* n1%7n2%7n34—3
(19 —1)2.15% + (4 — 1)1.83% + (7 — 1)2.732

19+4+7-3

18 x 4.6225 + 3 x 3.3489 + 6 x 7.4529
o 27

= % = 5.109967 = 5.1100

Vypocet vazenych primért vybérovych rozptyli provedeme také pomoci softwaru @. Hodnoty rozsahti ndhodnych
vybéru a smérodatnych odchylek vsech tii populaci vhozime do proménnych n.H, n.PB, n.P, s.H, s.PB a s.P a
nésledné prepisem vzorce 7?7 vypocitdme vdzené pruméry vybérovych rozptylu.

n.H <- 19
n.PB <- 4
n.P <- 7

s.H <- 2.15
s.PB <- 1.83
s.P <- 2.73

sh.HPB <- ((n.H - 1) * s.H -~ 2 + (n.PB - 1) * s.PB ~ 2) / (n.H + n.PB - 2) # 4.440557
sh.HP <- ((n.H - 1) * s.H -~ 2 + (n.P - 1) * s.P =~ 2) / (n.H + n.P - 2) # 5.3301
sh.PBP <- ((n.PB - 1) * s.PB ~ 2 + (n.P - 1) * s.P =~ 2) / (n.PB + n.P - 2) # 6.0849
sh.HPBP <- ((n.H - 1) * s.H ~ 2 + (n.PB - 1) * s.PB -~ 2 + (n.P - 1) *x s.P =~ 2) /

(n.H + n.PB + n.P - 3) # 5.109967

Interpretace vysledku: Véazeny prumér vybérovych rozptylu acetabuldrni vysky z pravé strany pro skelety
muzského pohlavi pro populace z pohiebist{ Hawikuh a Pueblo Bonito s2;, = 4.44056m?, pro populace z pohfebist{
Hawikuh a Puye s%,;3 = 5.3301m? a pro populace z pohiebisti Pueblo Bonito a Puye s2,; = 6.0849m?. Vazeny
priimér vybérovych rozptyli populaci z pohiebist Hawikuh, Pueblo Bonito a Puye s2 = 5.10997 mm?

*
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6.2 Bodové odhady parametra

Predpokladejme nyni, ze ndhodny vybér Xy, ..., X, se fidi ngjakym modelem L s parametrem 6, tj. Xi,..., X, ~
L(0). Skutetnou hodnotu parametru 6 nezndme a bohuzel ji nikdy zndt nebudeme. Jde o teoretickou hodnotu, kterou
neni mozné presné stanovit. Hodnotu parametru 6 muzeme ale na zékladé datového souboru alesponn odhadnout,
piicemz miZzeme stanovit bud bodovy nebo intervalovy odhad parametru §. Bodovym odhadem parametru 6 je
statistika T' = T'(X1, ..., X,), kterd nabyvéa hodnot blizkych hodnoté parametru 0, at je hodnota tohoto parametru
jakékoli. Neformalné vzato, bodovym odhadem parametru 6 je jedno konkrétni ¢islo, které ziskame jako realizaci
néjaké statistiky.

V praxi se muzeme setkat s ruznymi typy bodovych odhadu. Nejlepsim odhadem je tzv. nestranny bodovy
odhad parametru 0. Tento odhad skuteénou hodnotu parametru 6 ani nepodhodnocuje, ani nenadhodnocuje a
proto je nejlepsim moznym typem bodového odhadu. Opakem nestranného odhadu je wvychgleny odhad. Takovy
odhad skuteénou hodnotu parametru 6 bud systematicky podhodnocuje, nebo systematicky nadhodnocuje. Tietim
typem odhadu je tzv asymptoticky nestranny odhad. Asymptoticky nestranny odhad parametru 6, stanoveny na
zékladé nahodného vybéru s malym rozsahem n, je vychyleny, ale s rostoucim rozsahem nahodného vybéru n jeho
vychyleni klesé. Cim je tedy rozsah nahodného vybéru pouzitého ke stanoveni asymptotického odhadu parametru
0 vétsi, tim vice se stanoveny odhad blizi k nestrannému odhadu.

Piiklad 6.10. Bodovy odhad parametru p a parametru o

Predpokladejme nyni, ze X1, ..., X,, n > 2 je ndhodny vybér fidici se modelem L se stFfedni hodnotou p a rozptylem
o2, tj. i a o2 jsou parametry rozdéleni L, jejichz pfesnou hodnotu nebudeme nikdy znat. Necht déle M je vybérovy
primér a S? je vybérovy rozptyl, tj. M a S? jsou statistiky vypoéitané na zakladé ndhodného vybéru Xi,...,X,,.
Potom vybérovy prumér M je nestrannym odhadem parametru g a vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem

parametru o?. *

Piiklad 6.11. Bodovy odhad parametru o> a parametru p

Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér fidici se dvourozmérnym modelem Ls s kovarianci o2 a koeficientem
korelace p, tj. 012 a p jsou parametry rozdéleni Lo, jejichz skuteénou hodnotu nebudeme nikdy znat. Necht déle
S12 je vybérové kovariance a R je vybérvy korelaéni koeficient, tj. Si2 a R jsou statistiky vypocitané na zakladé
dvourozmérného nahodného vybéru. Potom vybérové kovariance je nestrannym odhadem parametru oo, zatimco
vybérovy korelacni koeficient je asymptoticky nestrannym odhadem parametru p. *

Piiklad 6.12. Bodové odhady parametrii y, 02 a 0 normalniho rozdéleni

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstraiite z nac¢tenych dat NA hodnoty. Méjme ndhodnou
veli¢inu X popisujici nejvétsi sirku mozkovny u skelett muzského pohlavi. Za piedpokladu, Zze se ndhodné veli¢ina
X #{df normalnfm modelem se stfedni hodnotou p a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), stanovte nestranny bodovy
odhad (a) stiedni hodnoty y; (b) rozptylu o?; (c) smérodatné odchylky o.

Reseni piikladu 77

Celkem mame k dispozici n = 216 ndhodnych velicin X, ..., X216, pficemz velicina X; popisuje nejvétsi sitku
mozkovny u prvniho skeletu, . .., X514 popisuje nejvétsi sitku mozkovny u dvéstésestnactého skeletu. Predpokladame,
7e viechny ndhodné veli¢iny se ¥id{ norméalnim modelem se stiedn{ hodnotou x a rozptylem o2, tj. X1 ~ N(u,o?),...,
Xo16 ~ N(1,0?). Protoze se viechny ndhodné veli¢iny #d{ stejnym modelem N (u,o?), piedpokldddme, Ze cely da-
tovy soubor se fidi tymz modelem N (u,o0?). Naméfenim hodnoty nejvétsi sfiky mozkovny kazdého skeletu jsme
ziskali celkem 216 realizaci ndhodnych veli¢in, konkrétné z; = 145, ..., x216 = 137. Téchto 216 realizaci tvoii
spolecné datovy soubor. Skuteénou hodnotu parametri 4 a o2 (resp. o) nebudeme nikdy znét. Jejich hodnoty
ale muzeme odhadnout pomoci nestrannych bodovych odhadu. Bodovy odhad parametru p stanovime pomoci
vybérového prumeéru, tj.

1 — 1 29 632
== = —(124+ 127+ - - + 149 4+ 149) =
m n;m ( + + -+ + ) 916

= 137.1852.
216

Bodovy odhad parametru o2 stanovime pomoci vybérového rozptylu, tj.

11
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1 n
2 _ N2
87 =— iE:1(:E1 m)

= 575 ((124 — 137.1852)" + (127 — 137.1852)" + - + (149 — 137.1852)° + (149 — 137.1852)°)
1

= — ((—13.1852)* + (—10.1852)% 4 - - - + 11.8148% + 11.8148?
215

= 23.27717 = 23.2772.

Konecéné bodovy odhad parametru o stanovime pomoci vybérové smérodatné odchylky, neboli jako odmocninu z
vybérového rozptylu, tj.

s =52 = \/23.27T717 = 4.824642 = 4.8246.

Datovy soubor nacteme piikazem read.delim() a NA hodnoty odstranime piikazem na.omit(). Pomoci operdtoru
[] vybereme z tabulky data pouze ty fadky, které se vztahuji k muzskym skeletim (data$sex == 'm’) a slou-
pec obsahujici idaje o nejvétsi §ifce mozkovny 'skull.B’. Hodnotu vybérového prumeéru, resp. vybérového rozptylu
miizeme dopoéitat pomoci softwaru @R piepisem vzorce ??, resp. ?? s pouzitim funkce sum(). Hodnotu vybérové
smérodatné odchylky ziskdme odmocnénim vybérového rozptylu s vyuzitim funkce sqrt(). Druhou moznosti je
vypocitat vybérovy prumér pomoci funkce mean(), vybérovy rozptyl pomoci funkce var() a vybérovou smérodatnou

odchylku pomoci funkce sd().

data <- read.delim(’0Ol-one-sample-mean-skull-mf.txt’)
data <- na.omit (data)

# head(data)

skull.BM <- datal[data$sex == ’m’, ’skull.B’]

n <- length(skull.BM)

m.BM <- 1 / n * sum(skull.BM)

s2.BM <- 1 / (n - 1) * sum((skull.BM - m.BM) =~ 2)
s.BM <- sqrt(s2.BM)

mm.BM <- mean(skull.BM)
ss2.BM <- var(skull.BM)
ss.BM <- sd(skull.BM)

(tab <- data.frame(prumer = m.BM, rozptyl = s2.BM, sm.odch = s.BM))

prumer rozptyl sm.odch
1 137.1852 23.27717 4.824642

Interpretace vysledkti: Nestranny odhad stfedni hodnoty nejvetsi sitky mozkovny pro skelety muzského pohlavi
je 137.19 mm. Nestranny odhad rozptylu (resp. smérodatné odchylky) nejvétsi sitky mozkovny pro skelety muzského
pohlavf je 23.28 mm? (resp. 4.82 mm). To znamen4, Ze nejvétsi §fika mozkovny skelett muzského pohlavi se pohybuje
okolo hodnoty 137.19mm se smérodatnou odchylkou 4.82 mm.

Pozndamka: Vsimnéme si, ze hodnota vybérového pruméru vypocitand v piikladu ?? je totozna s hodnotou arit-
metického pruméru vypocitanou v piikladu ?7. Rozdil je vsak v piistupu k vysledné hodnoté. V piikladu ?? jsme
aritmeticky prumér uvazovali jako hodnotu vztahujici se pouze k datovému souboru. V piikladu ?? jiz pracujeme
s informaci, ze vybérovy prumér je nestrannym odhadem stfedni hodnoty p normélniho rozdéleni a tedy je mozné
ji brat jako vysledek relevantni pro celou populaci skeletu muzského pohlavi starovéké egyptské populace.

Naopak srovname-li hodnotu vybérového rozptylu vypocitanou v piikladu ?? s hodnotou rozptylu vypocitanou
v piikladu ??, vidime, Ze vysledky se mirné lisi. Konkrétné hodnoty vypocitané v piikladu ?? jsou nepatrné vyssi
nez hodnoty vypoc¢itané v piikladu ??. Rozdily v hodnotich jsou zpusobeny pouzitim odlisnych vzorcia v obou
piikladech. V piikladu ?? jsme k vypoctu rozptylu pouzili vzorec % S (X; — M)?, ktery mé sice lepsi interpretaci
(jde o aritmeticky prumér kvadrati odchylek namérenych hodnot X; od prumérné hodnoty M), ale nenf nestrannym
odhadem parametru o2. Jde o odhad vychyleny, ktery systematicky skute¢nou hodnotu parametru o podhodnocuje.
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Naopak v piikladu ??7 jsme k vypoctu rozptylu pouzili vzorec ﬁ S (X; — M)?, ktery je nestrannym odhadem
parametru o2.

Analogicky vidime, ze hodnota vybérové smérodatné odchylky vypocitané v piikladu 7?7 je nepatrné vyssi
nez hodnota smérodatné odchylky vypocitand v piikladu ??. Smérodatnd odchylka vypocitana v prikladu 7?7 je
opét vychylenym odhadem parametru o, ktery skute¢nou hodnotu parametru systematicky podhodnocuje. Naopak

vybérova smérodatna odchylka vypocitand v piikladu 77 je nestrannym odhadem parametru o. *

Piiklad 6.13. Bodové odhady parametru 012 a p dvourozmérného normalniho rozdéleni

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstrante z nac¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme nahodnou
veli¢inu X popisujici nejvétsi §irku mozkovny a ndhodnou veli¢inu Y popisujici nejvétsi délku mozkovny u skeletu
muzského pohlavi. Za predpokladu, ze se ndhodny vektor (X,Y)? #{di dvourozmérnym normalnim modelem, t;.
(X, V)T ~ Ny(p,X), kde p je vektor stiednich hodnot a ¥ je varianéni matice, stanovte (a) nestranny bodovy
odhad kovariance o12; (b) asymptoticky nestranny bodovy odhad korela¢niho koeficientu p.

Reseni piikladu 77

Celkem méme k dispozici n = 216 dvojic ndhodnych veli¢in (X1,Y7) ..., (X216, Yo16), pricemz veli¢ina X; popisuje
nejveétsi sitku mozkovny u prvniho skeletu, ..., Xo16 popisuje nejvétsi sitku mozkovny u dvéstésestnactého skeletu
a velicina Y; popisuje nejvétsi délku mozkovny u prvniho skeletu, ..., Y216 popisuje nejvétsi délku mozkovny u

dvéstésestnactého skeletu. Predpokladame, ze vSechny dvojice ndhodnych veli¢in se ¥idi dvourozmérnym normalnim
modelem s vektorem stiednich hodnot p a varianéni matici X, tj. (X1,Y1) ~ Na(p, 2),. .., (Xz216, Yo16) ~ Na(p, X).
Protoze se vsechny dvojice ndhodnych veli¢in #{d{ stejnym modelem No(u, X), piedpokldddme, ze cely datovy soubor
se idi tymz modelem N(p,3). Namérenim hodnot nejvétsi sitky a nejvétsi délky mozkovny kazdého skeletu jsme
ziskali celkem 216 dvojic realizaci ndhodnych veli¢in, konkrétneé (z1,y1) = (145, 188), ..., (z216, Y216) = (137, 186).
Téchto 216 dvojic realizaci tvoii spole¢né datovy soubor. Skute¢nou hodnotu parametru o2 a p nebudeme nikdy
znat. Jejich hodnoty ale muzeme odhadnout pomoci bodovych odhadu. Nestranny bodovy odhad parametru oo
stanovime pomoci vybérové kovariance, tj.

1 n
$12= Z(xz —my)(yi — ma),
i=1
kde my = 137.1851 je vybérovy prumeér nejvétsi sitky mozkovny (viz piiklad ??) a mo = 182.0324 je vybérovy
prumeér nejvétsi délky mozkovny. Hodnotu vybérového pruméru me ziskdme analogickym postupem uvedenym v
piikladu ??. Vybérovou kovarianci potom dopoc¢itame jako

1
s12 = 572 (145 — 137.1851)(188 — 182.0324) + (139 — 137.1851) (172 — 182.0324) + ...

-+ (142 — 137.1851)(183 — 182.0324) + (137 — 137.1851)(186 — 182.0324))

1
25 (46.6356 — 18.2068 + - - - + 4.6588 — 0.7348)

_ %;037 = 5.1800172265 = 5.1800.

Asymptoticky nestranny bodovy odhad parametru p stanovime pomoci vybérového korelaéniho koeficientu, tj.

S12 S12
— = ——, (6.10)
s§185  S152

T2 =

kde s12 je vybérové kovariance (viz vyse), s? = 23.2772 je vybérovy rozptyl nejvétsi sfiky mozkovny (viz piiklad ??)
a 83 = 40.7664 je vybérovy rozptyl nejvétsi délky mozkovny. Hodnotu vybérového rozptylu s ziskdme analogickym
postupem uvedenym v piikladu ??. Vybérovy korela¢ni koeficient potom dopocitame jako

5.1800 5.1800 5.1800
T2 = = = = 0.1682.
V23.2772/40.7664  4.8246 x 6.3849  30.8046
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Hodnotu vybérové kovariance, resp. vybérového korelaéniho koeficientu muzeme dopoéitat pomoci softwaru @
prepisem vzorce 77, resp. 7?7 s pouzitim funkef sum() a sqrt(). Druhou moznost{ je vypocitat vybérovou kovarianci
pomoci funkce cov() a vybérovy korela¢ni koeficient pomoci funkce cor().

kovariance korelacni_koeficient
i} 5.180017 0.168157

Interpretace vysledku: Nestranny odhad kovariance nejvétsi sitky a délky mozkovny pro skelety muzského po-
hlavi je 5.18 mm?2. Asymptoticky nestranny odhad korela¢niho koeficientu nejvétsi sitky a délky mozkovny pro
skelety muzského pohlavi je 0.1682. To znamend, ze mezi nejvétsi siikou a délkou mozkovny u skelett muzského
pohlavi existuje nizky stupen ptimé linedrni zavislosti.

Pozndmka: Vsimnéme si, ze hodnota vybérového korelacniho koeficientu vypocitand v piikladu 7?7 je totoznd s
hodnotou korelacniho koeficientu vypocitanou v piikladu ??. Rozdil je v8ak v pristupu k vysledné hodnoté. V
prikladu ?? jsme korelaéni koeficient uvazovali jako hodnotu vztahujici se pouze k datovému souboru. V piikladu
?77? jiz pracujeme s informaci, ze vybérovy korelaéni koeficient je asymptoticky nestrannym odhadem parametru p
dvourozmérného normalniho rozdéleni a tedy je mozné jej brat jako vysledek relevantni pro celou populaci skeletu
muzského pohlavi starovéké egyptské populace. Neméli bychom vsak zapominat na to, ze vybérovy korela¢ni koefi-
cient je pouze asymptoticky nestrannym odhadem parametru p a tedy jeho vychyleni klesa s rozsahem nahodného
vybéru. Rozsah ndhodného vybéru muzskych skelett, n = 216, je vak dostate¢né vysoky a tedy odhad parametru
p muzeme povazovat za nestranny. *

Piiklad 6.14. Bodovy odhad vektoru stiednich hodnot p a varianéni matice ¥ dvourozmérného
normalniho rozdéleni

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstrante z nac¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme nahodnou
veli¢inu X popisujici nejvétsi §irku mozkovny a ndhodnou veli¢inu Y popisujici nejuétsi délku mozkovny u skeletu
muzského pohlavi. Za predpokladu, ze se ndhodny vektor (X,Y)” #{di dvourozmérnym normalnim modelem, t;j.
(X, V)T ~ Ny(p,X), kde p je vektor stiednich hodnot a ¥ je varian¢éni matice, stanovte (a) nestranny bodovy
odhad vektoru stfednich hodnot p; (b) asymptoticky nestranny bodovy odhad varianéni matice 3.

Reseni piikladu 77
Piedpokldddme, Ze ndhodny vektor (X,Y)T se tidi dvourozmérnym normalnim modelem, tj. (X,Y)T ~ Ny(u, 2)
s vektorem stiednich hodnot g = (1, pu2)7 a varianéni matici

(2% ) (4 %)
pPo102 g5 g12 o5

kde p; je stfedni hodnota ndhodné veliciny X, us je stfedni hodnota ndhodné veliciny Y, o7 je rozptyl ndhodné

veliciny X, 03 je rozptyl ndhodné velic¢iny Y a p je korelacni koeficient popisujici vztah mezi veli¢cinami X a Y.

7 prikladu ??7 a ?? zndme vybérové prumeéry m; = 137.1851 a m_182.0324, které jsou nestrannymi odhady
stiednich hodnot 1 a g, vybérové rozptyly s3 = 23.2772 a s3 = 40.7664, které jsou nestrannymi odhady rozptyli
o2 a 02, vybérové smérodatné odchylky s; = 4.8246 a so = 6.3842, které jsou nestrannymi odhady odchylek o1 a o9
a vybérovy korelaéni koeficient r15 = 0.1681, ktery je nestrannym odhadem korela¢niho koeficientu p. Nestrannym
odhadem vektoru st¥ednich hodnot p je potom vektor (137.1851,182.0324)7. Asymptoticky nestrannym odhadem
varianéni matice 3 je matice

23.2772 0.1681 x 4.8246 x 6.3842\  (23.2772  5.1800
0.1681 x 4.8246 x 6.3842 40.7664 ©\ 5.1800 40.7664 )

*

Piiklad 6.15. Bodovy odhad parametru p alternativniho modelu

Nactéte datovy soubor 17-anova-newborns.txt a odstrante z na¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme ndhodnou veli¢inu
X popisujici Zenské pohlavi novorozencu. Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X pochézi z alternativniho rozdéleni
s parametrem p, tj. X ~ Alt(p), kde p je pravdépodobnost narozeni hol¢icky, stanovte bodovy odhad parametru p.
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104
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Reseni piikladu ??
Celkem mame k dispozici 1382 ndhodnych velicin X7, ..., X382, pficemz velicina X; popisuje vyskyt uddlosti
narozen{ hol¢icky (X; = 1; dspéch), nebo vyskyt uddlosti narozeni chlapecka (X; = 0; netispéch) u prvni matky,
..., X1382 popisuje vyskyt udélosti narozeni hol¢icky (X332 = 1; tispéch) nebo chlapecka (Xj3g0 = 0; netspéch) u
tisici tiisté osmdesaté druhé matky. Za predpokladu, ze vSechny nahodné veli¢iny se 7idi alternativnim modelem se
stejnym parametrem p, tj. X7 ~ Alt(p), ..., Xi3g2 ~ Alt(p), se také cely ndhodny vybeér ridi tymz alternativnim
modelem, tj. X ~ Alt(p). Parametr p urcuje pravdépodobnost narozeni hol¢icky u jedné matky. Skuteénou hodnotu
parametru p nebudeme nikdy znat, muzeme ji ale odhadnout pomoci nestranného bodového odhadu.

Vektor X obsahujici idaje o pohlavi novorozenctu je soubor 1 (narozeni holcicky) a 0 (narozeni chlapecka).
Odhad parametru p ziskdme opét pomoci vybérového pruméru, tj.

n

1 1 663
m—Ein—@(Oﬁ-O—l—---ﬂ-l—&-O)—@—0.4797. (6.11)

1=

Vsimnéme si, Ze odhad parametru p neni nic jiného, nez celkovy poc¢et narozenych holcicek (Citatel vzorce ?7?)
ku celkovému poé¢tu vsech novorozencu (jmenovatel vzorce ?7), coz je vlastné relativni ¢etnost vyskytu holéicek v
datovém souboru. Vybérovy prumeér sestaveny nad vektorem nul a jednicek je tedy roven relativni ¢etnosti.

Nejprve nacteme datovy soubor piikazem read.delim() a odstranime NA hodnoty pitkazem na.omit(). Déle do
proménné sex vlozime udaje o pohlavi. Blizsim prozkoumanim vektoru sex zjistime, ze jde o proménnou typu factor,
kterd nabyva dvou trovni, a sice irovné 1 (s popiskem 'f' (female)) a trovné 2 (s popiskem 'm' (male)).

data <- read.delim(’17-anova-newborns.txt’)
data <- na.omit (data)

sex <- data$sex.C

head (sex)

[1] m m £f m m m
Levels: f m

Protoze chceme vektor sex pouzit k odhadu parametru p, upravime si jej nejprve do vhodné ¢iselné podoby. Pomoci
funkce as.numeric() pfevedeme faktor na ¢iselny vektor a vlozime jej do proménné pohlavi. Vidime, Ze vektor pohlavi
si zachoval ptivodni kédovéni 1 = female, 2 = male. Ve vektoru pohlavi tedy zménime vsechny hodnoty 2 na hodnoty
0, ¢imz dostaneme pozadované kédovani 0 = male, 1 = female.

pohlavi <- as.numeric(sex)
pohlavi[pohlavi == 2] <- 0
head (pohlavi)

11001000 |

Odhad parametru p nyni ziskdme bud prepisem vzorce ??, nebo funkci mean(). Nakonec si ovéifme Ze hodnota
vybérového pruméru je shodnd s hodnotou relativni ¢etnosti vypocitané pomoci puvodniho faktoru sex.

N <- length(pohlavi)

m <- 1 / N * sum(pohlavi)
mm <- mean(pohlavi)

P <- sum(sex == ’f’) / N
tab <- data.frame(m, mm, p)
round (tab, 4)

m mm P
1 0.4797 0.4797 0.4797

Interpretace vysledku: Nestranny odhad pravdépodobnosti narozeni hol¢icky je 0.4797. To znamend, Ze k naro-
zen{ hol¢icky u jedné matky dojde s pravdépodobnosti 47.97 % *
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6.3 Intervalové odhady parametri

Hodnotu parametru # modelu L, ze kterého pochézi ndhodny vybér Xi,..., X, zkusime nyni odhadnout pomoci
tzv. intervalového odhadu. Zatimco bodovy odhad parametru 6 je jedno ¢islo (vypocitané na zdkladé vhodné
statistiky), intervalovy odhad parametru 6 je interval (D, H), ktery s dostateéné velkou pravdépodobnosti pokryva
hodnotu parametru 6. Hranice intervalového odhadu tvoii opét vhodné statistiky, neboli funkce ndhodného vybéru,
tj. D = D(x1,...,X,) a H=H(Xy,...,X,). Intervalovy odhad nazyvame ve statistické terminologii jako interval
spolehlivosti. VSechny zde prezentované intervaly spolehlivosti jsou intervaly spolehlivosti Waldova typu, nazyvané
zkracené Waldovy intervaly spolehlivosti.

Mgjme nyni riziko «, coz je koeficient nabyvajici hodnoty z intervalu (0,1). Tento koeficient urc¢uje pravdé-
podobnost, s jakou interval spolehlivosti nepokryva hodnotu parametru 6. Doplinkem k riziku « je tzv. koeficient
spolehlivosti (1 — «) urcujici pravdépodobnost, s jakou interval spolehlivosti pokryva hodnotu parametru 6. Podle
potieby volime nejéastéji hodnotu rizika o = 0.1 (koeficient spolehlivosti 1 — @ = 0.90, tj. pravdépodobnost, ze
interval spolehlivosti pokryvd hodnotu parametru 6 je 90%), o = 0.05 (koeficient spolehlivosti 1 — o = 0.95,
tj. pravdépodobnost, Ze interval spolehlivosti pokryvd hodnotu parametru 6 je 95%) nebo o = 0.01 (koeficient
spolehlivosti 1 — a = 0.99, tj. pravdépodobnost, ze interval spolehlivosti pokryvd hodnotu parametru 6 je 99 %).

(1 — a)% pravdépodobnost, Ze interval spolehlivosti pokryvd hodnotu parametru 6 chdpeme ve smyslu, ze
kdybychom nasbirali n» ndhodnych vybéra a na zdkladé kazdého z nich vypocitali intervalovy odhad zkoumaného
parametru 6, potom alesponn v (1 — a) x n pifpadech by vypocitany interval spolehlivosti pokryval (obsahoval)
skuteénou hodnotu parametru 6 a ve zbylych (o x n a méné) piipadech by interval spolehlivosti skute¢nou hodnotu
parametru 6 nepokryval (neobsahoval).

Priklad 6.16. Pravdépodobnost pokryti 100 x (1 — a)% intervalu spolehlivosti
Ptedpokladejme, ze ndhodné velicina X popisujici nejvétsi sitku lebky novovéké egyptské muzské populace, se tidi
normalnfm modelem se stiedn{ hodnotou pu = 177.568 a rozptylem o2 = 7.5262, tj. X ~ N(177.568,7.526%). Zde
tedy na chvili piipustme, ze zndme skuteénou hodnotu parametru p i skuteénou hodnotu parametru o2.
Ptedstavme si nyni, Ze jsme v ramci jednoho experimentu vybrali ndhodny vzorek 250 muzu z novodobé egyptské
populace a zméfili nejvétsi sitku jejich lebky. Ziskali jsme ndhodny vybér Xy = (Xi1,...,X1,250). Na zédkladé
ndhodného vybéru jsme stanovili 95% Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p a ndsledné jsme zkon-
trolovali, zda skutetnd hodnota parametru pu = 177.568 néalezi do vypocitaného intervalu spolehlivosti, nebo nikoli.
Analogicky experiment jsme nasledné zopakovali stokrat. V alespon 95 piipadech ze 100 experimentu vypocitany
Walduv empiricky interval spolehlivosti pokryvé skutetnou hodnotu parametru p = 177.568, zatimco v péti a méné
piipadech ze 100 experimentu vypocitany interval spolehlivosti skute¢nou hodnotu parametru g nepokryva (viz
obrazek 77). *

178

179 - ‘
|

177 H

176 —

experiment

Obrazek 1: Pravdépodobnost pokryti 95 % Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr p normdlniho
rozdéleni pii zndmém rozptylu o2
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Nasim cilem je nalézt takovy interval spolehlivosti, ktery je jednak rozumné Siroky a ktery pokryva skutec¢nou
hodnotu parametru 6 s co nejvétsi pravdépodobnosti. Bohuzel s rostouci pravdépodobnosti pokryti parametru 6
intervalem spolehlivosti roste také sitka tohoto intervalu. Proto volba vySe pokryti parametru 6 intervalem spo-
lehlivosti je vzdy otézka kompromisu. Predstavme si, Zze bychom chtéli sestrojit 100% interval spolehlivosti, tedy
interval, ktery pokryvd parametr 6 se 100% pravdépodobnosti. Takovy interval existuje a mé tvar (—oo; 0o0) (se
100% pravdépodobnosti bude skuteénd hodnota parametru 6 nabyvat hodnoty mezi —oco a co). Takovy interval
spolehlivosti, tj. interval, ktery bude mit co nejmensi &iku, sestrojili bychom 1% interval spolehlivosti. Sifka to-
hoto intervalu by byla tak mald, ze by se intervalovy odhad blizil bodovému odhadu. Ovsem pravdépodobnost, ze
skute¢nd hodnota parametru 6 nalez{ do toho tizkého intervalu by byla pouhé 1% (s 1% pravdépodobnosti skute¢nd
hodnota parametru 8 nélezi do intervalu spolehlivosti, ale s 9% pravdépodobnosti ne). Tento interval je tedy také
ne pifli§ uzite¢ny. Proto volime hodnotu rizika a jako 0.1, 0.05 nebo 0.01, protoze odpovidajici koeficient spo-
lehlivosti 1 — « (0.9, 0.95 nebo 0.99) zajistuje ptijatelnou sifku intervalu spolehlivosti pii zachovani velmi vysoké
pravdépodobnosti pokryti parametru 6.

Jak je uvedeno vyse, sitka intervalu spolehlivosti roste s rostoucim koeficientem spolehlivosti 1 — «, neboli s
rostouci pravdépodobnosti pokryt{ parametru 6. Porovname-li tedy navzdjem 90%, 95% a 99% interval spolehlivosti,
bude siika 90% intervalu spolehlivosti mensi nez §itka 95% intervalu spolehlivosti a ta bude mensi nez sitka 99%
intervalu spolehlivosti.

Priklad 6.17. Porovnani sitky Waldovych empirickych intervalt spolehlivosti

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstraiite z nac¢tenych dat NA hodnoty. Méjme ndhodnou
veli¢inu X popisujici nejuétsi §irku mozkovny u skeleti muzského pohlavi. Za predpokladu, ze ndhodna veli¢ina X
pochézi z normélniho rozdélenf se stiedni hodnotou u a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), vypocitejte 90%, 95% a
99% Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr u. Nésledné porovnejte siiky téchto intervalu.

99% |S — i e i m i mm - = s s em s Em s e
95% IS —
Q%IS 4 00 == ====- -------

e vybérovy pramér
T T T T T T
136.2 136.6 137.0 137.4 137.8 138.2

nejvétsi Sirka mozkovny (mm)

Obrézek 2: Porovnani sitky 90%, 95% a 99% Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr p normdlniho
modelu

Pozndmka: Presny postup vypoctu intervalu spolehlivosti si ndzorné ukazeme pozdéji, v prikladu ?7.

Z obrazku ?? vidime, ze skuteéné nejméné siroky je 90% Walduv empiricky interval spolehlivosti. Naopak nejsirs{
je 99% Walduv empiricky interval spolehlivosti. 95% Walduv empiricky interval spolehlivosti m4 sirku vétsi nez 90%
interval spolehlivosti, ale mensi nez 99% interval spolehlivosti.

*

Rozlisujeme t¥i zdkladni typy intervali spolehlivosti, a sice 100 x (1 —a)% oboustranny interval spolehlivosti (D, H)
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pro parametr 6, 100 x (1—a)% levostranny interval spolehlivosti (D, oo) pro parametr 6 a 100x (1—a)% pravostranny
interval spolehlivosti (—oo, H) pro parametr §. Ve vSech tfech piipadech je pravdépodobnost, Ze parametr 6 nalezi
do intervalu spolehlivosti, alesporn (1 — «) x 100%, tj. Pr(f € IS) > (1 — a) x 100%. V rdmci tohoto textu se
zaméfime na konstrukci (oboustranného / levostranného / pravostranného) intervalu spolehlivosti pro parametry p
a 02 norméalniho modelu a parametru p alternativniho modelu. Pro parametr p dvourozmérného normalniho modelu
existuje nékolik typu intervalu spolehlivosti. Jejich konstrukei se budeme zabyvat v sekcich 77 a 77.

Nyni si predstavime konkrétni tvary jednotlivych intervali spolehlivosti. Na nize uvedené vzorce se potom bu-

deme odkazovat v feSenych piikladech.

Predpokladejme nejprve, ze ndhodny vybér Xy, ..., X, je ndhodny vybér, ktery se fidi normalnim modelem se
stiednf hodnotou p a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), kde parametr o zndme. Necht m znaci realizaci vybérového
priméru, o smérodatnou odchylku vypoéitanou jako o = Vo2, n je rozsah ngdhodného vybéru a uq (resp.uq /2,
U1_q/2, Ul—q) je a-kvantil (resp. §-kvantil, (1 — §)-kvantil, (1 —«a)-kvantil) standardizovaného normalniho modelu.
100 x (1 — @)% oboustranny Waldiiv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p, kdyz o2 zndme, ma tvar

o o
ﬁupa/z , M — ﬁua/Q)'

100 x (1 — @)% levostranny Waldiiv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p, kdyZ o zndme, m4 tvar

(d,h) = (m — (6.12)

(d,0) = (m — %ul_a, 00). (6.13)

100 x (1 — )% pravostranny Waldiiv empiricky interval spolehlivosti pro parametr u, kdyz o zndme, mé tvar

(—o0,h) = (—o0, m — (6.14)

%ua).

Hodnotu a-kvantilu standardizovaného normalnfho rozdélent u,, vypocitdame pomoci softwaru @ pitkazem qnorm(alpha).
Analogicky miizeme ziskat hodnoty kvantilii uq /2, 1o @ u1_q/2-

Poznamka: V praxi se se situaci, kdy odhadujeme parametr stfedni hodnoty p a pfitom zname skute¢nou hodnotu
rozptylu o2, spise nesetkame. Jak jsme si uvedli, skute¢nd hodnota parametru ¢ ndm neni zndmd. Intervalové od-
hady ??, 7?7 a 77 se tedy spiSe vyuzivaji pfi simulaénich studiich, v rdmci kterych zkoumédme ruzné vlastnosti téchto
odhadu (napf. zménu polohy intervalu spolehlivosti pfi ménici se hodnoté parametru p, nebo zménu $itky inter-
valu spolehlivosti p¥i ménici se hodnoté parametru o2, rozsahu ndhodného vybéru n nebo koeficientu spolehlivosti
1—a, apod.). Déle budeme tyto intervaly spolehlivosti vyuzivat v kapitole 77 zabyvajici se testovanim hypotéz. Zde
budeme interval spolehlivosti pro parametr p kdyz o2 zndme pouzivat v pifpadé, kdy budeme porovnivat stiedni
hodnotu naseho ndhodného vybéru se stredni hodnotou publikovanou, spoletné se svym rozptylem, v literature.

Predpokladejme nyni, ze ndhodny vybér Xq,..., X, je ndhodny vybér, ktery se fidi normalnim modelem se
stiednf hodnotou p a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), kde parametr 0 nezndme. Necht m znaéf realizaci vybérového
prumeéru, s znad realizaci vybérové smérodatné odchylky, n je rozsah ndhodného vybéru a t,,—1(«) (resp.t,—_1(a/2),
tho1(l —a/2), t,—1(1 — @)) je a-kvantil (resp. §-kvantil, (1 — §)-kvantil, (1 — «)-kvantil) Studentova modelu o
n — 1 stupnich volnosti. 100 x (1 — «)% oboustranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr u, kdyz

0? nezname, ma tvar

- %tn,l(l —a/2), m— %tn,l(aﬂ)). (6.15)

100 x (1 — @)% levostranny Waldiv empiricky interval spolehlivosti pro parametr y, kdyz o? nezndme, m4 tvar

(d,h) = (m

P b1 —a), o). (6.16)

N

100 x (1 — a)% pravostranny Waldv empiricky interval spolehlivosti pro parametr yu, kdyz o2 nezndme, m4 tvar

(d,00) = (m —

%tn_l(a)). (6.17)

(=00, h) = (=00, m —
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Hodnotu a-kvantilu Studentova modelu s n — 1 stupni volnosti #,, 1 (a) vypoéitdme pomoci softwaru @ pifkazem
gt(alpha, n-1). Analogicky muzeme ziskat hodnoty kvantila ¢,,—1(a/2), t,—1(1 — @) a t,—1(1 — a/2).

Predpokladejme déle, ze X, ..., X, je ndhodny vybér, ktery se fidi normalnim modelem se stfedni hodnotou
u a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), kde parametr p nezname. Necht s? znaéf realizaci vybérového rozptylu, n je
rozsah ndhodného vybéru a x2_, (a) (resp.x2_,(a/2), x2_1(1 — a/2), tx?_,(1 — a)) je a-kvantil (resp. $-kvantil,
(1—%)-kvantil, (1 — a)-kvantil) x> modelu o n— 1 stupnich volnosti. 100 x (1 — @)% oboustranny Waldiv empiricky
interval spolehlivosti pro parametr o2, kdyz p nezndme, ma tvar

(n—1)s? (n—1)s?

(d, h) = ( , . (6.18)
Xn1(1—a/2) " x5 _1(e/2)

100 x (1 — )% levostranny Waldtiv empiricky interval spolehlivosti pro parametr o2, kdy# u nezndme, ma tvar

(d,00) = (M 0<>> : (6.19)

100 x (1 — )% pravostranny Waldv empiricky interval spolehlivosti pro parametr o2, kdyZ p nezndme, m4 tvar

(0,h) = <0, W) : (6.20)

Xn—1 (O[)

Hodnotu a-kvantilu x2 modelu s n—1 stupni volnosti x2_; («) vypoéitdme pomoci softwaru @ piikazem qchisq(alpha,
n-1). Analogicky muzeme zfskat hodnoty kvantilt x2_;(a/2), x2_;(1 —«a) a x2_;(1 — a/2).

Protoze parametr rozptylu o2 je z definice vzdy vétsi nez 0, stanovuje se hodnota dolni hranice 100 x (1 — a)%
pravostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti jako nula namisto nekone¢na.

Konec¢né predpokladejme, ze X1,..., X, je ndhodny vybér, ktery se fidi alternativnim modelem s parametrem
p, tj. X ~ Alt(p). Necht m znaéf realizaci vybérového priméru, N je rozsah ndhodného vybéru a wu, (resp.u, /25
U1—a /2, U1—q) je a-kvantil (resp. §-kvantil, (1 — §)-kvantil, (1 —a)-kvantil) standardizovaného normalniho modelu.
100 x (1 — @)% oboustranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p mé tvar

(d,h) = (m -4/ Wul—a/Q, m— \/m(lj\;m)um> . (6.21)

100 x (1 — @)% levostranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p mé tvar

(d,1) = (m - wul_a, 1> . (6.22)

100 x (1 — @)% pravostranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p mé tvar

_ m(1l—m)
(0,h) = <0, m— Nua> . (6.23)

Hodnotu a-kvantilu standardizovaného normalniho rozdélent u,, vypocitdame pomoci softwaru @ pitkazem qnorm(alpha).
Analogicky muzeme ziskat hodnoty kvantilii ua 2, u1-a @ U1_q/2-

Protoze parametr p zna¢i pravdépodobnost tspéchu v jednom pokusu, plati, ze p € (0,1), a tedy horni hra-
nice levostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti je 1 (viz vzorec ?77). Analogicky dolni hranice pra-
vostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti je 0 (viz vzorec 77?).

Piiklad 6.18. Intervalovy odhad parametru g norméalniho modelu
Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstrante z nac¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme ndhodnou

N~

velicinu X popisujici nejuétsi sirku mozkovny u skelettt muzského pohlavi. Za predpokladu, ze ndhodné veli¢ina X

19



pochéz{ z normélniho rozdéleni se stiedni hodnotou u a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), vypocitejte 90%, 95% a
99% Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr u.

Reseni piikladu 77

Neni-li v textu specifikovan typ pozadovaného intervalu spolehlivosti, pocitame vzdy oboustranny interval spoleh-
livosti. Ze zadani vime, ze chceme spocitat interval spolehlivosti pro parametr p. Déle si vSimnéme, ze ze zadani
pifkladu neni zndma skuteénd hodnota rozptylu o2. Nasim tikolem je tedy vypocitat 90% (resp. 95%, ¢i 99%)
Waldtiv empiricky oboustrany interval spolehlivosti pro parametr p kdyz ¢ nezndme.

P#i vypoctu intervalu spolehlivosti budeme vychézet ze vzorce 7?. Z piikladu 7?7 vime, Ze realizace vybérového
pruméru m = 137.1852 a rozsah ndhodného vybéru n = 216. Hodnotu smérodatné odchylky o odhadhneme pomoci
vybérové smérodatné odchylky s = 4.8246 (viz piiklad ?7). Zbyva stanovit hodnotu kvantilu ¢,,_1(a/2) a kvantilu
tn—1(1 — «/2) Studentova modelu. K tomu je potieba nejprve dopocitat koeficient a. Ten vyjddiime, v piipadé
vypoctu 90% Waldova empirického intervalu spolehlivosti, postupnymi kroky z rovnice 100 x (1 — «) % = 90 %.

100 x (1 — ) % = 90 %
100 x (1 —a) =90

1—a=20.90
1-090 =«
a=0.10

Pomoci softwaru @ a funkce qt() nyni stanovime hodnotu kvantilu t,_1(a/2) = t25(0.10/2) = t215(0.05) =
qt(0.05, 215) = —1.6520 a kvantilu t,_1 (1 — a/2) = ta15(1 — 0.10/2) = £215(0.95) = qt(0.95,215) = 1.6520. Nynf jiz
zname vsechny potiebné hodnoty a muzeme dosadit do vzorce 77.

(@) = (m= Staat = /2, m= ta(af2)

4.8246 4.8246
= [ 137.1852 — —==1.6520, 137.1852 — ———(—1.6520
< V215 V215 ( )>

= (137.1852 — 0.5436, 137.1852 — (—0.5436))
= (136.6416, 137.7288)

V pifpadé vypoctu 95% Waldova empirického intervalu spolehlivosti, vyjddiime koeficient « z rovnice 100 x (1 —

@)% = 95%.

100 x (1 — )% = 95%
100 x (1 —a) =95

1—a=0.95
1-09 =«
a=0.05

Pomoci softwaru @ a funkee qt() stanovime hodnotu kvantilu t,,_1(a/2) = t215(0.05/2) = t215(0.025) = qt(0.025,215) =
—1.9711 a kvantilu ¢,_1(1 — @/2) = t215(1 — 0.05/2) = ¢215(0.975) = qt(0.975,215) = 1.9711. Hodnoty m, s a n
jsme stanovili vyse, zbyva tedy dosadit do vzorce ?77.

)

(d,h) = (m - %tn_l(l —af2),m-

4.8246 4.8246
= (137.1852 — ——1.9711, 137.1852 — (—1.9711))
V215 V215

= (137.1852 — 0.6486, 137.1852 — (—0.6486))
= (136.5366 , 137.8338)
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Koneéné, v piipadé vypoctu 99% Waldova empirického intervalu spolehlivosti, vyjadiime koeficient « z rovnice
100 x (1 — ) % = 99 %.

100 x (1— )% = 99 %
100 x (1 — o) = 99

1—a=20.99
1-099 =«
a=0.01

Pomoci softwaru @ stanovime hodnotu kvantilu ¢,,_1 (a/2) = t215(0.01/2) = t215(0.005) = qt(0.005,215) = —2.5989
a kvantilu t,_1(1 — a/2) = t215(1 — 0.01/2) = t215(0.995) = qt(0.995,215) = 2.5989. Hranice intervalu spolehlivosti
dopocitdme analogicky jako v predchozich dvou ptipadech dosazenim do vzorce ?77.

@.1) = (= Seta=af2) = Sotsfaf)

4.8246 4.8246
= ( 137.1852 — ——2.5989, 137.1852 — ———(—2.5989)
V215 V215

= (137.1852 — 0.8551 , 137.1852 — (—0.8551))
= (136.3301, 138.0403)

Datovy soubor na¢teme piikazem read.delim() a NA hodnoty odstranime pifkazem na.omit(). Pomoci operdtoru
[] vybereme z tabulky data pouze ty tadky, které se vztahuji k muzskym skeletim (data$sex == 'm’) a sloupec
obsahujici idaje o nejvétsi sifce mozkovny 'skull.B’. Hodnotu vybérového prumeéru a vybérové smérodatné odchylky
dopoéitdme pomoci funkei mean() a sd(), rozsah ndhodného vybéru stanovime funkei length(). Do proménné alpha
si vlozime vsechny tii hodnoty koeficientu «, tj. 0.1, 0.05 i 0.01, najednou. Nyni pfepisem vzorce 77, kde funkci qt()
vyuzijeme na vypocet a /2, resp. 1 — «/2 kvantili Studentova rozdéleni, a to soucasné pro vsechny tii koeficienty
«, ziskdme dolni, resp. horni hranice v8ech tii Waldovych empirickych intervalta spolehlivosti.

data <- read.delim(’0l1-one-sample-mean-skull-mf.txt’)
data <- na.omit (data)

skull .BM <- datal[data$sex == ’m’, ’skull.B’]

m <- mean (skull.BM)

s <- sd(skull.BM)

n <- length(skull.BM)

alpha <- ¢c(0.1, 0.05, 0.01)

dh <-m - s / sqrt(n) * qt(1l - alpha / 2, n - 1)

hh <-m - s / sqrt(n) * qt(alpha / 2, n - 1)

tab <- data.frame(d = dh, h = hh, row.names = c(’90% DIS’, ’95% DIS’, ’99% DIS’))
round (tab, 4)

d h
90% DIS 136.6429 137.7275
96% DIS 136.5381 137.8322

99% DIS 136.3320 138.0383

Interpretace vysledkiu: 90% Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr g m4 tvar (136.64, 137.73) mm.
To znamend, ze 136.64 mm < p < 137.73 mm s pravdépodobnosti 90 %. V 90 piipadech ze sta bude stfedn{ hodnota
nejvétsi §itky mozkovny u skelettt muzského pohlavi nabyvat hodnoty z intervalu (136.64, 137.73) mm.

95% Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr g mé tvar (136.54, 137.83) mm. To znamend, Ze
136.54mm < p < 137.83 mm s pravdépodobnosti 95 %. V 95 piipadech ze sta bude stfedni hodnota nejvétsi sirky
mozkovny u skeleti muzského pohlavi nabyvat hodnoty z intervalu (136.54, 137.83) mm.
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99% Waldiuv empiricky interval spolehlivosti pro parametr g mé tvar (136.33, 138.04) mm. To znamend, Ze
136.33mm < p < 138.04 mm s pravdépodobnosti 99 %. V 99 pripadech ze sta bude stiedni hodnota nejveétsi sitky
mozkovny u skelettt muzského pohlavi nabyvat hodnoty z intervalu (136.33, 138.04) mm. *

Piiklad 6.19. Intervalovy odhad parametru p norméalniho modelu

Méme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici tidaje o délce vietenn{ kosti na pravé strané ( radius.LR)
a na levé strané (radius.LL) u muzu (sex = 'm’ a Zen (sex = 'f") pohibenych v oblasti Indian Knoll v Kentucky (viz
sekce 77). Mé&jme ndhodnou veli¢inu X popisujici délku vietenni kosti u skeletu zenského pohlavi z oblasti Indian
Knoll v Kentucky. Za predpokladu, ze ndhodna velicina X pochéazi z normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou
u a rozptylem o2, tj. X ~ N(p,0?), vypocitejte (a) 95% oboustranny intervalovy odhad; (b) 99% levostranny
intervalovy odhad; (c¢) 90% pravostranny intervalovy odhad pro parametr u.

Reseni piikladu ??

Ze zadéani vime, ze chceme spocitat interval spolehlivosti pro parametr p. Déale si vSimnéme, Ze ze zadani piikladu
nen{ zndm4 skuteénd hodnota rozptylu 2. Nasim tkolem je tedy vypocitat 95% (resp. 99%, ¢i 90%) Waldiv em-
piricky oboustranny (resp. levostranny ¢ pravostranny) interval spolehlivosti pro parametr p kdyz o2 nezndme.

Pii vypoctu intervala spolehlivosti budeme vychézet ze vzorcu 77, 7?7 a 7?7. Nejprve si tedy dopocitame hodnoty
vybérového prumeéru m a vybérové smérodatné odchylky s a nasledné vyjadiime hodnotu koeficientu a.

Budeme tedy vychazet ze vzorce ??. Hodnotu parametru o2 odhadneme pomoci vybérohého rozptylu. Nejprve
tedy spocitame vybérovy prumér a ndsledné vybérovy rozptyl, tj.

42.
0042.5 = 223.7963.

1O 1
= =N mi = =(2234+ 231 4 - + 2185+ 221) =
m n;x 57 (2234 231 4 - + 2185 + 221)

s? = L Z(wi—m)Q

n—1 Py
1
=5 ((223 — 223.7963)* + (231 — 223.7963) + - - - + (218.5 — 223.7963)> + (221 — 223.7963)?)
1
= 55 ((<0.7963) +7.20372 + .- + (~5.2963)? + (~2.7963)°)
2534.13
= g = 9746652 = 97.4665

s =52 = \/97.46652 = 9.872513 = 9.8725

Vybérovy prumér m = 223.7963 mm, vybérovy rozptyl s> = 97.4665 mm?, vybérovéd smérodatnd odchylka s =
9.8725 mm, rozsah ndhodného vybéru n = 27. Zbyvé stanovit hodnotu kvantilu ¢,,_1(/2) a kvantilu ¢,,_1(1 — a/2)
Studentova rozdéleni. K tomu je potfeba nejprve dopocitat koeficient a, a to vyjaddienim z rovnice 100 X (1 — )% =
95%, analogicky jako v prikladu ?7.

100 x (1 —a) % =95%
100 x (1 —a) =95

1—a=0.95
1-095=a
a=0.05

Pomoci softwaru @R a funkce qt() nyni stanovime hodnotu kvantilu t,_;(a/2) = t27_1(0.05/2) = t26(0.025) =
qt(0.025,26) = —2.055529 a kvantilu ¢,—1(1 — @/2) = tar—_1(1 — 0.05/2) = t96(0.975) = qt(0.975,26) = 2.055529.
Nyni jiz zndme vSechny potiebné hodnoty a muzeme dosadit do vzorce 77.
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(d, h) = (m - %tn,l(l —a/2), m— jﬁtnl(aﬂ))
9.872514 9.872514

———2.055529, 223.7963 — ———(—2.055529
] )

= (223.7963 —
( V27
= (223.7963 — 3.905436 , 223.7963 — (—3.905436))

= (219.8909, 227.7017)
V pripadé vypoctu 99% Waldova empirického intervalu spolehlivosti, vyjddifme koeficient « z rovnice 100 x (1 —

a) % = 99 %.

100 x (1 — ) % = 99%
100 x (1 — o) = 99

1—a=0.99
1-0.99 =«
a=0.01

Pomoci softwaru @R a funkce qt() stanovime hodnotu kvantilu ¢, 1(1 — a) = tar_1(1 — 0.01) = #24(0.99) =
qt(0.99,26) = 2.47863. Hodnoty m, s a n jsme stanovili vyse, zbyvé tedy dosadit do vzorce ?7.

(d, 00) = (m - %tn,l(l —a), oo)

9.872514
= (223.7963 — Z2"2°""2 47863 , o0
( V26 )

= (223.7963 — 4.799021 , c0)
= (218.9973, )

Koneéné, v piipadé vypoctu 90% Waldova empirického intervalu spolehlivosti, vyjadifme koeficient « z rovnice
100 x (1 — ) % = 90 %.

100 x (1 — )% = 90%
100 x (1 — @) = 90

1-—a=0.90
1-0.90 =«
a=0.10
Pomoci softwaru @R stanovime hodnotu kvantilu #,_1(a) = ta7_1(0.10) = qt(0.10,26) = —1.314972. Hranice

intervalu spolehlivosti dopoc¢itame dosazenim do vzorce 77.

(=o0.) = (=00 m = Z=tuafaf2)
9'872514(—1.314972))

= [ —o0, 223.7963 —

( 7

= (—o00, 223.7963 — (—2.545995))
= (—o00, 226.3423)

Datovy soubor nacteme pifkazem read.delim(). Z datové tabulky vybereme pouze délky vietennich kosti z pravé
strany (radius.LR) skeletu zenského pohlavi (sex == 'f') z oblasti Indian Knoll v Kentucky (pop == "Indian Knoll').
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Chybéjici hodnoty odstranime piikazem na.omit(). Hodnotu vybérového priumeéru a vybérové smérodatné odchylky
dopoéitdme pomoci funkef mean() a sd(), rozsah ndhodného vybéru stanovime funkei length(). Protoze nejprve
stanovujeme hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, vlozime do proménné alpha
nejprve hodnotu 0.05. Déle pfepisem vzorce 77, kde pomoci funkce qt() vypocitdme «/2, resp. 1 — «/2 kvantil
Studentova rozdélent, ziskame dolni, resp. horn{ hranici 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spoleh-
livosti. Nésledné zménime hodnotu koeficientu alpha na hodnotu 0.01 a piepisem vzorce ?? dopoc¢itdme dolni hranici
99% Waldova empirického levostranného intervalu spolehlivosti. Nakonec piedefinujeme hodnotu koeficientu alpha
na hodnotu 0.10 a piepisem vzorce ?7? spocitame horn{ hranici 90% Waldova empirického pravostranného intervalu
spolehlivosti.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)
radius.LRF <- data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Indian Knoll’, ’radius.LR’]
radius .LRF <- as.numeric(na.omit(radius.LRF))

m <- mean(radius.LRF) # 223.7963

s <- sd(radius.LRF) # 9.872514

n <- length(radius.LRF) # 27

alpha <- 0.05

dh <-m - s / sqrt(n) * qt(1 - alpha / 2, n - 1) # 219.8909
hh <-m - s / sqrt(n) * qt(alpha / 2, n - 1) # 227.7017

alpha <- 0.01
DH <-m - s / sqrt(n) * qt(1 - alpha, n - 1) # 219.087

alpha <- 0.10
HH <-m - s / sqrt(n) * qt(alpha, n - 1) # 226.2947

(tab <- data.frame(d = c(round(c(dh, DH), 4), ’-inf’),
h = c(round(hh, 4), ’inf’, round(HH, 4)),
row.names = c(’95% DIS’, ’99% LIS’, ’90% PIS’)))

d h
96% DIS 219.8909 227.7017
99% LIS 219.087 inf
90% PIS -inf 226.2947

Pozndmka: Horni hranice levostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti je nekoneéno. Abychom mohli
tuto hodnotu zanést do tabulky vysledkt, musime ji zadat jako textovy fetézec. Datové tabulky v softwaru @ vsak
maji tu vlastnost, ze hodnoty ve stejném sloupci musi byt stejného typu, tedy bud jsou viechny hodnoty numerické,
nebo jsou vSechny hodnoty textové. Proto v okamziku, kdy do sloupce h tabulky tab vlozime textovy fetézec inf,
software @ viechny numerické hodnoty v tomto sloupci automaticky prevede na textové fetézce a tak se k nim od
tohoto okamziku také chova. Protoze text nejde zaokrouhlit, neni potom mozné tabulku tab zaokrouhlit na ¢tyii
desetinnd mista. Proto musime vSechny hodnoty v tabulce zaokrouhlit diive, nez je do tabulky vlozime spole¢né s
textovym fetézcem inf.

Interpretace vysledku: 95% Walduv empiricky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr g mé tvar
(219.89, 227.70) mm. To znamend, ze 219.89mm < p < 227.70mm s pravdépodobnosti 95%. V 95 piipadech
ze sta bude stfedni hodnota délky vietenni kosti z pravé strany u skeletu Zenského pohlavi z oblasti Indian Knoll
v Kentucky nabyvat hodnoty z intervalu (219.89, 227.70) mm.

99% Walduv empiricky levostranny interval spolehlivosti pro parametr ¢ mé tvar (219.087, oo) mm. To znamen4,
ze p > 219.087 mm s pravdépodobnosti 99 %. V 99 pifpadech ze sta bude stiedni hodnota délky vietenni kosti z
pravé strany u skelett zenského pohlaviz populace Ipituaq nabyvat hodnoty z oblasti Indian Knoll v Kentucky
intervalu (219.087, oo0) mm.

90% Walduv empiricky pravostranny interval spolehlivosti pro parametr g mé tvar (—oo, 226.29) mm. To zna-
mend, ze 226.29mm > p s pravdépodobnosti 90 %. V 90 piipadech ze sta bude stfedni hodnota délky vietenni
kosti z pravé strany u skeletu zenského pohlavi z oblasti Indian Knoll v Kentucky nabyvat hodnoty z intervalu
(=00, 226.29) mm.
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Pozndmka: Mirné odchylky ve vyslednych hranicich intervalua spolehlivosti spoéitanych ruénim vypoétem a vypoctem
vysledky ziskané pfimym vypoétem pomoci softwaru @. Proto pravé vysledky ziskané pomoci softwaru @ bereme
jakofindlni a jejich hodnoty interpretujeme.

*
Piiklad 6.20. Intervalovy odhad parametru ¢? normalniho modelu
Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstrante z nac¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme ndhodnou
velicinu X popisujici nejvétsi délku mozkouvny u skeletu zenského pohlavi. Za predpokladu, ze nahodna veli¢ina
X pochézi z normélniho rozdéleni se stiedni hodnotou i a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?), vypoéitejte (a) 99%,
oboustranny intervalovy odhad; (b) 90% levostranny intervalovy odhad; (c) 95% pravostranny intervalovy odhad
rozptylu o2.

Reseni piikladu ??

Celkem méame k dispozici n = 109 nahodnych veli¢in X1, ..., X199, pricemz veli¢ina X; popisuje nejvétsi délku
mozkovny u prvniho zenského skeletu, ..., veli¢ina X;g9 popisuje vysku nejvétsi délku mozkovny u sto devatého
zenského skeletu. Piedpokldddme, ze vSechny nahodné veli¢iny pochézi z normélniho rozdéleni, tj. X; ~ N(u,0?),
vy X109 ~ N(pt,0?), a tedy i cely ndhodny vybér pochazi ze stejného normalniho rozdéleni, tj. Xi,..., X109 ~
N(u,0?). Naméfenim hodnoty nejvéts délky mozkovny kazdého skeletu jsme ziskali celkem 109 realizacf ndhodnych
veligin X7, ..., X109. Téchto 109 realizaci tvoii dohromady datovy soubor. Skuteéné hodnoty parametri p a o2
nebudeme nikdy znét, ale muzeme je odhadnout pomoci bodovych nebo intervalovych odhadi.

V rdmci tohoto pifkladu se mdme zaméfit na parametr rozptylu o2 a odhadnout jej pomoci viech tif typh
intervalovych odhada. VSimnéme si, ze ze zaddni nezndme skutec¢nou hodnotu parametru p. Budeme tedy sestrojovat
99% Waldovy empirické intervaly spolehlivosti pro rozptyl o2 kdyz parametr j nezndme, a tedy budeme vychézet
ze vzorcu 77, 77 a 77.

Hodnotu parametru 02 odhadneme pomoci vybérového rozptylu. K jeho vypoétu potiebujeme dopoéitat vybérovy
prumér, tj.

1 — 1 19024
== = — (168 + 174+ -+ + 162 + 170) = —— = 174.5321.
m=n ;zz Tog (168 + 174+ - +162 4 170) = =70

Dosazenim vybérového pruméru m = 174.53 do vzorce ?? ziskdme hodnotu vybérového rozptylu, tj.

s? = 1 Z(mi—m)Q

n—1

i=1"
1
= Tog (168 = 174.5321)% 4 (174 — 174.5321)° 4 - 4 (162 — 174.5321)" + (170 — 174.5321)*)
1
= Tog ((76:5321)% + (=0.5321)% + -+ + (—12.5821) + (-4.5321)%)
= 38.6772

Vybérovy rozptyl s? = 38.6772, rozsah ndhodného vybéru n = 109. Zbyva stanovit hodnotu kvantilu x2_;(a/2) a
kvantilu x2_,(1 — a/2) x? modelu. K tomu je potieba nejprve dopocitat koeficient «, a to vyjadienim z rovnice
100 x (1 — @)% = 99%.

100 x (1 — ) % = 99%
100 x (1 — ) = 99

1—a=0.99
1-099 =«
a=0.01
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Pomoci softwaru @ a funkce qchisq() nyn{ stanovime hodnotu kvantilu x2_; (a/2) = x%05(0.01/2) = x?05(0.005) =
qchisq(0.005,108) = 73.8989 a kvantilu x2_;(1 — a/2) = x3ps(1 — 0.01/2) = x3,5(0.995) = qchisq(0.995,108) =
149.5994.

Hranice 99% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti vypocéitdme dosazenim do vzorce 77.

S (n-1)s*  (n—1)s?
(d,h) = (X%1(1 —a/2)’ X%1(a/2))

(108 x 38.6772 108 x 38.6772
N 149.5994 73.8989

= (27.9222, 56.5250)

Pro vypocet levostranného intervalu spolehlivosti stanovime nejprve hodnotu kvantilu x2 (1 — «). Protoze
chceme znét hranice 90% Waldova empirického levostranného intervalu spolehlivosti bude o = 0.10 a tedy x2_;(1—
a) = x30s(1 — 0.10) = x3ys(0.90) = qchisq(0.90, 108) = 127.2111. Hranice 90% Waldova empirického levostranného
intervalu spolehlivosti vypocitdme dosazenim hodnot do vzorce 77.

6= (e )

(108 x 38.6772
- 127.2111 °

= (32.83627, o)

Pro vypocet pravostranného intervalu spolehlivosti stanovime nejprve hodnotu kvantilu x2_; (). Protoze koefi-
cient « je tentokrdt rovny hodnoté 0.05, bude kvantil x2 _; () = x305(0.05) = qchisq(0.05,108) = 85.0149. Hranice
95% Waldova empirického pravostranného intervalu spolehlivosti vypocitdme dosazenim hodnot do vzorce ?77.

7 108 x 38.6772
7 85.0149

= (0, 49.13418)

Datovy soubor nac¢teme piikazem read.delim() a NA hodnoty odstranime pifkazem na.omit(). Pomoci operédtoru []
vybereme z tabulky data pouze ty fadky, které se vztahuji k zenskym skeletum (data$sex == 'f") a sloupec obsahujici
tdaje o nejvétsi délce mozkovny 'skull.L’. Hodnotu vybérové smérodatné odchylky dopoéitdme funkef sd(), rozsah
ndhodného vybéru stanovime pomoci funkce length(). Do proménné alpha vlozime hodnotu koeficientu o = 0.01.
Nyni prepisem vzorct ??, 77 a ??, kde funkci qchisq() vyuZzijeme na vypocet /2, 1 — a/2, a a 1 — o kvantili x?2
modelu ziskdme dolni a horni hranice vSech tii Waldovych empirickych intervalt spolehlivosti.

data <- read.delim(’00-Data//0Ol-one-sample-mean-skull-mf.txt’)

data
skull .LF
n

s.LF
alpha

dh <- (n
hh <- (n
alpha <-
DH <-

<- na.omit (data)

data[data$sex ==’f’, ’skull.L’]
length (skull.LF)
sd (skull.LF)

0

1)
1)

0.10
(n -

1)

.01
* s.LF ~ 2 / qchisq(1 - alpha / 2, n - 1) # 27.92216
* s.LF =~ 2 / qchisq(alpha / 2, n - 1) # 56.52505

* s.LF =~ 2 / qchisq(1 - alpha, n - 1) # 32.83628
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alpha <- 0.05
HH <- (n - 1) * s.LF -~ 2 / qchisq(alpha, n - 1) # 49.13418

(tab <- data.frame(d round (c(dh, DH, 0), 4),

h = c(round(hh, 4), ’inf’, round(HH, 4)),
row.names = c(’99% DIS’, ’99% LIS’, ’99% PIS’)))
d h
99% DIS 27.9222 B6 . BAB
997 LIS 32.8363 inf
99% PIS 0.0000 49.1342

Interpretace vysledkii: 99% Waldiv empiricky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr ¢ mé tvar
(27.92, 56.53) mm?. To znamen4, 7ze 27.92mm? < o2 < 56.53 mm? s pravdépodobnosti 99 %. V 99 piipadech ze sta
bude rozptyl nejvétsi délky mozkovny u skeletii zenského pohlavi vétsi nez 27.92mm? a mensf nez 56.53 mm?.

90% Waldiv empiricky levostranny interval spolehlivosti pro parametr o2 m4 tvar (32.8363, co) mm?2. To zna-
mena, ze 02 > 32.84mm? s pravdépodobnosti 90 %. V 90 piipadech ze sta bude rozptyl nejvétsi délky mozkovny u
skeletii zenského pohlavi vétsi nez 32.84 mm?.

95% Waldiv empiricky pravostranny interval spolehlivosti pro parametr o2 m4 tvar (0, 49.1342) mm?. To zna-
mend, 7ze 02 < 49.13mm? s pravdépodobnosti 95 %. V 95 pifpadech ze sta bude rozptyl nejvétsi délky mozkovny u
skeletti zZenského pohlavi mensf nez 49.13 mm?. *

Piiklad 6.21. Intervalovy odhad parametru ¢ norméalniho modelu

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstrante z nac¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme ndhodnou
velicinu X popisujici nejvétsi §irku mozkovny u skeletu zenského pohlavi. Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina
X pochdz{ z normalnfho rozdélen{ se stfedni hodnotou p a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,o?), vypocitejte (a) 95%,
oboustranny intervalovy odhad smérodatné odchylky o.

Reseni piikladu ?7?
V rémci tohoto pifkladu se méme zaméFit na parametr smérodatné ochylky o. Zadny interval spolehlivosti pro
smérodatnou odchylku ale nezndme. Vystac¢ime si tedy s tim, co mame k dispozici. Vypocitdme hranice 95% obou-
stranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr rozptylu o2. Jejich odmocnénim ziskdme hra-
nice 95% oboustranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr o.

Budeme tedy vychézet ze vzorce ??. Hodnotu parametru o2 odhadneme pomoci vybérohého rozptylu. Nejprve
tedy spocitame vybérovy prumeér a nédsledné vybérovy rozptyl, tj.

1 — 1 14622
=_ ;= —(130+ 134+ -+ - + 138 + 140) = ——— = 134.1468.
i ;x Tog (130 + 134+ - + 138 4 140) = =75

s? = 1 Z:(a:,'—m)2

n—1:
221”

1
08 ((130 — 134.1468)* + (134 — 134.1468)% + - - - + (138 — 134.1468)” + (140 — 134.1468)?)

1
= 108 ((—4.1468)* + (—0.1468)* + - - - + (3.8532)* + (5.8532)%)

= 22.0523

Vybérovy rozptyl s? = 22.0523, rozsah ndhodného vybéru n = 109. Zbyva stanovit hodnotu kvantilu x2_,(a/2) a
kvantilu x2_;(1 — a/2) x? modelu. K tomu je potieba nejprve dopocitat koeficient «, a to vyjadienim z rovnice
100 x (1 — @)% = 95%.
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100 x (1— )% = 95 %
100 x (1 —a) = 95

1—a=0.95
1-09 =«
a=0.05

Pomocf softwaru @R a funkce qchisq() nyn{ stanovime hodnotu kvantilu x2_; (a/2) = x205(0.05/2) = x305(0.025) =
qchisq(0.025,108) = 81.1329 a kvantilu x2_;(1 — a/2) = x3ps(1 — 0.05/2) = x3,5(0.975) = qchisq(0.975,108) =
138.6506.

Hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti pro parametr o2 vypoéitdme dosazenim
do vzorce ?77.

_ (n—1)s (n—1)s?
@i = (G e )
_ <108 x 22.0523 108 x 22.0523>

138.6506 ' 81.1329
= (17.1773, 29.3549)

Koneéné, hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti pro parametr o ziskdme
odmocnénim hranic intervalu spolehlivosti (17.1773, 29.3549), t;.
(dv h)cf = (da h)02
=/(17.1773 , 29.3549)
= (4.1446 , 5.4180)

Datovy soubor nacteme pifkazem read.delim() a NA hodnoty odstranime pifkazem na.omit(). Pomoci operdtoru [|
vybereme z tabulky data pouze ty fadky, které se vztahuji k Zenskym skeletum (data$sex == 'f") a sloupec obsahujici
idaje o nejvetsi sifce mozkovny 'skull.L’. Hodnotu vybérové smérodatné odchylky dopocitame funkef sd(), rozsah
ndhodného vybéru stanovime pomoci funkce length(). Do proménné alpha vlozime hodnotu koeficientu o = 0.05.
Nyni prepisem vzorce ??, kde pomoci funkce qchisq() vypocitdme a/2, 1 —a/2 kvantily x? modelu ziskdme doln{ a
horni hranici 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti pro parametr 2. Odmocnénim obou
hranic pomoci funkce sqrt() ziskdme hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti pro
parametr o.

data <- read.delim(’0Ol-one-sample-mean-skull-mf.txt’)
data <- na.omit (data)

skull .BF <- datal[data$sex ==’f’, ’skull.B’]
n <- length(skull.BF)

s .BF <- sd(skull.BF)

alpha <- 0.05

dh <- (n - 1) * s.BF ~ 2 / qchisq(1 - alpha / 2, n - 1) # 17.17736
hh <- (n - 1) * s.BF - 2 / qchisq(alpha / 2, n - 1) # 29.35/93

dh.s <- sqrt(dh) # 4.144558
hh.s <- sqrt(hh) # 5.418019

tab <- data.frame(d = c(dh, dh.s), h = c(hh, hh.s),

row.names = c(’95% DIS pro rozptyl’, ’95)% DIS pro sm.odchylku’))
round (tab, 4)
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d h
96% DIS pro rozptyl 17.1774 29.3549
95% DIS pro sm.odchylku 4.1446 5.4180

Interpretace vysledku: 95% Walduv empiricky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr o mé tvar
(4.14, 5.42) mm. To znamend, ze 4.14mm < o < 5.42mm s pravdépodobnosti 95 %. V 95 pifpadech ze sta bude
smérodatna odchylka nejveétsi sitky mozkovny u skelett zenského pohlavi vétsi nez 4.14 mm a mensi nez 5.42mm.

Piiklad 6.22. Intervalovy odhad parametru ¢ normalniho modelu

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a odstrante z nac¢tenych dat NA hodnoty. Mé&jme ndhodnou
velicinu X popisujici nejvétsi délku mozkovny u skeletu Zenského pohlavi. Za predpokladu, ze nahodnd veli¢ina
X pochézi z normalniho rozdélenf se stfedni hodnotou p a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,o?), vypocitejte (a) 99%,
oboustranny intervalovy odhad; (b) 90% levostranny intervalovy odhad; (¢) 95% pravostranny intervalovy odhad
smérodatné odchylky o.

Reseni piikladu ?7?

Hranice v8ech t¥{ intervalt spolehlivosti ziskdme odmocnénim hranic Waldovych empirickych intervalt spolehlivosti
pro rozptyl o2 vypoéitanych v ramci piikladu ??. Konkrétné hranice 99% Waldova empirického oboustranného
intervalu spolehlivosti pro parametr o vypocitame jako

(d,h) = 1/(27.9222, 56.5250)
= (5.2842, 7.5183)

Hranice 90% Waldova empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro parametr o vypocitame jako

(d, 00) = /(32.8363 , 00)
= (5.730297 , c0)

Hranice 95% Waldova empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro parametr o vypoéitame jako

(0,h) = /(0, 49.1342)
= (0, 7.009579)

Odmocniny dolnich resp. hornich hranici Waldovych empirickych intervali spolehlivosti ziskdme pomoc funkce
sqrt().

dh <- sqrt(dh) # 5.284142

hh <- sqrt(hh) # 7.518314

DH <- sqrt(DH) # 5.730295
HH <- sqrt(HH) # 7.009578

(tab <- data.frame(d = round(c(dh, DH, 0), 4),

h = c(round(hh, 4), ’inf’, round(HH, 4)),
row.names = c(’99% DIS’, ’99% LIS’, ’99% PIS’)))
d h
99% DIS 5.2841 7.5183
99% LIS 5.7303 inf
99% PIS 0.0000 7.0096

Interpretace vysledku: 99% Walduv empiricky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr o mé tvar
(5.28, 7.52) mm. To znamend, ze 5.28 mm < o < 7.52mm s pravdépodobnosti 99 %. V 99 piipadech ze sta bude
rozptyl nejvétsi délky mozkovny u skeletu zenského pohlavi vétsi nez 5.28 mm a mensi nez 7.52 mm.
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90% Walduv empiricky levostranny interval spolehlivosti pro parametr o mé tvar (5.73, co) mm. To znamen4,
ze o > 5.73mm s pravdépodobnosti 90 %. V 90 piipadech ze sta bude rozptyl nejvétsi délky mozkovny u skeletu
zenského pohlavi vétsi nez 5.73 mm.

95% Walduv empiricky pravostranny interval spolehlivosti pro parametr ¢ mé tvar (0, 7.01) mm. To znamen4,
7e 0 < 7.0l mm s pravdépodobnosti 95%. V 95 piipadech ze sta bude rozptyl nejvétsi délky mozkovny u skeletu
zenského pohlavi mensi nez 7.01 mm. *

Priiklad 6.23. Intervalovy odhad parametru p alternativniho modelu

Nactéte datovy soubor 17-anova-newborns.txt a odstrafite z nac¢tenych dat NA hodnoty. Méjme nahodnou veli¢inu
X popisujici Zenské pohlavi novorozencu. Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X pochézi z alternativniho rozdéleni
s parametrem p, tj. X ~ Alt(p), kde p je pravdépodobnost narozeni holé¢icky, stanovte (a) 95% oboustranny inter-
valovy odhad parametru p; (b) 90% levostranny intervalovy odhad parametru p; (c) 99% pravostranny intervalovy
odhad parametru p.

Reseni piikladu ?7?

95% oboustranny intervalovy odhad ziskdme pomoci 95% oboustranného Waldova empirického intervalu spo-
lehlivosti. Z piikladu ?? vime, zZe realizace vybérového pruméru m = 0.4797 a rozsah ndhodného vybéru N = 1382.
Zbyva nam tedy dopocitat hodnotu a/2-kvantilu a 1 — «/2-kvantilu standardizovaného normadlniho rozdéleni.
7Z rovnice 100 x (1 — @)% = 95% dopocitame, 7ze a = 0.05. Pomoci softwaru @ zjistime hodnoty kvantili
Ugj2 = Ugos/z = Uo.ozs = —1.9600 a ui_q/2 = Ui_g.05/2 = Uo.grs = 1.9600. Dosazenim hodnot do vzorce 77
ziskdme realizaci 95% oboustranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr p, tj.

0.4797(1 — 0.4797 0.4797(1 — 0.4797
= (0.4797 — \/ ( )1.96007 0.4797 — \/ ( )(—1.9600)>

1382 1382

= (0.4797 — 0.0263 , 0.4797 — (—0.0263))
= (0.4534 , 0.5060)

90% levostranny intervalovy odhad ziskdme pomoci 90% levostranného Waldova empirického intervalu spolehli-
vosti. Realizace vybérového pruméru m = 0.4797 a rozsah nadhodného vybéru N = 1382. Zbyva nam tedy dopocitat
hodnotu 1 — a-kvantilu standardizovaného normélniho rozdéleni. Z rovnice 100 X (1 — @)% = 90% dopocitdme, ze
a = 0.1. Pomoci softwaru @® zjistime hodnotu kvantilu uy_o = u1_0.1 = ug.9 = 1.2816. Dosazenim hodnot do
vzorce 77 ziskdme realizaci 90% levostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr p, tj.

(d,1) = (m — Wul_a, 1)

A797(1 — 0.4
— (0.4797— \/O 797(1—0 797)1.2816, 1)

1382

— (0.4797 — 0.0172, 1)
= (0.4625, 1)

99% pravostranny intervalovy odhad ziskdme pomoci 99% pravostranného Waldova empirického intervalu spo-
lehlivosti. Realizace vybérového pruméru m = 0.4797 a rozsah ndhodného vybéru N = 1382. Zbyvé tedy dopocitat
hodnotu a-kvantilu standardizovaného normalniho rozdéleni. Z rovnice 100 x (1 — «)% = 99% dopocitame, ze
a = 0.01. Pomoci softwaru @ zjistime hodnotu kvantilu 4, = ug.o; = —2.3263. Dosazenim hodnot do vzorce ??
ziskame realizaci 99% pravostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti pro parametr p, tj.
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B m(l —m)
(0,h) = <0, m— Nua>

0.4797(1 — 0.4797)
_ A797 — ~2.32
(o,o 797 \/ 55 (—2.3 63))

= (0, 0.4797 — (—0.03126))
= (0, 0.5110)

Nejprve nacteme datovy soubor pifkazem read.delim() a odstranime NA hodnoty pifkazem na.omit(). Déle do
proménné sex vlozime udaje o pohlavi. Protoze proménnd sex je typu factor s dvéma trovnémi, trovni 1 ('f’;
(female)) a trovni 2 ('m’, (male)), pfevedeme jej nejprve pomoci funkce as.numeric() na &iselny vektor, ktery
vlozime do proménné pohlavi. Nasledné zménime vSechny hodnoty 2 na hodnoty 0, ¢imz dostaneme pozadované
kédovani 0 = male, 1 = female (viz piiklad ?7.

data <- read.delim(’17-anova-newborns.txt’)
data <- na.omit (data)

sex <- data$sex.C

pohlavi <- as.numeric(sex)

pohlavi[pohlavi == 2] <- 0

Hranice 95% oboustranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti nynf ziskdme prepisem vzorce 77 s pouzitim
funkci mean(), sd(), length() a gnorm().

alpha <- 0.05

N <- length(pohlavi)
m <- mean(pohlavi)
S <- sd(pohlavi)

dh <- m - sqrt(m * (1 - m) / N) * gnorm(l - alpha / 2)
hh <- m - sqrt(m * (1 - m) / N) * gnorm(alpha / 2)

Dolni hranici 90% levostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti nyni ziskdme prepisem vzorce ?77.
DH <- m - sqrt(m * (1 - m) / N) * gnorm(l - alpha)

Horni hranici 99% pravostranného Waldova empirického intervalu spolehlivosti nyni ziskdme prepisem vzorce ?77.
Vysledné hranice vSech ti{ intervalu spolehlivosti vliozime do jedné tabulky.

HH <- m - sqrt(m * (1 - m) / N) * gnorm(alpha)
tab <- data.frame(d = c(dh, DH, 0), h = c(hh, 1, HH),

row.names = c(’95% 0IS’, °90% LIS’, ’99% PIS’))
round (tab, 4)

d h
96% 0IS 0.4534 0.5061
90% LIS 0.4576 1.0000
99% PIS 0.0000 0.5018

Interpretace vysledki: 95% oboustranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p mé tvar
(0.4534, 0.5061), coz znamend, ze 0.4534 < p < 0.5061 s pravdépodobnosti 95%. S 95% pravdépodobnosti se
pravdépodobnost narozeni hol¢icky pohybuje v rozmezi 45.34 % — 50.61 %.

90 % levostranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p ma tvar (0.4576, 1), coz znamend, ze
0.4576 < p < 1 s pravdépodobnosti 90 %. S pravdépodobnosti 90% je pravdépodobnost narozeni holéicky vétsi nez
45.76 %.

99 % pravostranny Walduv empiricky interval spolehlivosti pro parametr p mé tvar (0, 0.5018), coz znamen4,
ze 0 < p < 0.5018 s pravdépodobnosti 99 %. S pravdépodobnosti 99% je pravdépodobnost narozen{ hol¢icky mens{
nez 50.61 %. *
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