
Úvod do testováńı hypotéz

• Datový soubor = Náhodný výběr → stanov́ıme předpoklady → ověřujeme, zda plat́ı;

• předpoklady

– o charakteristikách: µ, σ2, σ, p, . . .

– o rozděleńı: normálńı, Poissonovo, binomické, . . .

– o nezávislosti dvou znak̊u, . . .

Postup testováńı hypotéz:

1. literárńı rešerše, formulace problému . . . přesná, jednoznačná

2. stanoveńı nulové hypotézy H0

• hypotéza o ńıž test rozhodne, zda se zamı́tne, nebo ne

– 1 náhodný výběr a publikovaná hodnota c; H0 : µ = c

– 2 náhodné výběry se středńımi hodnotami µ1 a µ2; H0 : µ1 = µ2

3. stanoveńı alternativńı hypotézy H1

• alt. hypotézu přij́ımáme, pokud H0 zamı́táme

– H11 : µ1 6= c (oboustranná alt.);

– H12 : µ1 < c (levostranná alt.);

– H13 : µ1 > c (pravostranná alt.).

4. volba hladiny významnosti α

• pst(riziko), že H0 zamı́tneme, když plat́ı - snaž́ıme se tuto hodnotu sńıžit na minimum

5. provedeńı měřeńı; sběr dat

6. testováńı H0 (tři r̊uzné zp̊usoby):

• Kritický obor

• Interval spolehlivosti

• p-hodnota

7. rozhodnut́ı o zamı́tnut́ı/nezamı́tnut́ı H0

8. interpretace výsledk̊u
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Př́ıstupy k testováńı nulové hypotézy H0

Testováńı pomoćı kritického oboru

• Testujeme hypotézu H0 : θ = c oproti H1 : θ 6= c, př́ıpadně H12 : θ < c, či H13 : θ > c

• vybereme vhodnou testovaćı statistiku T0

• vypoč́ıtáme hodnotu testovaćı statistiky t0

• stanov́ıme kritický obor W:

– oboustranná alt.: W = (Tmin;Kα/2〉 ∪ 〈K1−α/2;Tmax)

– levostranná alt.: W = (Tmin;Kα〉
– pravostranná alt.: W = 〈K1−α;Tmax)

• Pokud t0 ∈W , H0 zamı́táme na hladině významnosti α.

Testováńı pomoćı IS:

• Testujeme hypotézu H0 : θ = c oproti H1 : θ 6= c, př́ıpadně H12 : θ < c, či H13 : θ > c

• Sestroj́ıme 100(1− α)% IS:

– oboustranná alt. H11 → oboustranný IS

– levostranná alt. H12 → pravostranný IS

– pravostranná alt. H13 → levostranný IS

• pokud c ∈ IS, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α.

Testováńı pomoćı p-hodnoty

• Testujeme hypotézu H0 : θ = c oproti H1 : θ 6= c, př́ıpadně H12 : θ < c, či H13 : θ > c

• p-hodnota:

– pro oboustrannou alt. H11: p = 2 min{P (T0 ≤ t0);P (T0 > t0)}
– pro levostrannou alt. H12: p = P (T0 ≤ t0)

– pro pravostrannou alt. H13: p = P (T0 > t0) = 1− P (T0 ≤ t0)

• Je-li p ≤ α, H0 zamı́táme na hladině významnosti α.
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6 Testy normality

6.1 Testy jednorozměrné normality

Jak jsme si uvedli výše, jednorozměrná normalita náhodného výběru je stěžejńım předpokladem umožňuj́ıćım tes-
továńı nulové hypotézy o parametru středńı hodnoty µ, o parametru rozptylu σ2, o rozd́ılu středńıch hodnot µ1−µ2

i o pod́ılu rozptyl̊u σ2
1/σ

2
2) pomoćı parametrických test̊u. Dř́ıve než použijeme libovolný ze zmı́něných test̊u, muśıme

ověřit, zda námi naměřená data objektivně pocháźı z normálńıho rozděleńı.
Necht’ X1, . . . XN je náhodný výběr z nějakého rozděleńı L(θ), kde θ je obecně vektor parametr̊u rozděleńı

L. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme hypotézu H0: Náhodný výběr pocháźı z normálńıho rozděleńı., tj.
X ∼ N(µ, σ2), tj. L(θ) = N(µ, σ2), kde θ = (µ, σ2)T , oproti alternativńı hypotéze H1: Náhodný výběr nepocháźı z
normálńıho rozděleńı., tj. X � N(µ, σ2).

Volbu vhodného testu normality určujeme primárně podle rozsahu náhodného výběru. Je-li rozsah náhodného
výběru n ≤ 30, použijeme na testováńı hypotézy H0 Shapir̊uv-Wilk̊uv test. K tomu využijeme funkci shapiro.test(),
která je součást́ı základńı knihovny stats. Je-li rozsah náhodného výběru n > 30, použijeme k testováńı hypotézy
Lilliefors̊uv test implementovaný ve funkci lillie.test() lillie.test, Anderson-Darling̊uv test implementovaný ve funkci
ad.test() nebo Cramer̊uv-von Mises̊uv test implementovaný ve funkci svm.test(). Všechny zmı́něné funkce lillie.test(),
ad.test(), cvm.test() a sf.test() pocháźı z baĺıčku nortest. Přesnými algoritmy test̊u se zabývat nebudeme, vystač́ıme

si pouze se znalost́ı zmı́něných funkćı implementovaných v softwaru . Všechny funkce zmı́něné v tomto odstavci
maj́ı podobný výstup sestávaj́ıćı vždy z názvu použitého testu normality, názvu proměnné obsahuj́ıćı data, jejichž
normalitu testujeme, hodnotu tetsovaćı statistiky testu a p-hodnotu. Právě na základě p-hodnoty rozhodneme o
zamı́tnut́ı nebo nezamı́tnut́ı nulové hypotézy o normalitě náhodného výběru.

Pro lepš́ı představu o skutečném rozděleńı náhodného výběru doprováźıme častokrát výsledky testováńı nor-
mality vhodnými grafy. Od takových graf̊u očekáváme, že, kromě zobrazeńı skutečného tvaru dat, nám ukáž́ı, zda
má náhodný výběr charakter normálńıho rozděleńı, či nikoliv. Jedńım z graf̊u je histogram se stanoveným počtem
tř́ıdićıch interval̊u podle Sturgerova pravidla (viz kapitola ??), superporovaný křivkou hustoty normálńıho rozděleńı
N(µ, σ2). V př́ıpadě, že datový soubor pocháźı z normálńıho rozděleńı, koṕıruje tvar histogramu křivku hustoty
normálńıho rozděleńı. Č́ım v́ıce je tvar histogramu odlǐsný od tvaru křivky hustoty, t́ım v́ıce je pravděpodobné, že
data z normálńıho rozděleńı nepocháźı.

Druhým grafem je QQ-diagram, který zachycuje na ose x hodnoty kvantil̊u předpokládaného rozděleńı náhodného
výběru (v našem př́ıpadě tedy normálńıho rozděleńı) a na ose y hodnoty výběrových kvantil̊u vypoč́ıtaných na
základě náhodného výběru. V př́ıpadě, že náhodný výběr pocháźı z normálńıho rozděleńı, je charakter teoretických
kvantil̊u normálńıho rozděleńı podobný charakteru výběrových kvantil̊u. Postaveńım takových kvantil̊u v jednom
grafu proti sobě vede potom na tvar př́ımky. Naopak, pokud data nepocháźı z normálńıho rozděleńı je charakter
výběrových kvantil̊u odlǐsný od charakteru teoretických kvantil̊u a postaveńım takových kvantil̊u v jednom grafu
proti sobě vede na křivku, která nemá tvar př́ımky. Nejčastěǰśım tvarem ukazuj́ıćım na porušeńı normality dat bývá
esovitý tvar křivky s body výrazně odlehlými od referenčńı křivky na pravém nebo levém chvostu náhodného výběru.

Poznámka: Důvod, proč si zde prezentujeme tři testy normality, které je možné použ́ıt v př́ıpadě, že rozsah
náhodného výběru n ≥ 30 je, abychom čtenáři poskytli širš́ı spektrum možných test̊u normality a umožnili mu vybrat
si z test̊u takový, který mu přijde nejsympatičtěǰśı. I z toho d̊uvodu u každého z následuj́ıćıch př́ıklad̊u provád́ıme
testováńı nulové hypotézy o normalitě naměřených dat pomoćı Lillieforsova testu, Andersonova-Darlingova testu i
Cramérova-von Misesova testu. Ve vlastńıch analýzách je ovšem situace jiná. Zde zpravidla voĺıme na otestováńı
hypotézy o normalitě pouze jeden test, který použ́ıváme univerálně pokaždé, když chceme hypotézu o normalitě
naměřených dat testovat. V žádném př́ıpadě neprovád́ıme ve vlastńıch analýzách všechny testy normality najednou
a v př́ıpadě rozporuplných závěr̊u test̊u si nevyb́ıráme ten, jehož výsledek se nám aktuálně nejv́ıce hod́ı. Vždy
mějme na paměti, že aby vlastńı analýza nep̊usobila účelově, nebo dokonce nebyla demagogíı, muśıme zvolené testy
volit univerzálně a bez ohledu na to, jak př́ıhodný či nepř́ıhodný výsledek nám v konkrétńı situaci předlož́ı.

Vı́ce test̊u normality smı́me provádět pouze v hraničńıch př́ıpadech, kdy univerzálně zvolený test hypotézu o
normalitě hraničně zamı́tá nebo nezamı́tá. Pak je vhodné provést i daľśı testy, které nám mohou pomoci nahlédnout
na normalitu náhodného výběru z jiného pohlehu a lépe tak zvážit skutečný charakter rozděleńı naměřených hodnot.
Pokud se na základě daľśıch test̊u rozhodneme pro jiný závěr, než jaký nám poskytuje test univerzálně použ́ıvaný
na otestováńı hypotézy o normalitě v celé datové analýze, je vždy třeba sv̊uj závěr podložit relevantńımi výsledky
a, je-li to možné, taktéž grafickou vizualizaćı. Vždy mějme na paměti, že závěry o nulové hypotéze se snaž́ıme vždy
provádět co nejobjektivněji tak, aby odrážely skutečnost, nikoliv naše přáńı.

3



Poznámka: Každá z výše uvedených test̊u normality má své přednosti i nedostatky vycházej́ıćı z algoritmu, který se
za testem skrývá. Lilliefors̊uv test bývá např́ıklad nejv́ıce benevolentńı k zamı́tnut́ı hypotézy o normalitě náhodného
výběru. To znamená, že hypotézu o normalitě zamı́tá zpravidla nejpomaleji, tedy při jeho využit́ı je větš́ı šance,
že hypotézu o normalitě náhodného výběru nezamı́tne. Anderson-Darling̊uv test, je jako jediný z uvedených test̊u
citlivý na odlehlá pozorováńı. Dokáže tedy nejlépe odhalit porušeńı normality náhodného výběru z d̊uvodu odlehlých
či extrémńıch pozorováńı.

Který test normality budeme favorizovat pro n ≥ 30 a proč? Lilliefors̊uv, Anderson-Darling̊uv test, Shapiro-
Wilk̊uv test nebo Cramér̊uv-von Mises̊uv test? Jak je to se Shapiro-Wilkovým testem pro n > 30? Někde se ṕı̌se, že
je nejlepš́ım testem i pro n ≥ 30. Zahreneme jej tedy také mezi testy pro n ≥ 30? Test, který budeme favorizovat,
potom použiji na ověřeńı normality u všech parametrických i neparametrických test̊u.
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Př́ıklad 6.1. Test o jednorozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proměnnou intorb.B popisuj́ıćı interorbitálńı š́ı̌rku muž̊u
bantuské populace v mm (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr
naměřených hodnot interorbitálńı š́ı̌rky pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.1
Nejprve načteme datový soubor a pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky pouze řádky týkaj́ıćı se muž̊u bantuské
populace (pop == ’ban’) a sloupec obsahuj́ıćı údaje o interorbitálńı š́ı̌rce, tj. intorb.B. Následně z vektoru naměřených
hodnot odstrańıme neznámé hodnoty pomoćı př́ıkazu na.omit() a zjist́ıme, jaký je rozsah tohoto náhodného výběru
př́ıkazem length(). Protože náhodný výběr obsahuje celkem 14 naměřených hodnot interorbitálńı š́ı̌rky muž̊u

1 data <- read.delim(’00-Data//19-more -samples -correlations -skull.txt’)

2 intorb.BB <- data[data$pop == ’ban’, ’intorb.B’]

3 intorb.BB <- as.numeric(na.omit(intorb.BB))

4 n <- length(intorb.BB) # 14

bantuské populace, což je méně než 30, použijeme na testováńı hypotézy H0 Shapir̊uv-Wilk̊uv test. Proces testováńı
si uvedeme v posloupnosti pěti krok̊u.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : X ∼ N(µ, σ2)
H1 : X � N(µ, σ2)

2. Volba hladiny významnosti
Podle zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Shapir̊uv-Wilk̊uv test provedeme pomoćı funkce shapiro.test(). Výstupem funkce je údaj o použité proměnné
(intorb.BB), hodnota testovaćı statistiky Shapirova-Wilkova testu (W = 0.94268) a výsledná p-hodnota (p-value
= 0.4537).

5 shapiro.test(intorb.BB)

6
7Shapiro -Wilk normality test

8
9data: intorb.BB

10W = 0.94268 , p-value = 0.4537

4. Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.4537105 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Závěr testováńı nyńı podpoř́ıme histogramem superponovaným křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-diagramem.

Pro vykresleńı histogramu nejprve stanov́ıme hranice tř́ıdićıch interval̊u, do kterých rozděĺıme naměřené hod-
noty. Datový soubor rozděĺıme na základě Sturgesova pravidla (viz sekce ??) do pěti ekvidistatńıch interval̊u
s š́ı̌rkou 2 mm prostřednictv́ım hranic 20, 22, . . . , 30. Histogram vykresĺıme př́ıkazem hist(), a to s výše uve-
denými hranicemi tř́ıdićıch interval̊u (argument breaks) a bez měř́ıtek osy x a y (axes = F). Na osu y vyneseme
hodnoty relativńıch četnost́ı (prob = T). Relativńı škála na ose y nám zajist́ı správné měř́ıtko k následnému vy-
kresleńı křivky hustoty normálńıho rozděleńı. Př́ıkazem box() dokresĺıme okolo grafu černý rámeček. Př́ıkazem
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axis() doplńıme měř́ıtko osy x (argument side = 1) uváděj́ıćı hodnoty střed̊u tř́ıdićıch interval̊u (argument at)
a měř́ıtko osy y (argument side = 2) jehož hodnoty budou vykresleny horizontálně (argument las = 1).

Nakonec do histogramu dokresĺıme křivku hustoty normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), kde parametry µ a σ2

odhadneme jejich nestrannými odhady. Nejprve vygenerujeme dostatečně hustou posloupnost č́ısel pokrývaj́ıćı
rozsah hodnot osy x, tj. posloupnost xfit tiśıce č́ısel v rozsahu 15–35 mm. Dále stanov́ıme odhady parametr̊u
µ a σ2. Parametr µ odhadneme výběrovým pr̊uměrem pomoćı funkce mean() a parametr σ2 odhadneme
výběrovým rozptylem pomoćı funkce var(). Pro každou hodnotu proměnné xfit nyńı spoč́ıtáme hodnotu hustoty
normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) pomoćı př́ıkazu dnorm(). Prvńım argumentem x zadáváme posloupnost, nad
kterou budeme hodnoty hustoty poč́ıtat (tj. x = xfit). Druhý argument (mean) specifikuje středńı hodnotu µ
normálńıho rozděleńı, tj. v našem př́ıpadě odhad m. Konečně, třet́ı argument (sd) specifikuje směrodatnou
odchylku σ normálńıho rozděleńı, tj. v našem př́ıpadě odmocnina z výběrového rozptylu sqrt(s2). Křivku
hustoty normálńıho rozděleńı vykresĺıme př́ıkazem lines().

QQ-diagram vykresĺıme pomoćı funkce qqnorm(). Prvńı argumentem funkce je vektor naměřených hodnot, tj.
intorb.BB. Pomoćı argument̊u pch, bg a col specifikuje kulatý typ vykreslovaných bod̊u se světle modrou výplńı
a tmavým odst́ınem obrysové barvy. Dále zakážeme vypsáńı nadpisu grafu (main = ”) a pomoćı agrument̊u
xlab a ylab změńıme popisky os x a y z anglických na české ekvivalenty. Konečně argumentem las změńıme
směr popisk̊u měř́ıtka osy y na horizontálńı. Nakonec dokresĺıme do grafu referenčńı čáru pomoćı př́ıkazu
qqline(). Prvńım argumentem funkce je opět vektor naměřených hodnot, na základě kterého bude spoč́ıtán
sklon a posunut́ı referenčńı čáry. Tloušt’ku čáry zvýš́ıme o jedna argumentem lwd = 2.

11 par(mar = c(4, 4, 1, 1))

12 hist(intorb.BB , breaks = seq(20, 30, by = 2), prob = T,

13 col = ’lightblue4 ’, border = ’slateblue4 ’, density = 20,

14 main = ’’, axes = F, ylab = ’relativnı́ četnost ’,

15 xlab = ’interorbitálnı́ š ı́ řka mužů (v mm)’)

16 box(bty = ’o’)

17 axis(side = 1, at = seq(21, 29, by = 2))

18 axis(side = 2, las = 1)

19

20 xfit <- seq(15, 35, length = 512)

21 m <- mean(intorb.BB)

22 s2 <- var(intorb.BB)

23 yfit <- dnorm(x = xfit , mean = m, sd = sqrt(s2))

24 lines(xfit , yfit , col = ’darkblue ’, lwd = 2)

25

26 qqnorm(intorb.BB , pch = 21, bg = ’mintcream ’, col = ’slateblue4 ’, main = ’’,

27 xlab = ’teoretický kvantil ’, ylab = ’výběrový kvantil ’, las = 1)

28 qqline(intorb.BB , col = ’darkblue ’, lwd = 2)

Ačkoli histogram na obrázku 1 nekoṕıruje přesný tvar křivky hustoty normálńıho rozděleńı, nemůžeme ř́ıci, že
by data nebyla normálně rozdělená. Při takto malém množstv́ı pozorováńı mohou data pocházet z normálńıho
rozděleńı, ačkoli tvar histogramu této skutečnosti úplně neodpov́ıdá. Naopak z QQ-diagramu je normalita
krásně viditelná. S výjimkou dvou krajńıch bod̊u se všechny body drž́ı referenčńı př́ımky, což podporuje
výsledek testováńı a normalitu náhodného výběru.

6. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor naměřených hodnot interorbitálńı š́ı̌rky muž̊u bantuské populace pocháźı z normálńıho rozděleńı.

F
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Obrázek 1: Histogram a QQ-diagram interorbitálńı š́ı̌rky u skelet̊u mužského pohlav́ı bantuské populace (v mm)
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Př́ıklad 6.2. Test o jednorozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 15-anova-means-skull.txt a proměnnou upface.H popisuj́ıćı výšku horńı části tváře muž̊u
německé populace v mm (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr
naměřených hodnot pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.2
Nejprve načteme datový soubor, př́ıkazem na.omit() a pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky pouze řádky týkaj́ıćı
se muž̊u německé populace (pop == ’nem’) a sloupec obsahuj́ıćı údaje o výšce horńı části tváře, tj. upface.H.
Následně z vektoru naměřených hodnot výšek horńı části tváře odstrańıme chyběj́ıćı údaje a zjist́ıme rozsah tohoto
náhodného výběru. Protože náhodný výběr obsahuje celkem 19 naměřených hodnot výšky horńı části tváře muž̊u

29 data <- read.delim(’00-Data//15-anova -means -skull.txt’)

30 upface.HN <- data[data$pop == ’nem’, ’upface.H’]

31 upface.HN <- as.numeric(na.omit(upface.HN))

32 n <- length(upface.HN) # 19

německé populace, což je méně než 30, použijeme na testováńı hypotézy o normalitě Shapir̊uv-Wilk̊uv test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : X ∼ N(µ, σ2)
H1 : X � N(µ, σ2)

2. Volba hladiny významnosti
Podle zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Shapir̊uv-Wilk̊uv test provedeme pomoćı funkce shapiro.test(). Výstupem funkce je údaj o použité proměnné
(upface.HN), hodnota testovaćı statistiky Shapirova-Wilkova testu (W = 0.8964) a p-hodnota (p-value =
0.0419).

33 shapiro.test(upface.HN)

34
35Shapiro -Wilk normality test

36
37data: upface.HN

38W = 0.8964 , p-value = 0.0419

4. Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.0419 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Závěr testováńı nyńı podpoř́ıme histogramem superponovaným křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-diagramem.
Analogicky jako v př́ıkladu 6.1 vykresĺıme histogram př́ıkazem hist(), kde na základě Sturgesova pravi-
dla rozděĺıme naměřené hodnoty do pěti ekvidistantńıch interval̊u s š́ı̌rkou 3 mm prostřednictv́ım hranic
61, 66, . . . , 76. Do histogramu dále pomoćı př́ıkazu lines() dokresĺıme křivku hustoty normálńıho rozděleńı
N(µ, σ2), dopoč́ıtanou funkćı dnorm(). Parametry µ a σ2 odhadneme př́ıkazy mean() a sd(). Nakonec vy-
kresĺıme QQ-diagram (prostřednitcv́ım funkce qqnorm()) s referenčńı př́ımkou (prostřednictv́ım funkce qq-
line()).

Ačkoli by se mohlo zdát, že histogram na obrázku 2 koṕıruje tvar křivky hustoty normálńıho rozděleńı cel-
kem věrně, charakter normálńıho rozděleńı dat neńı zachován. Na prvńı pohled vid́ıme, že data jsou oproti
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39 par(mar = c(4, 4, 1, 1))

40 hist(upface.HN , breaks = seq(61, 76, by = 3), prob = T,

41 col = ’orange ’, border = ’darkorange3 ’, density = 30,

42 main = ’’, axes = F, ylab = ’relativnı́ četnost ’,

43 xlab = ’výška hornı́ části tváře (v mm)’)

44 box(bty = ’o’)

45 axis(side = 1, at = seq (62.5, 74.5, by = 3))

46 axis(side = 2, las = 1)

47

48 xfit <- seq(55, 80, length = 512)

49 m <- mean(upface.HN)

50 s2 <- var(upface.HN)

51 yfit <- dnorm(x = xfit , mean = m, sd = sqrt(s2))

52 lines(xfit , yfit , col = ’darkorange4 ’, lwd = 2)

53

54 qqnorm(upface.HN , pch = 21, bg = ’orange ’, col = ’darkorange3 ’, main = ’’,

55 xlab = ’teoretický kvantil ’, ylab = ’výběrový kvantil ’, las = 1)

56 qqline(upface.HN , col = ’darkorange4 ’, lwd = 2)
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Obrázek 2: Histogram a QQ-diagram výšky horńı části tváře u skelet̊u mužského pohlav́ı německé populace (v mm)

klasickému normálńımu rozděleńı vyšikmená doprava. To by nemusel být až tak závažný přestupek proti
normalitě. Ovšem skutečnost, že vyšš́ı hodnoty výšky horńı části tváře maj́ı s rostoućımi hodnotami vyšš́ı
zastoupeńı, které se na pravém konci nesnižuje, je větš́ım přestupkem proti normalitě. V QQ-diagramu potom
vid́ıme nesymetrikcé odchýleńı bod̊u od referenčńı křivky v levé dolńı části grafu. Posunut́ı referenčńı př́ımky
do levého horńıho rohu je d̊ukazem výrazněǰśı a nesymetrické odlehlosti bod̊u umı́stěných navlevo, než tomu
bylo u QQ-diagramu v př́ıkladu 6.1. Závěr tohoto př́ıkladu tey je, že náhodný výběr nepocháźı z normálńıho
rozděleńı a jako takový nemůže být použit jako základ k parametrickým test̊um (viz kapitoly ?? a ??).

6. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor výšek horńı části tváře muž̊u německé populace nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

F
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Př́ıklad 6.3. Test o jednorozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 11-two-samples-means-skull.txt a proměnnou skull.H popisuj́ıćı výšku lebky v mm (viz sekce
??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr naměřených výšek lebky muž̊u pocháźı
z normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.3
Nejprve načteme datový soubor a pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky pouze ř́ıdky týkaj́ıćı se muž̊u (sex ==
’m’) a sloupec obsahuj́ıćı výšku lebky, tj. skull.H. Př́ıkazem na.omit() odstrańıme z vektoru skull.HM chyběj́ıćı údaje
a př́ıkazem length() zjist́ıme délku tohoto vektoru. Protože náhodný výběr obsahuje údaje o 215 výškách lebek

57 data <- read.delim(’00-Data//11-two -samples -means -skull.txt’)

58 skull.HM <- data[data$sex == ’m’ , ’skull.H’]

59 skull.HM <- as.numeric(na.omit(skull.HM))

60 n <- length(skull.HM) # 215

muž̊u, což je v́ıce než 30, použijeme na testováńı hypotézy o normalitě Lilliefors̊uv test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : X ∼ N(µ, σ2)
H1 : X � N(µ, σ2)

2. Volba hladiny významnosti
Podle zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Lilliefors̊uv test provedeme pomoćı funkce lillie.test(), která je implementované v knihovně nortest. Při použit́ı
funkce lillie.test() tedy mśıme but’ nejdř́ıve nač́ıst knihovnu nortest př́ıkazem library(), nebo se při voláńı funkce
lillie.test() na knihovnu nortest př́ımo odkázat. Zde použijeme druhý př́ıstup přes odkaz pomoćı názvu knihovny
a operátoru ::. Výstupem funkce je údaj o použité proměnné (skull.HM), hodnota testovaćı statistiky Lillie-
forsova testu (D = 0.054341) a p-hodnota (p-value = 0.1263).

61 nortest :: lillie.test(skull.HM)

62
63Lilliefors (Kolmogorov -Smirnov) normality test

64
65data: skull.HM

66D = 0.054341 , p-value = 0.1263

4. Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.1263 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Normalitu náhodného výběru si vizualizujeme histogramem superponovaným křivkou normálńıho rozděleńı
a QQ-diagramem. Pro potřeby histogramu rozděĺıme naměřené hodnoty na základě Sturgesova pravidla do
dev́ıti ekvidistantńıch interval̊u s š́ı̌rkou 3 mm prostřednictv́ım hranic 119, 122, . . . , 146. Do histogramu dále
dokresĺıme křivku hustoty normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), s parametry µ a σ2 odhadnutými pomoćı funkćı
mean() a sd().

Rozděleńı datového souboru ukázkově odpov́ıdá normálńımu rozděleńı. Na histogramu vykresleném na obrázku
3 je krásně viditelné, jak naměřená data koṕıruj́ı tvar křivky hustoty normálńıho rozděleńı. Taktéž QQ-
diagram, kde se až na dvě, tři výjimky, drž́ı všechny body v bĺızkém okoĺı referenčńı př́ımky, ukazuje na skoro
až učebnicovou normalitu náhodného výběru.
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67 par(mar = c(4, 4, 1, 1))

68 hist(skull.HM , breaks = seq(119, 146, by = 3), prob = T,

69 col = ’hotpink1 ’, border = ’hotpink4 ’, density = 30,

70 main = ’’, axes = F, ylab = ’relativnı́ četnost ’,

71 xlab = ’výška lebky (v mm)’, ylim = c(0, 0.09))

72 box(bty = ’o’)

73 axis(side = 1, at = seq (120.5 , 144.5, by = 3))

74 axis(side = 2, las = 1)

75

76 xfit <- seq(115, 150, length = 512)

77 yfit <- dnorm(x = xfit , mean = mean(skull.HM), sd = sd(skull.HM))

78 lines(xfit , yfit , col = ’darkmagenta ’, lwd = 2)

79

80 qqnorm(skull.HM , pch = 21, bg = ’lightpink1 ’, col = ’hotpink4 ’, main = ’’,

81 xlab = ’teoretický kvantil ’, ylab = ’výběrový kvantil ’, las = 1)

82 qqline(skull.HM , col = ’darkmagenta ’, lwd = 2)
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Obrázek 3: Histogram a QQ-diagram výšky lebky u skelet̊u mužského pohlav́ı (v mm)

6. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor výšek lebky muž̊u pocháźı z normálńıho rozděleńı.
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Př́ıklad 6.4. Test o jednorozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 10-two-samples-means-birth.txt a proměnnou birth.W popisuj́ıćı porodńı hmotnost novoro-
zenc̊u-chlapc̊u v g (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr naměřených
hmotnost́ı pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.4
Nejprve načteme datový soubor a pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky sloupec obsahuj́ıćı porodńı hmotnost
novorozenc̊u, tj. birth.W. Dále př́ıkazem na.omit() odstrańıme z vektoru birth.W neznámé hodnoty a př́ıkazem length()
stanov́ıme délku tohoto vektoru. Protože náhodný výběr obsahuje celkem 573 naměřených hmotnost́ı novorozenc̊u,

83 data <- read.delim(’00-Data//10-two -samples -means -birth.txt’)

84 birth.W <- data[ , ’birth.W’]

85 birth.W <- as.numeric(na.omit(birth.W))

86 n <- length(birth.W) # 573

což je v́ıce než 30, použijeme na testováńı hypotézy o normalitě Lilliefors̊uv test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : X ∼ N(µ, σ2)
H1 : X � N(µ, σ2)

2. Volba hladiny významnosti
Podle zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Lilliefors̊uv test provedeme pomoćı funkce lillie.test() z knihovny nortest. Výstupem funkce je údaj o použité
proměnné (birth.W), hodnota testovaćı statistiky Lillieforsova testu (D = 0.083276) a p-hodnota (p-value =
3.707× 10−10).

87 nortest :: lillie.test(birth.W)

88
89Lilliefors (Kolmogorov -Smirnov) normality test

90
91data: birth.W

92D = 0.083276 , p-value = 3.707e-10

4. Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 3.707× 10−10 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Výsledek testováńı nyńı podlož́ıme ukázkou histogramu superponovaného křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-
diagramu. Na základě Sturgesova pravidla rozděĺıme naměřené hodnoty do deseti ekvidistantńıch interval̊u s
š́ı̌rkou 408 g prostřednictv́ım hranic 890, 1298, . . . , 4970. Tyto hranice použijeme při vykresleńı histogramu, do
kterého dále pomoćı př́ıkazu lines() dokresĺıme křivku hustoty normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) s parametry µ a
σ2 odhadnutými jejich nestrannými odhady (viz kapitola ??). Nakonec vykresĺıme výše zmı́něný QQ-diagram
spolu s referenčńı př́ımkou.

Z obou graf̊u je patrný nenormálńı charakter náhodného výběru. Na prvńı pohled by se sice mohlo zdát, že
histogram dostatečně koṕıruje tvar křivky hustoty normálńıho rozděleńı, ovšem při bližš́ım poheldu vid́ıme, že
histogram je oproti křivně normálńıho rozděleńı posunutý doprava. Nav́ıc interval se středem 3542 g obsahuje
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Obrázek 4: Histogram a QQ-diagram porodńı hmotnosti novorozenc̊u (v g)

výrazně v́ıce hodnot, než by bylo vhodné. Při malém rozsahu náhodného výběru by to nebyl problém, ale
při tak rozsáhlém výběru, jaký máme k dispozici jsou zmı́něné nedostatky pro předpoklad normality fatálńı.
QQ-diagram, ze kterého je odchylka bod̊u od referenčńı př́ımky na prvńı pohled patrná, nás v odlǐsnosti od
normálńıho rozděleńı náhodného výběru jen utvrzuje. V tomto př́ıpadě se tedy skutečně klońıme k závěru, že
náhodný výběr nepocháźı z normálńıho rozděleńı a jako takový neńı využitelný k parametrickému testováńı.

6. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor porodńıch hmotnost́ı novorozených chlapc̊u nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

F
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6.2 Testy dvourozměrné normality

Dvourozměrná normalita náhodného výběru je stěžejńım předpokladem umožňuj́ıćım testováńı nulové hypotézy o
korelačńım koeficientu ρ a rozd́ılu dvou korelačńıch koeficient̊u ρ1 − ρ2 pomoćı parametrických test̊u (viz kapitola
??. Dř́ıve, než takový parametrický test použijeme, muśıme ověřit, zda námi naměřená dvojice náhodných veličin
pocháźı z dvourozměrného náhodného rozděleńı.

Necht’ (X1, Y1)T , . . . (Xn, Yn)T je náhodný výběr z rozděleńı L(θ), kde θ je obecně vektor parametr̊u rozděleńı
L. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme hypotézu H0: Náhodný výběr pocháźı z dvourozměného normálńıho
rozděleńı., tj. X ∼ N2(µ,Σ), tj. L(θ) = N2(µ,Σ), kde θ = (µ,Σ2)T , oproti alternativńı hypotéze H1: Náhodný
výběr nepocháźı z dvourozměného normálńıho rozděleńı., tj. X � N2(µ,Σ).

K testováńı hypotézy o dvourozměné normalitě náhodného výběru použijeme primı́rně Mardi̊uv test. Tento
test nejprve stanov́ı hodnotu koeficientu šikmosti a koeficientu špičatosti a následně urč́ı, zda jsou tyto hodnoty
statisticky významné od nuly. V př́ıpadě, že hodnota alespoň jednoho z koeficient̊u je statisticky významně odlǐsná
od nuly, je nulová hypotéza o dvourozměné normalitě náhodného výběru zamı́tnuta. Hypotézu o dvourozměné
normalitě může př́ıpadně otestovat pomoćı Henzova-Zirklerova testu nebo Roystonova testu v́ıcerozměrné normality.
Všechny tyto testy jsou k dispozici ve funkci mvn() implementované v knihovně MVN. Volbu Mardiova testu zvoĺıme
nastaveńım argumentu mvnTest = ’mardia’ (viz př́ıklad 6.5), volbu Henzova-Zirklerova testu nastaveńım argumentu
mvnTest = ’hz’ a volbu Roystonova testu specifikujeme argumentem mvnTest = ’royston’ ve funkci mvn().

Dvourozměrné rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme 3D grafem a tečkovým diagramem superponovaným
95% elipsou spolehlivosti. Vizuálně můžeme zhodnotit dvourozměrnou normlaitu náhodného výběru právě pomoćı
tečkového digramu. Pokud alespoň 95 % hodnot náhodného výběru spadá do elipsy spolehlivosti, předpokládáme, že
data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı. Analogicky můžeme tečkový diagram superponovat 90% nebo
99% elipsou spolehlivosti a sledovat, zda do elipsy spolehlivosti spadá alespoň 90 % resp. alespoň 99 % naměřených
hodnot.

Poznámka: Důvod, proč si zde prezentujeme tři testy dvourozměrné normality, je, abychom čtenáři poskytli širš́ı
spektrum možných test̊u dvourozměrné nromality a umožnili mu vybrat si z test̊u takový, který mu přijde nej-
vhodněǰśı. I z toho d̊uvodu u každého z následuj́ıćıch př́ıklad̊u provád́ıme testováńı nulové hypotézy o dvourozměrné
normalitě naměřených dat pomoćı Mardiova testu, Henzova-Zirklerova testu i Roystonova testu. Ve vlastńıch
analýzách je ovšem situace jiná. Zde zpravidla voĺıme na otestováńı hypotézy o dvourozměrné normalitě pouze jeden
test, který použ́ıváme univerálně pokaždé, když chceme hypotézu o dvourozměrné normalitě testovat. V žádném
př́ıpadě neprovád́ıme ve vlastńıch analýzách všechny tři testy dvourozměnré normality najednou a v př́ıpadě roz-
poruplných závěr̊u test̊u si nevyb́ıráme ten, jehož výsledek se nám aktuálně nejv́ıce hod́ı. Vždy mějme na paměti,
že aby vlastńı analýza nep̊usobila účelově, nebo dokonce nebyla demagogíı, muśıme zvolené testy volit univerzálně
a bez ohledu na to, jak př́ıhodný či nepř́ıhodný výsledek nám v konkrétńı situaci předlož́ı.

Vı́ce test̊u dvourozměrné nromality smı́me provádět pouze v hraničńıch př́ıpadech, kdy univerzálně zvolený test
hypotézu o dvourozměrné normalitě hraničně zamı́tá nebo nezamı́tá. Pak je vhodné provést i daľśı testy, které
nám mohou pomoci nahlédnout na dvourozměrnou normalitu náhodného výběru z jiného pohlehu a lépe tak zvážit
skutečný charakter dvourozměrného rozděleńı naměřených hodnot. Pokud se na základě daľśıch test̊u rozhodneme
pro jiný závěr, než jaký nám poskytuje test univerzálně použ́ıvaný na otestováńı hypotézy o dvourozměrné normalitě
v celé datové analýze, je vždy třeba sv̊uj závěr podložit relevantńımi výsledky a, je-li to možné, taktéž grafickou
vizualizaćı. Vždy mějme na paměti, že závěry o nulové hypotéze se snaž́ıme vždy provádět co nejobjektivněji tak,
aby odrážely skutečnost, nikoliv naše přáńı.
Poznámka: Pokud si mezi prezentovanými testy nedokážete vybrat favoritńı test a nevad́ı vám větš́ı množstv́ı
výsledk̊u, doporučujeme vám z̊ustat u volby Mardiova testu (defaultńı nastaveńı funkce mvn()). Tento test totiž
poskytuje nejen globálńı pohled na dvourozměrnou normalitu náhodného výběru, ale také hodnot́ı dvourozměrnou
normalitu marginálně z hlediska šikmosti a špičatosti. T́ım nám může pomoci rychle zodpovědět otázku, zda v
př́ıpadě zamı́tnut́ı nulové hypotézy dvourozměrné normalitě náhodného výběru, byla tato hypotéza zamı́tnuta kv̊uli
nevhodnému zešikmeńı nebo kv̊uli nevhodnému zešpičatěńı. Tato informace nám dále může posloužit při rozho-
dováńı o daľśım postupu analýzy. Např́ıklad je-li pro nás předpoklad dvourozměrné normality stěžejńı, může nás
porušeńı dvourozměrné normality z hlediska šikmosti navést na prozkoumáńı odlehlých pozorováńı a jejich př́ıpadné
odstraněńı. Naopak porušeńı dvourozměrné normality z hlediska špičatosti nás může motivovat k transformováńı
dat do logaritmické, nebo odmocninové škály, nebo ke standardizaci naměřených hodnot.
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Př́ıklad 6.5. Test o dvourozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proměnnou nose.H popisuj́ıćı výškou nosu v mm
a proměnnou intorb.B popisuj́ıćı interorbitálńı š́ı̌rku v mm muž̊u č́ınské populace (viz sekce ??). Na hladině
významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr naměřených hodnot pocháźı z dvourozměného normálńıho
rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.5
Nejprve načteme datový soubor, pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky řádky týkaj́ıćı se č́ınské populace, tj. pop
== ’cin’ a sloupce obsahuj́ıćı naměřené hodnoty výšky nosu (nose.H) a hodnoty interorbitálńı š́ı̌rky (intorb.B). Vše
vlož́ıme do proměnné udaje. Př́ıkazem na.omit() odstrańıme z proměnné udaje neznámé hodnoty a př́ıkazem dim()
zjist́ıme počet subjekt̊u, jejichž údaje máme k dispozici.

93 data <- read.delim(’00-Data//19-more -samples -correlations -skull.txt’)

94 udaje <- data[data$pop == ’cin’ , c(’nose.H’, ’intorb.B’)]

95 udaje <- na.omit(udaje)

96 dim(udaje) # 19x2

97 range(udaje$nose.H) # 48-59

98 range(udaje$intorb.B) # 19-27

Náhodný výběr obsahuje údaje o dvou proměnných, tj. výšce nosu a interobritálńı š́ı̌rce, u 19 muž̊u č́ınské populace.
Hodnoty výšky nosu se pohybuj́ı v rozmeźı 48–59 mm, hodnoty interorbitálńı š́ı̌rky se pohybuj́ı v rozmeźı 19–27 mm.
K otestováńı hypotézy o dvourozměrné normalitě použijeme Mardi̊uv test, Henz̊uv-Zirkler̊uv test a Royston̊uv test.
Testováńı provedeme v posloupnosti pěti krok̊u.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : (X,Y )T ∼ N2(µ,Σ)
H1 : (X,Y )T � N2(µ,Σ)

2. Volba hladiny významnosti
Podle zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Mardi̊uv test provedeme pomoćı funkce mvn() z knihovny MVN. Výstupem funkce jsou tři tabulky. Prvńı
tabulka $multivariateNormality poskytuje údaje o testu dvourozměrné normality, druhá tabulka $univariate-
Normality poskytuje výsledky testu jednorozměrné normality provedeného zvlášt’ pro každou proměnnou a
třet́ı tabulka $Descriptives poskytuje výsledky popisné statistiky. Pro nás bude zaj́ımavá prvńı tabulka $mul-
tivariateNormality.

99 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’mardia ’)$multivariateNormality

100sROC 0.1-2 loaded

101Test Statistic p value Result

1021 Mardia Skewness 3.65691216526235 0.454423782959563 YES

1032 Mardia Kurtosis -0.335092668388565 0.737555183255058 YES

1043 MVN <NA> <NA> YES

Tabulka $multivariateNormality se skládá ze tř́ı řádk̊u a čtyř sloupc̊u. V prvńım řádku je uvedena hodnota
testovaćı statistiky, p-hodnota a závěr testováńı nevýznamnosti koeficientu šikmosti (Mardia Skewness), v
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druhém řádku je uvedena hodnota testovaćı statistiky, p-hodnota a závěr testováńı nevýznamnosti koefi-
cientu špičatosti (Mardia Kurtosis). Ve třet́ım řádku je potom uveden celkový závěr testováńı hypotézy o
dvourozměrné normalitě náhodného výběru.

Protože p-hodnota o nevýznamnosti koeficientu šikmosti, tj. 0.4544, je větš́ı než 0.05, hypotézu o nevýznamnosti
koeficientu šikmosti nezamı́táme. Koeficient šikmosti tedy neńı statisticky významný a dvourozměrná data
nejsou kladně ani záporně vyšikmená. Jelikož p-hodnota testu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti, tj.
0.7376, je větš́ı než α = 0.05, hypotézu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti též nezamı́táme. Koeficient
špičatosti tedy neńı statisticky významný a datový soubor nevykazuje abnormálńı špičatost nebo plochost.
Protože náhodný výběr nevykazuje statisticky významné známky zešikmeńı ani zešpičatěńı, nezamı́táme hy-
potézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru.

Dále si otestujeme hypotézu o dvourozměrné normalitě také pomoćı Henzova-Zirklerova testu, a to pomoćı
funkce mvn() s nastaveńım argumentu mvnTest = ’hz’. Výstupem funkce jsou opět tabulky $multivariateNor-
mality, $univariateNormality a $Descriptives, z nichž posledńı dvě obsahuj́ı úplně stejné hodnoty jako v př́ıpadě
Mardiova testu. Opět se zaměř́ıme pouze na tabulku $multivariateNormality.

105 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality

106Test HZ p value MVN

1071 Henze -Zirkler 0.32743 0.6342473 YES

Tabulka $multivariateNormality se nyńı skládá pouze z jednoho řádku obsahuj́ıćıho hodnotu testovaćı statistiky
Henzova-Zirklerova testu, p-hodnotu a rozhodnut́ı o dvourozměrné normalitě náhodného výběru. Protože p-
hodnota = 0.6342 je větš́ı než 0.05, hypotézu H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec otestujeme hypotézu o dvourozměrné normalitě pomoćı Roystonova testu, a to opět pomoćı funkce
mvn() s nastaveńım argumentu mvnTest = ’royston’. Výstupem funkce jsou opět tabulky $multivariateNormality,
$univariateNormality a $Descriptives, z nichž posledńı dvě tabulky obsahuj́ı úplně stejné hodnoty jako při použit́ı
Mardiova testu a Henzova-Zirklerova testu. Opět nás zaj́ımá pouze tabulka $multivariateNormality.

108 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality

109Test H p value MVN

1101 Royston 2.035765 0.3637774 YES

Tabulka $multivariateNormality obsahuje pouze jeden řádek s hodnotou testovaćı statistiky Roystonova testu,
p-hodnotu a rozhodnut́ı o dvourozměrné normalitě náhodného výběru. Protože p-hodnota = 0.3638 je větš́ı
než 0.05, hypotézu H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme 3D grafem jádrového odhadu hustoty źıskaného na základě naměřených
hodnot. Jádrový odhad vypoč́ıtáme pomoćı funcke kde2d() z knihovny MASS. Vstupy funkce jsou nejprve
naměřené hodnoty, nad kterými chceme jádrový odhad spoč́ıtat, tj. proměnné nose.H a intorb.B. Dále speci-
fikujeme počet bod̊u (uzl̊u), ve kterých chceme jádrový odhad hustoty spoč́ıtat, nastaveńım argumentu n =
50 (bod̊u). Posledńım argumentem lims specifikujeme, na jaké ploše se má jádrový odhad vypoč́ıtat. Abchom
źıskali komplexńı pohled na data, necháme jádrový odhad spoč́ıtat ve směru proměnné nose.H v rozsahu 45–
63 mm a ve směru proměnné intorb.B v rozsahu 16–30 mm. Výstupem funkce kde2d() jsou nové souřadnice x,
y a z jádrového odhadu dvourozměrné hustoty normálńıho rozděleńı.

3D graf nyńı vykresĺıme pomoćı funkce persp(). Prvńı tři argumenty jsou x-ová, y-ová a z-ová souřadnice
hustoty, tj. proměnné souradnice$x, souradnice$y a souradnice$z. Dále argumenty xlab, ylab a zlab změńıme
popisky os. Argumentem theta natoč́ıme graf v horizontálńım směru o 20◦ proti směru hodinových ručiček a
argumentem phi natoč́ıme graf ve vertikálńım směru o 30◦ směrem k nám. Nakonec argumentem col nastav́ıme
barevnou škálu grafu, a to tak, aby s rostoućı výškou grafu docházelo ke změně barev z palety terrain.colors()
ve škále 12 odst́ın̊u. Rozděleńı grafu podle výšky hustoty na 12 oblast́ı provedeme pomoćı funkce cut(). Každá
výšková oblast dostane potom přǐrazený jeden odst́ın barvy z palety terrain.colors.
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111 souradnice <- MASS:: kde2d(udaje$nose.H, udaje$intorb.B, n = 50, lims = c(45, 63, 16, 30))

112 n <- dim(souradnice$z)[1]

113 vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] + souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -n]

114 vyska <- cut(vyska , 12)

115

116 persp(souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’výška nosu (v mm)’,

117 ylab = ’interorbitálnı́ šı́ řka (v mm)’, zlab = "relativnı́ četnost",

118 theta = -20, phi = 30, col = terrain.colors (12)[ vyska ])

Dále vykresĺıme tečkový graf superponovaný 95% elipsou spolehlivosti. K tomu použijeme funkci dataEllipse() z
knihovny car. Prvńımi dvěma argumenty funkce dataEllipse() jsou proměnné, nad nimiž chceme elipsu sestrojit,
tj. nose.H a introb.B. Argumentem level = 0.95 nastav́ıme hodnotu koeficientu spolehlivosti (1 − α) = 0.95.
Specifikaćı argument̊u xlim a ylim nastav́ıme rozsahy os x a y, argumenty xlab a ylab změńıme jejich popisky.
Nastaveńım argumentu main = ”” zakážeme vypsáńı nadpisu grafu. Konečně pomoćı argument̊u pch, bg a col
nastav́ıme vykresleńı kulatých bod̊u se světle zeleným vnitřkem a tmavě zeleným obrysem. Poznamenejme,
že argument col ovlivňuje kromě barvy obrysu bod̊u také barvu elipsy a jej́ıho středu. Nakonec argumentem
lwd zvoĺıme silněǰśı š́ı̌rku obrysu elipsy a argumentem las nastav́ıme horizontálńı směr hodnot měř́ıtka osy y.

119 car:: dataEllipse(udaje$nose.H, udaje$intorb.B, level = 0.95, xlim = c(45, 62),

120 ylim = c(17, 30), xlab = ’výška nosu (v mm)’,

121 ylab = ’interorbitálnı́ šı́ řka (v mm)’,

122 main = ’’, pch = 21, col = ’darkgreen ’, bg = ’olivedrab2 ’, lwd = 2, las = 1)
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Obrázek 5: 3D graf a tečkový diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro výšku nosu a interorbitálńı š́ı̌rku muž̊u č́ınské
populace (v mm)

Z obou graf̊u je patrná dvourozměrná normalita náhodného výběru. Na 3D grafu můžeme vidět hlavńı vrcholek
doprovázený nižš́ım vrcholkem. Tento jev by mohl ukazovat na směs dvou normálńıch rozděleńı. Při takto
malém počtu hodnot však nemůžeme s jistotou ř́ıci, že jde skutečně o směs. Malý vrcholek vpředu grafu znač́ı
odlehlé pozorováńı viditelné také na tečkovém diagramu. Přesuneme-li pozornost na tečkový diagram, vid́ıme,
že všechny body se realizuj́ı uvnitř 95% elipsy spolehlivosti. To je souladu se závěrem testováńı a můžeme
tedy ř́ıci, že grafy výsledek testováńı podporuj́ı.

5. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor výšky nosu a interorbitálńı š́ı̌rky muž̊u č́ınské populace pocháźı z dvourozměrného normálńıho
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rozděleńı, a můžeme jej tedy použ́ıt jako základ k parametrickému testu o korelačńım koeficientu ρ (kapitola
??).

F
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Př́ıklad 6.6. Test o dvourozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 16-anova-head.txt a proměnnou head.L popisuj́ıćı délku hlavy v mm a proměnnou bizyg.W
popisuj́ıćı š́ı̌rku tváře v mm (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.10 testujte hypotézu, že náhodný výběr
délek hlavy a š́ı̌rek tváře žen pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.6
Nejprve načteme datový soubor a pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky pouze řádky týkaj́ıćı se žen (sex ==
’f’) a sloupce obsahuj́ıćı naměřené hodnoty délky hlavy (head.L) a š́ı̌rky tváře (bizyg.W). Vše vlož́ıme do proměnné
udaje. Př́ıkazem na.omit() odstrańıme z proměnné udaje neznámé hodnoty a př́ıkazem dim() zjist́ıme počet subjekt̊u,
jejichž údaje máme k dispozici.

123 data <- read.delim(’00-Data//16-anova -head.txt’)

124 udaje <- data[data$sex == ’f’ , c(’head.L’, ’bizyg.W’)]

125 udaje <- na.omit(udaje)

126 dim(udaje) # 100x2

127 range(udaje$head.L) # 170 x205

128 range(udaje$bizyg.W) # 120 -151

Náhodný výběr obsahuje údaje o dvou proměnných, tj. délce hlavy a š́ı̌rce tváře, u 100 žen. Naměřené hodnoty
délky hlavy se pohybuj́ı v rozmeźı 170-205 mm, naměřené hodnoty š́ı̌rky tváře se pohybuj́ı v rozmeźı 120–151 mm.
K otestováńı hypotézy o dvourozměrné normalitě použijeme Mardi̊uv, Henz̊uv-Zirkler̊uv i Royston̊uv test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : (X,Y )T ∼ N2(µ,Σ)
H1 : (X,Y )T � N2(µ,Σ)

2. Volba hladiny významnosti
V souladu se zadáńım voĺıme hladinu významnosti α = 0.10.

3. Testováńı p-hodnotou
Mardi̊uv test provedeme pomoćı funkce mvn() z knihovny MVN specifikaćı argumentu mvnTest = ’mardia’. Z
výsledných tabulek nás zaj́ımá pouze tabulka $multivariateNormality obsahuj́ıćı výsledky testu o nevýznamnosti
koeficientu šikmosti, testu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti, a v jejich d̊usledku také testu o dvou-
rozměrné normalitě náhodného výběru.

129 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’mardia ’)$multivariateNormality

130Test Statistic p value Result

1311 Mardia Skewness 9.8656660128771 0.042752347786637 NO

1322 Mardia Kurtosis 0.604444695534365 0.545548027690992 YES

1333 MVN <NA> <NA> NO

Protože p-hodnota testu o nevýznamnosti koeficientu šikmosti, tj. 0.04275, je meš́ı než 0.10, hypotézu o ne-
významnosti koeficientu šikmosti zamı́táme na hladině významnosti α = 0.10. Koeficient šikmosti ukazuje na
statisticky významné zešikmeńı dat. Jelikož p-hodnota testu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti, tj. 0.5455,
je větš́ı než α = 0.10 hypotézu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti nezamı́táme na hladině významnosti
α = 0.10. Koeficient špičatosti ukazuje na statisticky nevýznamnou špičatost rozděleńı náhodného výběru.
Protože náhodný výběr vykazuje statisticky významné zešikmeńı, zamı́táme hypotézu o dvourozměrné nor-
malitě náhodného výběru.

Poznámka: V tabulce $multivariateNormality je ve sloupci Result uvedeno rozhodnut́ı, zda je na hladině
významnosti α = 0.05 splněn předpoklad o nevýznamnosti koeficientu šikmosti, resp. koeficientu špičatosti a v
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d̊usledku toho také předpoklad o normalitě dvourozměrného normálńıho rozděleńı náhodného výběru. Z výše
uvedené tabulky tedy vyplývá, že na hladině významnosti α = 0.05 neńı splněn předpoklad o nevýznamnosti
s koficientu šikmosti ani předpoklad o dvourozměrném normálńım rozděleńı. Předpoklad o nevýznamnosti s
koeficientu špičatosti na hladině významnosti α = 0.05 splněn je. Ve funkci mvn() neńı bohužel možné změnit
hladinu významnosti α na 0.10 nebo 0.01. Pokud tedy testujeme hypotézu o dvourozměrné normalitě na jiné
hladině významnosti než α = 0.05, muśıme hodnoty ve sloupci Result ignorovat a závěr testováńı stanovit na
základě porovnáńı p-hodnoty s požadovanou hladinou významnosti, jako jsme to učinili výše.

Nyńı testujeme nulovou hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru pomoćı Henzova-Zirklerova
testu, a to použit́ım funkce mvn() s nastaveńım argumentu mvnTest = ’hz’.

134 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality

135Test HZ p value MVN

1361 Henze -Zirkler 0.8516617 0.09943109 YES

Protože p-hodnota = 0.09943 je menš́ı než 0.10, hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru
zamı́táme na hladině významnosti α = 0.10.

Nakonec provedeme Royston̊uv test dvourozměrné normality pomoćı funkce mvn() s nastaveńım argumentu
mvnTest = ’royston’.

137 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality

138Test H p value MVN

1391 Royston 6.417614 0.04040737 NO

Protože p-hodnota = 0.0404074 je menš́ı než 0.10, hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru
zamı́táme na hladině významnosti α = 0.10.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme 3D grafem jádrového odhadu hustoty źıskaného na základě namě-
řených hodnot a tečkovým diagramem superponovaným elipsou spolehlivosti.

Jádrový odhad vypoč́ıtáme pomoćı funcke kde2d() z knihovny MASS. Pro źıskáńı komplexněǰśıho pohledu na
data spoč́ıtáme jádrový odhad ve směru proměnné head.L v rozsahu166–211 mm a ve směru proměnné bizyg.W
v rozsahu 115–154 mm. 3D graf vykresĺıme pomoćı funkce persp(), kde jako prvńı tři argumenty zadáme x-ové,
y-ové a z-ové souřadnice bod̊u jádrového odhadu hustoty. Argumentem theta natoč́ıme graf v horizontálńım
směru o 20◦ po směru hodinových ručiček a argumentem phi natoč́ıme graf ve vertikálńım směru o 40◦ směrem
k nám. Dále nastav́ıme barevnou škálu grafu tak, aby s rostoućı výškou grafu docházelo ke změně barev z
palety heat.colors() ve škále 12 odst́ın̊u od červené až po žlutou.

140 souradnice <- MASS:: kde2d(udaje$head.L, udaje$bizyg.W, n = 50, lims = c(166, 211, 115, 154))

141 n <- dim(souradnice$z)[1]

142 vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] + souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -n]

143 vyska <- cut(vyska , 12)

144

145 persp(souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’délka hlavy (v mm)’,

146 ylab = ’ šı́řka tváře (v mm)’, zlab = "relativnı́ četnost",

147 theta = -20, phi = 40, col = heat.colors (12)[ vyska ])

Dále vykresĺıme tečkový diagram superponovaný 90% elipsou spolehlivosti pomoćı funkce dataEllipse() z
knihovny car. Prvńımi dvěma argumenty jsou proměnné, nad nimiž chceme elipsu sestrojit. Argumentem
level dále stanov́ıme hodnotu koeficientu spolehlivosti (1 − α) = 0.90. Pomoćı argument̊u pch, bg a col na-
stav́ıme vykresleńı kulatých bod̊u se žlutým vnitřkem a tmavě červeným obrysem, tmavě červené kontury
elipsy i jej́ıho středu.
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148 car:: dataEllipse(udaje$head.L, udaje$bizyg.W, level = 0.90,

149 xlim = c(166, 207), ylim = c(115, 154), main = ’’,

150 xlab = ’délka hlavy (v mm)’, ylab = ’ šı́řka tváře (v mm)’,

151 pch = 21, col = ’red3’, bg = ’yellow ’, lwd = 2, las = 1)
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Obrázek 6: 3D graf a tečkový diagram s 90% elipsou spolehlivosti pro délku hlavy a š́ı̌rku tváře žen (v mm)

Z obrázku 6 neńı porušeńı předpokladu normality př́ılǐs patrné. 3D graf vizualizuje data jako jeden pospolitý, i
když poněkud špičatěǰśı vrchol s několika mı́rnými hrbolky znač́ıćımi odlehlá pozorováńı. V tečkovém diagramu
je pro splněńı předpokladu dvourozměrné normality potřeba aby 90% elipsa spolehlivosti pokrývala alespoň 90
bod̊u (90 % bod̊u) a nejvýše 10 bod̊u smı́ ležet mimo elipsu. Mimo elipsu spolehlivosti lež́ı právě 10 bod̊u, což
je sice na hraně ale v pořádku. V tomto př́ıpadě tedy grafická vizualizace neńı v př́ımém souladu s výsledky
testováńı. I přesto se přiklońıme k závěr̊um tets̊u dvourozměné normality.

5. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor obsahuj́ıćı údaje o délce hlavy a š́ı̌rce tváře žen nepocháźı z dvourozměrného normálńıho
rozděleńı, a jako takový nemůže být použit jako základ k parametrickému testu o korelačńım koeficientu ρ.

F
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Př́ıklad 6.7. Test o dvourozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt a proměnnou skull.L popisuj́ıćı délku lebky v mm a proměnnou
skull.B popisuj́ıćı š́ı̌rku lebky v mm (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný
výběr délek lebky a š́ı̌rek lebky muž̊u starověké egyptské populace pocháźı z dvourozměného normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.7
Nejprve načteme datový soubor a pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky pouze řádky týkaj́ıćı se muž̊u (sex ==
’m’) a sloupce obsahuj́ıćı naměřené hodnoty délky lebky (skull.L) a š́ı̌rky lebky (skull.B). Vše vlož́ıme do proměnné
udaje. Př́ıkazem na.omit() odstrańıme z proměnné udaje neznámé hodnoty a př́ıkazem dim() zjist́ıme počet subjekt̊u,
jejichž údaje máme k dispozici.

152 data <- read.delim(’00-Data//01-one -sample -mean -skull -mf.txt’)

153 udaje <- data[data$sex == ’m’ , c(’skull.L’, ’skull.B’)]

154 udaje <- na.omit(udaje)

155 dim(udaje) # 216x2

156 range(udaje$skull.L) # 164 -199

157 range(udaje$skull.B) # 124 -149

Náhodný výběr obsahuje údaje o dvou proměnných, délce lebky a š́ı̌rce lebky, u 216 muž̊u. Naměřené hodnoty
délky lebky se pohybuj́ı v rozmeźı 164-199 mm, naměřené hodnoty š́ı̌rky lebky se pohybuj́ı v rozmeźı 124-149 mm.
K otestováńı hypotézy o dvourozměrné normalitě použijeme Mardi̊uv, Henz̊uv-Zirkler̊uv a Royston̊uv test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : (X,Y )T ∼ N2(µ,Σ)
H1 : (X,Y )T � N2(µ,Σ)

2. Volba hladiny významnosti
Ze zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Mardi̊uv test provedeme pomoćı funkce mvn() se specifikaćı argumentu mvnTest = ’mardia’.

158 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’mardia ’)$multivariateNormality

159Test Statistic p value Result

1601 Mardia Skewness 11.0266139489775 0.0262665328995546 NO

1612 Mardia Kurtosis -0.160547155018785 0.872450079003065 YES

1623 MVN <NA> <NA> NO

Protože p-hodnota o nevýznamnosti koeficientu šikmosti, tj. 0.02627, je meš́ı než 0.05, hypotézu o nevý-
znamnosti koeficientu šikmosti zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. Data jsou statisticky významně
zešikmená. Jelikož p-hodnota testu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti, tj. 0.8725, je větš́ı než α = 0.05 hy-
potézu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. Data nevykazuj́ı
statisticky významnou špičatost. Protože náhodný výběr vykazuje statisticky významné zešikmeńı, zamı́táme
hypotézu o jeho dvourozměrné normalitě.

Henz̊uv-Zirkler̊uv test provedeme pomoćı funkce mvn() se specifikaćı argumentu mvnTest = ’hz’.

163 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality
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164Test HZ p value MVN

1651 Henze -Zirkler 0.8213024 0.186025 YES

Protože p-hodnota = 0.18602 je větš́ı než 0.05, hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru ne-
zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec provedeme Royston̊uv test pomoćı funkce mvn() se specifikaćı argumentu mvnTest = ’royston’.

166 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality

167Test H p value MVN

1681 Royston 2.320783 0.3134003 YES

Protože p-hodnota = 0.3134 je větš́ı než 0.05, hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru ne-
zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Henz̊uv-Zirkler̊uv test a Royston̊uv test H0 nezamı́taj́ı, Mardi̊uv test naopak H0 zamı́tá. Před stanoveńım
závěru o rozděleńı náhodného výběru se pod́ıváme na grafickou vizualizaci dat.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme 3D grafem jádrového odhadu hustoty a tečkovým diagramem.
Jádrový odhad vypoč́ıtáme pomoćı funcke kde2d() na ploše o rozsahu 160–203 mm ve směru proměnné skull.L
a rozsahu 120–153 mm ve směru proměnné skull.B. 3D graf vykresĺıme pomoćı funkce persp(), kde argumentem
col nastav́ıme barevnou škálu grafu tak, aby s rostoućı výškou grafu docházelo ke změně barev v dev́ıti
odst́ınech ’GnBu’ z palety brewer.pal z knihovny RColorBrewer, a to vzestupně od modré po b́ılou.

169 souradnice <- MASS:: kde2d(udaje$skull.L, udaje$skull.B, n = 50,

170 lims = c(160, 203, 120, 153))

171 n <- dim(souradnice$z)[1]

172 vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] +

173 souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -n]

174 vyska <- cut(vyska , 9)

175 persp(souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’délka lebky (v mm)’,

176 ylab = ’ šı́řka lebky (v mm)’, zlab = "relativnı́ četnost",

177 theta = 0, phi = 40, col = rev(RColorBrewer :: brewer.pal(9, ’GnBu’))[ vyska ])

Dále vykresĺıme tečkový diagram superponovaný 95% elipsou spolehlivosti.

178 car:: dataEllipse(udaje$skull.L, udaje$skull.B, level = 0.95, xlim = c(160, 203),

179 ylim = c(120, 153), main = ’’, xlab = ’délka lebky (v mm)’,

180 ylab = ’ šı́řka lebky (v mm)’, pch = 21, col = ’dodgerblue4 ’,

181 bg = ’white’, lwd = 2, las = 1)

3D graf nám ukazuje pospolité normálńı rozděleńı. V tečkovém grafu by alespoň 95% hodnot, tj. 205 bod̊u,
mělo ležet uvnitř elipsy spolehlivosti a nejvýše 11 bod̊u smı́ ležet mimo oblast elipsy. V našem př́ıpadě lež́ı
mimo elipsu spolehlivosti pouze 8 hodnot. Po shlédnut́ı 3D grafu a tečkového diagramu se klońıme k závěru
Henzova-Zirklerova a Roystonova testu.

5. Interpretace výsledk̊u
Náhodný výběr délek lebky a š́ı̌rek lebky muž̊u starověké egyptské populace pocháźı z dvourozměrného
normálńıho rozděleńı.

F
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Obrázek 7: 3D graf a tečkový diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro délku lebky a š́ı̌rku lebky muž̊u (v mm)

Poznámka: Baĺıček RColorBrewer disponuje širokou nab́ıdkou barevných palet, jako např. ’YlOrRd’ poskytuj́ıćı
odst́ıny od světle žluté po sytě červenou, ’YlGn’ pokrývaj́ıćı odst́ıny od světle žluté po sytě zelenou, ’PuRd po-
skytuj́ıćı odst́ıny od b́ılé po purpurovou, nebo ’Blues’ pokrývaj́ıćı odst́ıny od b́ılé po tmavě modrou. Přehled všech
barevných škál, které baĺıček RColorBrewer poskytuje, lze zobrazit př́ıkazem display.brewer.all(n = NULL, type =
’all’).
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Př́ıklad 6.8. Test o dvourozměrné normalitě dat
Mějme datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proměnnou nose.B popisuj́ıćı š́ı̌rku nosu v mm a
proměnnou intorb.B popisuj́ıćı interorbitálńı š́ı̌rku v mm (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte
hypotézu, že náhodný výběr š́ı̌rky nosu a interorbitálńı š́ı̌rky muž̊u peruánské populace pocháźı z dvourozměrného
normálńıho rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.8
Nejprve načteme datový soubor a vybereme z mej pouze řádky týkaj́ıćı se muž̊u peruánské populace (pop ==
’per’) a sloupce obsahuj́ıćı naměřené hodnoty š́ı̌rky nosu (nose.B) a interorbitálńı š́ı̌rky (intorb.B). Vše vlož́ıme do
proměnné udaje. Z proměnné udaje odstrańıme neznámé hodnoty a zjist́ıme počet subjekt̊u, jejichž údaje máme k
dispozici.

182 data <- read.delim(’00-Data//19-more -samples -correlations -skull.txt’)

183 udaje <- data[data$pop == ’per’, c(’nose.B’, ’intorb.B’)]

184 udaje <- na.omit(udaje)

185 dim(udaje) # 46x2

186 range(udaje$nose.B) # 19-26

187 range(udaje$intorb.B) # 19-28

Náhodný výběr obsahuje údaje o š́ı̌rce nosu a interorbitálńı š́ı̌rce u 46 muž̊u peruánské populace. Naměřené hodnoty
š́ı̌rky nosu se pohybuj́ı v rozmeźı 19–26 mm, naměřené hodnoty interorbitálńı š́ı̌rky se pohybuj́ı v rozmeźı 19–28 mm.
K otestováńı hypotézy o dvourozměrné normalitě použijeme Mardi̊uv, Henz̊uv-Zirkler̊uv i Royston̊uv test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.
H1 : Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : (X,Y )T ∼ N2(µ,Σ)
H1 : (X,Y )T � N2(µ,Σ)

2. Volba hladiny významnosti
Podle zadáńı voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Nejprve provedeme Mardi̊uv test.

188 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’mardia ’)$multivariateNormality

189Test Statistic p value Result

1901 Mardia Skewness 4.27819772855481 0.369663150730262 YES

1912 Mardia Kurtosis -0.0684871107744411 0.945397880096616 YES

1923 MVN <NA> <NA> YES

Protože p-hodnota o nevýznamnosti koeficientu šikmosti, tj. 0.3697, je větš́ı než 0.05, hypotézu o nevýznamno-
sti koeficientu šikmosti nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. Jelikož p-hodnota testu o nevýznamnosti
koeficientu špičatosti, tj. 0.9454, je větš́ı než 0.05, hypotézu o nevýznamnosti koeficientu špičatosti nezamı́táme
na hladině významnosti α = 0.05. Protože náhodný výběr nevykazuje statisticky významné zešikmeńı ani
zešpičatěńı, nezamı́táme hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru.

Nyńı provedeme Henz̊uv-Zirkler̊uv test dvourozměrné normality.

193 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality
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194Test HZ p value MVN

1951 Henze -Zirkler 0.5159026 0.39524 YES

Protože p-hodnota = 0.3952 je větš́ı než 0.05, hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru ne-
zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec otestujeme hypotézu o dvourozměrné normalitě pomoćı Roystonova testu.

196 MVN::mvn(udaje , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality

197Test H p value MVN

1981 Royston 8.396178 0.01505224 NO

Protože p-hodnota = 0.015052 je menš́ı než 0.05, hypotézu o dvourozměrné normalitě náhodného výběru
zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Mardi̊uv test a Henz̊uv-Zirkler̊uv test H0 nezamı́taj́ı, Royston̊uv test naopak H0 zamı́tá. Před stanoveńım
závěru o nulové hypotéze se pod́ıváme na grafickou vizualizaci dat.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme 3D grafem jádrového odhadu hustoty źıskaného na základě naměřených
hodnot a tečkovým diagramem s 95% elipsou spolehlivosti. 3D graf vykresĺıme pomoćı funkce persp(), kde
argumentem col nastav́ıme barevnou škálu grafu tak, aby s rostoućı výškou grafu docházelo ke změně barev
v dev́ıti odst́ınech ’YlOrBr’ z palety brewer.pal z knihovny RColorBrewer, a to vzestupně od hnědé po b́ılou.

199 souradnice <- MASS:: kde2d(udaje$nose.B, udaje$intorb.B, n = 50,

200 lims = c(17, 28, 17, 30))

201 n <- dim(souradnice$z)[1]

202 vyska <- souradnice$z[-1, -1] + souradnice$z[-1, -n] +

203 souradnice$z[-n , -1] + souradnice$z[-n , -n]

204 vyska <- cut(vyska , 9)

205 par(mar = c(4, 4, 1, 1))

206 persp(souradnice$x, souradnice$y, souradnice$z, xlab = ’ šı́řka nosu (v mm)’,

207 ylab = ’interorbitálnı́ šı́ řka (v mm)’, zlab = "relativnı́ četnost",

208 col = rev(RColorBrewer :: brewer.pal(9, ’YlOrBr ’))[ vyska],

209 theta = 20, phi = 40)

210

211 car:: dataEllipse(udaje$nose.B, udaje$intorb.B, level = 0.95,

212 xlim = c(18, 28), ylim = c(17, 29), xlab = ’ šı́řka nosu (v mm)’,

213 ylab = ’interorbitálnı́ šı́ řka (v mm)’, main = ’’, pch = 21,

214 col = ’sienna4 ’, bg = ’navajowhite1 ’, lwd = 2, las = 1)

3D graf zachycuje charakter dvourozměrného normálńıho rozděleńı náhodného výběru s několika odlehlými
hodnotami, které však ještě spadaj́ı do 95% elipsy spolehlivosti (viz tečkový diagram). V tečkovém diagramu
by alespoň 95 % hodnot, tj. 44 bod̊u, mělo ležet uvnitř elipsy spolehlivosti a nejvýše dva body se smı́ realizovat
mimo oblast elipsy. Z diagramu vid́ıme, že mimo elipsu spolehlivosti lež́ı pouze jeden bod. Na základě pohledu
na 3D graf a tečkový diagram se klońıme k výsledk̊um Mardiova a Henzova-Zirklerova testu o dvourozměrné
normalitě náhodného výběru.

5. Interpretace výsledk̊u
Náhodný výběr popisuj́ıćı š́ı̌rku nosu a interorbitálńı š́ı̌rku u muž̊u peruánské populace pocháźı z dvou-
rozměrného normálńıho rozděleńı.

F

Poznámka: V př́ıkladech 6.6, 6.7 a 6.8 jsme se setkali se situaćı, kdy se testy dvourozměrné nomality rozcházely v
názoru na zamı́tnut́ı či nezamı́tnut́ı nulové hypotézy. Při analýze reálných dat nejde o zcela neobvyklý jev. Každý ze
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Obrázek 8: 3D graf a tečkový diagram s 95% elipsou spolehlivosti pro š́ı̌rku nosu a interorbitálńı š́ı̌rku (v mm) muž̊u
peruánské populace

zmı́něných test̊u je založen na jiném algoritmu, v rámci kterého vyhodnocuje potenciálńı dvourozměrnou normalitu
náhodného výběru na základě svých vlastńıch kritéríı (nevýznamnost koeficientu šikmosti a koeficientu špičatosti,
porovnáńı teoretické hustoty a jádrového odhadu hustoty, apod). Proto při posuzováńı dvouzorměrné normality
dat je vhodné provést v́ıce test̊u, nezanedbat ani grafickou vizualizaci dat a závěr o nulové hypotéze stanovit po
d̊ukladném zvážeńı všech aspekt̊u a vyhodnoceńı źıskaných výsledk̊u.
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6.3 Testy symetrie

Nepocháźı-li datový soubor z normálńıho rozděleńı, muśıme hypotézu o parametru µ otestovat pomoćı jednovýběrového
neparametrického testu (viz kapitola ??). Nejčastěji použ́ıvaným testem je v takovém Wilcoxon̊uv jednovýběrový
test (viz sekce ?? pro exaktńı variantu testu a sekce ?? pro asymptotickou variantu testu). Předpokladem Wil-
coxonova jednovýběrového testu je pouhá symetrie náhodného výběru okolo mediánu. V př́ıpadě, že ani tento
předpoklad neńı splněn, muśıme na otestováńı hypotézy o parametru µ použ́ıt znaménkový test (viz sekce ?? pro
exaktńı variantu testu a sekce ?? pro asymptotickou variantu testu).

Necht’ X1, . . . XN je náhodný výběr z nějakého rozděleńı L(θ), kde θ je obecně vektor parametr̊u rozděleńı
L. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme hypotézu H0: Náhodný výběr pocháźı z rozděleńı symetrického
okolo mediánu. oproti alternativńı hypotéze H1: Náhodný výběr nepocháźı rozděleńı symetrického okolo mediánu.
Matematický zápis nulové a alternativńı hypotézy definujeme pomoćı hustoty f(x). Pokud jsou data symetrická
okolo mediánu, znamená to, že hodnota hustoty v libovolném bodě vzdáleném od mediánu x0.50 o vzdálenost d
směrem doleva (znač́ıme x0.50− d) je stejná jako hodnota hustoty v bodě vzdáleném od mediánu x0.50 o vzdálenost
d směrem doprava (znač́ıme x0.50 + d), tj. f(x0.50 − d) = f(x0.50 + d). Naopak pokud data nejsou symetrická okolo
mediánu, potom se hodnoty hustoty v bodech x0.50−d a x0.50 +d nerovnaj́ı, tj. f(x0.50−d) 6= f(x0.50 +d). Graficky
je ukázka hustoty v bodech x0.50 − d a x0.50 + d při symetrickém i nesymetrickém rozděleńı znázorněna na obrázku
9.
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Obrázek 9: Ukázka hodnot hustoty v bodech x0.50 − d a x0.50 + d u (a) symetrického rozděleńı (vlevo) náhodného
výběru; (b) nesymetrického rozděleńı (vpravo) náhodného výběru

K testováńı hypotézy o symetrii můžeme použ́ıt Miaové test (Miao et al., 2006), Cabili̊uv-Masar̊uv test (Cabilio a
Masaro, 1996) nebo Miraové test (Mira, 1999) symetrie okolo neznámého mediánu. Všechny tři testy jsou k dispozici
ve funkci symmetry.test(). Prvńım, a jediným povinným vstupńım argumentem funkce je vektor naměřených hod-
not. Volbu Maiové testu zvoĺıme nastaveńım argumentu option = ’MGG’ (viz př́ıklad 6.5). Poznamenejme, že tento
test je defaultńım testem, který se provede, pokud parametr option nespecifikujeme. Volbu Cabiliova-Masarova
testu nastaveńım argumentu option = ’CM’ a volbu Miraové testu specifikujeme argumentem option = ’M’ ve
funkci symmetry.test(). Daľśım argumentem, který můžeme specifikovat je argument side. Nastaveńım hodnoty ar-
gumentu side == ’both’ (defaultńı nastaveńı) testujeme nulovou hypotézu o symetrii oproti alternativńı hypotéze
H1: Náhodný výběr nepocháźı ze symetrického rozděleńı. Nastaveńım hodnoty argumentu side == ’right’ testu-
jeme nulovou hypotézu o symetrii oproti alternativńı hypotéze H1: Náhodný výběr pocháźı z rozděleńı vyšikmeného
doprava. Nastaveńım hodnoty argumentu side == ’left’ potom testujeme nulovou hypotézu o symetrii oproti alterna-
tivńı hypotéze H1: Náhodný výběr pocháźı z rozděleńı vyšikmeného doleva. Posledńım argumentem, který je nutné
specifikovat, je argument boot. Nastaveńım tohoto argumentu na hodnotu F, tj. boot = F zakážeme (defaultńı)
výpočet p-hodnoty na základě bootstrapové metody. Bootstrapová metoda je poměrně novou statistickou metodou,
jej́ımž principem se zde detailněji nebudeme zabývat. Poznamenejme akorát, že základńı princip bootstrapové me-
tody je založen na náhodném převzorkováńı náhodného výběru. Pointa je, že při každém spuštěńı metody docháźı
k novému převzorkováńı náhodného výběru, které se může lǐsit od převzorkováńı vytvořeného při předchoźım
spuštěńı. Proto i distribučńı funkce, kterou odhadujeme nikoliv na základě p̊uvodńıho náhodného výběru, ale na
základě převzorkovaného náhodného výběru, je při každém spuštěńı mı́rně odlǐsná, stejně jako výsledná p-hodnota
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vypoč́ıtaná právě na základě takto odhadnuté distribučńı funkce. Pro naše potřeby však boothstrapová metoda neńı
potřebná, proto ji nastaveńım argumentu boot = F vypneme a k výpočtu p-hodnoty zvoĺıme standartńı exaktńı
výpočet.

Symetrické rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme histogramem superponovaným křivkou jádrového odhadu
funkce hustoty doplněným o svislou referenčńı př́ımku v hodnotě mediánu. Pokud bude křivka jádrového odhadu
symetrická okolo mediánu, můžeme předpokládat symetrické rozděleńı naměřených hodnot. Pro doplněńı představy
o symetrii náhodného výběru můžeme také vykreslit krabicový diagram. Data považujeme za symetrická, je-li di-
agram symetrický okolo mediánu. Oba grafy nám tak pomohou udělat si náhled na symetrii náhodného výběru a
př́ıpadně odhalit př́ıčinu jej́ıho porušeńı.

Poznámka: Závěrem poznamenejme, že d̊uvodem, proč si zde prezentujeme tři testy symetrie, je poskytnout čtenáři
širš́ı spektrum možných test̊u symetrie a umožnit mu tak vybrat si z předložených test̊u ten nejsympatičtěǰśı. I
z toho d̊uvodu u každého z následuj́ıćıch př́ıklad̊u provád́ıme testováńı nulové hypotézy o symetrii naměřených
dat okolo mediánu pomoćı Miaové testu, Cabiliova-Masarova testu i Miraové testu. Při prováděńı vlastńıch analýz
ovšem nastává odlǐsná situace. Zde zpravidla voĺıme na otestováńı hypotézy o symetrii pouze jeden univerzálńı
test, který použ́ıváme pokaždé, když chceme hypotézu o symetrii testovat. V žádném př́ıpadě neprovád́ıme všechny
tři testy symetrie najednou a v př́ıpadě rozporuplných závěr̊u test̊u (jako je tomu např́ıklad v př́ıkladu 6.10) si
nevyb́ıráme ten, jehož výsledek se nám aktuálně nejv́ıce hod́ı. Vždy mějme na paměti, že ve vlastńı analýze voĺıme
použité testy univerzálně, bez ohledu na to, jak př́ıhodný či nepř́ıhodný výsledek nám v konkrétńı situaci předlož́ı.

Vı́ce test̊u symetrie smı́me provádět pouze v hraničńıch př́ıpadech, kdy univerzálně zvolený test hypotézu o
symetrii hraničně zamı́tá nebo nezamı́tá. Pak je vhodné provést i daľśı testy, které nám mohou pomoci nahlédnout
na symetrii náhodného výběru z jiného pohlehu a lépe tak zvážit skutečný charakter symetrie naměřených hodnot.
Pokud se na základě test̊u rozhodneme pro jiný závěr, než jaký nám poskytuje test univerzálně použ́ıvaný na
otestováńı hypotézy o symetrii v celé datové analýze, je vždy třeba sv̊uj závěr podložit relevantńımi výsledky a,
je-li to možné, taktéž grafickou vizualizaćı. Vždy mějme na paměti, že závěry o nulové hypotéze se snaž́ıme vždy
provádět co nejobjektivněji tak, aby odrážely skutečnost, nikoliv naše přáńı.
Poznámka: Pokud si mezi prezentovanými testy nedokážete vybrat favoritńı test, doporučujeme vám z̊ustat u volby
Miaové testu (defaultńı nastaveńı funkce symmetry.test()). Jde o nejnověǰśı test, který disponuje nejvhodněǰśımi
vlastnostmi. Je však třeba mı́t na paměti, že je velmi citlivý na extrémńı pozorováńı. Můj tip, pokud testy detailněji
znáte a doporučili byste mi jiný test jako favoritńı, můžeme doporučeńı změnit.
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Př́ıklad 6.9. Test symetrie
Máme datový soubor 21-goldman-measures.csv obsahuj́ıćı naměřené hodnoty anteroposteriorńıho pr̊uměru diafýzy
pažńı kosti z pravé strany (humer.ADR) a z levé strany (humer.ADL) u skelet̊u mužského a ženského pohlav́ı z
pohřebǐstě z oblasti Staubing. Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr anteropo-
steriorńıho pr̊uměru diafýzy pažńı kosti z pravé strany u skelet̊u mužského pohlav́ı pocháźı ze symetrického rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.9
Nejprve načteme datový soubor př́ıkazem read.delim(), a následně pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky řádky
týkaj́ıćı se skelet̊u mužského pohlav́ı (sex == ’m’) z pohřebǐstě z oblasti Staubing (pop == ’Staubing’) a sloupec
humer.ADR obsahuj́ıćı naměřené hodnoty anteroposteriorńıho pr̊uměru diafýzy pažńı kosti. Tento výběr vlož́ıme do
proměnné humer.ADRM. Př́ıkazem na.omit() odstrańıme z proměnné humer.ADRM neznámé hodnoty a př́ıkazem
length() zjist́ıme rozsah náhodného výběru a př́ıkazem range() rozpět́ı naměřených hodnot. Nakonec, jelikož budeme
testovat hypotézu o symetrickém rozděleńı naměřených hodnot okolo mediánu, si vypoč́ıtáme hodnotu mediánu
pomoćı funkce median() s volbou argumentu type = 5.

215 data <- read.delim(’00-Data//21-goldman -measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

216 humer.ADRM <- data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Staubing ’, ’humer.ADR’]

217 humer.ADRM <- na.omit(humer.ADRM)

218 n <- length(humer.ADRM) # 12

219 range(humer.ADRM) # 20.32 -24.99

220 x0.50 <- median(humer.ADRM , type = 5) # 22.59

Datový soubor obsahuje údaje o anteroposteriorńım pr̊uměru diafýzy pažńı kosti z pravé strany u 12 skelet̊u
mužského pohlav́ı. Naměřené hodnoty se pohybuj́ı v rozmeźı 20.32–24.99 mm. Medián naměřených hodnot x0.50 =
22.59 mm. K otestováńı hypotézy o symetrickém rozděleńı náhodného výběru použijeme postupně Miaové test,
Cabili̊uv-Masar̊uv test i Miraové test. Testováńı provedeme v posloupnosti pěti krok̊u.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.
H1 : Data nepocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : f(x0.50 − x) = f(x+ x0.50)
H1 : f(x0.50 − x) 6= f(x+ x0.50)

2. Volba hladiny významnosti
V souladu se zadáńım voĺıme hladinu významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Miaové test provedeme pomoćı funkce symmetry.test() z knihovny lawstat. Vstupńım parametry bude vektor
naměřených hodnot humer.ADRM, argument boot nastavený na hodnotu F (FALSE) a argument option =
’MGG’ znač́ıćı volbu Miaové testu. Výstupem funkce je údaj o názvu proměnné použité k testováńı hypotézy o
symetrickém rozděleńı naměřených hodnot okolo mediánu (humer.ADRM), hodnota testovaćı statistiky Miaové
testu Test statistic = -0.10873, p-hodnota p-value = 0.9134 a zněńı alternativńı hypotézy alternative hypothesis:
the distribution is asymmetric.

221 lawstat :: symmetry.test(humer.ADRM , boot = F, option = ’MGG’)

222
223Symmetry test by Miao , Gel , and Gastwirth (2006)

224
225data: humer.ADRM

226Test statistic = -0.10873 , p-value = 0.9134

227alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.
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Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.9134 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Dále otestujeme hypotézu o symetrickém rozděleńı naměřených hodnot okolo mediánu také pomoćı Cabiliova-
Masarova testu, a to pomoćı funkce symmetry.test() s nastaveńım argumentu option = ’CM’. Výstupem funkce
je název použité proměnné humer.ADRM, hodnota testovaćı statistiky Cabiliova-Masarova testu Test statistic
= -0.10459, p-hodnota p-value = 0.9167 a zněńı alternativńı hypotézy.

228 lawstat :: symmetry.test(humer.ADRM , boot = F, option = ’CM’)

229
230Symmetry test by Cabilio and Masaro (1996)

231
232data: humer.ADRM

233Test statistic = -0.10459 , p-value = 0.9167

234alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.9167 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec otestujeme hypotézu o symetrickém rozděleńı naměřených hodnot okolo mediánu pomoćı Miraové
testu. Opět použijeme funci symmetry.test(), tentokrát s nastaveńım argumentu option = ’M’. Jako u předchoźıch
dvou test̊u je výstupem funkce opět název použité proměnné humer.ADRM, dále hodnota testovaćı statistiky
Miraové testu Test statistic = -0.11668, p-hodnota p-value = 0.9071 a zněńı alternativńı hypotézy alternative
hypothesis: the distribution is asymmetric.

235 lawstat :: symmetry.test(humer.ADRM , boot = F, option = ’M’)

236
237Symmetry test by Mira (1999)

238
239data: humer.ADRM

240Test statistic = -0.11668 , p-value = 0.9071

241alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.9071 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme pomoćı histogramu superponovaného křivkou jádrového odhadu
hustoty a pomoćı krabicového diagramu (viz obrázek 10). Histogram vykresĺıme př́ıkazem hist() analogicky,
jako např́ıklad v př́ıkladu 6.1 nebo v kapitole ???. Podle Sturgesova pravidla rozděĺıme datový soubor do pěti
tř́ıdićıch interval̊u se š́ı̌rkou 1 mm. Hranice interval̊u budou 20, 21, . . . , 25. Jádrový odhad hustoty vypoč́ıtáme
př́ıkazem density(). Funkce density() má pouze jeden povinný parametr, a sice vektor naměřených hodnot, na
základě kterých jádrový odhad hustoty konstruujeme. Zde jde tedy o vektor naměřených anteroposteriorńıch
pr̊uměr̊u diafýzy pažńı kosti z pravé strany humer.ADRM. Křivku hustoty vykresĺıme př́ıkazem lines(). Do grafu
dále pomoćı př́ıkazu abline() doplńıme svislou referenčńı čáru v hodnotě mediánu x0.50 = 22.59. Krabicový
diagram potom vykresĺıme př́ıkazem boxplot().

Z obou graf̊u na obrázku 10 je patrná symetrie naměřených hodnot okolo mediánu x0.05 = 22.59. Z grafu
histogramu vid́ıme, že histogram i jádrový odhad hustoty vykazuj́ı výrazou symetrii okolo svislé referenčńı
př́ımky v hodnotě mediánu. Krabicový diagram je potom ukázkově symetrický okolo svislé červené přerušované
referenčńı př́ımky zastupuj́ıćı medián. To je v naprostém souladu se závěrem testováńı.

5. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor anteroposteriorńıch pr̊uměr̊u diafýzy pažńı kosti z pravé strany u skelet̊u mužského pohlav́ı z
pohřebǐstě v oblasti Staubing pocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

F
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242 par(mar = c(4, 4, 1, 1))

243 hist(humer.ADRM , breaks = seq(20, 25, by = 1), prob = T, col = ’orange ’,

244 density = 40, main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F,

245 ylim = c(0, 0.40), xlab = ’’)

246 box(bty = ’o’)

247 axis(1, seq (20.5, 24.5, by = 1))

248 axis(2, las = 1)

249 lines(density(humer.ADRM), col = ’orange3 ’, lwd = 2)

250 abline(v = x0.50, col = ’red’, lwd = 2, lty = 2)

251 mtext(’anteroposteriornı́ průměr diafýzy pažnı́ kosti z pravé strany (v mm)’,

252 side = 1, line = 2.2)

253

254 boxplot(humer.ADRM , col = ’moccasin ’, horizontal = T, border = ’orange3 ’,

255 medcol = ’red’, medlty = 2, medlwd = 2, type = 5,

256 xlab = ’anteroposteriornı́ průměr diafýzy pažnı́ kosti z pravé strany (v mm)’)
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Obrázek 10: Histogram a krabicový diagram anteroposteriorńıch pr̊uměr̊u diafýzy pažńı kosti z pravé strany u
skelet̊u mužského pohlav́ı
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Př́ıklad 6.10. Test symetrie
Máme datový soubor 21-goldman-measures.csv obsahuj́ıćı údaje o epikondylárńı š́ı̌rce pažńı kosti na pravé straně
(humer.EBR) a na levé straně (humer.EBL) u skelet̊u mužského a ženského pohlav́ı z aljašské populace z kmene
Tigara (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr epikondylárńıch š́ı̌rek
pažńı kosti na pravé straně u skelet̊u ženského pohlav́ı pocháźı ze symetrického rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.10
Nejprve načteme datový soubor, a následně pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky naměřené hodnoty epikon-
dylárńı š́ı̌rce pažńı kosti na pravé straně (humer.EBR) u skelet̊u ženského pohlav́ı (sex == ’f’) z aljašské populace
z kmene Tigara (pop == ’Tigara’). Tento výběr vlož́ıme do proměnné humer.EBRF. Z této proměnné odtrańıme
NA pozorováńı (na.omit()), zjist́ıme rozsah náhodného výběru (length()) a rozpět́ı naměřených hodnot (range()).
Nakonec vypoč́ıtáme hodnotu mediánu (median()).

257 data <- read.delim(’00-Data//21-goldman -measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

258 humer.EBRF <- data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Tigara ’, ’humer.EBR’]

259 humer.EBRF <- na.omit(humer.EBRF)

260 n <- length(humer.EBRF) # 25

261 range(humer.EBRF) # 44-58

262 x0.50 <- median(humer.EBRF , type = 5) # 54

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty epikondylárńı š́ı̌rky pažńı kosti na pravé straně 25 skelet̊u ženského
pohlav́ı. Naměřené hodnoty se pohybuj́ı v rozmeźı 44–58 mm s mediánem x0.50 = 54 mm. K otestováńı hypotézy o
symetrickém rozděleńı náhodného výběru použijeme postupně Miaové test, Cabili̊uv-Masar̊uv test i Miraové test.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.
H1 : Data nepocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : f(x0.50 − x) = f(x+ x0.50)
H1 : f(x0.50 − x) 6= f(x+ x0.50)

2. Volba hladiny významnosti
Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Miaové test provedeme pomoćı funkce symmetry.test() z knihovny lawstat. Vstupńım parametry bude vek-
tor naměřených hodnot humer.EBRF, argument boot nastavený na hodnotu F (potlačeńı výpočtu p-hodnoty
bootstrapovou metodou) a argument option = ’MGG’ znač́ıćı volbu Miaové testu. Z výstup̊u popsaných v
předchoźım př́ıkladu nás nejv́ıce zaj́ımá hodnota tetsovaćı statistiky Miaové testu Test statistic = -3.3427 a
p-hodnota p-value = 0.0008298.

263 lawstat :: symmetry.test(humer.EBRF , boot = F, option = ’MGG’)

264
265Symmetry test by Miao , Gel , and Gastwirth (2006)

266
267data: humer.EBRF

268Test statistic = -3.3427, p-value = 0.0008298

269alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.0008298 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.
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Dále otestujeme hypotézu o symetrickém rozděleńı naměřených hodnot okolo mediánu pomoćı Cabiliova-
Masarova testu. Opět použijeme funkci symmetry.test() tentokrát s nastaveńım argumentu option = ’CM’.
Hodnota testovaćı statistiky Cabiliova-Masarova testu Test statistic = -2.9952, p-hodnota p-value = 0.002743.

270 lawstat :: symmetry.test(humer.EBRF , boot = F, option = ’CM’)

271
272Symmetry test by Cabilio and Masaro (1996)

273
274data: humer.EBRF

275Test statistic = -2.9952, p-value = 0.002743

276alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.002743 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec otestujeme hypotézu o symetrickém rozděleńı pomoćı Miraové testu prostřednictv́ım funce symme-
try.test() s volbou argumentu option = ’M’. Hodnota testovaćı statistiky Miraové testu Test statistic = -1.9394,
p-hodnota p-value = 0.05245 a zněńı alternativńı hypotézy alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

277 lawstat :: symmetry.test(humer.EBRF , boot = F, option = ’M’)

278
279Symmetry test by Mira (1999)

280
281data: humer.EBRF

282Test statistic = -1.9394, p-value = 0.05245

283alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.05245 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Z uvedených závěr̊u testováńı vid́ıme, že u test̊u symetrie došlo k rozporným závěr̊um týkaj́ıćım se nulové hy-
potézy o symetrii naměřených hodnot okolo mediánu. Zat́ımco Miaové test a Cabili̊uv-Masar̊uv test hypotézu
o symetrii zamı́tli, Miraové test hypotézu o symetrii nezamı́tl. Zde je d̊uležité si uvědomit, že taková situace
může reálně nastat. Každý z test̊u je totiž založen na jiném principu, tedy i kritérium rozhoduj́ıćı o nulové
hypotéze se lǐśı a v hraničńıch př́ıpadech může doj́ıt k rozporu mezi závěry jednotlivých test̊u. V takovém
př́ıpadě může být velmi nápomocná právě grafické vizualizace naměřených hodnot, která nám umožńı udělat
si obrázek o naměřených datech.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozděleńı náhodného výběru vizualizujeme pomoćı histogramu superponovaného křivkou jádrového odhadu
hustoty a pomoćı krabicového diagramu (viz obrázek 11). Histogram vykresĺıme př́ıkazem hist(). V souladu se
Sturgesovým pravidlem rozděĺıme naměřená data do šesti ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 2.5 mm.
Hranice tř́ıdićıch interval̊u zvoĺıme 43.0, 45.5,. . . , 58.0. Jádrový odhad hustoty vypoč́ıtáme př́ıkazem density().
Vektorem naměřených hodnot, na základě kterých jádrový odhad hustoty konstruujeme, zde bude vektor
epikondylárńıch š́ı̌rek pažńı kosti na pravé straně humer.EBRF. Do grafu dále doplńıme svislou referenčńı čáru
(abline()) v hodnotě mediánu x0.50 = 54. Krabicový diagram zkonstruujeme př́ıkazem boxplot().

Z obou graf̊u na obrázku 11 je patrná silná asymetrie naměřených hodnot okolo mediánu x0.05 = 54. Z grafu
histogramu vid́ıme, silné vyšikmeńı dat směrem doprava. Z krabicového diagramu je potom patrné posunut́ı
mediánu směrem vpravo. Hodnota mediánu splývá s hodnotou horńıho kvartilu, zat́ımco nalevo od mediánu
se tvoř́ı dlouhý chvost odlehlých pozorováńı a několika extrémńıch měřeńı. Na základě grafické vizualizace
se tedy klońıme k závěr̊um Miaové testu a Cabiliova-Masarova testu, které hypotézu o symetrii náhodného
výběru okolo mediánu zamı́taj́ı. Polehčuj́ıćı okolnost́ı k závěru Miraové testu budiž fakt, že hypotéza o symetrii
nebyla zamı́tnuta pouze hraničně (p-hodnota Miraové testu p = 0.05245 je velmi bĺızká hladině významnosti
α = 0.05).
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284 par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)

285 hist(humer.EBRF , breaks = seq(43, 58, by = 2.5), prob = T, col = ’purple ’,

286 density = 40, main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F,

287 ylim = c(0, 0.22), xlab = ’’)

288 box(bty = ’o’)

289 axis(1, seq (44.25 , 56.75, by = 2.5))

290 axis(2, las = 1)

291 lines(density(humer.EBRF), col = ’purple4 ’, lwd = 2)

292 abline(v = x0.50, col = ’red’, lwd = 2, lty = 2)

293 mtext(’epikondylárnı́ šı́ řka pažnı́ kosti z pravé strany(v mm)’, side = 1, line = 2.2)

294

295 boxplot(humer.EBRF , col = ’thistle2 ’, horizontal = T, border = ’purple4 ’,

296 medcol = ’red’, medlty = 2, medlwd = 2,

297 xlab = ’epikondylárnı́ šı́ řka pažnı́ kosti z pravé strany (v mm)’)
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Obrázek 11: Histogram a krabicový diagram epikondylárńıch š́ı̌rek pažńı kosti z pravé strany u skelet̊u ženského
pohlav́ı

5. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor epikondylárńıch š́ı̌rek pažńı kosti z pravé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı aljašské populace
z kmene Tigara nepocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

F
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Př́ıklad 6.11. Test symetrie
Mějme datový soubor 21-goldman-measures.csv obsahuj́ıćı údaje o délce kyčelńı kosti z pravé strany (iblade.LR) a z
levé strany (iblade.LL) u skelet̊u mužského a ženského pohlav́ı z japonské populace Yoshigo Shell Mound. Na hladině
významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že náhodný výběr délek kyčelńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského
pohlav́ı pocháźı ze symetrického rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.11
Nejprve načteme datový soubor, a následně pomoćı operátoru [] vybereme z tabulky údaje o délce kyčelńı kosti
z levé strany (iblade.LL) u skelet̊u ženského pohlav́ı (sex == ’f’) z japonské populace Yoshigo Shell Mound (pop
== ’Yoshigo Shell Mound’). Následně odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı a zjist́ıme rozsah náhodného výběru, rozpět́ı
naměřených hodnot a hodnotu mediánu.

298 data <- read.delim(’00-Data//21-goldman -measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

299 iblade.LLF <- data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Yoshigo Shell Mound ’, ’iblade.LL’]

300 iblade.LLF <- na.omit(iblade.LLF)

301 n <- length(iblade.LLF) # 8

302 range(iblade.LLF) # 136 -152

303 x0.50 <- median(iblade.LLF , type = 5) # 147.5

Datový soubor obsahuje 8 údaj̊u o délce kyčelńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z populace Yoshigo
Shell Mound. Naměřené hodnoty se pohybuj́ı v rozmeźı 136-152 mm okolo mediánu x0.50 = 147.5 mm. Hypotézu o
symetrickém rozděleńı náhodného výběru okolo mediánu otestujeme v pěti kroćıch pomoćı Miaové testu, Cabiliova-
Masarova testu a Miraové testu.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.
H1 : Data nepocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : f(x0.50 − x) = f(x+ x0.50)
H1 : f(x0.50 − x) 6= f(x+ x0.50)

2. Volba hladiny významnosti
Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
K provedeńı Miaové testu použijeme funkci symmetry.test() z knihovny lawstat. Vstupńımi parametry bude
vektor naměřených hodnot iblade.LLF, argument boot = F (potlačeńı výpočtu p-hodnoty bootstrapovou me-
todou) a argument option = ’MGG’ (volba Miaové testu). Z výstupu funkce vid́ıme, že hodnota testovaćı
statistiky Miaové testu Test statistic = -0.70284 a p-hodnota testu p-value = 0.4822.

304 lawstat :: symmetry.test(iblade.LLF , boot = F, option = ’MGG’)

305
306Symmetry test by Miao , Gel , and Gastwirth (2006)

307
308data: iblade.LLF

309Test statistic = -0.70284 , p-value = 0.4822

310alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.4822 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.
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Dále otestujeme hypotézu o symetrickém rozděleńı pomoćı Cabiliova-Masarova testu (funkce symmetry.test()
s nastaveńım argumentu option = ’CM’). Z ńıže uvedeného výstupu vid́ıme, že hodnota testovaćı statistiky
Cabiliova-Masarova testu Test statistic = -0.64476 a výsledná p-hodnota testu p-value = 0.5191.

311 lawstat :: symmetry.test(iblade.LLF , boot = F, option = ’CM’)

312
313Symmetry test by Cabilio and Masaro (1996)

314
315data: iblade.LLF

316Test statistic = -0.64476 , p-value = 0.5191

317alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.5191 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec otestujeme nulovou hypotézu Miraové testu (funkce symmetry.test() s volbou argumentu option =
’M’). Hodnota testovaćı statistiky Miraové testu Test statistic = -0.49728, p-hodnota p-value = 0.6190 a zněńı
alternativńı hypotézy alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

318 lawstat :: symmetry.test(iblade.LLF , boot = F, option = ’M’)

319
320Symmetry test by Mira (1999)

321
322data: iblade.LLF

323Test statistic = -0.49728 , p-value = 0.619

324alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.61905 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Stejně jako v předchoźıch př́ıkladech vizualizujeme rozděleńı náhodného výběru pomoćı histogramu super-
ponovaného křivkou jádrového odhadu hustoty a pomoćı krabicového diagramu (viz obrázek 12). Pro účely
histogramu rozděĺıme naměřené délky kyčelńıch kost́ı z levé strany do čtyř ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u
o š́ı̌rce 4 mm prostřednictv́ım stanovených hranic 136, 140, . . . , 152 mm. Jádrový odhad hustoty vypoč́ıtáme
př́ıkazem density() s vektorem délek kyčelńıch kost́ı z levé strany iblade.LLF jako vstupńım argumentem. Na-
konec do histogramu doplńıme svislou referenčńı čáru v hodnotě mediánu x0.50 = 147.5 (abline()). Krabicový
diagram vykresĺıme př́ıkazem boxplot().

325 par(mar = c(4, 4, 1, 1))

326 hist(iblade.LLF , breaks = seq(136, 152, by = 4), prob = T, col = ’sienna2 ’,

327 density = 40, main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F,

328 ylim = c(0, 0.11), xlab = ’’)

329 box(bty = ’o’)

330 axis(1, seq(138, 150, by = 4))

331 axis(2, las = 1)

332 lines(density(iblade.LLF), col = ’sienna3 ’, lwd = 2)

333 abline(v = x0.50, col = ’red’, lwd = 2, lty = 2)

334 mtext(’délka kyčelnı́ kosti z levé strany (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

335

336 boxplot(iblade.LLF , col = ’bisque ’, horizontal = T, border = ’sienna4 ’,

337 medcol = ’red’, medlty = 2, medlwd = 2,

338 xlab = ’délka kyčelnı́ kosti z levé strany (v mm)’)

Na základě grafické vizualizace uvedené na obrázku 12 bychom pravděpodobně symetrii náhodného výběru
okolo mediánu neusuzovali. Zobrazený histogram i křivka jádrového odhadu jsou na prvńı pohled vyšikmené
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Obrázek 12: Histogram a krabicový diagram délek kyčelńı kost́ı z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı

směrem doprava s prodlouženým levým chvostem. Krabicový diagram taktéž ukazuje na prodloužený levý
konec dat s odlehlými pozorováńımi vyskytuj́ıćı se nalevo od hodnoty mediánu x0.50 = 147.5.

Nab́ıźı se tedy otázka, jak je možné, že závěry všech tř́ı test̊u poměrně suveréně hovoř́ı o symetrickém rozděleńı
náhodného výběru, když grafická vizualizace ukazuje sṕı̌se na nesymetrické rozděleńı. Odpověd’ se skrývá v
malém rozsahu náhodného výběru. Připomeňme si, že celkem máme k dispozici pouze osm měřeńı délek
kyčelńıch kost́ı s levé strany. Je d̊uležité si uvědomit, že při takto malém počtu pozorováńı může i jedna
hodnota přidaná k náhodnému výběru zcela změnit stávaj́ıćı charakter dat. Nav́ıc je třeba mı́t stále na paměti
základńı myšlenku testováńı, která ř́ıká, že nezamı́tnut́ı nulové hypotézy o symetrii pouze svědč́ı o tom, že
nemáme dostatek indicíı, abychom hypotézu o symetrii zamı́tli. Můžeme to tedy brát tak, že libovolný z
uvedených test̊u symetrie (stejně jako kterýkoli jiný statistický test, který si v této sb́ırce představ́ıme) je v
př́ıpadě malého množstv́ı pozorováńı velmi benevolentńı a nulovou hypotézu zamı́tá opravdu pouze při velmi
hrubém porušeńı předpokládaného charakteru dat. Vzhledem k ńızkému počtu pozorováńı neńı předpoklad
symetrie porušen tak fatálně, aby došlo k zamı́tnut́ı hypotézy o symetrickém rozděleńı náhodného výběru
okolo hodnoty mediánu.

5. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor délek kyčelńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z japonské populace Yoshigo Shell
Mound pocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

Poznámka: Situace v př́ıkladu 12 se zdá být velmi podobná situaci z př́ıkladu 11. Stěžejńı rozd́ıl je však právě v
počtu pozorováńı. Zat́ımco v př́ıkladu 12 jsme měli k dispozici pouze osm pozorováńı, v př́ıkladu 11 jsme jich měli
k dispozici 25, což už je znatelně větš́ı rozsah náhodného výběru. Pokud by rozsah náhodného výběru v př́ıkladu
12 byl rovněž 25, můžeme při stávaj́ıćıcm vzhledu histogramu a krabicového diagramu předpokládat, že by testy
hypotézu o symetrickéch charakteru dat zamı́tly.

Poznámka: Př́ıklad 12 pro nás nese poučeńı o tom, že zejména v př́ıpadě malých rozsah̊u náhodných výběr̊u může
být grafická vizualizace velmi zaváděj́ıćı a závěry vytvořené na jej́ım základě mohou být velmi subjektivńı. Z
toho d̊uvodu vždy považujeme grafickou vizualizaci za pouhý doplněk testováńı, který nám pomáhá vytvořit si
konkrétněǰśı představu o charakteru datového souboru, př́ıpadně nám pomoci při rozhodováńı ve sporných situaćıch.
Grafickou vizualizaci však nikdy nebereme za hlavńı kritérium rozhoduj́ıćı o nulové hypotéze. T́ım může být vždy
a jedině statistický test.

F
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Př́ıklad 6.12. Test symetrie
Mějme datový soubor 21-goldman-measures.csv obsahuj́ıćı údaje o délce vřetenńı kosti z pravé strany (radius.LR) a z
levé strany (radius.LL) muž̊u a žen pohřbených v oblasti Indian Knoll v Kentucky. Na hladině významnosti α = 0.05
testujte hypotézu, že náhodný výběr délek vřetenńı kosti z pravé strany u muž̊u z oblasti Indian Knoll v Kentucky
pocháźı ze symetrického rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 6.12 Nejprve načteme datový soubor, a následně vybereme z tabulky naměřené hodnoty délky
vřetenńı kosti z pravé strany (radius.LR) u muž̊u (sex == ’m’) pohřbených v oblasti Indian Knoll v Kentucky
(pop == ’Indian Knoll’). Následně odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı, zjist́ıme rozsah náhodného výběru, rozpět́ı
naměřených hodnot a hodnotu mediánu.

339 data <- read.delim(’00-Data//21-goldman -measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

340 radius.LRM <- data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Indian Knoll ’, ’radius.LR’]

341 radius.LRM <- na.omit(radius.LRM)

342 n <- length(radius.LRM) # 25

343 range(radius.LRM) # 231.0 -270.5

344 x0.50 <- median(radius.LRM , type = 5) # 244

Datový soubor obsahuje údaje o délce vřetenńı kosti z pravé strany u 25 muž̊u pohřbených v oblasti Indian Knoll v
Kentucky. Naměřené hodnoty se pohybuj́ı okolo mediánu x0.50 = 244 mm v celkovém rozmeźı 231.0-270.5 mm. Hy-
potézu o symetrickém rozděleńı náhodného výběru okolo mediánu otestujeme opět pomoćı Miaové testu, Cabiliova-
Masarova testu a Miraové testu.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Data pocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.
H1 : Data nepocháźı z rozděleńı symetrického okolo mediánu.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : f(x0.50 − x) = f(x+ x0.50)
H1 : f(x0.50 − x) 6= f(x+ x0.50)

2. Volba hladiny významnosti
Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
K provedeńı Miaové testu použijeme funkci symmetry.test() z knihovny lawstat. Vstupńımi parametry bude
vektor naměřených hodnot radius.LRM, argument boot = F a argument option = ’MGG’. Z výstupu funkce
vid́ıme, že hodnota testovaćı statistiky Miaové testu Test statistic = 1.8791 a p-hodnota testu p-value =
0.06023.

345 lawstat :: symmetry.test(radius.LRM , boot = F, option = ’MGG’)

346
347Symmetry test by Miao , Gel , and Gastwirth (2006)

348
349data: radius.LRM

350Test statistic = 1.8791 , p-value = 0.06023

351alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.06023 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Dále otestujeme hypotézu o symetrickém rozděleńı pomoćı Cabiliova-Masarova testu (funkce symmetry.test()
s nastaveńım argumentu option = ’CM’). Hodnota testovaćı statistiky Cabiliova-Masarova testu Test statistic
= 2.0304 a výsledná p-hodnota testu p-value = 0.04231.
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352 lawstat :: symmetry.test(radius.LRM , boot = F, option = ’CM’)

353
354Symmetry test by Cabilio and Masaro (1996)

355
356data: radius.LRM

357Test statistic = 2.0304 , p-value = 0.04231

358alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.04231 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Nakonec otestujeme nulovou hypotézu Miraové testu (funkce symmetry.test() s volbou argumentu option =
’M’). Hodnota testovaćı statistiky Miraové testu Test statistic = 1.5274 s p-hodnotou p-value = 0.1267.

359 lawstat :: symmetry.test(radius.LRM , boot = F, option = ’M’)

360
361Symmetry test by Mira (1999)

362
363data: radius.LRM

364Test statistic = 1.5274 , p-value = 0.1267

365alternative hypothesis: the distribution is asymmetric.

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.1267 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Porovnáme-li výsledek Miaové testu, Cabiliova-Masarova testu a Miraové testu, vid́ıme, že opět docháźı k
rozporným závěr̊um týkaj́ıćıch se nylové hypotézy o symetrii náhodného výběru. Zat́ımco Miaové test a
Miraové test hypotézu o symetrii nezamı́tá, Cabili̊uv-Masar̊uv test ji zamı́tá. Zamı́tnut́ı hypotézy je však
opět hraničńı, k čemuž můžeme při finálńım rozhodnut́ı o nulové hypotéze přihlédnout. Než učińıme závěr o
symetrii náhodného výběru, provedeme grafickou vizualizaci naměřených hodnot.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Nejprve vykresĺıme histogram superponovaný křivkou jádrového odhadu hustoty a následně krabicový diagram
(viz obrázek 13). Pro účely histogramu rozděĺıme naměřené hodnoty délky vřetenńı kosti z pravé strany do
šesti ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u s hranicemi 230, 237, . . . , 272 mm. Š́ı̌rka každého intervalu je 7 mm.
Do histogramu doplńıme jádrový odhad hustoty a svislou referenčńı čáru v hodnotě mediánu x0.50 = 244.
Nakonec vykresĺıme zmiňovaný krabicový diagram.

366 par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)

367 hist(radius.LRM , breaks = seq(230, 272, by = 7), prob = T, col = ’steelblue3 ’,

368 density = 40, main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F, xlab = ’’,

369 ylim = c(0, 0.05))

370 box(bty = ’o’)

371 axis(1, seq (233.5 , 268.5, by = 7))

372 axis(2, las = 1)

373 lines(density(radius.LRM), col = ’steelblue4 ’, lwd = 2)

374 abline(v = median(radius.LRM , type = 5), col = ’red’, lwd = 2, lty = 2)

375 mtext(’délka vřetennı́ kosti z pravé strany (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

376

377 boxplot(radius.LRM , col = ’azure2 ’, horizontal = T, border = ’steelblue4 ’,

378 medcol = ’red’, medlty = 2, medlwd = 2,

379 xlab = ’délka vřetennı́ kosti z pravé strany (v mm)’)

Grafická vizualizace uvedená na obrázku 13 taktéž nehovoř́ı př́ılǐs jednoznačně. Z graf̊u rozhodně neńı patrná
zřejmá symetrie, ale na typický př́ıpad asymetrických dat okolo mediánu to také nevypadá. Jde tedy skutečně
o hraničńı př́ıpad a jakékoli rozhodnut́ı na základě grafické vizualizace by mohlo být naprosto subjektivńı.
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Obrázek 13: Histogram a krabicový diagram délek vřetenńı kost́ı z pravé strany u skelet̊u mužského pohlav́ı

I s takto spornými př́ıpady se však v praxi můžeme běžně setkat a je dobré být na ně připravený. V tomto
př́ıpadě podpoř́ıme závěr Miaové testu a Miraové testu a hypotézu o symetrii nezamı́táme. Důvodem našeho
rozhodnut́ı je fakt, že dva ze tř́ı provedených test̊u hypotézu o symetrii náhodného výběru nezamı́tly a třet́ı test
hypotézu zamı́tl hraničně. Grafická vizualizace potom nevykazuje závažné porušeńı symetrického charakteru
naměřených dat.

5. Interpretace výsledk̊u
Datový soubor délek vřetenńıch kosti z pravé strany u muž̊u pohřbených v oblasti Indian Knoll pocháźı z
rozděleńı symetrického okolo mediánu.

F
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6.4 Test o shodě distribučńıch funkćı dvou náhodných výběr̊u

Předpokládejme nyńı, že máme dva náhodné výběry a chceme otestovat hypotézu a shodě středńıch hodnot těchto
dvou náhodných výběr̊u. Pocháźı-li oba náhodné výběry z normálńıho rozděleńı, použijeme na test hypotézy o shodě
středńıch hodnot těchto výběr̊u parametrický dvouvýběrový test, a to konkrétně bud’ klasický dvouvýběrový t-test
(viz sekce ??) nebo dvouvýběrový t-test s Welchovou aproximaćı stupň̊u volnosti (viz sekce ??). Naopak, nepocháźı-li
alespoň jeden z náhodných výběr̊u z normálńıho rozděleńı, nemůžeme dvouvýběrové parametrické testy z kapitoly
?? použ́ıt, a muśıme použ́ıt některý z neparametrických test̊u uvedených v kapitole ??. Konkrétně voĺıme bud’

Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test (viz sekce ?? pro exaktńı variantu testu a sekce ?? pro asymptotickou variantu testu),
nebo Mann̊uv-Whitneẙuv dvouvýběrový test (viz sekce ??). Předpokladem obou uvedených neparametrických test̊u
je pouhá shoda distribučńıch funkćı obou náhodných výběr̊u, přičemž je povolené, aby se distribučńı funkce navzájem
lǐsily pouze posunut́ım. Naštěst́ı pro nás bývá tento předpoklad ve valné většině př́ıpad̊u splněn. Málokdy v reálných
situaćıch docháźı k tomu, že se tvary distribučńıch funkćı porovnávaných náhodných výběr̊u statisticky významně
lǐśı. V př́ıpadě, že by však předpoklad shody distribučńıch funkćı dvou porovnávaných náhodných výběr̊u přeci
jen nebyl splněn, museli bychom hledat metodu vhodnou na porovnáńı takovýchto výběr̊u v řadách pokročilých
statistických metod.

Necht’ X11, . . . X1n1
, n1 ≥ 2 je náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F1(x) a X21, . . . , X2n2

,
n2 ≥ 2 je na něm nezávislý náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F2(x). Na hladině významnosti
α = 0.05 testujeme hypotézu H0: Distribučńı funkce F1(x) a F2(x) se lǐśı pouze posunut́ım o vzdálenost ∆. oproti H1:
Distribučńı funkce F1(x) a F2(x) se nelǐśı pouze posunut́ım o vzdálenost ∆. Matematické ekvivalenty zápisu nulové a
alternativńı hypotézy definujeme právě pomoćı distribučńıch funkćı, tj. H0 : F1(x) = F2(x+∆),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R,
oproti H1 : F1(x) 6= F2(x + ∆), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R. Graficky je ukázka dvou distribučńıch funkćı
lǐśıćıch se pouze posunut́ım o vzdálenost ∆ a dvou distribučńıch funkćı lǐśıćıch se i jinak než pouhým posunut́ım o
vzdálenost ∆ vyobrazena na obrázku 14.
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Obrázek 14: Ukázka dvojice distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (a) lǐśıćıch se pouze posunut́ım o vzdálenost ∆ = 5;
(b) lǐśıćıch se v́ıce než pouhým posunut́ım o vzdálenost ∆ = 5

Proces testováńı nulové hypotézy o shodě dvou distribučńıch funkćı s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆ bude
sestávat ze dvou krok̊u. V prvńım kroku odstrańıme vliv posunut́ı mezi oběma náhodnými výběry, a tedy také mezi
jim př́ıslušnými distribučńımi funkcemi, metodou centrováńı (viz sekce ???). Tuto metodu aplikujeme zvlášt’ na
každý náhodný výběr. Připomeňme, že centrováńı náhodného výběru doćıĺıme tak, že z hodnot náhodného výběru
vypoč́ıtáme aritmetický pr̊uměr, který následně odečteme od každé naměřené hodnoty náhodného výběru. V druhém
kroku potom distribučńı funkce obou centrovaných náhodných výběr̊u (F1c(x) a F2c(x)) podrob́ıme Kolmogorovu-
Smirnovovu testu (K-S testu) o shodě dvou distribučńıch funkćı. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme nulovou
hypotézu H0 : Distribučńı funkce obou centrovaných náhodných výběr̊u jsou shodné., tj. H0 : F1c(x) = F2c(x),∀x ∈ R
oproti H1 : Distribučńı funkce obou centrovaných náhodných výběr̊u nejsou shodné., tj. H0 : F1c(x) 6= F2c(x) pro
nějaké x ∈ R. Algoritmus Kolmogorova-Smirnovova testu zde detailněji rozeb́ırat nebudeme. Test provedeme pomoćı
funkce ks.test() implementované v základńı knihovně stats. Funkce ks.test() má dva povinné vstupńı argumenty.
Prvńım povinným argumentem je vektor naměřených hodnot prvńıho náhodného výběru x, druhým povinným ar-
gumentem je vektor naměřených hodnot druhého náhodného výběru y. Nepovinným argumentem funkce je potom
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argument alternative umožňuj́ıćı volbu alternativńı hypotézy (oboustranná alternativa (alternative = ’two.sided’; de-
faultńı nastaveńı) odpov́ıdaj́ıćı alternativńı hypotéze H11 : F1c(x) 6= F2c(x), pravostranná alternativa (alternative =
’greater’) odpov́ıdaj́ıćı alternativńı hypotéze H12 : F1c(x) ≥ F2c(x) nebo levostranná alternativa (alternative = ’less’)
odpov́ıdaj́ıćı alternativńı hypotéze H13 : F1c(x) ≤ F2c(x). Posledńım nepovinným argumentem je argument exact,
kterým určujeme, zda v př́ıpadě jednostranných alternativńıch hypotéz bude p-hodnota Kolmogorova-Smirnovova
testu vypoč́ıtána exaktně (exact = T), nebo asymptoticky (exact = F). Vzhledem k tomu, že pro naše účely budeme
využ́ıvat pouze oboustrannou alternativńı hypotézu, neńı třeba ve funkce ks.test() argumenty alternative a exact
jakkoli specifikovat.

Graficky shodu distribučńıch funkćı dvou náhodných výběr̊u s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆ vizualizujeme
pomoćı dvojice histogramů zakreslených do jednoho grafu, přičemž každý histogram bude superponován vlastńı
křivkou jádrového odhadu funkce hustoty. Z kapitoly ??? v́ıme že, distribučńı funkce F (x) a hustota f(x) jsou
navzájem velmi úzce spjaté. Pokud tedy histogramy, potažmo křivky jádrových odhad̊u hustot maj́ı podobný tvar
(s výjimkou posunut́ı), budou i distribučńı funkce obou náhodných výběr̊u podobné (opět s výjimkou posunut́ı).
Naopak výrazná odlǐsnost v histogramech, potažmo v křivkách jádrových odhad̊u hustot ukazuje též na odlǐsnost
distribučńıch funkćı obou náhodných výběr̊u. Druhým grafem vizualizuj́ıćım mı́ru shody distribučńıch funkćı dvou
náhodných výběr̊u s výjimkou posunut́ı bude potom př́ımo graf zobrazuj́ıćı dvojici výběrových distribučńıch funkćı.
Z tohoto grafu bude potom na prvńı pohled patrná podobnost či odlǐsnost distribučńıch funkćı obou náhodných
výběr̊u.
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Př́ıklad 6.13. Test o shodě distribučńıch funkćı dvou náhodných výběr̊u
Mějme datový soubor 21-goldman-measures.csv obsahuj́ıćı údaje o délce stehenńı kosti z pravé strany (femur.LR) a z
levé strany (femur.LL) u skelet̊u mužského a ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı Pueblo Bonito a Puye z oblasti Nového
Mexika. Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, o shodě distribučńıch funkćı délky stehenńı kosti z
levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı Pueblo Bonito a Puye.

Řešeńı př́ıkladu 6.13
Nejprve pomoćı př́ıkazu read.delim() načteme datový soubor 21-goldman-measures.csv. Z načtených dat vybereme
naměřené hodnoty délky stehenńı kosti z levé strany femur.LL skelet̊u ženského pohlav́ı (sex == ’f’) z pohřebǐstě
Pueblo Bonito (pop == ’Pueblo Bonito, Chaco Canyon’) a vlož́ıme je do proměnné femur.LFPB. Analogicky vytvoř́ıme
vektor femur.LFP obsahuj́ıćı naměřené hodnoty délky stehenńı kosti femur.LL skelet̊u ženského pohlav́ı (sex ==
’f’) z pohřebǐstě Puye (pop == ’Puye’). Z obou vektor̊u odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı př́ıkazem na.omit() a
pomoćı př́ıkaz̊u length(), range() a mean() zjist́ıme rozsahy obou náhodných výběr̊u a rozpět́ı a aritmetický pr̊uměr
naměřených hodnot.

380 data <- read.delim(’00-Data//21-goldman -measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

381 femur.LFPB <- na.omit(data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Pueblo Bonito , Chaco Canyon ’,

382 ’femur.LL’])

383 femur.LFP <- na.omit(data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Puye’, ’femur.LL’])

384 n1 <- length(femur.LFPB) # 7

385 n2 <- length(femur.LFP) # 12

386 range(femur.LFPB) # 408 -439

387 range(femur.LFP) # 368 -410

388 m1 <- mean(femur.LFPB) # 427.3571

389 m2 <- mean(femur.LFP) # 391.25

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty délky stehenńı kosti z levé strany u 7 skelet̊u ženského pohlav́ı z
pohřebǐstě Pueblo Bonito a u 12 skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐstě Puye. Naměřené délky stehenńıch kost́ı
u skelet̊u z oblasti Pueblo Bonito se realizuj́ı v okoĺı aritmetického pr̊uměru 427.3571 mm v rozmeźı 408-439 mm.
Naměřené délky stehenńıch kost́ı u skelet̊u z oblasti Puye se realizuj́ı v okoĺı aritmetického pr̊uměru 391.25 mm v
rozmeźı 368-410 mm.

Na základě výše uvedených údaj̊u můžeme konstatovat, že máme k dispozici náhodný výběr X11, X12, . . . X1n1
,

n1 = 7, popisuj́ıćı délku stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐstě Pueblo Bonito.
Náhodná veličina X11 popisuje délku stehenńı kosti z levé strany u prvńıho skeletu ženského pohlav́ı, . . . , náhodná
veličina X17 popisuje délku stehenńı kosti z levé strany u sedmého skeletu ženského pohlav́ı. Předpokládejme nyńı,
že tento náhodný výběr pocháźı z nějakého nám neznámého rozděleńı L(θ1) s distribučńı funkćı F1(x). Dále máme
k dispozici náhodný výběr X21, X22, . . . X2n2

, n2 = 12, popisuj́ıćı délku stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u
ženského pohlav́ı z pohřebǐstě Puye. Náhodná veličina X21 popisuje délku stehenńı kosti z levé strany u prvńıho
skeletu ženského pohlav́ı, . . . , náhodná veličina X112 popisuje délku stehenńı kosti z levé strany u dvanáctého
skeletu ženského pohlav́ı. Předpokládejme, že tento náhodný výběr pocháźı z nějakého nám neznámého rozděleńı
L(θ2) s distribučńı funkćı F2(x). Na hladině významnosti α = 0.05 chceme v souladu se zadáńım testovat nulovou
hypotézu o shodě distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x), přičemž je dovoleno, aby se distribučńı funkce lǐsily pouze
posunut́ım o vzdálenost ∆. Testováńı provedeme v posloupnosti pěti krok̊u pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu
impementovaného v funkci ks.test().

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Distribučńı funkce délky stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı Pueblo
Bonito a Puye se lǐśı pouze posunut́ım o vzdálenost ∆.
H1 : Distribučńı funkce délky stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı Pueblo
Bonito a Puye se nelǐśı pouze posunut́ım o vzdálenost ∆.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : F1(x) = F2(x+ ∆),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R.
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H1 : F1(x) 6= F2(x+ ∆), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R.

2. Volba hladiny významnosti
Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Z úvodńıho rozboru př́ıkladu v́ıme, že náhodný výběr délek stehenńıch kost́ı skelet̊u z pohřebǐstě Pueblo
Bonito se pohybuje okolo hodnoty 427.3571 mm, zat́ımco náhodný výběr skelet̊u z pohřebǐstě Puye se pohybuje
okolo hodnoty 391.25 mm. Před otestováńım nulové hypotézy muśıme nejprve zajistit, aby rozd́ılné polohy
obou náhodných výběr̊u negativně neovlivnily výsledek testu o shodě obou distribučńıch funkćı (s výjimkou
posunut́ı). Vliv rozd́ılné polohy eliminujeme metodou centrováńı. Náhodný výběr délek stehenńıch kost́ı u
skelet̊u z oblasti Pueblo Bonito X11, . . . X1n1 centrujeme tak, že od každé hodnoty tohoto náhodného výběru
odečteme hodnotu aritmetického pr̊uměru 427.3571 mm. Źıskáme tak náhodný výběr centrovaných náhodných
veličin X11,c, . . . X1n1,c.

X11,c = X11 −m1 = 408.0− 427.3571 = −19.357143

X12,c = X12 −m1 = 439.0− 427.3571 = 11.642857

X13,c = X13 −m1 = 421.0− 427.3571 = −6.357143

X14,c = X14 −m1 = 436.5− 427.3571 = 9.142857

X15,c = X15 −m1 = 429.0− 427.3571 = 1.642857

X16,c = X16 −m1 = 435.0− 427.3571 = 7.642857

X17,c = X17 −m1 = 423.0− 427.3571 = −4.357143

Analogicky centrujeme náhodný výběr délek stehenńıch kost́ı u skelet̊u z oblasti Puye X21, . . . X2n2
tak, že od

každé hodnoty tohoto náhodného výběru odečteme hodnotu aritmetického pr̊uměru 391.25 mm. Źıskáme tak
náhodný výběr centrovaných náhodných veličin X21,c, . . . X2n2,c.

X21,c = X21 −m2 = 378.0− 391.25 = −13.25

X22,c = X22 −m2 = 398.0− 391.25 = 6.75

...

X212,c = X212 −m2 = 394.5− 391.25 = 3.25

Procesem centrováńı jsme doćılili toho, že se hodnoty obou centrovaných náhodných výběr̊u X11,c, . . . X1n1,c

a X21,c, . . . X2n2,c realizuj́ı okolo nuly. Konkrétně aritmetický pr̊uměr centrovaných délek stehenńıch kost́ı z
pohřebǐstě Pueblo Bonito je roven hodnotě 2.4361×10−14 mm zat́ımco aritmetický pr̊uměr centrovaných délek
stehenńıch kost́ı z pohřebǐstě Puye je roven přesně 0 mm. Nyńı si ukažme, jak lze vytvořit vektory centrovaných
délek stehenńıch kost́ı z pohřebǐstě Pueblo Bonito (femur.LFPB.c) a z pohřebǐstě Puye (femur.LFP.c) pomoćı

softwaru .

390 femur.LFPB.c <- femur.LFPB - m1

391 femur.LFP.c <- femur.LFP - m2

392 mean(femur.LFPB.c) # 2.436147e-14

393 mean(femur.LFP.c) # 0

V tomto okamžiku je vhodné si uvědomit, že nahrazeńım p̊uvodńıch náhodných výběr̊u jejich centrovanými
náhodnými výběry a následným aplikováńım Kolmogorova-Smirnovova testu právě na tyto centrované náhodné
výběry docháźı k modifikaci p̊udovńı nulové hypotézy (a tedy také p̊uvodńı alternativńı hypotézy) na následuj́ıćı
zněńı:
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• slovńı formulace modifikované nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Distribučńı funkce centrované délky stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı
Pueblo Bonito a Puye jsou shodné.
H1 : Distribučńı funkce centrované délky stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı
Pueblo Bonito a Puye nejsou shodné.

• matematická formulace modifikované nulové a alternativńı hypotézy
H0 : F1c(x) = F2c(x),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R.
H1 : F1c(x) 6= F2c(x), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R.

Nyńı otestujeme modifikovanou nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı centrovaných náhodných
výběr̊u pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu. T́ım, že mı́sto na p̊uvodńı náhodné výběry aplikujeme Kol-
mogor̊uv-Smirnov̊uv test právě na centrované náhodné výběry, kde je již vliv posunut́ı odfiltrovný, snadno
zjist́ıme, zda se distribučńı funkce p̊uvodńıch náhodných výběr̊u lǐśı jinak než posunut́ım. Kolmogor̊uv-
Smirnov̊uv test provedeme pomoćı funkce ks.test(). Vstupńımi argumenty funkce budou pouze vektory centro-
vaných náhodných výběr̊u femur.LFPB.c a femur.LFP.c. Jak jsme uvedli výše, daľśı argumenty funkce ks.test,
jako jsou alternative a exact neńı nutné specifikovat. Výstupem funkce ks.test() je přesný název použitého testu
(Two-sample Kolmogorov-Smirnov test), přesné názvy proměnných použitých pro testováńı (femur.LFPB.c a
femur.LFP.c), hodnota testovaćı statistiky K-S testu (D = 0.25), p-hodnota testu (p-value = 0.8869) a zvolená
alternativńı hypotéza (alternative hypothesis: two-sided; defaultńı nastaveńı použité v př́ıpadě, že argument
alternative neńı specifikován).

394 ks.test(femur.LFPB.c, femur.LFP.c)

395
396Two -sample Kolmogorov -Smirnov test

397
398data: femur.LFPB.c and femur.LFP.c

399D = 0.25, p-value = 0.8869

400alternative hypothesis: two -sided

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.8869 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Tvary hustot obou náhodných výběr̊u (ze kterých potom vycháźı také tvar distribučńıch funkćı) zobraźıme
pomoćı dvojice histogramů vykreslené do jednoho obrázku. Každý histogram bude superponován křivkou
jádrového odhadu hustoty. Pro tento účel roztř́ıd́ıme náhodný výběr délek stehenńıch kost́ı z pohřebǐstě
Pueblo Bonito do čtyř ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 8 mm prostřednictv́ım hranic 408, 416, . . . ,
440 mm a náhodný výběr délek stehenńıch kost́ı z pohřebǐstě Puye do pěti ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u
o š́ı̌rce 9 mm prostřednictv́ım hranic 366, 375, . . . , 410 mm. Protože histogramy nemaj́ı stejné středy tř́ıdićıch
interval̊u, poruš́ıme v tomto př́ıpadě konvenčńı pravidlo stanovuj́ıćı, že měř́ıtko osy x zobrazuje hodnoty střed̊u
tř́ıdićıch interval̊u. Aby byl graf přehledný zvoĺıme na výplň sloupc̊u každého histogramu barvu s určitou mı́rou
pr̊uhlednosti. K tomu využijeme funkci rgb() z knihovny grDevices. V syntaxi funkce rgb() budeme specifikovat
hodnoty čtyř vstupńıch parametr̊u. Specifikováńım argumentu red určujeme množstv́ı červené barvy, která
se pod́ıĺı na vzniku barvy finálńı. Hodnotu argumentu red voĺıme z intervalu 〈0; 1〉, přičemž č́ım je tato
hodnota bližš́ı nule, t́ım menš́ı je pod́ıl červené barvy na finálńı barvě. Analogicky definujeme pod́ıl zelené
barvy (argument green) a pod́ıl modré barvy (argument blue) na finálńı barvě. Konečně, specifikaćı argumentu
alpha definujeme mı́ru pr̊uhlednosti výsledné barvy. Hodnotu argumentu alpha voĺıme opět z intervalu 〈0; 1〉,
přičemž č́ım je hodnota argumentu alpha bližš́ı nule, t́ım v́ıce bude finálńı barva pr̊uhledná. V kombinaci s
argumentem density = 80 v př́ıkazu hist() doporučujeme pro dosažeńı optimálńı mı́ry pr̊uhlednosti histogramů
nastavit hodnotu argumentu alpha = 0.2.

Druhým vykresleným grafem bude graf výběrových distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x). Hodnoty výběrové dis-
tribučńı funkce F1(x) pro délky stehenńıch kost́ı z pohřebǐstě Pueblo Bonito vypoč́ıtáme pomoćı funkce ecdf()
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401 par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)

402 hist(femur.LFPB , breaks = seq(408, 440, by = 8), prob = T,

403 col = grDevices ::rgb(1, 0, 0, alpha = 0.2), density = 80,

404 main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F, xlab = ’’,

405 ylim = c(0, 0.06), xlim = c(365, 442))

406 box(bty = ’o’)

407 axis(1, seq(360, 450, by = 10))

408 axis(2, las = 1)

409 lines(density(femur.LFPB), col = ’red’, lwd = 2)

410 mtext(’délka stehennı́ kosti z levé strany (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

411

412 hist(femur.LFP , breaks = seq(366, 411, by = 9), prob = T, density = 80,

413 col = grDevices ::rgb(0, 0, 1, alpha = 0.2), add = T)

414 lines(density(femur.LFP), col = ’blue’, lwd = 2)

415

416 legend(’topleft ’, fill = c(rgb(1, 0, 0, 0.4), rgb(0, 0, 1, 0.4)),

417 legend = c(’Pueblo Bonito ’, ’Puye’), bty = ’n’)

aplikované na vektor naměřených hodnot femur.LFPB. Př́ıkazem plot(ecdf(femur.LFPB)) rovnou vykresĺıme
graf zobrazuj́ıćı křivku výběrové distribučńı funkce F1(x). Finálńı vzhled grafu dolad́ıme specifikaćı známých
argument̊u, jako jsou např́ıklad argumenty col, pch, cex, lwd, lty, xlim, xlab, ylab, las, apod. Poznamenejme, že
graf rovnou připravujeme také pro vykresleńı křivky výběrové distribučńı funkce F2(x) pro data z pohřebǐstě
Puye. Proto je nutné v př́ıkazu plot() zadat rozsah osy x natolik široký, aby se do něj křivka výběrové dis-
tribučńı funkce F2(x) vešla (např́ıklad nastaveńı argumentu xlim = c(365, 442)). Hodnoty výběrové distribučńı
funkce F2(x) pro délky stehenńıch kost́ı z pohřebǐstě Puye opět vypoč́ıtáme pomoćı funkce ecdf() aplikované
tentokrát na vektor naměřených hodnot femur.LFP. Př́ıkazem lines(ecdf(femur.LFP)) doplńıme křivku výběrové
distribučńı funkce F2(x) do stávaj́ıćıho grafu. Finálńı vzhled křivky dolad́ıme např́ıklad specifikaćı argument̊u
col, pch, lwd, lty, apod.

418 plot(ecdf(femur.LFPB), col = ’red’, main = ’’, ylab = ’F(x)’,

419 xlab = ’’, las = 1, lwd = 1, cex = 0.4, xlim = c(365, 442))

420 lines(ecdf(femur.LFP), col = ’blue’, lwd = 1, cex = 0.4)

421 mtext(’délka stehennı́ kosti z levé strany ’, side = 1, line = 2.2)

422

423 legend(’topleft ’, lwd = 2, col = c(’red’, ’blue’),

424 legend = c(’Pueblo Bonito ’, ’Puye’), bty = ’n’ )

Grafická vizualizace uvedená na obrázku 15 podporuje výsledek testováńı. Histogramy i jádrové odhady
hustoty obou výběr̊u jsou si tvarem velmi podobné. Taktéž křivky výběrových distribučńıch funkćı maj́ı
podobný tvar.

5. Interpretace výsledk̊u
Distribučńı funkce délky stehenńı kosti z levé strany u skelet̊u ženského pohlav́ı z pohřebǐst́ı Pueblo Bonito a
Puye se lǐśı pouze posunut́ım.

F
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Obrázek 15: Histogramy (vlevo) a distribučńı funkce (vpravo) náhodných výběr̊u délek stehenńıch kost́ı z levé strany
u skelet̊u ženského pohlav́ı (a) z pohřebǐstě Pueblo Bonito (červená barva); (b) z pohřebǐstě Puye (modrá barva)
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Př́ıklad 6.14. Test o shodě distribučńıch funkćı dvou náhodných výběr̊u
Mějme datový soubor 05-one-sample-correlation-skull-mf.txt obsahuj́ıćı údaje o největš́ı výšce mozkovny (skull.pH) a
morfologické výšce tváře (face.H) u jedinc̊u starověké egyptské populace (viz dekce ??). Na hladině významnosti
α = 0.05 testujte hypotézu, o shodě distribučńıch funkćı morfologické výšky tváře u muž̊u a žen starověké egyptské
populace.

Řešeńı př́ıkladu 6.14
Nejprve načteme datový soubor 05-one-sample-correlation-skull-mf.txt. Z načtených dat vybereme naměřené hodnoty
morfologické výšky tváře face.H muž̊u sex == ’m’ a vlož́ıme je do proměnné (face.HM). Analogicky vytvoř́ıme vektor
face.HF obsahuj́ıćı naměřené hodnoty morfologické výšky tváře face.H žen (sex == ’f’). Z obou vektor̊u odstrańıme
chyběj́ıćı pozorováńı (na.omit()) a zjist́ıme rozsahy (length()), rozpět́ı naměřených hodnot (range()) a aritmetické
pr̊uměry (mean()) obou náhodných výběr̊u.

425 data <- read.delim(’00-Data//05-one -sample -correlation -skull -mf.txt’)

426 face.HM <- na.omit(data[data$sex == ’m’, ’face.H’])

427 face.HF <- na.omit(data[data$sex == ’f’, ’face.H’])

428 n.M <- length(face.HM) # 166

429 n.F <- length(face.HF) # 80

430 range(face.HM) # 85-136

431 range(face.HF) # 95-119

432 m1 <- mean(face.HM) # 114.5361

433 m2 <- mean(face.HF) # 107.5625

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty morfologické výšky tváře u 166 muž̊u a 80 žen starověké egyptské po-
pulace. Naměřené morfologické výšky tváře muž̊u se pohybuj́ı v rozmeźı 85-136 mm okolo hodnoty 114.5361 mm.
Naměřené morfologické výšky tváře žen se pohybuj́ı v rozmeźı 95–119 mm okolo hodnoty 107.5625 mm.

K dispozici máme tentokrát náhodný výběr X11, X12, . . . X1n1
, n1 = 166, popisuj́ıćı morfologickou výšku tváře

u muž̊u. Náhodná veličina X11 popisuje morfologickou výšku tváře prvńıho muže, . . . , náhodná veličina X1166

popisuje morfologickou výšku tváře u 166. muže. Předpokládejme, že náhodný výběr morfologické výšky tváře muž̊u
pocháźı z nějakého nám neznámého rozděleńı L(θ1) s distribučńı funkćı F1(x). Dále máme k dispozici náhodný
výběr X21, X22, . . . X2n2 , n2 = 80, popisuj́ıćı morfologickou výšku tváře u žen. Náhodná veličina X21 popisuje
morfologickou výšku tváře prvńı ženy, . . . , náhodná veličina X180 popisuje morfologickou výšku tváře 80. ženy.
Předpokládejme, že náhodný výběr morfologické výšky tváře žen pocháźı z nějakého nám neznámého rozděleńı
L(θ2) s distribučńı funkćı F2(x). Na hladině významnosti α = 0.05 chceme ze zadáńı testovat nulovou hypotézu o
shodě distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x), přičemž je dovoleno, aby se distribučńı funkce lǐsily pouze posunut́ım o
vzdálenost ∆. Testováńı provedeme v posloupnosti pěti krok̊u pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Distribučńı funkce morfologické výšky tváře muž̊u a žen starověké egyptské populace se lǐśı pouze
posunut́ım o vzdálenost ∆.
H1 : Distribučńı funkce morfologické výšky tváře muž̊u a žen starověké egyptské populace se nelǐśı pouze
posunut́ım o vzdálenost ∆.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : F1(x) = F2(x+ ∆),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R.
H1 : F1(x) 6= F2(x+ ∆), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R.

2. Volba hladiny významnosti
Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Z úvodńıho rozboru př́ıkladu v́ıme, že náhodný výběr morfologické výšky tváře muž̊u se pohybuje okolo
hodnoty 114.5361 mm, zat́ımco náhodný výběr morfologické výšky tváře žen se pohybuje okolo hodnoty
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107.5625 mm. Před otestováńım nulové hypotézy muśıme zajistit, aby rozd́ılné polohy obou náhodných výběr̊u
negativně neovlivnily výsledek testu o shodě obou distribučńıch funkćı (s výjimkou posunut́ı). Oba náhodné
výběry tedy metodou centrováńı posuneme do nuly. Nejprve od každé naměřené hodnoty morfologické výšky
tváře muž̊u X11, . . . X1n1

odečteme hodnotu aritmetického pr̊uměru 114.5361 mm. Źıskáme tak náhodný výběr
centrovaných náhodných veličin X11,c, . . . X1n1,c.

X11,c = X11 −m1 = 123− 114.5361 = 8.4639

X12,c = X12 −m1 = 112− 114.5361 = −2.5361

...

X1166,c = X1166 −m1 = 107− 114.5361 = −7.5361

Analogicky od každé naměřené hodnoty morfologické výšky tváře žen X21, . . . X2n2
odečteme hodnotu aritme-

tického pr̊uměru 107.5625 mm, č́ımž źıskáme náhodný výběr centrovaných náhodných veličin X21,c, . . . X2n2,c.

X21,c = X21 −m2 = 112− 107.5625 = 4.4375

X22,c = X22 −m2 = 104− 107.5625 = −3.5625

...

X280,c = X280 −m2 = 111− 107.5625 = 3.4375

Jak jsme uvedli výše, procesem centrováńı jsme doćılili toho, že se hodnoty obou centrovaných náhodných
výběr̊u X11,c, . . . X1n1,c a X21,c, . . . X2n2,c realizuj́ı okolo nuly. Konkrétně aritmetický pr̊uměr centrovaných
morfologických výšek tváře muž̊u je roven hodnotě −2.2267× 10−15 mm zat́ımco aritmetický pr̊uměr centro-
vaných morfologických výšek tváře žen je roven přesně 0 mm. Nyńı vytvoř́ıme vektory centrovaných morfolo-
gických výšek tváře muž̊u (face.HM.c) a žen (face.HF.c) pomoćı softwaru .

434 face.HM.c <- face.HM - m1

435 face.HF.c <- face.HF - m2

436 mean(face.HM.c) # -2.226727e-15

437 mean(face.HF.c) # 0

Nahrazeńım p̊uvodńıch náhodných výběr̊u jejich centrovanými náhodnými výběry a následným aplikováńım
Kolmogorova-Smirnovova testu právě na tyto centrované náhodné výběry docháźı k modifikaci p̊uvodńı nulové
a alternativńı hypotézy na následuj́ıćı zněńı:

• slovńı formulace modifikované nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Distribučńı funkce centrované morfologické výšky tváře muž̊u a žen starověké egyptské poulace jsou
shodné.
H1 : Distribučńı funkce centrované morfologické výšky tváře muž̊u a žen starověké egyptské populace
nejsou shodné.

• matematická formulace modifikované nulové a alternativńı hypotézy
H0 : F1c(x) = F2c(x),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R.
H1 : F1c(x) 6= F2c(x), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R.

Nyńı otestujeme modifikovanou nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı centrovaných náhodných
výběr̊u pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu. T́ım, že mı́sto na p̊uvodńı náhodné výběry aplikujeme Kol-
mogor̊uv-Smirnov̊uv test právě na centrované náhodné výběry, kde je již vliv posunut́ı odfiltrovný, snadno

50



zjist́ıme, zda se distribučńı funkce p̊uvodńıch náhodných výběr̊u lǐśı jinak než posunut́ım. Kolmogor̊uv-
Smirnov̊uv test provedeme pomoćı funkce ks.test(). Vstupńımi argumenty funkce budou vektory centrovaných
náhodných výběr̊u face.HM.c a face.HF.c. Daľśı agrumenty neńı třeba specifikovat. Ze všech výstup̊u funkce
ks.test() je pro nás nejrelevantněǰśı hodnota testovaćı statistiky (D = 0.12063) a p-hodnota (p-value = 0.4119).

438 ks.test(face.HM.c, face.HF.c)

439
440Two -sample Kolmogorov -Smirnov test

441
442data: face.HM.c and face.HF.c

443D = 0.12063 , p-value = 0.4119

444alternative hypothesis: two -sided

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.4119 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Poznámka: Výstup funkce ks.test() je tentokrát doprovázen varovnou hláškou Warning message: In ks.test(
face.HM.c, face.HF.c): p-value will be approximate in the presence of ties. Hláška nás upozorňuje na to, naměřené
hodnoty v alespoň jednom ze dvou náhodných výběr̊u obsahuj́ı shodná měřeńı (ties) v jejichž d̊usledku byla
p-hodnota testu vypoč́ıtána aproximaticky, namı́sto exaktně. Aproximatický výpočet byl v tomto př́ıpadě
umožněn, protože rozsahy obou náhodných výběr̊u jsou dostatečně vysoké. Použit́ı aproximatické metody
na výpočet p-hodnoty nám však nijak nevad́ı, proto varovnou hlášku sice bereme na vědomı́, ale praktický
d̊usledek z ńı pro nás nevyplývá.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Tvary hustot obou náhodných výběr̊u zobraźıme pomoćı dvojice histogramů superponovaných př́ıslušnými
křivkami jádrových odhad̊u hustoty a pomoćı grafu dvojice distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (viz obrázek
16). Pro účel vykresleńı histogramů roztř́ıd́ıme náhodný výběr morfologických výšek tváře muž̊u do osmi
ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 7 mm prostřednictv́ım hranic 82, 89, . . . , 138 mm a náhodný výběr
morfologických výšek tváře žen do sedmi ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 3 mm prostřednictv́ım hra-
nic 93, 96, . . . , 121 mm. Oba histogramy opět vybarv́ıme pr̊uhlednými barvami vytvořenými prostřednictv́ım
funkce rgb() z knihovny grDevices. Uvnitř funkce rgb() opět specifikujeme argumenty red, green, blue a alpha.

445 par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)

446 hist(face.HM , breaks = seq(82, 138, by = 7), prob = T,

447 col = grDevices ::rgb(1, 0, 0, alpha = 0.2), density = 80,

448 main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F, xlab = ’’,

449 ylim = c(0, 0.08), xlim = c(80, 140))

450 box(bty = ’o’)

451 axis(1, seq(80, 140, by = 10))

452 axis(2, las = 1)

453 lines(density(face.HM), col = ’red’, lwd = 2)

454 mtext(’morfologická výška tváře (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

455

456 hist(face.HF , breaks = seq(93, 121, by = 3), prob = T, density = 80,

457 col = grDevices ::rgb(0, 0, 1, alpha = 0.2), add = T)

458 lines(density(face.HF), col = ’blue’, lwd = 2)

459

460 legend(’topleft ’, fill = c(rgb(0, 0, 1, 0.4), rgb(1, 0, 0, 0.4)),

461 legend = c(’muži ’, ’ ženy’), bty = ’n’)

Druhým vykresleným grafem bude graf výběrových distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x). Hodnoty výběrové
distribučńı funkce F1(x) pro morfologické výšky tváře muž̊u vypoč́ıtáme pomoćı funkce ecdf() aplikované na
vektor naměřených hodnot face.HM. Př́ıkazem plot(ecdf(face.HM)) rovnou vykresĺıme graf zobrazuj́ıćı křivku
výběrové distribučńı funkce F1(x). Nezapomeneme opět rozš́ı̌rit rozsah osy x tak, aby se do grafu vešla také
křivka výběrové distribučńı funkce F2(x) pro morfologickou výšku tváře žen (např́ıklad nastaveńı argumentu
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xlim = c(80, 140)). Hodnoty výběrové distribučńı funkce F2(x) vypoč́ıtáme opět pomoćı funkce ecdf() apli-
kované tentokrát na vektor naměřených hodnot face.HM. Př́ıkazem lines() potom doplńıme křivku výběrové
distribučńı funkce F2(x) do stávaj́ıćıho grafu.

462 plot(ecdf(face.HM), col = ’red’, main = ’’, ylab = ’F(x)’,

463 xlab = ’’, las = 1, lwd = 1, cex = 0.4, xlim = c(80, 140))

464 lines(ecdf(face.HF), col = ’blue’, lwd = 1, cex = 0.4)

465 mtext(’morfologická výška tváře (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

466

467 legend(’topleft ’, lwd = 2, col = c(’blue’, ’red’),

468 legend = c(’muži ’, ’ ženy’), bty = ’n’ )
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Obrázek 16: Histogramy (vlevo) a distribučńı funkce (vpravo) náhodných výběr̊u morfologických výšek tváře (a)
muž̊u (modrá barva); (b) žen (červená barva)

Grafická vizualizace uvedená na obrázku 16 podporuje výsledek testováńı. Histogramy i jádrové odhady hus-
toty obou výběr̊u jsou si tvarem velmi podobné. Taktéž křivky výběrových distribučńıch funkćı maj́ı podobný
tvar.

Poznámka: V grafu zobrazuj́ıćım výběrové distribučńı funkce by nás mohlo zarazit, že hodnoty výběrové
distribučńı funkce morfologické výšky tváře muž̊u jsou vypoč́ıtány a vykresleny pouze v 35 hodnotách, zat́ımco
p̊uvodńı vektor naměřených morfologických výšek tváře muž̊u je tvořen 166 hodnotami. Je to proto, že soubor
166 naměřených š́ı̌rek dolńı čelisti obsahuje pouze 35 unikátńıch hodnot (zbylých 131 měřeńı nabývaj́ı hodnot
stejných jako některá z 35 unikátńıch hodnot; jde o tzv. duplicitńı hodnoty, které jsou ve funkci ks.test
nazývané právě jako ties). Hodnoty výběrové distribučńı funkce F1(x) jsou z definice poč́ıtány pouze v 35
unikátńıch hodnotách (viz kapitola ???, sekce ???). Analogicky jsou potom hodnoty výběrové distribučńı
funkce morfologické výšky tváře žen vypoč́ıtány a vykresleny pouze ve 24 hodnotách, ačkoli p̊uvodńı vektor
naměřených š́ı̌rek dolńı čelisti je tvořen 80 hodnotami. Soubor 80 naměřených š́ı̌rek dolńı čelisti obsahuje
totiž pouze 24 unikátńıch hodnot, zat́ımco zbylých 56 hodnot je duplicitńıch. Závěrem poznamenejme, že
v předchoźım př́ıkladě 6.13 tento problém nenastal, protože v žádném z obou náhodných výběr̊u nedošlo k
výskytu jediné duplictńı hodnoty.

5. Interpretace výsledk̊u
Distribučńı funkce morfologické výšky tváře muž̊u a žen starověké egyptské populace se lǐśı pouze posunut́ım.

F
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Př́ıklad 6.15. Test o shodě distribučńıch funkćı dvou náhodných výběr̊u
Mějme datový soubor 16-anova-head.txt obsahuj́ıćı údaje o š́ı̌rce dolńı čelisti (bizyg.W) a sexuálńı orientaci (sexor)
u mladých dospělých jedinc̊u (muž̊u a žen), převážně student̊u vysokých škol z Brna a Ostravy (viz sekce ??). Na
hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu o shodě distribučńıch funkćı š́ı̌rky dolńı čelisti u žen s výlučně
heterosexuálńı orientaćı a u žen s jinou sexuálńı orientaćı.

Řešeńı př́ıkladu 6.15
Nejprve načteme datový soubor 16-anova-head.txt. Z datového souboru vybereme naměřené hodnoty š́ı̌rky dolńı
čelisti (bigo.W) žen (sex == ’f’) s výlučně heterosexuálńı orientaćı (sexor == ’op’) a vlož́ıme je do proměnné
bigo.WFO. Analogicky vytvoř́ıme vektor bigo.WFS obsahuj́ıćı naměřené hodnoty š́ı̌rky dolńı čelisti (bigo.W) žen (sex
== ’f’) s jinou sexuálńı orientaćı (sexor == ’sa’). Z obou vektor̊u odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı a zjist́ıme rozsahy
náhodných výběr̊u, rozpět́ı naměřených hodnot a aritmetické pr̊uměry.

469 data <- read.delim(’00-Data//16-anova -head.txt’)

470 bigo.WFO <- na.omit(data[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’op’, ’bigo.W’])

471 bigo.WFS <- na.omit(data[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’sa’, ’bigo.W’])

472 n1 <- length(bigo.WFO) # 62

473 n2 <- length(bigo.WFS) # 23

474 range(bigo.WFO) # 90 -111

475 range(bigo.WFS) # 91 -111

476 m1 <- mean(bigo.WFO) # 99.5

477 m2 <- mean(bigo.WFS) # 103.087

Datový soubor obsahuje údaje o š́ı̌rce dolńı čelisti u 62 žen s heterosexuálńı orientaćı a 23 žen s jinou sexuálńı
orientaćı. Naměřené údaje o š́ı̌rce dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı se pohybuj́ı v rozmeźı 90-111 mm okolo
hodnoty 99.5 mm. Naměřené údaje o š́ı̌rce dolńı čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı se pohybuj́ı v rozmeźı 91–
111 mm okolo hodnoty 103.087 mm.

Náhodný výběr X11, X12, . . . X1n1
, n1 = 62, popisuje š́ı̌rku dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı. Náhodná

veličina X11 popisuje š́ı̌rku dolńı čelisti prvńı ženy, . . . , náhodná veličina X162 popisuje š́ı̌rku dolńı čelisti 62. ženy.
Předpokládejme, že tento náhodný výběr pocháźı z nějakého nám neznámého rozděleńı L(θ1) s distribučńı funkćı
F1(x). Náhodný výběr X21, X22, . . . X2n2 , n2 = 23 popisuje š́ı̌rku dolńı čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı. Náhodná
veličina X21 popisuje š́ı̌rku dolńı čelisti prvńı ženy, . . . , náhodná veličina X123 popisuje š́ı̌rku dolńı čelisti 23. ženy.
Předpokládejme, že tento náhodný výběr pocháźı z nějakého nám neznámého rozděleńı L(θ2) s distribučńı funkćı
F2(x). Na hladině významnosti α = 0.05 chceme testovat nulovou hypotézu o shodě distribučńıch funkćı F1(x) a
F2(x), přičemž je dovoleno, aby se distribučńı funkce lǐsily pouze posunut́ım o vzdálenost ∆. Testováńı provedeme
pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Distribučńı funkce š́ıřky dolńı čelisti žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı a s jinou sexuálńı ori-
entaćı se lǐśı pouze posunut́ım o vzdálenost ∆.
H1 : Distribučńı funkce š́ıřky dolńı čelisti žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı a s jinou sexuálńı ori-
entaćı se nelǐśı pouze posunut́ım o vzdálenost ∆.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : F1(x) = F2(x+ ∆),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R.
H1 : F1(x) 6= F2(x+ ∆), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R.

2. Volba hladiny významnosti
Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı p-hodnotou
Z úvodńıho rozboru př́ıkladu v́ıme, že náhodný výběr š́ı̌rky dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı se
pohybuje okolo hodnoty 99.5 mm, zat́ımco náhodný výběr š́ı̌rky dolńı čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı se
pohybuje okolo hodnoty 103.087 mm. Před otestováńım nulové hypotézy muśıme zajistit, aby rozd́ılné polohy
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obou náhodných výběr̊u negativně neovlivnily výsledek testu o shodě obou distribučńıch funkćı (s výjimkou
posunut́ı). Oba náhodné výběry tedy metodou centrováńı posuneme do nuly.

478 bigo.WFO.c <- bigo.WFO - m1

479 bigo.WFS.c <- bigo.WFS - m2

480 mean(bigo.WFO.c) # 0

481 mean(bigo.WFS.c) # 4.942755e-15

Z nově vypoč́ıtaných aritmetických pr̊uměr̊u vid́ıme, že hodnoty obou centrovaných náhodných výběr̊u X11,c,
. . . , X1n1,c a X21,c, . . . , X2n2,c se skutečně realizuj́ı okolo nuly. Konkrétně aritmetický pr̊uměr centrovaných
š́ı̌rek dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı je roven přesně 0 mm zat́ımco aritmetický pr̊uměr š́ı̌rek dolńı
čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı je roven hodnotě 4.9428× 10−15 mm. Nahrazeńım p̊uvodńıch náhodných
výběr̊u centrovanými náhodnými výběry a následným aplikováńım Kolmogorova-Smirnovova testu právě na
tyto centrované náhodné výběry docháźı k modifikaci p̊uvodńı nulové a alternativńı hypotézy na následuj́ıćı
zněńı:

• slovńı formulace modifikované nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Distribučńı funkce š́ıřky dolńı čelisti žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı a s jinou sexuálńı ori-
entaćı jsou shodné.
H1 : Distribučńı funkce š́ıřky dolńı čelisti žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı a jinou sexuálńı orientaćı
nejsou shodné.

• matematická formulace modifikované nulové a alternativńı hypotézy
H0 : F1c(x) = F2c(x),∀x ∈ R, kde ∆ ∈ R.
H1 : F1c(x) 6= F2c(x), pro nějaké x ∈ R, přičemž ∆ ∈ R.

Nyńı otestujeme modifikovanou nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı centrovaných náhodných
výběr̊u pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu. T́ım, že mı́sto na p̊uvodńı náhodné výběry aplikujeme Kol-
mogor̊uv-Smirnov̊uv test právě na centrované náhodné výběry, kde je již vliv posunut́ı odfiltrovný, snadno
zjist́ıme, zda se distribučńı funkce p̊uvodńıch náhodných výběr̊u lǐśı jinak než posunut́ım. Kolmogor̊uv-
Smirnov̊uv test provedeme pomoćı funkce ks.test(), kterou aplikujeme na vektory centrovaných náhodných
veličin bigo.WFO.c a bigo.WFS.c. Z výstupu funkce ks.test() vid́ıme, že hodnota testovaćı statistiky K-S testu
(D = 0.29453) a p-hodnota (p-value = 0.1089).

482 ks.test(bigo.WFO.c, bigo.WFS.c)

483
484Two -sample Kolmogorov -Smirnov test

485
486data: bigo.WFO.c and bigo.WFS.c

487D = 0.29453 , p-value = 0.1089

488alternative hypothesis: two -sided

Závěr testováńı:
Protože p-hodnota = 0.1089 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Poznámka: Výstup funkce ks.test() je tentokrát doprovázen varovnou hláškou Warning message: In ks.test(
bigo.WFO.c, bigo.WFS.c) : cannot compute exact p-value with ties. Hláška nás upozorňuje na to, že naměřené
hodnoty v alespoň jednom ze dvou náhodných výběr̊u obsahuj́ı shodná měřeńı (ties), v jejichž d̊usledku nebyla
p-hodnota testu vypoč́ıtána exaktně. To nám však pro naše potřeby nijak nevad́ı, proto varovnou hlášku sice
bereme na vědomı́, ale praktický d̊usledek z ńı pro nás nevyplývá.

4. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Tvary hustot obou náhodných výběr̊u zobraźıme pomoćı dvojice histogramů superponovaných př́ıslušnými
křivkami jádrových odhad̊u hustoty a pomoćı grafu dvojice distribučńıch funkćı (viz obrázek 17). Pro účel
vykresleńı histogramů roztř́ıd́ıme náhodný výběr š́ı̌rek dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı do sedmi
ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 3 mm prostřednictv́ım hranic 90, 93, . . . , 111 mm a náhodný výběr
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489 par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)

490 hist(bigo.WFO , breaks = seq(90, 111, by = 3), prob = T,

491 col = grDevices ::rgb(1, 0, 0, alpha = 0.2), density = 80,

492 main = ’’, ylab = ’relativnı́ četnost ’, axes = F, xlab = ’’,

493 ylim = c(0, 0.14), xlim = c(75, 125))

494 box(bty = ’o’)

495 axis(1, seq(80, 120, by = 10))

496 axis(2, las = 1)

497 lines(density(bigo.WFO), col = ’red’, lwd = 2)

498 mtext(’ šı́řka dolnı́ čelisti (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

499

500 hist(bigo.WFS , breaks = seq(91, 111, by = 4), prob = T, density = 80,

501 col = grDevices ::rgb(0, 0, 1, alpha = 0.2), add = T)

502 lines(density(bigo.WFS), col = ’blue’, lwd = 2)

503

504 legend(’topleft ’, fill = c(rgb(0, 0, 1, 0.4), rgb(1, 0, 0, 0.4)),

505 legend = c(’ ženy s heterosexuálnı́ o.’, ’ ženy s jinou sexuálnı́ o.’), bty = ’n’)

š́ı̌rek dolńı čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı do pěti ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 4 mm
prostřednictv́ım hranic 91, 95, . . . , 111 mm.

Druhým vykresleným grafem bude graf výběrových distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x). Hodnoty výběrové
distribučńı funkce F1(x) pro š́ı̌rku dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı vypoč́ıtáme pomoćı funkce ecdf()
aplikované na vektor naměřených hodnot bigo.WFO. Př́ıkazem plot() potom vykresĺıme graf zobrazuj́ıćı křivku
této výběrové distribučńı funkce. Nezapomeneme opět rozš́ı̌rit rozsah osy x tak, aby se do grafu vešla také
křivka výběrové distribučńı funkce F2(x) pro š́ı̌rku dolńı čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı (např́ıklad
nastaveńım argumentu xlim = c(80, 120)). Hodnoty výběrové distribučńı funkce F2(x) vypoč́ıtáme rovněž
pomoćı funkce ecdf() aplikované tentokrát na vektor naměřených hodnot bigo.WFS.

506 plot(ecdf(bigo.WFO), col = ’red’, main = ’’, ylab = ’F(x)’,

507 xlab = ’’, las = 1, lwd = 1, cex = 0.4, xlim = c(80, 120))

508 lines(ecdf(bigo.WFS), col = ’blue’, lwd = 1, cex = 0.4)

509 mtext(’ šı́řka dolnı́ čelisti (v mm)’, side = 1, line = 2.2)

510

511 legend(’topleft ’, lwd = 2, col = c(’blue’, ’red’),

512 legend = c(’ ženy s heterosexuálnı́ o.’, ’ ženy s jinou sexuálnı́ o.’), bty = ’n’)

Z grafu porovnávaj́ıćıho histogramy a jádrové odhady hustot dvou náhodných výběr̊u, který je vykreslen
na obrázku 17, bychom usuzovali sṕı̌se na rozd́ılnost tvar̊u rozděleńı obou náhodných výběr̊u. Histogramy i
křivky jádrových odhad̊u hustot si tvarem př́ılǐs podobné nejsou. Rozd́ılnost v distribučńıch funkćıch však
neńı natolik patrná jako v grafu s histogramy, nicméně je značně patrněǰśı než v předchoźıch dvou př́ıkladech.
Zcela jistě v tomto př́ıkladě nejde o ukázkový př́ıpad shody tvaru dvou distribučńıch funkćı, čemuž odpov́ıdá i
výsledná p-hodnota K-S testu bĺızká hladině významnosti α = 0.10. Grafická vizualizace tak podporuje závěr
testováńı, že ačkoli shoda distribučńıch funkćı obou náhodných výběr̊u neńı tak suverénńı jako v předchoźıch
dvou př́ıkladech, oba náhodné výběry ještě pocháźı z rozděleńı se shodnými distribučńımi funkcemi.

Poznámka: Analogicky jako tomu bylo v př́ıkladu 6.14, i zde oba náhodné výběry obsahuj́ı duplicitńı hodnoty
(ties). Konkrétně náhodný výběr š́ı̌rky dolńı čelisti žen s heterosexuálńı orientaćı obsahuje 16 unikátńıch hodnot
a 46 duplicitńıch hodnot. Proto je křivka výběrové distribučńı funkce F1(x) vypoč́ıtána a vykreslena pouze
v 16 bodech. Náhodný výběr š́ı̌rky dolńı čelisti žen s jinou sexuálńı orientaćı obsahuje potom 14 unikátńıch
hodnot a 9 duplicitńıch hodnot. Proto je křivka výběrové distribučńı funkce F2(x) vypoč́ıtána a vykreslena
pouze ve 14 bodech.

5. Interpretace výsledk̊u
Distribučńı funkce š́ı̌rky dolńı čelisti žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı a jinou sexuálńı orientaćı se lǐśı
pouze posunut́ım.
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Obrázek 17: Histogramy (vlevo) a distribučńı funkce (vpravo) náhodných výběr̊u š́ı̌rek dolńı čelisti žen (a) s hete-
rosexuálńı orientaćı (modrá barva); (b) s jinou sexuálńı orientaćı
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