9 Jednovybérové neparametrické testy

9.1 Znaménkovy jednovybérovy exaktni test

Necht X1,..., X1n, n > 2 je ndhodny vybér ze spojitého rozdélenf a necht g je konstanta. Na hladiné vyznamnosti
« testujeme jednu z nasledujicich tii hypotéz oproti piislusné alternativni hypotéze.

Ho : 2 = 2o oproti Hy: & # %9 (oboustrannd alt.)
Hop : 2 < o oproti His: %> %9 (pravostranng alt.)
Hys: 2> g oproti Hy3:% < %o (levostrannd alt.)

Test nazyvame jednovybérovy znaménkovy test o medidnu . Testovaci statistika ma tvar

n
Sp =Y I(X;—& >0), (9.1)
i=1
I(X; — Zp > 0) je indika¢ni funkce, kterd nabyva hodnoty 1, pokud X; — o > 0, a hodnoty 0, pokud X; — o < 0.
Sg udava tedy pocet kladnych rozdila X; — Zg.Za platnosti nulové hypotézy pochézi statistika Sg z binomického
rozdéleni s parametry N = m, kde m je pocet nenulovych rozdilu X; — Zg, a p = %, tj.

- 1
Sp =Y I(X; &y >0) % Bin <m,2> .
=1

Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hyp: 2 # 29 W = (—o0; bm,l/g(a/2)—1>U<bm71/2(1—a/2); oo)
Hys 12 > 2 W = bm,1/2(1_a); o0
Hiz 12 < g W = (*OO§ bm,1/2(a)71>

kde m je pocet nenulovych rozdili X; — Zo, by, 1/2(/2), byy1/2(1 — @/2), byy1/2() @ by, 1/2(1 — @) jsou kvantily
binomického rozdélent, jejichz hodnoty ziskdme pomoci @R a implementované funkce gbinom().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

Hll : i’ # :i() (d, h) = (X(b”vl/z(a/Q)) ) X(bml/2(1_o‘/2)+1))
H12 T > ;ﬁo (d, oo) = (X(bn,l/z(oé)) ; OO)
Hi3:2 < (—oo,h) = (—oo’ X(bn,l/z(l—oz)-‘rl))
kde n je rozsah ndhodného vybéru, XM < ... < X znaéf vzestupné sefazené hodnoty X;, i = 1,...,n, a X*®

znaci k-tou hodnotu v sefazené posloupnosti XMW <.o< x()

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hyy & # g p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
Hiy: T > 39 p-hodnota = Pr(Sg > sg)
Hiz:2 <y p-hodnota = Pr(Sg < sg)

kde Sg je ndhodnd veli¢ina pochédzejici z binomického rozdéleni, sg je realizace testovaci statistiky Sg (viz vzorec
9.1), tedy konkrétni ¢islo, Pr(Sg > sg) =1 —Pr(Sg < sg) = 1—Pr(Sg < sg —1), coz vyplyva z faktu, ze ndhodnd
veli¢ina Sy pochdzi z binomického (diskrétniho) rozdéleni (viz kapitola ??), a Pr(Sg < sg), resp. Pr(Sg < sg —1)
je distribuéni funkee binomického rozdéleni, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @ a implementované funkce pbinom().

Pozndmka: Vsimnéme si, ze ve vzorcich intervalu spolehlivosti figuruje rozsah ndhodného vybéru n, zatimco ve
vzorcich hranic kritického oboru a u p-hodnoty pracujeme s po¢tem nenulovych rozdila m.
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Priiklad 9.1. Znaménkovy jednovybérovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv a proménnou humer.DR popisujici nejvétsi délku hlavice pazni kosti
7z pravé strany v mm u skelett z obdobi raného sttedovéku z oblasti Staubing (viz sekce ??). Déle méme k dispozici
udaje ze studie (Mall et al.) z roku 1999, v rdmci které byla méfena nejvéts{ délka hlavice pazni kosti u muzu
souc¢asné némecké populace (m,, = 50.0mm, n,, = 64). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda existuje
rozdil mezi nejvétsi délkou hlavice pazni kosti z pravé strany u muzu z rané stredovéké némecké populace a u muzu
soucasné némecké populace.

Reseni piikladu 9.1

Pomoci pitkazu read.delim() nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| vybereme z datové tabulky ddaje o
nejveétsi délee hlavice pazni kosti z pravé strany (humer.DR) u muzu (sex == 'm’) z oblasti Staubing (pop ==
'Staubing’). Z vektoru namérenych hodnot odstranime chybéjici idaje (na.omit()) zjistime rozsah ndhodného vybéru
(length()).

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
head (data)
humer .DRM <- datal[data$pop == ’Staubing’ & data$sex == ’m’, ’humer.DR’]

humer .DRM <- na.omit (humer .DRM)
n <- length(humer .DRM) # 12

Datovy soubor obsahuje tidaje o nejvétsi délce hlavice pazni kosti z pravé strany u 12 muzu rané stfedovéké némecké
populace.

Nasim 1kolem ze zadani je porovnat stfedni hodnoty dvou némeckych populaci, pficemz u jedné populace (némecké
rané stfedovéké populace) mdme k dispozici naméfené hodnoty. Na zdkladé téchto hodnot muZeme zjistit, zda
nahodny vybér pochédzi z norméalniho rozdéleni, tj. zda ndhodna veli¢cina X popisujici nejvétsi délku hlavice pazni
kosti u muzii rané stfedovéké populace pochdzi z normalntho rozdéleni, tj. X ~ N(u,0?), kde skuteény rozptyl o2
nezndme. Druhd populace (souc¢asnd némeckd populace) je reprezentovina pouze hodnotou aritmetického praumeéru
(mp = 50.00mm). Reseni pifkladu tedy vede na situaci, kdy stfedni hodnotu jednoho nihodného vybéru (jehoz
skutetnou hodnotu rozptylu nezndme) porovnivdme s konkrétnim éislem, tedy na jednovybérovy test o stiedni
hodnoté p pii nezndmém rozptylu o2 (viz kapitola ??). Jedinym ptredpokladem k pouziti tohoto testu je normalita
nahodného vybéru namétrenych délek hlavic paznich kosti. Pfed pouzitim testu tedy tento predpoklad ovérime.

Jelikoz je rozsah nahodného vybéru mensi nez 30, ovéiime predpoklad normality Shapirovym-Wilkovym testem
(o = 0.05). Grafické ovéfeni provedeme na zdkladé QQ-diagramu a histogramu superponovaného kiivkou nor-
mélniho rozdéleni, jejiz parametry odhadneme pomoci vybérového pruméru a vybérového rozptylu (viz obrézek
1). Datovy soubor rozdélime do péti ekvidistatnich intervali s §ifkou 3mm prostfednictvim stanovenych hranic
37,40, ...,52.

Protoze p-hodnota = 0.0261 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat zamitdme na hladiné vyznamnosti
« = 0.05. Z histogramu na obrazku 1 vidime, ze naméfené hodnoty jsou vysSikmené doprava s chvostem na levé
strané a tvar kiivky hustoty normalniho rozdéleni pfilis dobfe nekopiruji. Na QQ-diagramu je zfejmé odchyleni
bodu od referen¢ni kiivky zejména na levém chvostu. Ndhodny vybér nejvétsich délek hlavice pazni kosti muzi z
rané stfedoveké némecké populace tedy nepochéazi z normalnitho rozdéleni.

Protoze ndhodny vybér nepochédzi z normélniho rozdéleni, nemuzeme hypotézu ze zadani otestovat pomoci para-
metrického testu o stfedni hodnoté p podle metod uvedenych v sekci ?7. K testovani hypotézy musime pouzit
neparametrickou alternativu tohoto testu. Zde konkrétné pouzijeme znaménkovy jednovybérovy test. Jelikoz rozsah
nahodného vybéru je mensi nez 30, pouzijeme exaktni variantu znaménkového testu. Nasim tkolem je zjistit, zda
existuje rozdil mezi nejvétsi délkou hlavice pazni kosti z pravé strany u muzu z rané stiedovéké némecké populace a
u muzi soué¢asné némecké populace. Tato véta bude souéast alternativni hypotézy, nebot rozdil implikuje nerovnost
a nerovnost je vzdy soucdsti alternativni hypotézy. Nulovou hypotézu potom stanovime jako doplnék k alternativni
hypotéze. Zavérem poznamenejme, Ze zatimco u parametrickych testi (viz kapitola ??) figuruje v hypotézich po-
jem stiedni hodnota, u neparametrickych testu tento pojem nahrazujeme neparametrickych ekvivalentem, kterym
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Obrazek 1: Histogram a QQ-diagram nejvétsi délky hlavice pazni kosti na pravé strané u skeleti muzi z rané
sttedovéké populace z oblasti Staubing

je medidn. Testovani provedeme v posloupnosti sedmi kroku.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn nejvétsi délky hlavice pazni kosti rané stredovéké némecké populace je shodny s medidnem
nejuétsi délky hlavice pazini kosti na pravé strané muzu soucasné némecké populace.
H; : Median nejvétsi délky hlavice pazni kosti rané stredoveké némecké populace neni shodny s medidnem
nejuétsi délky hlavice pazni kosti na pravé strané muzu soucasné némecké populace.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H() T = .’Z'(), kde 55() = 50.00
Hi : & # %o, kde g = 50.00 (oboustranng alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vypocitame vektor rozdili namérenych hodnot X; a konstanty g, tj. X; — T, a stanovime, které
rozdily jsou kladné. (viz tabulka 1).

Tabulka 1: Naméfené hodnoty X;, rozdily X; — Zg a znaménka téchto rozdilu

méfenf || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X; 49.83 4796 49.49 48.73 4925 40.90 51.22 5127 46.16 49.52 50.28 45.60
Xi—&o || -017 -204 -051 -1.27 -0.75 -910 122 127 -3.84 -048 028 -4.40
+/- - - - - - - + + - - + -

Z tabulky 1 vidime, ze celkem tii rozdily X; — Zg, 7 = 1,...,12 jsou kladné. Hodnota testovaci statistiky
SE, kterd je definovand jako pocet kladnych rozdila, bude tedy rovng 3.

n 13
Sp =Y I(X;—&>0)=Y I(X;—50>0)=3
=1 =1
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x0 <- 50.00
I <- (humer.DRM > x0)

tab <- data.frame(rbind("Xi" = humer .DRM, "Xi-xO" = humer.DRM - x0, "+/-" = I))
names (tab) <- 1 : 12

# 1 2 3, 4 5 6 7 8 9 10 11 12
# X1 49.883 47.96 49.49 48.73 49.25 40.9 51.22 51.27 46.16 49.52 50.28 45.6
# Xi-z0 -0.17 -2.04 -0.51 -1.27 -0.75 -9.1 1.22 1.27 -3.84 -0.48 0.28 4.4
# +/- 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.0

SE <- sum(I) # 3

e Kriticky obor
Z tabulky 1 déle vidime, Ze zadny z celkového poctu n = 12 rozdili neni nulovy, a tedy pocet nenulovych
rozdila m = 12. Pocet nenulovych rozdilu vyuzivame pfi stanoveni hranic kritického oboru a pozdéji také
u vypoctu p-hodnoty.

(
(*OO, b1271/2(0.05/2) - 1> U <b12,1/2(1 — 005/2) 3 OO)
= (=003 b1a,1/2(0.025) — 1) U (bya,1/2(0.975) ; o0)
(=005 3 =1) U(9; o0)

(

m <- sum(humer.DRM - x0 != 0) # 12

alpha <- 0.05

ql <- gbinom(alpha / 2 , m, 1 / 2) - 1 # 2
g2 <- gbinom (1 - alpha / 2, m, 1 / 2) # 9

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s = 3 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitdme
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Abychom mohli stanovit hranice 95 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve namérené hodnoty nejveétsf
délky hlavice pazni kosti vzestupné sefadit. To provedeme jednoduse piikazem sort(). Sefazené hodnoty
jsou k dispozici v tabulce 2.

Tabulka 2: Setazené hodnoty nejvétsi délky hlavice pazni kosti

poradi | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13
sefazené X; || 40.90 45.60 46.16 47.96 4873 49.25 49.49 4952 49.83 50.28 51.22 51.27

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvofi ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru hodnot nachazi na
(bn,1/2(/2))-té pozici a na (b,,1/2(1 — a/2) + 1)-té pozici. Hodnoty b, 1/2(a/2) a by 1/2(1 — a/2) +1
nalezneme opét pomoci funkce gbinom().
(d, h) = (X<bn,1/2<a/2>> : X(bn,l/zu—a/zm))
_ ( X (b12,1/2(0.05/2)) . X<b12,1/2<1—o.05/2>+1>)
_ (X<3> , X(m))
= (46.16; 50.28)
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gbinom(alpha / 2, n, 1 / 2) # 3

gbinom (1 - alpha / 2, n, 1 / 2) + 1 # 10
humer .DRMs [3] # 46.16

humer .DRMs [10] # 50.28

e Zavér testovani
Protoze Iy = 50.00 nalezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 50.00 € IS,
Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = 2 min{Pr(S sg), Pr(Sg > sg)}
= 2min{Pr(Sg < 3), Pr(Sg > 3)}
= 2min{Pr(Sg <3),1—-Pr(Sg <2)}
= 2min{0.07299805 , 0.9807129}
=2 x 0.07299805 = 0.1459961 = 0.1460

E <
E <

2 * min (pbinom(SE, m, 1 / 2), 1 - pbinom(SE - 1, m, 1 / 2)) # 0.1459961

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.1460 je vétsi nez o = 0.05, Hp nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé v8ech ti{ typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.05. Mezi
nejvetsi délkou hlavice pazni kosti na pravé strané u muzu rané stfedovéké a soucasné populace neexistuje
statisticky vyznamny rozdil.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovndni ndhodného vybéru s konstantou Zg = 50.00 zobrazime nejlépe pomoci krabicového diagramu (viz
obréazek 2).

Pozndmka: Znaménkovy jednovybérovy exaktni test muzeme provést pomoci funkce SIGN.test() implementované v
knihovné BSDA. Vstupnimi parametry budou vektor reprezentujici ndhodny vybér (humer.DRM), hodnota parame-
tru Zo z nulové hypotézy zadand argumentem md = 50.00, hodnota hladiny vyznamnosti a zadana prostiednictvim
koeficientu spolehlivosti 1 — o nastavenim hodnoty argumentu conf.level = 0.95 a typ zvolené alternativni hypotézy
(oboustrannd) zadany pomoci argumentu alternative = "two.sided’. Souédsti vystupu je hodnota medianu ndhodného

BSDA::SIGN.test (humer .DRM, md = 50.0, conf.level = 0.95,
alternative = ’two.sided’) # IS interpolovany

vybéru median of x = 49.37, hodnota testovaci statistiky s = 3, interpolované hranice 95% Waldova empirického
oboustranného intervalu spolehlivosti 46.35145 a 50.23214, které jsou mirné piesnéjsi, nez ndmi stanovené hranice
intervalu spolehlivosti (zpfesnéni hranic bylo provedeno procesem nazyvanym interpolace), a p-hodnota p-value =
0.146. Jediné, co musime stanovit zvl4st, jsou dolni a horni hranice kritického oboru. *
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Obrézek 2: Krabicovy diagram nejvétsi délky hlavice pazni kosti na pravé strané u skeleti muzu z rané stiedovéké

populace z oblasti Staubing

One-sample Sign-Test

data: humer.DRM
s = 3, p-value = 0.146
alternative hypothesis: true median is not equal to 50
95 percent confidence interval:
46.35145 50.23214
sample estimates:
median of x
49.37

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:

Conf.Level L.E.pt U.E.pt

Lower Achieved CI 0.8540 47.9600 49.8300
Interpolated CI 0.9500 46.3515 50.2321
Upper Achieved CI 0.9614 46.1600 50.2800




Priiklad 9.2. Znaménkovy jednovybérovy exaktni test

Meéjme datovy soubor 15-anova-means-skull.txt a proménnou upface.H popisujici vysku horni ¢ésti tvare muzu
némecké populace (viz sekce ??). Dale mame k dispozici tidaje o vysce horni ¢ésti tvafe muzii Cernjachovské
kultury na dzemi{ dnesni Ukrajiny (mq = 70.00mm, nq = 99). Na hladiné vyznamnosti o = 0.10 testujte hy-
potézu, ze vyska horni ¢asti tvare némecké muzské populace je mensi nebo rovna vysce horni ¢asti tvare muzské
populace Cernjachovské kultury.

Reseni piikladu 9.2

Uvodu tohoto piikladu jsme se vénovali v piikladu ?? v ramci sekce ?7. Zde jsme za zakladé testovani normality po-
moc{ Shapirova-Wilkova testu (p-hodnota = 0.0419) a grafické vizualizace (kombinace histogramu a QQ-diagramu)
dospéli k zavéru, ze ndhodny vybér vysek horni ¢dsti tvare u 19 muzu némecké populace nepochdzi z normélniho
rozdéleni (pro pfipomenut{ viz obrazek 3).
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Obrazek 3: Histogram a QQ-diagram vysky horni ¢ésti tvafe u muzi némecké populace

Jelikoz data nepochézi z normélniho rozdéleni, neni mozné otestovat hypotézu ze zadani pomoci parametrického
testu o stfedni hodnoté p, ale bude potieba pouzit neparametrickou alternativu tohoto testu. Vzhledem k nizkému
rozsahu nahodného vybéru pouzijeme k otestovani hypotézy ze zadani exaktni znaménkovy jednovybérovy test.
Nasim tkolem je testovat (nulovou) hypotézu, ze vyska horni ¢asti tvdre némecké muzské populace je mensi nebo
rovna vysce horni ¢asti tvare muzské populace Cernjachovské kultury. Alternativni hypotézu potom stanovime jako
doplnék k nulové hypotéze. Protoze budeme hypotézu ze zadani testovat pomoci neparametrického testu, bude v
jejim presném znéni figurovat pojem medidan namisto pojmu stfedni hodnota.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median vysky horni casti tvdre némecké muzské populace je mensi nebo roven medidnu vysky horni
cdsti tvdre muzské populace z Cernjachovské kultury.
H; : Median viysky horni ¢dsti tvdre némecké muzské populace je vétsi nezZ medidn vysky horni édsti tvdre
muzské populace z Cernjachovské kultury.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO 1T S jo, kde SE() = 70.00
Hy : & > %o, kde £o = 70.00 (pravostranng alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.10.

3. Testovani kritickym oborem



e Testovaci statistika

Nejprve vypocitame vektor rozdili namérenych hodnot X; a konstanty g, tj. X; — Zg, a stanovime, které
rozdily jsou kladné (viz tabulka 3).

Tabulka 3: Naméfené hodnoty X, rozdily X; — g a znaménka téchto rozdila

méfenf |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

X, 73 73 67 75 70 62 76 73 71 66 76 73 74 74 70 76 72 69 76
X;~% |3 3 3 5 0 8 6 3 1 -4 6 3 4 4 0 6 2 -1 6
+/- + + - 4+ 0 - 4+ + + - 4+ + + 4+ 0 + + - +

Z tabulky 3 vidime, ze celkem 13 rozdila X; — %o, i = 1,...,19 je kladnych. Hodnota testovaci statistiky
Sg, kterd je definovana jako pocet kladnych rozdili, bude tedy rovnd 13.

n 19
Se :ZI(XF@O >0) = ZI(XZ- —70.00 > 0) = 13.
i=1 i=1

44 x0 <- 70.00
45 I <- (upface.HN > x0)

46 tab <- data.frame(rbind("Xi" = upface.HN, "Xi-x0" = upface.HN - x0, "+/-" = I))
47 names(tab) <- 1 : 19

48 # 1 2 3 4 & 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

49 # X 73 73 67 75 70 62 76 73 71 66 T6 T3 T4 T4 T0 T6 T2 69 76

50 # X¢-z0 3 3 -3 5 0 -8 6 3 1 -4 6 3 4 4 0 6 2 -1 6

51 # +/- 1 1 o0 1 o0 o0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1

52 SE <- sum(I) # 13

e Kriticky obor
Z tabulky 3 dale vidime, Ze z celkového poc¢tu n = 19 rozdilu jsou dva rozdily nulové, a tedy pocet
nenulovych rozdila m = 17. Pocet nenulovych rozdili vyuzijeme pii stanoveni hranic kritického oboru a
u vypoc¢tu p-hodnoty.

W= <bm71/2(a); OO)
= <b17,1/2(0-10)§ OO)
(10; o0)

53 m <- sum(upface.HN - x0 != 0) # 17
54 alpha <- 0.10
55 q <- gbinom (1 - alpha, m, 1 / 2) - 1 # 10

o Zavér testovani

Protoze realizace testovaci statistiky sp = 13 ndlezi do kritického oboru, tj. sp € W, Hy zamitdme na
hladiné vyznamnosti o = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Abychom mohli stanovit hranice 90 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve naméfrené hodnoty vysky

horni ¢&sti lebky vzestupné sefadit. To provedeme piikazem sort(). Setazené hodnoty jsou k dispozici v
tabulce 4.
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Tabulka 4: Sefazené hodnoty naméfenych vysek horni ¢asti tvare

pofad{ |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
sefazené X; [ 62 66 67 69 70 70 71 72 73 73 73 73 74 T4 75 76 76 76 76

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnota, kterd se v sefazeném vektoru hodnot nachazi na
(bp,1/2(cv))-té pozici a nekonecno.

(X n,1/2 (a)) . OO)
(X bi9.1/2(0.10)) . Oo)
(X7 20)

= (7

—_

; 00)

gbinom(alpha, n, 1 / 2) # 7
upface.HNs [7] # 71

e Zavér testovani
Protoze o = 70.00 nendlezi do 90% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 70.00 ¢
1S, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sg > sg) = Pr(Sg > 13) = 1 — Pr(Sg < 12) = 1 — 0.9754791 = 0.0245209 = 0.02452

1 - pbinom(SE - 1, m, 1 / 2) # 0.024{52087

e Zaveér testovani
Protoze p-hodnota = 0.02452 je mensi nez « = 0.10, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé vsech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.10. Vyska
horni ¢asti tvare muzu némecké populace je statisticky vyznamné vétsi nez vyska horni ¢asti tvare muzu
Cernjachovské populace z oblasti dnesni Ukrajiny.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Vyznamny rozdil horni ¢dsti tvdfe muzi mezi obéma populacemi vizualizujeme krabicovym diagramem (viz
obrazek 4).

Pozndmka: K provedeni znaménkového jednovybérového exaktniho testu muzeme pouzit funkei SIGN.test() z knihovny
BSDA. Vstupnimi parametry budou vektor reprezentujici ndhodny vybér (upface.HN), hodnota parametru &y z nu-
lové hypotézy (md = 70.00), hodnota hladiny vyznamnosti o zadané prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — «
(conf.level = 0.90) a typ zvolené alternativn{ hypotézy (pravostrannd, alternative = 'greater’). Soucdst{ vystupu je
hodnota medidanu ndhodného vybéru median of x = 73, hodnota testovaci statistiky s = 13, interpolované hranice
90% empirického levostranného intervalu spolehlivosti 71.17133 a Inf a p-hodnota p-value = 0.02452. Jediné, co
musime stanovit zvlast, je dolni hranice kritického oboru. *
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Obrazek 4: Krabicovy diagram vysky horni ¢dsti tvare u muzu némecké populace

59 BSDA::SIGN.test(upface.HN,

interpolovany

md =

70.00,

conf.level

0.90,

alt

’greater’) # IS

One-sample Sign-Test

data: upface.HN
s = 13, p-value = 0.02452
alternative hypothesis:

90 percent confidence interval:

71.17133 Inf
sample estimates:
median of x

73

Achieved and Interpolated Con

Conf .Level
0.8204
0.9000
0.9165

Lower Achieved CI
Interpolated CI
Upper Achieved CI

fidence

L.E.pt
72.0000
71.1713
71.0000

true median is greater than 70

Intervals:

U.E.pt
Inf
Inf
Inf
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Priiklad 9.3. Znaménkovy jednovybérovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv a proménnou tibia.LR popisujici nejvétsi délku lytkové kosti z pravé
strany v mm u skeleti z obdobi neolitu z oblasti Yoshigo (viz sekce ?77). Ddle méme k dispozici tdaje ze studie
(Hasegawa et al.) z roku 2009, v rdmci které byla méfena nejveétsi délka lytkové kosti z pravé strany u Zen soucasné
japonské populace (m; = 329.40mm, s; = 17.3mm, ny = 342). Na hladiné vyznamnosti a = 0.01 zjistéte, zda je
nejveétsi délka lytkové kosti z pravé strany u zen z neolitické japonské populace vyznamné mensi nez u zen soucasné
japonské populace.

Reseni ptikladu 9.3

Naé¢teme datovy soubor a pomoci operdtoru [] vybereme z datové tabulky udaje o nejvétsi délce lytkové kosti z
pravé strany (tibia.LR) u zen (sex == 'f") z oblasti Yoshigo (pop == "Yoshigo Shell Mound"). Z vektoru namétrenych
hodnot odstranime chybéjici idaje a zjistime rozsah ndhodného vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
# head (data)
tibia.LRF <- datal[data$pop == ’Yoshigo Shell Mound’ & data$sex == ’f’, ’tibia.LR’]

tibia.LRF <- na.omit(tibia.LRF)
n <- length(tibia.LRF) # 8

Datovy soubor obsahuje idaje o nejvétsi délce lytkové kosti z pravé strany u 8 Zen z neolitické japonské populace.

V prikladu se zaméiime na porovnani délky lytkové kosti dvou japonskych populaci, pficemz u jedné populace
(neolitickd populace) méme k dispozici namérené hodnoty. Na zdkladé téchto hodnot muzeme zjistit, zda ndhodné
velicina X popisujici nejvétsi délku lytkové kosti u zen neolitické japonské populace pochazi z normalniho rozdéleni,
tj. X ~ N(u,0?), kde skuteény rozptyl o2 nezname. Druhd populace (soucasnd japonskd populace) je reprezen-
tovdna pouze hodnotou aritmetického pruméru (my = 329.40 mm) a smérodatné odchylky (sy = 17.3 mm). Resenf
prikladu vede na situaci, kdy stfedni hodnotu jednoho ndhodného vybéru porovndavame s konkrétnim ¢islem, tedy
na jednovybérovy test o stfedni hodnoté p pti nezndmém rozptylu o2. Pred pouzitim parametrického testu je tieba
ovérit normalitu nadhodného vybéru namérenych délek lytkovych kosti.

Piedpoklad normality ovéfime Shapirovym-Wilkovym testem (o = 0.05), QQ-diagramem a histogramem (viz
obrazek 5). Datovy soubor rozdélime do ¢tyf ekvidistatnich intervalu s §ifkou 9 mm prostiednictvim stanovenych
hranic 297, 306, ...,333.

0.06 330
% 0.05 - =
é % 325 —
E 0.04 2 320
‘= 0.03 2 315
= <)
& 0.02 - 'S 310
(] <
T 0.01 305
0.00 300 1o
| | | | | | | | | | |
3015 310.5 3195 3285 -15 -05 00 05 1.0 15
teoreticky kvantil
délka lytkové kosti (v mm) Shapirtv-Wilkdv test: p—hodnotaG:034

Obrazek 5: Histogram a QQ-diagram délky lytkové kosti na pravé strané u skeleti zen neolitické populace z oblasti
Yoshigo Shell Mound

Protoze p-hodnota = 0.034 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat zamitdme na hladiné vyznamnosti
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a = 0.05. Z histogramu na obrazku 5 vidime, ze naméfené hodnoty charakterem normaélniho rozdéleni p#ili§ nedis-
ponuji. Navic body v QQ-diagramu se realizuji jve shlucich, kde se stiidavé vzdaluji a priblizuji k referen¢ni piimce.
Nédhodny vybér nejvétsich délek lytkovych kosti zen z neolitické japonské populace nepochdzi z normalniho rozdéleni.

Protoze ndhodny vybér nepochézi z normalniho rozdéleni, nemuzeme k testovani pouzit parametricky test o stiedni
hodnoté p. Testovani tedy provedeme na zakladé exaktniho neparametrického znaménkového jednovybérového
testu. Nasim tkolem je zjistit, zda je nejvétsi délka lytkové kosti z pravé strany u zen z neolitické japonské populace
vyznamné mensi nez u Zen soucasné japonské populace. Tato véta bude znénim alternativni hypotézy, nebot v zad4ni
se zamérujeme na nerovnost, pricemz nikde neni zminka o znéni nulové hypotézy. Nulovou hypotézu stanovime
nésledné jako doplnék k alternativni hypotéze.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn nejvétsi délky lijtkové kosti z pravé strany u Zen z neolitické japonské populace je vétsi nebo
roven medidnu nejuétsi délky lytkové kosti z pravé strany u Zen soucasné japonské populace.
H, : Medidan nejvétsi délky lytkové kosti z pravé strany u Zen z neolitické japonské populace je mensi nez
medidn nejuetsi délky lytkové kosti z pravé strany u Zen soucasné japonské populace.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: % > &g, kde g = 329.40
Hy : & < %o, kde g = 329.40 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime podle zadani o = 0.01.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vypocitame vektor rozdili nameéfenych hodnot X; a konstanty Zg, tj. X; — Zo a stanovime
znaménka téchto rozdilu (viz tabulka 6).

Tabulka 5: Naméfené hodnoty X, rozdily X; — g a znaménka téchto rozdila

méfeni H 1 2 3 4 5 6 7 8
X 300.0 299.0 323.0 323.0 322.0 301.0 331.5 322.0
X, —Zo || -294 -304 -64 -6.4 74 -284 2.1 -7.4
+/— - - - - - - + -

7 tabulky 6 vidime, ze pouze jeden rozdil X; — xg, ¢ = 1,...,8 je kladny. Hodnota testovaci statistiky
Sg bude tedy rovna 1.

n 8
Sp = I(X;—&>0)=>Y I(X;—329.40>0) = L.
=1 =1
x0 <- 329.40
I <- (tibia.LRF > x0)
tab <- data.frame (rbind ("Xi" = tibia.LRF, "Xi-x0" = tibia.LRF - x0, "+/-" = I))
names (tab) <- 1 : 8
# 1 2 3 4 5 6 7 8
# Xi 300.0 299.0 323.0 323.0 322.0 301.0 331.5 322.0
# Xi-z0 -29.4 -30.4 6.4 6.4 7.4 -28.4 2.1 -7.4
# +/- 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0

SE <- sum(I) # 1

12



e Kriticky obor
Z tabulky 6 dale vidime, ze zaddny z celkového poctu n = 8 rozdil neni nulovy, a tedy pocet nenulovych
rozdilu m = 8.

92 m <- sum(tibia.LRF - x0 != 0) # 8
93 alpha <- 0.01
94 ql1 <- gbinom(alpha , m, 1 / 2) - 1 # 1

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sg = 1 nenélezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitidme
na hladiné vyznamnosti e = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Abychom mohli stanovit hranice 95 % pravostranného intervalu spolehlivosti, musime nejprve namérené
hodnoty nejvétsi délky lytkové kosti vzestupné sefadit. Sefazené hodnoty jsou k dispozici v tabulce 6.

Tabulka 6: Sefazené hodnoty nejvétsi délky lytkové kosti

poradi | 1 2 3 4 5 6 7 8
sefazené X; [ 300.0 299.0 323.0 323.0 3220 3010 3315 322.0

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii minus nekone¢no a hodnota, kterd se v sefazeném vektoru
hodnot nachazi na (b, 1/2(1 — ) + 1)-té pozici.

(d, h) 00 X(bml/2(1—a)+1))

(
(

(_OO. X(b8,1/2(0~99)+1)>

00; X(bs,1/2(170.01+1)>

)

—o0; X<8>)

= (—o0; 331.5)

95 gbinom(1 - alpha, n, 1 / 2) + 1 # 8
96 tibia.LRFs[8] # 331.5

e Zavér testovani
Protoze Ty = 329.4 nalezi do 99% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 329.40 €
1S, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota
p-hodnota = Pr(Sg < sg) Pr(Sg < 1) = 0.03515625 = 0.03516

13
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98

pbinom(SE, m, 1 / 2) # 0.03515625

e Zaveér testovani
Protoze p-hodnota = 0.03515625 je vétsi nez a = 0.01, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé v8ech ti{ typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.01. Nejvétsi
délka lytkové kosti na pravé strané u zen neolitické japonské populace neni statisticky vyznamné mensi nez u
zen soucasné japonské populace.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani ndhodného vybéru s konstantou &y = 329.40 zobrazime pomoci krabicového diagramu (viz obrazek

6).

—— neoliticka japonska g
= 340 7 @ soucasna japonska [
S
> o
= 330 °
S '

x 1
2 320

X

=

£ 310

©

©

300 — ——

Obrazek 6: Krabicovy diagram nejvétsi délky lytkové kosti na pravé strané u skelett Zen z neolitické japonské
populace z oblasti Yoshigo Shell Mound

Pozndmka: Znaménkovy jednovybérovy exaktni test muzeme provést pomoci funkee SIGN.test(). Vstupnimi para-
metry budou vektor reprezentujici ndhodny vybér (tibia.LRF), hodnota parametru Zy z nulové hypotézy zadand
argumentem md = 329.40, hodnota hladiny vyznamnosti o zadana prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — «
nastavenim hodnoty argumentu conf.level = 0.99 a typ zvolené alternativni hypotézy (levostrannd) zadany pomoci
argumentu alternative = 'less’. Soucésti vystupu je hodnota medidnu ndhodného vybéru median of x = 322, hod-

BSDA::SIGN.test(tibia.LRF, md = 329.4, conf.level = 0.99, alt = ’less’, exact = F) #
tnteropolovany IS

nota testovaci statistiky s = 1, interpolované hranice 99% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti -Inf a
329.8425 a p-hodnota p-value = 0.03516. Jediné, co musime stanovit zvl4st, je horni hranice kritického oboru. %

14



One-sample Sign-Test

data: tibia.LRF
s = 1, p-value = 0.03516

alternative hypothesis: true median is less than 329.4

99 percent confidence interval:
-Inf 329.8425
sample estimates:
median of x
322

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:

Conf.Level L.E.pt U.E.pt

Lower Achieved CI 0.9648 -Inf 323.0000
Interpolated CI 0.9900 -Inf 329.8425
Upper Achieved CI 0.9961 -Inf 331.5000

15

99

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116



9.2 Znaménkovy jednovybérovy asymptoticky test

Pro ndhodny vybér o rozsahu n > 30 mame moznost pouzit k otestovani nulové hypotézy asymptotickou vari-
antu testu. Tuto variantu nazyvame znaménkovym jednovybérovym asymptotickym testem. Testovaci statistika
asymptotického variantu testu ma tvar

g, -E "% 9.2)

m

4

kde Sg je testovaci statistika definovana vztahem 9.1 a m je pocet nenulovych rozdilu X; — Zg. Za platnosti nulové
hypotézy pochéazi statistika S4 ze standardizovaného normalniho rozdéleni, tj.

Sa=SE % H N(0,1). (9.3)

m

4
Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hy 1 T # Zo W = (=003 Uq/2) U (U1_a/2; 0)
Hyp: 2> 2 W = (u1-q; o0)
Hiz 12 < g W:(foo;uo)

kde uq/2, U1—a/2; Ua, U1—q jsou kvantily standardizovaného normalntho rozdélent, jejichz hodnoty ziskdme pomoci
@ a implementované funkce gnorm().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

Hi 12 # % (d, h) = (X(Ci-ar2); X (H1=Cray2))
Hypy: 3> 3 (d,00) = (X(©1=2); o0)
His:2 <2 (—o0,h) = (,OO; X(n+1fclfa))

kde n je rozsah ndhodného vybéru, Ci_q/2 = % — u1_aj2y/5, Cia = 5 — t1-a/7. XM < oo < XM znagi
vzestupné sefazené hodnoty X;, i =1,...,n, a X®) znaéi k-tou hodnotu v sefazené posloupnosti X1 < ... < X,

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hyi: % # o p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(S4 > sa)}
His: T > 3o p-hodnota = Pr(S4 > sa)
Hi3:% <2 p-hodnota = Pr(S4 < s4)

kde S4 je ndhodné veli¢ina, s4 je realizace testovaci statistiky Sa (viz vzorec 9.2), tedy konkrétni ¢islo, Pr(S4 >
sa) =1—Pr(Sa < sa) =1—Pr(Sa < sa), coz vyplyva z faktu, ze ndhodna veli¢ina S, pochédzi z normélniho
(spojitého) rozdéleni (viz kapitola ?7), a Pr(Sa < sa) je distribuéni funkce standardizovaného normélniho rozdélen,
jejiz hodnotu ziskdme pomoci @ a implementované funkce pnorm().

Pozndmka: Vsimnéme si, ze ve vzorcich intervalu spolehlivosti figuruje rozsah ndhodného vybéru n, zatimco ve
vzorcich testovaci statistiky a hranic kritického oboru pracujeme s poétem nenulovych rozdilu m.
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Priiklad 9.4. Znaménkovy jednovybérovy asymptoticky test

Mgjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou nose.B popisujici $ifku nosu v mm (viz
sekce 7?). Déle mame k dispozici idaje o §ffce nosu muzi soucasné malajské populace (m,, = 26.90 mm, n,, = 45)
uvefejnéné ve studii (Ibrahim, 2017). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 testujte hypotézu o shodé sfiky nosu sta-
rovéké malajské populace a soucasné malajské populace.

Reseni piikladu 9.4

Nacteme datovy soubor a vybereme z datové tabulky naméfené sitky nosu (nose.B) muzu malajské populace (pop
== "'mal’). Nakonec z vektoru naméfenych hodnot odstranime chybéjici hodnoty a zjistime rozsah ndhodného
vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
# head(data)

nose.BM <- datal[data$pop == ’mal’, ’nose.B’]

nose.BM <- na.omit(nose.BM)

n <- length(nose.BM) # 73

Datovy soubor obsahuje tidaje o §ifce nosu u 73 muzu starovéké malajské populace.

V piikladu se zaméiime na porovnan{ §iffek nosu dvou malajskych populaci, pficemz u jedné populace (starovéka)
mame k dispozici naméfené hodnoty, na zdkladé kterych muzeme zjistit, zda ndhodnd veli¢ina X popisujici sitku
nosu u muzi této populace pochézi z normélniho rozdéleni, tj. X ~ N(u,0?), kde skuteény rozptyl o2 neznime.
Druha populace (soucasné) je reprezentovana pouze hodnotou aritmetického prumeéru (m.,, = 26.90 mm). Resen{
piikladu tedy vede na situaci, kdy stfedni hodnotu jednoho ndhodného vybéru porovnavame s konkrétnim cislem,
tedy na jednovybérovy test o stiedni hodnoté p pii nezndmém rozptylu o2. Nejprve je viak potieba ovéfit, zda
nihodny vybér §ifek nosu u muzu starovéké malajské populace pochézi z norméalniho rozdéleni.

Vzhledem k velkému rozsahu ndhodného vybéru otestujeme normalitu Lillieforsovym testem (o = 0.05) v kombinaci
s QQ-diagramem a histogramem. Naméfené hodnoty rozdélime do sedmi ekvidistantnich intervali se sitkou 1.3 mm

prostrednictvim stanovenych hranic 20.9,22.2,...,30.0 (viz obrézek 7).
0.25 30 -
@ 0.20 T o8-
5 g
8 0154 < L
= 2
2 0.10 <)
K 8 24
2 0.05 2
— 22
0.00 +7 ° o
T T T T T 1 | | | | |
2155 2415 26.75 29.35 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
Sifka nosu (v mm) Lillieforstv test: p—hodnota 6.0094

Obrézek 7: Histogram a QQ-diagram §ifky nosu muzu malajské populace

Protoze p-hodnota = 0.0094 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité ndhodného vybéru sifek nosu muzu
starovéké malajské populace zamitdme na hladiné vyznamnosti @ = 0.05. Z pohledu na histogram by se mohlo
zdat, ze naméfené hodnoty kopiruji kiivku hustoty normélniho rozdéleni dostatecné. Je vSak potieba si uvédomit,
ze rozsah nahodného vybéru je jiz celkem vysoky a pii takovém poctu hodnot by podobnost histogramu s kiivkou
hustoty méla byt mnohem vyssi. Z QQ-diagramu je potom jasné patrné, ze vykreslené body se v tésném okoli
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referencni kiivky piilis nepochybuji. Ndhodny vybér nameétrenych sifek nosu u muzu starovéké malajské populace
tedy nepochézi z normalniho rozdéleni.

Protoze se ndhodny vybér nefidi normalnim rozdélenim, nemuzeme hypotézu ze zadéni otestovat pomoci paramet-
rického testu o stfedni hodnoté u. K testovani hypotézy pouzijeme neparametricky znaménkovy jednovybérovy test,
zde konkrétné jeho asymptotickou variantu, jelikoz rozsah ndhodného vybéru je vétsi nez 30. Pripomenme, ze pfi
pouziti neparametrickych tetsu pracujeme s medidny namisto se stfednimi hodnotami. Nasim tkolem je otestovat
hypotézu o shodé §itky nosu starovéké malajské populace a soucasné malajské populace. Tato véta je znénim nulové
hypotézy, jednak proto, ze v zadani ptimo o nulové hypotéze mluvime a jednak proto, ze shoda implikuje rovnost a
rovnost je vzdy soucédsti nulové hypotézy. Zbyva dodefinovat alternativni hypotézu tak, aby byla doplikem k nulové
hypotéze. Testovani provedeme v posloupnosti sedmi krokt.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median $irky nosu muzi malajské populace je shodny s medidnem $irky nosu muzi soucasné malajské
populace.
H, : Medidn $itky nosu muzu malajské populace neni shodniy s medidnem $§irky nosu muzi soucasné
malajské populace.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO T = .’fo, kde .’fo = 26.90
H, : & # %o, kde ¢ = 26.90 (oboustranng alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime podle zadani o« = 0.01.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vypocitame vektor rozdili namérenych hodnot X; a konstanty Zg, tj. X; —Zo, nasledné stanovime
pocet kladnych rozdilu Sg a pocet nenulovych rozdilu m.

n 73
SE:ZI(Xi_»%O >0) :ZI(XZ-—26.90>0):33,
=1 i=1

122 x0 <- 26.90

123 I <- (nose.BM > x0)

124 SE <- sum(I) # 33

125 m <- sum(nose.BM - x0 != 0) # 73

Vsech 73 rozdila X; — %o, i = 1,...,73, je nenulovych, tedy m = 73. Pocet kladnych rozdila Sg = 33.
Nyni vypocitame testovaci statistiku asymptotické varianty znaménkového testu podle vzorce 9.2.

Sg—% 33-122 —3.
E— % _ 2 __ 0 1825 — 59 _ (819288 = —0.8193
N \/zg 33— 365
4

Sa = T 4272002

126 SA <- (SE - m / 2) / sqrt(m / 4) # -0.819288
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e Kriticky obor

127 alpha <- 0.01
128 gnorm(alpha / 2) # -2.575829
129 gnorm (1 - alpha / 2) # 2.575829

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = —0.819288 nendlezi do kritického oboru, tj. s4 ¢ W, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Proti oboustranné alternativé postavime oboustranny interval spolehlivosti. Pomoci piikazu sort() nejprve
vzestupné sefadime naméiené hodnoty X;, ¢ = 1,...,73. Hranice 99% intervalu spolehlivosti budou
potom (C1_o/2)-td a (n+1 — Cy_4/2)-td hodnota v sefazeném vektoru naméfenych hodnot, kde

n n
9 Ul—a/2 1

73 73
= o U1-0.01/2 a1

=36.5 — Up.995V 18.25
= 36.5 — 2.575829 x 4.272002
= 25.49605 = 25

C’1—a/2 =

Interval spolehlivosti ma potom nésledujici tvar
(d, h) = <X<cl,a/2> : X(n+1—clfa/2>>
— (x25). X(73+1—25))

(
— ( X5, X<49>)

130 nose.BMs <- sort(nose.BM)

131 C1 <- round(n / 2 - qnorm(l - alpha / 2) * sqrt(m / 4)) # 29
132 C2 <- round(n + 1 - C1) # 53

133 nose.BMs[C1] # 25

134 nose.BMs[C2] # 27

e Zavér testovani
Protoze Zg = 26.90 nélezi do 99% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 26.90 € 1.5,
Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.
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5. Testovani p-hodnotou
Ze vztahu 9.3 vime, Ze testovaci statistika S4 pochdzi ze standardizovaného normalniho rozdéleni, tj. S4 ~
N(0,1), které nalezi do t¥idy spojitych rozdéleni. Proto Pr(S4 > s4) =1 —Pr(S, < s4) =1 —Pr(S4 < s4),
jak je uvedeno v kapitole XXX.

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(Sa > sa)}
= 2min{Pr(S4 < —0.819288), Pr(S4 > —0.819288)}
= 2min{Pr(S4 < —0.819288),1 — Pr(S4 < —0.819288)
= 2min{0.206311, 0.7936889}
=2 x0.2063111 = 0.4126221 = 0.4126

135 p.hodnota <- 2 * min (pnorm(SA), 1 - pnorm(SA)) # 0.4126221

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.4126 je vétsi nez o = 0.01, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Interpretace vysledki
Za zakladé v8ech tii typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.01. Mezi
§itkou nosu muzu starovéké a soucasné malajské populace neni statisticky vyznamny rozdil.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Grafické porovnéni §iiky nosu obou malajskych populaci provedeme krabicovym diagramem (viz obrdzek 8).
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@ souCasnap
T 30 —
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P24 |
o

Obrazek 8: Krabicovy diagram §itky nosu muzu malajské populace
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Priiklad 9.5. Znaménkovy jednovybérovy asymptoticky test

Meéjme datovy soubor 28-one-sample-mean-skull-mb5.txt a proménné skull.H popisujici basio-bregmatickou vysku lebky
v mm a skull.B popisujici nejvétsi sitku lebky v mm u skeleta muzského pohlavi z egyptské populace (viz sekce 7).
Déle mame k dispozici ddaje o basio-bregmatické vysce lebky (mpy = 134.0), o nejvéts{ sitce lebky (mp = 131.4) a
o podilu nejvétsi sitky lebky a basio-bregmatické vysky lebky (mpgy = 0.981) u skeletu muzské egyptské populace z
preddynastické doby. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda je podil nejvétsi sitky lebky a basio-bregmatické
vysky lebky u muzu zijicich v dobé okolo 150 let po nasem letopoctu vétsi nez u muz zijicich v preddynastické dobeé.

Reseni ptikladu 9.5

Nac¢teme datovy soubor a vybereme z datové tabulky naméfené hodnoty néjvétsi sitky lebky (skull.B) a basio-
bregmatické vysky lebky skull.H u muzu starovéké egyptské populace z obdobi 150 let n.l. (year == 150). Z vektoru
naméfenych hodnot odstranime chybéjici pozorovani a zjistime rozsah ndhodného vybéru. Nakonec vypocitame
podil nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky. Hodnoty podila vlozime do proménné skull.BH.

data <- read.delim(’00-Data//28-one-sample-mean-skull-m5.txt’)
# head(data)

data.BH <- datal[data$year == 150, c(’skull.B’, ’skull.H’)]
data.BH <- na.omit(data.BH)

skull .BH <- data.BH$skull.B / data.BH$skull.H

n <- length(skull.BH)

Datovy soubor obsahuje idaje o basio-bregmatické vysce a nejvétsi sitce lebky u 30 muzu starovéké egyptské po-
pulace z obdobi 150 let n.l.

V piikladu se zaméfime na porovnani podilu nejvétsi sitky lebky a basio-bregmatické vysky lebky dvou egyptskych
populaci, pficemz u jedné populace (150 let n.l.) mame k dispozici naméfené hodnoty, na zdkladé kterych muzeme
zjistit, zda ndhodna velicina X popisujici podil nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky této populace pochéazi z
normélniho rozdéleni, tj. X ~ N(u,0?), kde skuteény rozptyl o2 nezndme. Podil nejvétsi sitky a basio-bregmatické
vysky je u druhé populace (z preddynastické doby) je reprezentovén pouze hodnotou jeho aritmetického prumeéru
(mpp = 0.981mm). Resen{ pifkladu tedy vede na situaci, kdy stfedni hodnotu jednoho nghodného vybéru po-
rovnavame s konkrétnim éislem, tedy na jednovybérovy test o stiedni hodnoté p pii nezndmém rozptylu o2. Nejprve
je vsak potieba ovéfit, zda ndhodny vybér podili u populace z obdobi 150 let n.l. pochézi z normélniho rozdéleni.

Vzhledem k rozsahu (n = 30) ndhodného vybéru otestujeme normalitu podilu Lillieforsovym testem (o = 0.05)
v kombinaci s QQ-diagramem a histogramem. Namétené hodnoty rozdélime do sedmi ekvidistantnich intervalu se

fikou 1.3 mm prostiednictvim stanovenych hranic 20.9,22.2,...,30.0 (viz obrdzek 9).
1.20
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Obrazek 9: Histogram a QQ-diagram nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu egyptské populace
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Protoze p-hodnota = 0.0138 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité nadhodného vybéru podilu nejvétsi
§itky a basio-bregmatické zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Z pohledu na histogram vidime, ze normalitu
porusuje vysoky pocet hodnot v intervalu se stiedem 1.025 a naopak nizky pocet hodnot v intervalu se stredem
1.075. Ndhodny vybér podili nepochédzi z normélniho rozdéleni.

Protoze se ndhodny vybér podilu nefidi normalnim rozdélenim, nemuzeme hypotézu ze zadani otestovat pomoci pa-
rametrického testu o stfedni hodnoté u. K testovani hypotézy pouzijeme neparametricky znaménkovy jednovybérovy
test, zde konkrétné jeho asymptotickou variantu, nebot rozsah ndhodného vybéru je rovny 30. Nasim tkolem je zjis-
tit, zda je podil nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky u muzu zijicich v dobé okolo 150 let po nasem letopoctu
vétsi nez u muzu zijicich v preddynastické dobé. Tato véta je znénim alternativni hypotézy. Zbyva dodefinovat
nulovou hypotézu.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn podilu nejvétsi $irky a basio-bregmatické viysky lebky v muzu Zijicich v dobé okolo 150 let
n.l. je mensi nebo roven medidnu podilu nejvétsi $irky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu Zijicich v
preddynastické dobé.
H, : Medidn podilu nejvétsi $irky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu Zijicich v dobé okolo 150 let n.l.
je vétsi nez medidn podilu nejvétsi §irky a basio-bregmatické vijsky lebky u muzi Zijicich v preddynastické
dobe.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: & < &, kde 9 = 0.981
Hy : & > %o, kde g = 0.981 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vypocitame vektor rozdili naméfenych hodnot X; a konstanty Zg, tj. X; — &g = X; — 0.981,
nasledné stanovime pocet kladnych rozdili Sg a pocet nenulovych rozdila m.

n 30
Sp =Y I(X;—& >0)=>Y I(X;—0981>0) =28
i=1 i=1

142 x0 <- 0.981

143 I <- (skull.BH > x0)

144 SE <- sum(I) # 28

145 m <- sum(skull.BH - x0 != 0) # 30

Vsech 30 rozdila X; — Zo, ¢ = 1,...,30, je nenulovych, tedy m = 30. Pocet kladnych rozdilu Sg = 28.
Nyni vypocitame testovaci statistiku asymptotické varianty znaménkového testu podle vzorce 9.2.

_ Sp-% 28-3 0

Sa= = =
S / 28 —1
1 % 8 5

13
V7.5 =——— =4.751236 = 4.7512
5 2.738613 751236 k&

146 SA <- (SE - m / 2) / sqrt(m / 4) # 4.746929
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e Kriticky obor

147 alpha <- 0.05
148 qgnorm(1 - alpha) # 1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = 4.7469 nélezi do kritického oboru, tj. s4 € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pomoci piikazu sort() nejprve vzestupné sefadime naméfené hodnoty X;, ¢ = 1,...,73. Hranice 95%
intervalu spolehlivosti budou potom nekone¢no a (C1_,)-t4 hodnota v sefazeném vektoru nameétrenych

hodnot, kde
n n
Cioa = 5 - ula\/;

s 0
- 9 1-0.05 4

=15— Up.95V 7.5
=15 —1.644854 x 2.738613
=10.49538 = 10

Interval spolehlivosti mé potom nésledujici tvar

= (1.015504 ; o0)

149 skull.BHs <- sort(skull.BH)
1560 C1 <- round(n / 2 - gnorm(l - alpha) * sqrt(m / 4)) # 10
151 skull.BHs[C1] # 1.015504

e Zaveér testovani
Protoze o = 0.981 nendlezi do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 0.981 ¢
1S, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
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e p-hodnota

p-hodnota = Pr(S4 > sa)
= Pr(S4 > 4.746929)
=1—Pr(S4 < 4.746929)
=1.032643 x 107 = 1.03264 x 107

152 p.hodnota <- 1 - pnorm(SA) # 1.032643e-06

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 1.03264 x 107% je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.01.

6. Interpretace vysledku
Za zdkladé vsech tii typu testovani zamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti a = 0.05. Podil
nejvétsi §itky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu z egyptské populace z obdobi okolo 150 let n.l. je
statisticky vyznamné vétsi nez u muzu z pireddynastické doby.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Grafické porovnani podilu nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky lebky obou egyptskych populaci provedeme
krabicovym diagramem (viz obrézek 10).
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Obrazek 10: Krabicovy diagram nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu egyptské populace
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Priiklad 9.6. Znaménkovy jednovybérovy asymptoticky test

Méjme datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt a proménnou cla.L popisujici nejvétsi délku kliéni kosti
z pravé strany v mm (viz sekce ??). Déle mdme k dispozici idaje o nejvétsi délee klien{ kosti z pravé strany muzu
z populace severnf Indie (m; = 148.0mm, s; = 8.60 mm, n; = 260). Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda
je délka kliéni kosti z pravé strany u muzu indické populace z Varanasi mensi nez u muzu ze severni Indie.

Reseni piikladu 9.6

Nacteme datovy soubor a vybereme z datové tabulky naméfené délky kli¢ni kosti (cla.L) muzu populace z Varanasi
(pop == 'ind2"). Nakonec z vektoru naméfenych hodnot odstranime chybéjici idaje a zjistime rozsah ndhodného
vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//18-more-samples-variances-clavicle.txt’)
# head(data)

cla.LV <- datal[data$pop == ’ind2’, ’cla.L’]

cla.LV <- na.omit(cla.LV)

n <- length(cla.LV) # 81

Datovy soubor obsahuje tidaje o nejvétsi délce klicni kosti z pravé strany u 81 muzu indické populace z Varanasi.
V pifkladu se zaméfime na porovndn{ délek kli¢nich kosti dvou populaci, pficemz u jedné populace (indickd po-
pulcase z Varanasi) méame k dispozici naméfené hodnoty. Na zdkladé téchto hodnot muzeme zjistit, zda ndhodna
veli¢ina X popisujici nejvétsi délku kliéni kosti u muzu indické populace z Varanasi pochézi z normélniho rozdélent,
tj. X ~ N(p,0?), kde skuteény rozptyl o2 nezndme. Druh4 populace (populace ze severni Indie) je reprezentovana
pouze hodnotou aritmetického priméru (m; = 148.00mm) a smérodatnou odchylkou (s; = 8.60 mm). Redenf
prikladu tedy vede na situaci, kdy stfedni hodnotu jednoho ndhodného vybéru porovnavame s konkrétnim cislem,
tedy na jednovybérovy test o stiedni hodnoté u pii nezndmém rozptylu o2 (viz kapitola ??). Nejprve je viak potieba
ovérit, zda ndhodny vybér délek kliénich kosti u muzu indické populace z Varanasi pochdz{ z normélniho rozdéleni.
Tomuto predpokladu jsme se vSak uz vénovali v ramci piikladu 77 v sekci 77, kde jsme zjistili, ze ndhodny vybér
délek kliénich kosti u muzu indické populace z Varanasi z normélniho rozdéleni nepochdzi (pro pfipomenuti viz
obrazek 11).
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délka kli¢ni kosti z pravé strany (v mm) Lillieforstv test: p—hodnotaG:0274

Obrézek 11: Histogram a QQ-diagram nejvétsi délky kliéni kosti z pravé strany u muzu z populace z Varanasi

Protoze nahodny vybér nepochdzi z normdlniho rozdéleni, nemuzeme hypotézu ze zadani otestovat pomoci para-
metrického testu o stfedni hodnoté p. K testovani hypotézy pouzijeme neparametricky znaménkovy jednovybérovy
asymptoticky test. Nasim tkolem je zjistit, zda je délka kli¢ni kosti z pravé strany u muzu indické populace z Varanasi
men§i nez u muzi ze severni Indie. Tato véta je znénim alternativn{ hypotézy, nebot v jejim znénf neni zminka o (nu-
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lové) hypotéze, ani o rovnosti. Zbyva dodefinovat nulovou hypotézu tak, aby byla dopliikem k hypotéze alternativni.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn nejvétsi délky klicni kosti z pravé strany u muzi indické populace z Varanasi je vétsi nebo
rovny medianu nejvétsi délky klicni kosti z pravé strany u muzu ze severni Indie.
H, : Median nejvétsi délky klicni kosti z pravé strany uw muzu indické populace z Varanasi je mensi nez
medidn nejvétsi délky klicni kosti z pravé strany u muzi ze severni Indie.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy: T > g, kde g = 148.00
Hy : & < %o, kde Tp = 148.00 (oboustranna alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti podle zadédni oo = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vypocitame vektor rozdili namétenych hodnot X; a konstanty g, tj. X; —Zg, ndsledné stanovime
pocet kladnych rozdilu Sg a pocet nenulovych rozdilu m.

n 81
Sp=> I(X;—& >0)=)Y I(X;-148>0) =15.
=1 =1

158 x0 <- 148.00

159 I <- (cla.LV > x0)

160 SE <- sum(I) # 15

161 m <- sum(cla.LV - x0 !'= 0) # 79

Z celkového poctu 81 rozdilu X; —Zg, i = 1, ..., 81, je 79 rozdilt nenulovych, tedy m = 79. Pocet kladnych
rozdila Sg = 15. Nyni jiz muzeme vypocitat testovaci statistiku asymptotické varianty znaménkového
testu podle vzorce 9.2.

Sa = S%gl = 15\/_779729 =5 _039.5\/ﬁ — % = 5512931 = —5.5129
4
162 SA <- (SE - m / 2) / sqrt(m / 4) # -5.512931
e Kriticky obor
W = (—00; uq)

(—OO; U0.05>
(—o0; —1.644854)
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163 alpha <- 0.05
164 qnorm(alpha) # -1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = —5.512931 ndlezi do kritického oboru, tj. s4 € W, Hy
zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pomoci pitkazu sort() nejprve vzestupné sefadime naméfené hodnoty X;, ¢ = 1,...,79. Hranice 95%
intervalu spolehlivosti budou potom minus nekonecno a (n+ 1 — Cy_,)-t4 hodnota v sefazeném vektoru

nameétfenych hodnot, kde
n In
lea = 5 —Ul—qa Z

s
- 9 U1-0.05 4

=40.5 — Up.95V 20.25
=40.5 —1.644854 x 4.5
= 33.09816 = 33

Interval spolehlivosti ma potom nasledujici tvar
(d, ) = (—o0; X(rH1=Crm0)

. X(81+1—33))
(

: X 49))
; 27)

(o0
(—o0
(~0

165 cla.LVs <- sort(cla.LV)

166 C1 <- round(n / 2 - gnorm(l - alpha) * sqrt(m / 4)) # 33
167 C2 <- round(m + 1 - Cl) # 49

168 cla.LVs[49] # 142

e Zavér testovani
Protoze &y = 148.00 nenélezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 148.00 ¢
1S, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = Pr(S4 < s4) = Pr(S4 < —5.512931) = 1.764536 ™% = 1.7645~%

169 p.hodnota <- pnorm(SA) # 1.764536e-08
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e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 1.76458 je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

6. Interpretace vysledka
Za zékladé vsech tif typu testovani zamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Nejvetsi
délka klitni kosti na pravé strané u muzu indické populace z Varanasi je statisticky vyznamné mensi nez
nejvétsi délka kliéni kosti na pravé strané u muzu populace ze severni Indie.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Rozdil v délce kli¢énich kosti zaznamenany mezi obéma populacemi vizualizujeme pomoci krabicového dia-
gramu (viz obrézek 12).

—— indick4 p. z Varanas

. 170 @ indicka p. ze severu
£ @)
S
2 160 — ‘
= :
IS 1
S 150 — ®
=
S 140
o
© !

130

Obrézek 12: Krabicovy diagram délky kliéni kosti z pravé strany u muzu indické populace z Varanasi
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9.3 Znaménkovy parovy test

Necht (X1,Y1)T ... (X,,Y,)T je ndhodny vybér z libovolného (ne nutné normalntho) dvourozmérného rozdélent
Necht dale Z, ..., Z,, n > 2 je ndhodny vybér rozdili X —Y,tj. Z = (Z1,..., Z,)  , kde Z; = X; - Yi,i=1,...,n,
a necht tento ndhodny vybér pochdzi z libovolného spojitého rozdéleni. Koneéné, nechf Z je konstanta. Na hladiné
vyznamnosti « testujeme jednu z nasledujicich tii hypotéz oproti ptrislusné alternativni hypotéze.

Hy 2= 2% oproti Hy1:2+# %y (oboustrannd alt.)
Hy 1 2 < % oproti Hyy: %2> % (pravostranng alt.)
Hys:Z2 > % oproti Hiz:2< % (levostrannd alt.)
kde Z je median rozdila 74, ..., Z, a Zy je konstanta, jejiz hodnotu nejcastéji volime jako Zy = 0. Tato volba odpovidd

hypotéze, ze rozdil mezi medidny ndhodnych velicin X a Y neexistuje (resp. hypotéze, ze medidn ndhodné velic¢iny
X je mensi, resp. vétsi, nez medidn ndhodné velic¢iny Y). Vzhledem k tomu, ze jde findlné o situaci, kdy medidn
Z porovnavame s konstantou Zy, testujeme hypotézy o rozdilu medidnii X — Y pomoci exaktni nebo asymptotické
varianty znaménkového jednovybérového testu, analogicky jako je uvedeno v sekcich 9.1 a 9.2.

VySe popsany test, v rdmci kterého prevadime problém porovnavani medidnu dvou ndhodnych velicin X a Y na

asymptotické varianty znaménkového jednovybérového testu, nazyvame znaménkovy parovy test.
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Priiklad 9.7. Znaménkovy parovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici idaje o nejvétsi vysce kloubni jamky na pravé strané
(acetab.HR) a na levé strané (acetab.HL) u skelett ze starovéké egyptské populace (detaily viz sekce ??). Na hla-
diné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda existuje rozdil mezi vyskou kloubni jamky z pravé a levé strany u skeletu
muzského pohlavi.

Reseni piikladu 9.7

Pomoci pitkazu read.delim() nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [] vybereme z datové tabulky udaje o
vysce kloubn{ jamky z pravé strany (acetab.HR), resp. z levé strany (acetabl.HL) u muzu (sex == 'm’) ze starovéké
egyptské populace (pop == 'Dynastic Egyptian, El Hesa'). Z vektoru naméfenych hodnot odstranime pomoc{ funkce
na.omit() chybéjici idaje a zjistime rozsah ndhodného vybéru (dim()).

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

# head(data)

data.HRL <- datal[data$pop == ’Dynastic Egyptian, El Hesa’ & data$sex == ’m’,
c(’acetab.HL’, ’acetab.HR’)]

data.HRL <- na.omit (data.HRL)
dim(data.HRL) # 18z2

Datovy soubor obsahuje kompletni idaje o vysce kloubni jamky z pravé i levé strany u 18 muzu ze starovéké
egyptské populace.

Nasim tkolem ze zadéni je porovnat naméfené hodnoty na pravé a levé strané. Jde tedy o méfeni stejného znaku
(vyska kloubn{ jamky) sledovaného na stejnych subjektech (muzi), proto pouzijeme pro tuto situaci parovy test.
Prvnim krokem k pouziti tohoto testu je vytvotreni rozdili hodnot naméfenych na pravé a levé strané.

acetab.HR <- data.HRL$acetab.HR
acetab.HL <- data.HRL$acetab.HL
acetab.HRL <- acetab.HR - acetab.HL

Ve druhém kroku je potfeba ovérit normdélni rozdéleni téchto rozdila. Vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru
(n = 18 < 30) otestujeme normalitu rozdili Shapirovym-Wilkovym testem (a = 0.05). Pro potfeby vykresleni
histogramu rozdélime naméfené hodnoty do péti ekvidistatnich intervala s §itkou 1.15 mm prostiednictvim stano-
venych hranic —1,0.15,...,05.75 (viz obrazek 13).

o
- 0.4 _ 4
17 =
S E L
2 0.3 7 2z
o > 2
S 024 S
& g 1-
[5) ] <
¢ 01 o -
0.0 H -1 4o
| | | | | | | | | |
-0.425 1.875 4.175 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
rozdil vySky na pravé a levé strané (v mm) ShapirGv-Wilkdv test: p—hodnotaG:0121

Obrézek 13: Histogram a diagram rozdili mezi nejvétsi vyskou kloubni jamky u muzi na pravé a levé strané

30



Protoze p-hodnota = 0.0121 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité rozdili zamitdme na hladiné vy-
znamnosti a = 0.05. Z histogramu na obrazku 13 vidime, Zze naméfené hodnoty jsou vySikmené doleva s odlehlym
pozorovanim na pravém chvostu. Histogram naméfenych hodnot navic nevykazuje symetrii ani postupné snizovani
po¢tu hodnot na levé strané, jak bychom u normalniho rozdéleni ocekéavali. Ndhodny vybér rozdili mezi vyskou
kloubni jamky na pravé a levé strané nepochézi z normélniho rozdéleni.

Protoze nahodny vybér rozdilu nepochézi z normalniho rozdéleni, nemuzeme hypotézu ze zadani otestovat pomoci
parametrického parového testu uvedeného v sekci 7?7. K testovani hypotézy musime pouzit neparametrickou alter-
nativu parového testu. S ohledem na nizky rozsah nahodného vybéru pouzijeme exaktni variantu znaménkového
péarového testu. Nasim tkolem je zjistit, existuje rozdil mezi vyskou kloubni jamky z pravé a levé strany u skeletu
muzského pohlavi. Tato véta bude souéésti alternativni hypotézy, nebot rozdil implikuje nerovnost a nerovnost
je vzdy soucésti alternativni hypotézy. Nulovou hypotézu stanovime jako doplnék k tomuto tvrzeni. Testovani
provedeme v posloupnosti sedmi krok.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median rozdilu vysky kloubni jamky na pravé a levé strané v muzu je rovny nule.
H, : Median rozdilu vysky kloubni jamky na pravé a levé strané u muzu neni rovny nule.

¢ matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hozizéo,kde§0:0
Hy : Z # Zp, kde Z) = 0 (oboustrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V uvodu piikladu jsme vytvorili vektor Z; jako vektor rozdili vysky kloubni jamky na pravé strané X;
a vysky kloubni jamky na levé strané Y;, tj. Z; = X; —Y;, i =1,...,18. Nyni je potfeba stanovit rozdily
Z; — Zgy. Protoze ale Zy = 0, jsou rozdily Z; — Zy rovny vektoru rozdilu Z;, tj. Z; — 29 = Z; — 0 = Z,.
Ptvodni hodnoty vysky kloubni jamky na pravé strané, resp. na levé strané, rozdily mezi pravou a levou
stranou, rozdily Z; — Zy a znaménko poslednich uvedenych rozdilu jsou pro ndzornost uvedeny v tabulce
7.

Tabulka 7: Naméfené hodnoty X;, Y;, rozdily Z; = X; — Y}, rozdily Z; — Zy a znaménka téchto rozdilu

méfeni | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o 11 12 13 14 15 16 17 18
X, 50.84 52.36 47.80 51.75 46.06 46.64 50.54 47.03 49.02 47.96 4825 47.78 49.86 49.56 5541 52.82 52.47 46.02
Y; 50.97 51.80 48.75 5140 43.96 44.86 490.64 48.02 49.45 4852 4864 4814 4813 4854 50.66 52.10 52.82 45.35
Z; 013 056 -0.95 035 210 178 090 -0.99 -043 -0.56 -0.39 -0.36 1.73 1.02 475 072 -0.35 0.67
Zi—Z% || 013 056 -095 035 210 178 090 -099 -043 -0.56 -0.39 -0.36 173 1.02 475 072 -035 0.6
+/- - + - + + + + - - - - - + + + + - +

Z tabulky 7 vidime, Ze celkem deset rozdilu Z; —Zy, i = 1, ..., 18 je kladnych. Hodnota testovaci statistiky
SE, kterd je definovand jako pocet kladnych rozdila, bude tedy rovné 10.

e Kriticky obor
Z tabulky 7 déle vidime, ze zadny z celkového poctu n = 18 rozdilu neni nulovy, a tedy pocet nenulovych
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z0 <- 0

I <- (acetab.HRL > z0)

tab <- data.frame(rbind("Xi"
IIZiII

acetab.HR, "Yi" = acetab.HL,

SE <- sum(I) # 10

rozdila m = 18. Kriticky obor ma potom tvar

W = (=003 by1/2(a/2) = 1) U (b 1/2(1 — /2) ; o0)
(—00; bis,12(0.05/2) — 1) U (b1g,1/2(1 — 0.05/2) ; o0)
= ( 003 b18,1/2(0-025) - 1> <b18,1/2(0~975); )

(—o00; 5 —1)U(13; o)

= (—00; 4) U (13; o)

m <- sum(acetab.HRL - z0 != 0) # 18

alpha <- 0.05

ql <- gbinom(alpha / 2 , m, 1 / 2) - 1 # 4
g2 <- gbinom(1 - alpha / 2, m, 1 / 2) # 13

e Zavér testovani

acetab.HRL, "Zi-zO0" = acetab.HRL - z0, "+/-"

= 1))

Protoze realizace testovaci statistiky sg = 10 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitdme

na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Abychom mohli stanovit hranice 95 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve namérené rozdily mezi
vyskami kloubni jamky na pravé a levé strané vzestupné sefadit. To provedeme pifkazem sort(). Sefazené

hodnoty jsou k dispozici v tabulce 8.

Tabulka 8: Sefazené rozdily mezi vyskami kloubni jamky na pravé a levé strané

poradf | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

16 17 18

sefazené Z; H -0.99 -0.95 -0.56 -043 -0.39 -0.36 -0.35 -0.13 0.35 0.56 0.67 0.72 0.90 1.02 1.73

1.78 2.10 4.75

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvofi ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru hodnot nachézi na

(by,1/2(/2))-té pozici a na (by,1/2(1 — a/2) + 1)-té pozici.

7(b15,1/2(0.05/2)) . Z(blsw(lfo.osm)ﬂ))

76, Z(m))

(d, h) = (Z<bn1/2<a/2>> 7 Gn1/2(1- a/2>+1>)
= (—0.39; 1.02)

o Zavér testovani

Protoze Zg = 0 ndlezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 0 € IS, Hy

nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
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188 n <-length(acetab.HRL)

189 gbinom(alpha / 2, n, 1 / 2) # &5

190 gbinom(1 - alpha / 2, n, 1 / 2) + 1 # 14
191 acetab.HRLs[5] # -0.39

192 acetab.HRLs[14] # 1.02

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
= 2min{Pr(Sg < 10), Pr(Sg > 10)}
= 2min{Pr(Sg <10), 1 — Pr(Sg <9)}
= 2min{0.7596588 , 0.4072647}
=2 x0.4072647 = 0.8145294 = 0.8145

193 2 * min (pbinom(SE, m, 1 / 2), 1 - pbinom(SE - 1, m, 1 / 2)) # 0.8145294

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.8145 je vétsi nez o = 0.05, Hp nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé v8ech tii typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.05. Mezi
nejvetsi vyskou kloubni jamky na pravé a levé strané u muzu starovéké egyptské populace neexistuje statisticky
vyznamny rozdil.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani méteni na pravé a levé strané zobrazime nejlépe pomoci krabicového diagramu. Analogicky jako v
sekci 7?7 mtzZeme bud sestrojit krabicovy diagram rozdilti mezi vyskami kloubni jamky na pravé a levé strané
a porovnat je s konstantou Zp = 0 (viz obrdzek 14 vlevo) nebo sestrojit krabicovy diagram zvl43t pro vysky
kloubni jamky na pravé strané a zvlast pro vysky kloubni jamky na levé strané a porovnat tyto diagramy
navzajem (viz obrazek 14 vpravo).
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Obrazek 14: Krabicovy diagram rozdili mezi nejvétsi vyskou kloubni jamky u muzi na pravé a levé strané
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Pozndmka: Znaménkovy parovy test muzeme provést pomoci funkce SIGN.test() implementované v knihovné BSDA.
Vstupnimi parametry budou vektor naméfenych hodnot vysek kloubn{ jamky na pravé strané (acetab.HR), vektor
naméfenych hodnot vysek kloubn{ jamky na levé strané (acetab.HL), argument paired = T urcujici, Ze oba vektory
povazujeme za parova pozorovani, hodnota hladiny vyznamnosti « zadana prostfednictvim koeficientu spolehlivosti
1 — « nastavenim hodnoty argumentu conf.level = 0.95 a typ zvolené alternativni hypotézy (oboustrannd) zadany
pomoci argumentu alternative = 'two.sided’. Soucasti vystupu je hodnota medidnu rozdilu namétrenych vysek na

BSDA::SIGN.test (acetab.HR, acetab.HL, paired = T,

conf.level = 0.95, alternative ’two.sided’)

Dependent -samples Sign-Test

data: acetab.HR and acetab.HL
S = 10, p-value = 0.8145
alternative hypothesis: true median difference is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.3812269 0.9849076
sample estimates:
median of x-y
0.455

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:

Conf.Level L.E.pt U.E.pt

Lower Achieved CI 0.9037 -0.3600 0.9000
Interpolated CI 0.9500 -0.3812 0.9849
Upper Achieved CI 0.9691 -0.3900 1.0200

pravé a levé strané median of x-y = 0.455, hodnota testovaci statistiky S = 10, interpolované hranice 95% empirického
oboustranného intervalu spolehlivosti -0.3812269 a 0.9849076 pro rozdil naméfenych vysek na pravé a levé strané,
které jsou mirné pfesnéjsi, nez nadmi stanovené hranice intervalu spolehlivosti (zpfesnéni hranic bylo provedeno
procesem nazyvanym interpolace), a p-hodnota p-value = 0.8145. Jediné, co musime stanovit zv1ast, jsou dolni a
horni hranice kritického oboru.

Druhou moznost{ provedeni parového testu je opét pomoci funkce SIGN.test(), kde vstupnimi parametry budou
vektor rozdili naméfenych hodnot na pravé a levé strané (acetab.HRL), argument md = 0 urcujici, ze rozdily
porovnavame s konstantou Zy = 0, hodnota hladiny vyznamnosti o zadana prostiednictvim koeficientu spolehlivosti
1 — « (conf.level = 0.95) a typ zvolené alternativni hypotézy (alternative = 'two.sided’). Vystup tohoto piikazu je

BSDA::SIGN.test (acetab.HRL, md = 0, conf.level = 0.95, alternative = ’two.sided’)

totozny s vySe uvedenym vystupem. Zalezi tedy na nés, jakou syntaxi k zadani exaktniho znaménkového parového
testu pouzijeme. *
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One-sample Sign-Test

data: acetab.HRL
s = 10, p-value = 0.8145

alternative hypothesis: true median is not equal to O

95 percent confidence interval:
-0.3812269 0.9849076
sample estimates:
median of x
0.455

Achieved and Interpolated Confidence

Conf.Level L.E.pt

Lower Achieved CI 0.9037 -0.3600
Interpolated CI 0.9500 -0.3812
Upper Achieved CI 0.9691 -0.3900

Intervals:

U.E.pt
0.9000
0.9849
1.0200
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Priiklad 9.8. Znaménkovy parovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici idaje o délkach lytkovych kosti v mm na pravé strané
(tibia.LR) a na levé strané (tibia.LL) u skeletu obyvatel titesovych obydli (Cliff Dwellings) v Utahu (detaily viz sekce
??). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte nulovou hypotézu, ze délka lytkové kosti z pravé strany u skeletu
muzského pohlavi je mensi nez délka lytkové kosti z levé strany.

Reseni piikladu 9.8

Nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| vybereme z datové tabulky ddaje o délce 1ytkové kosti z pravé
strany (tibia.LR), resp. z levé strany (tibia.LL) u muzu (sex == 'm’) z populace obyvatel titesovych obydli (pop ==
"Cliff Dweller"). Z vektoru naméfenych hodnot nédsledné odstranime chybéjici hodnoty a zjistime rozsah ndhodného
vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
# head (data)
data.TRL <- datal[data$pop == ’Cliff Dweller’ & data$sex == ’m’,

c(’tibia.LR’, ’tibia.LL’)]
data.TRL <- na.omit (data.TRL)
dim(data.TRL) # 20

Datovy soubor obsahuje kompletni tidaje o délce lytkovych kosti u 26 muzu z populace obyvatel itesovych obydli
na uzemi Utahu.

Nasim tkolem ze zadani je porovnat naméiené hodnoty na pravé a levé strané. Jde tedy o méfeni stejného znaku
(délka lytkové kosti) sledovaného na stejnych subjektech (muzi). Proto pouzijeme pro tuto situaci parovy test.
Prvnim krokem k pouziti parového testu je vytvoreni rozdili hodnot naméfenych na pravé a levé strané.

tibia.LR <- data.TRL$tibia.LR
tibia.LL <- data.TRL$tibia.LL
tibia.LRL <- tibia.LR - tibia.LL

V druhém kroku je potieba ovéfit normalni charakter téchto rozdili. Timto pfedpokladem jsme se zabyvali jiz v
ramci prikladu 7?7 v sekci 77?7, kde jsme zjistili, Ze ndhodny vybér rozdili mezi délkami lytkovych kosti na pravé a
levé strané nepochdzi z normélniho rozdéleni (p-hodnota < 0.0001). Pro pfipomenut{ viz obréazek 15.
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teoreticky kvantil
rozdil délky na pravé a levé strané (v mm) ShapirGv-Wilk(v test: p~hodnotaG:

Obrazek 15: Histogram a diagram rozdili mezi délkou lytkové kosti na levé a pravé strané u muzu z populace
obyvatel skalnich obydli v Utahu

Z histogramu na obrazku 15 vidime, ze rozdily mezi pravou a levou stranou jsou vyrazné vysikmené doleva s
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odlehlym pozorovdnim na pravé strané. Z QQ-diagramu potom vidime, Ze toho odlehlé pozorovani je extrémné
vzdalené od referencni primky. Z ptrikladu ?? jiz vime, Ze toho pozorovani narusuje fatalnim zpusobem normalitu
niahodného vybéru. V piikladu 7?7 jsme tuto situaci vyfresili odstranénim odlehlého pozorovani a néslednym pro-
vedenim parametrického parového testu. Zde budeme pracovat s predpokladem, ze naméfené tidaje jsou spravné a
pozorovani v souboru ponechdme. Protoze vak ndhodny vybér rozdilt nepochazi z normalniho rozdéleni, nemuzeme
hypotézu ze zadani otestovat pomoci parametrického testu, analogicky jako v piikladu ??7. K otestovani pouzijeme
neparametricky exaktni znaménkovy péarovy test. V zadani piikladu mame explicitné uvedeno, ze mame testovat
nulovou hypotézu o mensi délce lytkové kosti z pravé strany vzhledem k délce lytkové kosti z levé strany. To od-
povida tvrzeni, ze rozdily ziskané odec¢tenim naméfenych hodnot na levé strané od namérenych hodnot na pravé
strané budou mensi nez nula. Zbyva dodefinovat alternativni hypotézu.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median rozdilu délky pazini kosti na pravé a levé strané u muzi je mensi nebo roven nule.
Hy : Median rozdilu délky pazini kosti na pravé a levé strané u muzi je vétsi nez nula.
e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hozigéo,kdeéo:()
Hy : Z > Zp, kde 2y = 0 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V uvodu piikladu jsme vytvofili vektor tibia.LRL (Z;, i = 1,...,20) jako vektor rozdili mezi délkami
lytkovych kosti na pravé a levé strané. Nyni je potieba stanovit rozdily Z; — Zy. Protoze ale Zy = 0, jsou
rozdily Z; — Zp rovny puvodnimu vektoru rozdila Z;. Hodnoty délky lytkové kosti na pravé strané (X;),
resp. na levé strané (Y;), rozdily Z;, rozdily Z; — Zp a znaménko poslednich uvedenych rozdilu jsou pro
nazornost uvedeny v tabulce 9.

Tabulka 9: Naméfené hodnoty X;, Y;, rozdily Z; = X; — Y;, rozdily Z; — Zy a znaménka téchto rozdilu

méfeni H 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X; 376 370 346 338 330 335 3725 388 3640 361 370 3965 373.0 378 368 370 374 356.0 355 337
Y; 379 370 350 386 380 334 372.0 388 3655 362 374 396.0 379.5 370 365 372 376 364.5 350 307
Z; 3 0 4 2 0 1 05 0 -15 -1 -4 05 65 8 3 -2 -2 85 5 30
Zi—-%| -3 0 -4 2 0o 1 05 0 -5 -1 -4 05 65 8 3 -2 -2 -85 5 30
+/- - - -+ -+ o+ - - - - + - + o+ - - - + o+

Z tabulky 9 vidime, Ze celkem osm rozdilu Z; — Zy, i = 1,. .., 20, je kladnych. Hodnota testovaci statistiky
SE bude tedy rovné 8.

n 20
Sp=Y I(Zi—%>0)=Y I(Z-0>0)=8.
=1 =1

z0 <- 0
I <- (tibia.LRL > z0)
tab <- data.frame(rbind("Xi" = tibia.LR, "Yi" = tibia.LL,

"Zi" = tibia.LRL, "Zi-z0" = tibia.LRL - z0, "+/-" = I))
names (tab) <- 1 : 20
SE <- sum(I) # 8
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e Kriticky obor
Z tabulky 9 déale vidime, ze z celkového poctu n = 20 rozdila jsou tii rozdily nulové, a tedy pocet nenu-
lovych rozdilit m = 17. Kriticky obor bude potom tvotren hodnotou kvantilu b,, ; 2(1 — «) a nekone¢nem.

W = <bm,1/2(1 - O[); OO)
= <b1771/2(1 — 005) ; OO)

= <b17,1/2(0~95)3 00)
= (12; o0)

248 n <- length(tibia.LRL)

249 m <- sum(tibia.LRL - z0 != 0) # 17
250 alpha <- 0.05

251 q <- gbinom(1 - alpha, m, 1 / 2) # 12

e ZAvér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sp = 8 nenélezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Abychom mohli stanovit hranice 95 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve rozdily mezi namérenymi
délkami pravé a levé strany vzestupné seradit. Sefazené rozdily jsou k dispozici v tabulce 10.

Tabulka 10: Setazené rozdily mezi délkami lytkovych kosti na pravé a levé strané

poradi H 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
sefazené Z; H -85 -65 -40 -40 -30 -20 -20 -15 -10 00 00 00 05 05 1.0 20 30 5.0 80 300

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnota, ktera se v sefazeném vektoru hodnot nachazi na
(by,1/2(x))-té pozici, a nekonecno.

7(bn, 1/2(@)) )

)=
(Z b7,y 005),00)
(
(=2

7%; )

o0)

252 gbinom(alpha, n, 1 / 2) # 6
253 tibia.LRLs[6] # -2

e Zaveér testovani
Protoze Zg = 0 ndlezi do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. 2p = 0 € IS, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota
p-hodnota = Pr(Sg > sg) = Pr(Sg >8) =1—Pr(Sg < 8) =1—Pr(Sg < 7) = 0.6854706 = 0.6855
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1 - pbinom(SE - 1, m, 1 / 2) # 0.6854706

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.6855 je vétsi nez o = 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o« = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Na zdkladé vSech ti{ typu testovani na hladiné vyznamnosti « = 0.05 nezamitdme nulovou hypotézu, ze
délka lytkové kosti z pravé strany u skelett muzského pohlavi je mensi nez délka lytkové kosti z levé strany.
Uvédomme si, ze zamitnuti nulové hypotézy by vedlo k zavéru, ze délka lytkové kosti z pravé strany je
statisticky vyznamné vétsi nez délka lytkové kosti z levé strany. Nezamitnuti nulové hypotézy tedy vede k
zaveru, ze délka lytkové kosti z pravé strany neni statisticky vyznamné vétsi nez délka lytkové kosti z levé
strany.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani méfeni na pravé a levé strané vizalizujeme pomoci krabicového diagramu, pficemz opét se muzeme
rozhodnout, zda ddme pfednost diagramu porovnéavajicimu rozdily mezi pravou a levou stranou s konstantou
Zo = 0 (obrézek 16 vlevo), nebo diagramu porovndvajicimu naméfrené hodnoty na pravé strané s hodnotami
naméfenymi na levé strané (obrézek 16 vpravo).

£
> 30 5 400 — —
2 - | |
© = : :
% 20 £ 380 !
) 2
g 3
< 10 5 £ 3607 . 5
\g o : .
s : 3 | -
s 0 —— £ 340 - |
| o ©
< R =
L -10 T 390 -
'g —— nameéfené rozdilye Zy=0 o
= | |
pravé strana levéa strana

Obréazek 16: Krabicovy diagram rozdili mezi délkou lytkové kosti na levé a pravé strané u muzu z populace obyvatel
skalnich obydli v Utahu

Pozndmka: Znaménkovy exaktn{ parovy test provedeme pomoci funkce SIGN.test() z knihovny BSDA. Vstupnimi pa-
rametry budou vektor nameéfenych hodnot délek lytkové kosti na pravé strané (tibia.LR), vektor namétrenych hodnot
délek lytkové kosti na levé strané (tibia.LL), specifikace parového testu (paired = T), hodnota hladiny vyznamnosti «
zadand prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « (conf.level = 0.95) a pravostranny typ alternativni hypotézy
(alternative = 'greater’). Soucdsti vystupu je hodnota medidnu rozdili naméfrenych vysek na pravé a levé strané

BSDA::SIGN.test(tibia.LR, tibia.LL, paired = T, conf.level = 0.95,
alt = ’greater’) # IS interpolovany

median of x-y = 0, hodnota testovaci statistiky s = 8, interpolované hranice 95% empirického levostranného intervalu
spolehlivosti -2 a Inf pro rozdil mezi délkami na pravé a levé strané a p-hodnota p-value = 0.6855. Jediné, co musime
stanovit zvlast, je dolni hranice kritického oboru. *
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Priiklad 9.9. Znaménkovy parovy exaktni test

Meéjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici idaje o anteroposteriornim prumeéru hlavice stehenni kosti
v mm na pravé strané (femur.HDR) a na levé strané (femur.HDL) u skelett aljasské populace kmene Ipituaq (detaily
viz sekce ??). Na hladiné vyznamnosti o = 0.10 zjistéte, zda je u skeletu zenského pohlavi anteroposteriorn{ prumeér
hlavice stehenni kosti z levé strany mensi nez z pravé strany.

Reseni piikladu 9.9

Nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| vybereme z datové tabulky tidaje o délce pazni kosti z levé strany
(humer.LL), resp. z pravé strany (humer.LR) u Zen (sex == 'f') z fimského pohfebisté v Poundbury (pop ==
'Poundbury’). Z vektoru naméfrenych hodnot odstranime chybéjici hodnoty a zjistime rozsah ndhodného vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
head (data)
data.HDLR <- datal[data$pop == ’Ipituaq’ & data$sex == ’f’, c(’femur .HDR’, ’femur.HDL’)]

data.HDLR <- na.omit (data.HDLR)
dim(data.HDLR) # 12z2

Datovy soubor obsahuje kompletni iidaje o anteropisteriornim prumeéru hlavice stehenni kosti z levé i pravé strany
u 12 skelett zen z aljasské populace kmene Ipituaq.

Nasim tkolem ze zadani je porovnat naméfené hodnoty na levé a pravé strané. Jde tedy o méfeni stejného znaku
(anteroposteriorni prumeér) sledovaného na stejnych subjektech (zeny), proto pouzijeme pro tuto situaci parovy test.
Nejprve tedy vytvoiime rozdily hodnot anteroposteriornich primért hlavice stehenni kosti namétfenych na levé a
pravé strané a nasledné ovéiime normélni rozdéleni téchto rozdili. K tomu vyuzijeme Shapiruv-Wilkovym testem
(a = 0.05), QQ-diagram a histogram, pficemz namétrené hodnoty rozdélime do péti ekvidistatnich intervala s sitkou
0.84 mm prostiednictvim stanovenych hranic —2.9, —2.06, ...,1.30 (viz obrazek 17).

femur . HDL <- data.HDLR$femur.HDL
femur . HDR <- data.HDLR$femur .HDR
femur . HDLR <- femur.HDL - femur.HDR

Eo.z //%é § .
.l K ul

teoreticky kvantil

rozdil primérd na pravé a levé stran& (v mn Shapirv-Wilkdv test: p—hodnotaG:0246

Obrézek 17: Histogram a diagram rozdilt mezi anteroposteriornim prumérem hlavice stehenni kosti na levé a pravé
strané u skeletu zen z aljasské popualce kmene Ipituaq

Protoze p-hodnota = 0.0246 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité rozdilu zamitdme na hladiné vyznamnosti
«a = 0.05. Z histogramu na obrézku 17 vidime, ze normalitu pravdépodobné fatalnim zpusobem ovliviiuje odlehly
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rozdil pravé a levé strany u desétého méteni (-2.48). Prvni, co bychom v takovémto piipadé méli udélat, je zkontro-
lovat, zda byla méfeni na obou strandch zaznamenana spravné. Pokud ne, iidaj opravime a je mozné, ze normalita
rozdilu se vyspravi. V nasem piipadé vychazime z predpokladu, ze oba tdaje byly zaznamenany spravné a tedy
odlehly rozdil je dusledkem méfeni na redlnych datech. Zemiely jedinec mohl byt napiiklad n&jakym zpusobem
hendikepovany, coz mohlo vést k nerovnomérnému vyvoji stehennich kosti, apod. Protoze mame pouze 12 kom-
pletnich idaju, je v nasem zdjmu zachovat odlehlé pozorovani v datovém souboru a porovnat pravou i levou stranu
s pomoci v8ech 12 méfeni. Nahodny vybér rozdilu na levé a pravé strané nicméné nepochézi z norméalniho rozdélent,
coz musime zohlednit pfi vybéru vhodného parového testu.

Protoze nahodny vybér rozdili nepochédzi z normélniho rozdéleni, nemuzeme k ovéreni otazky ze zadani pouzit
parametricky parovy test. Pouzijeme tedy jeho neparametrickou alternativu, a sice exaktni znaménkovy parovy
test. Nasim 1kolem je zjistit, zda je u skeletu Zenského pohlavi anteroposteriorni prumeér hlavice stehenni kosti z
levé strany mensi nez anteroposteriorni prumeér hlavice stehenni kosti z pravé strany. Tato véta je znénim alternativni
hypotézy, pricemz nulovou hypotézu dodefinujeme jako doplnék k tomuto tvrzeni.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn rozdilu anteroposteriorniho pruméru hlavice stehenni kosti na levé a pravé strané u Zem z
kmene Ipituaq je vétsi nebo rovny nule.
Hy : Medidn rozdili anteroposteriorniho pruméru hlavice stehenni kosti na levé a pravé strané u Zen z
kmene Ipituaq je mensi neZ nula.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H():EZZ(),kdeéo:O
Hi : Z < Zp, kde Zy = 0 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.10.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V tvodu piikladu jsme vytvorili vektor femur.HDLR (Z;) jako vektor rozdili mezi anteroposteriornim
prumérem na levé a pravé strané. Nyni je potfeba stanovit rozdily Z; — Zy a urcit pocet kladnych rozdila
Z; — Zg a pocet nenulovych rozdila m. Hodnoty anteroposteriornich prumeéru hlavice stehenni kosti na
levé strané (X;), resp. na pravé strané (Y;), rozdily Z;, rozdily Z; — Zy a znaménko poslednich uvedenych
rozdilu jsou pro ndzornost uvedeny v tabulce 11.

Tabulka 11: Namétfené hodnoty X;, Y;, rozdily Z; = X; — Y}, rozdily Z; — Zy a znaménka téchto rozdilu

méfeni || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X; 40.58 43.22 38.68 41.47 40.21 41.39 4127 38.00 44.02 39.91 38.91 40.72
Y; 4113 41.94 38.04 41.86 4043 40.75 41.03 37.85 44.09 4275 39.35 40.23

Z 055  1.28  0.64 -0.39 -0.22 064 024 0.15 -007 -2.84 -044 0.49
Zi—z || -055 128 064 -039 -0.22 0.64 024 015 -0.07 -2.84 -0.44 0.49
+/- - + + - - + + + - - - +

<.

Z tabulky 11 vidime, ze z celkového poctu 12 rozdilu neni zadny rozdil nulovy, tj. m = 12 a celkem Sest
rozdilu je kladnych. Hodnota testovaci statistiky Sg definované jako pocet kladnych rozdila bude tedy
rovnd Sesti.

n 12
Sp =Y I(Zi—%>0)=> I(Z;—0>0)=6.
=1 i=1
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265 z0 <- 0
266 I <- (femur.HDLR > z0)

267 tab <- data.frame(rbind("Xi" = femur.HDL, "Yi" = femur.HDR,

268 "Zi" = femur .HDLR, "Zi-zO" = femur.HDLR - z0, "+/-" = I))
269 SE <- sum(I) # 6

270 n <- length(femur.HDLR) # 12

271 m <- sum(femur.HDLR - z0 != 0) # 12

e Kriticky obor

(=005 bn12(e) — 1)
:( oo‘blgl/z(o-lo)_1>
=(—00;4—-1)

(

272 alpha <- 0.10
273 q <- gbinom(alpha , m, 1 / 2) - 1 # 3

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sp = 6 nenélezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitdme
na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Abychom mohli stanovit hranice 90 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve rozdily mezi naméfenymi
anteroposteriornimi prumeéry na levé a pravé strané vzestupné seradit.
Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii minus nekone¢no a hodnota, kterd se v sefazeném vektoru
hodnot nachazi na (b, 1/2(1 — ) + 1)-té pozici.

00 Z0nas(- a>+1>>

00" Z(bn 1/2(1— 010)+1))

)

b

00 Z(9>
00; 0.49)

= (-
(-
( o0 : Z(b12,1/2(0. 90)+1))
S
(=

274 gbinom(1 - alpha, n, 1 / 2) + 1 # 9
275 femur .HDLRs [9] # 0.49

e Zavér testovani
Protoze Zy = 0 ndlezi do 90% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 € 1.5, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou
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e p-hodnota
p-hodnota = Pr(Sg < sg) = Pr(Sg < 6) = 0.612793 x 0.6128

276 pbinom(SE, m, 1 / 2) # 0.612793

277
278

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.6128 x 1077 je vétdf nez a = 0.10, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.10.

6. Interpretace vysledku
Na zdkladé v8ech ti{ typu testovani nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti a = 0.10. An-
teriposteriorni prumeér hlavice stehenni kosti na levé strané u zen z aljasské populace jmene Ipituaq neni
statisticky vyznamné mensi nez na pravé strané.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Rozdil v anteroposteriornim priméru hlavice stehenni kosti na pravé a levé strané vizualizujeme pomoci
krabicového diagramu (viz obrazek 18).
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Obrazek 18: Krabicovy diagram rozdili mezi anteroposteriornim prumérem hlavice stehenni kosti na pravé a levé
strané u skeletu zen z aljasské populace kmene Ipituaq

Poznamka: Znaménkovy péarovy test muzeme provést pomoci funkce SIGN.test(). Vstupnimi parametry budou
vektor naméfrenych hodnot anteroposteriornich prumeéru hlavice stehenni kosti na levé strané (femur.HDL), vek-
tor naméfenych hodnot anteroposteriornich praméru hlavice stehenni kosti na pravé strané (femur.HDR), volba
parového testu (paired = T), hodnota hladiny vyznamnosti a zadand prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — «
(conf.level = 0.90) a levostranny typ alternativni hypotézy (alternative = 'less’).  Soucdsti vystupu je hodnota

BSDA::SIGN.test (femur .HDL, femur.HDR, paired = T,

conf.level = 0.90, alternative ’less’)

medidnu rozdili naméfenych anteroposteriornich pruméru na levé a pravé strané median of x-y = 0.04, hodnota
testovaci statistiky S = 6, interpolované hranice 90% empirického pravo intervalu spolehlivosti -Inf a 0.4341414 pro
rozdil naméfenych anteroposteriornich pruméri na levé a pravé strané a p-hodnota p-value = 0.6128. Jediné, co
musime stanovit zvlast, je horni hranice kritického oboru. *
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Dependent -samples Sign-Test

data: femur .HDL and femur.HDR
S = 6, p-value = 0.6128

alternative hypothesis: true median difference is less than O

90 percent confidence interval:
-Inf 0.4341414
sample estimates:
median of x-y
0.04

Achieved and Interpolated Confidence Intervals:

Conf.Level L.E.pt U.E.pt

Lower Achieved CI 0.8062 -Inf 0.2400
Interpolated CI 0.9000 -Inf 0.4341
Upper Achieved CI 0.9270 -Inf 0.4900
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Priiklad 9.10. Znaménkovy parovy asymptoticky test

Méme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici tidaje o epikondylarni Sifce pazni kosti na pravé strané
( humer.EBR) a na levé strané (humer.EBL) u muzu (sex = 'm’ a sex == 'm?’) a Zen (sex = 'f' a sex == 'f?’)
pohibenych v oblasti Indian Knoll v Kentucky (viz sekce ??). Na hladiné vyznamnosti « = 0.01 zjistéte, zda se
stfedni hodnota epikondylarni §itky pazni kosti u muzu na pravé strané a levé strané lisi. K testovani vyuzite
vSechna kompletni méteni tykajici se muzu (skupiny muz (sex == 'm) i pravdépodobn& muz (sex == 'm?7")).

Reseni piikladu 9.10

Nacteme datovy soubor a pomoci operdtoru [| z néj vybereme pouze tdaje o epikondypldrni sifce pazni kosti na
pravé strané ( humer.EBR) a na levé strané (humer.EBL) tykajici se pouze muzu, pficemz v souladu se zaddnim
uvazujeme obé skupiny muzu (sex %in% c('m’, 'm?")), z pohiebisté Indian Knoll v Kentucky (pop == 'Indian
Knoll'). deaje vlozime do proménné data.m. Z datové tabulky nasledné odstranime chybéjici idaje a zjistime rozsah
nahodného vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

#head (data)

data.m <- datal[data$sex %in% c(’m’, ’m?’) & data$pop == ’Indian Knoll’,
c(’humer .EBL’, ’humer .EBR’)]

data.m <- na.omit (data.m)
dim(data.m) # 30 z 2

Datovy soubor obsahuje kompletni idaje o epikondylarni $itce pazni kosti na pravé i levé strané u 30 muzu z populace
z oblasti Indian Knoll. Jelikoz méme za kol porovnat parovy znak, tj. méfeni provedend na jednom subjektu jak
z pravé strany tak z levé strany, pouzijeme k tomuto porovnani parovy test. Prvnim krokem k provedeni tohoto
testu je vytvoreni rozdili hodnot naméfenych na pravé a levé strané. V druhém kroku je potieba ovérit predpoklad
normality téchto rozdilu.

humer . EBR <- data.m$humer.EBR
humer .EBL <- data.m$humer.EBL
humer . EBRL <- humer.EBR - humer.EBL

Rozsah ndhoného vybéru (n = 30) je presné na horn{ hranici pouzit{ Shapirova-Wilkova testu (o = 0.05) k ovéfen{
predpokladu normality rozdilu. Graficky zhodnotime normalitu QQ-diagramem a histogramem. Naméiené hodnoty
rozdélime do Sesti ekvidistantnich intervali se §itkou 3.5 mm prostiednictvim stanovenych hranic —2,1.5, ..., 19
(viz obrazek 19).

0.15 o
1] = 15
2 5
o 0.10 - S
S ;; 10
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& 0.05 - 8
o 2

0.00 —

I I I I I I
-0.25 6.75 13.75
teoreticky kvantil
rozdil prvniho a druhého méreni (v mm) Shapirdv-Wilkdv test: p—hodnotaG-

Obrézek 19: Histogram a QQ-diagram rozdilu epikondylarni §itky pazni kosti na pravé a levé strané
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Protoze p-hodnota vysla < 0.0001, coz je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité rozdila zamitdme na
hladiné vyznamnosti @ = 0.05. Ndhodny vybér rozdilu tedy nepochdzi z normalniho rozdéleni. Z histogramu a
QQ-diagramu je patrné, ze normalitu rozdilu fatdlnim zpusobem ovliviiuje extrémni rozdil s hodnotou 18.49. Ten je
zpusoben mimofddné nizkou hodnotou epikondyldrni sifky (36.51 mm) naméfené na levé strané u v poradf 29. muze.
Muzete si vyzkouSet, ze po odstranéni této hodnoty by ndhodny vybér rozdila predpoklad normality splioval. V
praxi, kde bychom epikondyldrni sitky métili sami, bychom nejprve zkontrolovali, zda byl rozmér zméfeny spravné,
¢i zda nedoslo k chybé pfi zdznamu hodnoty. Pokud bychom chybu v méfeni nezaznamenali, mame dvé moznosti.
Prvni moznosti je pozorovani z vybéru odstranit, a ziskat tak soubor 29 kompletnich méteni z pravé a levé strany.
Nicméné tim nahodny vybér idealizujeme, protoze vyhazujeme byt extrémni, ale spravné naméfené pozorovani. Da-
tovy soubor tim navic ztraci charakter ndhodného vybéru. Navic v praxi ¢asto nemame tolik pozorovani, abychom
si mohli dovolit libovolné z nich ze souboru odstranit. Proto zde vyuzijeme druhou moznost, kterda znamenda po-
nechéni extrémniho pozorovani v datovém souboru a zvoleni vhodné neparametrické metody parového testu, ktera
zohlediiuje poruseni predpokladu normality nohodného vybéru rozdilii mezi pravou a levou stranou.

Otazku ze zadéani tedy ovéfime pomoci neparametrického znaménkového parového testu. Vzhledem k rozsahu
nahodného vybéru pouzijeme jeho asymptotickou variantu. Na§im tkolem je zjistit, zda se stfedni hodnota epi-
kondylarni sitky pazni kosti u muzu na pravé strané a levé strané lisi. Toto tvrzeni bude znénim alternativni
hypotézy, nebot odlisnost implikuje nerovnost a nerovnost je vzdy soucasti alternativni hypotézy. Nulova hypotéza
tedy bude naopak tvrdit, Zze stfedni hodnota epikondylarni §itky pazni kosti u muzu na pravé strané a levé strané
se nelisi, tedy Ze epikondyldrni sitky pazni kosti u muzu na pravé strané a levé strané jsou shodné. Déle je potieba
si uvédomit, ze moznost testovat hypotézu o stfednich hodnotach jsme ztratili pii volbé neparametrického testu.
Namisto toho budeme testovat nulovou hypotézu o shodé medidnu epikondylarni $itky na pravé strané s medidnem
epikondyparni §ifky na levé strané, coz je analogie nulové hypotézy, ze median rozdili méfeni na pravé a levé strané
je rovny nule.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn rozdilu epikondyldrni $irky u muzu o oblasti Indian Knoll na pravé a levé strané je rovny
nule.
Hy : Medidn rozdilu epikondyldrni $irky uw muzi o oblasti Indian Knoll na pravé a levé strané neni rovny
nule.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hozizéo,kdefz'o:()
H;y : Z # Zp, kde Zp = 0 (oboustrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime podle zadani a = 0.01.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V tdvodu piikladu jsme vytvorili vektor humer.EBRL (Z;) jako vektor rozdili mezi pravou a levou stranou.
Nyni je potieba stanovit rozdily Z; — Zy a uréit pocet kladnych rozdili Z; — Zy a pocet nenulovych rozdila
m.

z0 <- 0

I <- (humer.EBRL > z0)

SE <- sum(I) # 25

n <- length (humer.EBRL) # 30

m <- sum(humer .EBRL - z0 != 0) # 28

Z celkového poctu 30 rozdilu jsou dva rozdily nulové, tj. poéet neulovych rozdila m = 28, a 25 rozdilu je
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kladnych (Sg = 25).
n 30
Sp=> I1(Zi—%>0)=Y I(Z—0>0) =25
i=1 i=1
Nyni vypocitame testovaci statistiku asymptotické varianty znaménkového testu podle vzorce 9.2.

Sp—m 2528 0 11
Sa=2F 2 2 V7= — 415761 = 4.1576

JE s 2514 2.645751
4

311 SA <- (SE - m / 2) / sqrt(m / 4) # 4.157609

e Kriticky obor

312 alpha <- 0.01
313 gqnorm(alpha / 2) # -2.575829
314 qnorm(1 - alpha / 2) # 2.575829

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = 4.1576 nélezi do kritického oboru, tj. s4 € W, Hy zamitame

na hladiné vyznamnosti o = 0.01.
4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pomoci piikazu sort() nejprve vzestupné sefadime namérené hodnoty Z;, i = 1,...,30. Hranice 99%

intervalu spolehlivosti budou potom (Ci_q/2)-td a (n + 1 — Cy_4/2)-td hodnota v sefazeném vektoru
namétenych hodnot, kde

n n
Cka/z = 9~ Ul—a/2 1

30 30
= — — U1_ _—
D) 1-0.01/2\[ 7

=15— Up.995V 7.5
=15 —2.575829 x 2.738613
= 7.945801 =8
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Interval spolehlivosti ma potom nésledujici tvar
(d,h) = (X(Cl—a/Z) : X(n+1—cl,a/2))
<X<8) x(30+1- 8))

X®. )
—(0.5; 2.5)

315 humer.EBRLs <- sort (humer.EBRL)

316 C1 <- round(n / 2 - gnorm(1l - alpha / 2) * sqrt(n / 4)) # 8
317 C2 <- round(n + 1 - C1) # 23

318 humer .EBRLs[C1] # 0.5
319 humer .EBRLs[C2] # 2.5

e Zavér testovani

Protoze Zy = 0 nendlezi do 99% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 0 € IS, Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(Sa > sa)}
= 2min{Pr(S4 < 4.157609) , Pr(S, > 4.157609)}
= 2min{Pr(S4 < 4.157609), 1 — Pr(S4 < 4.157609)}
= 2min{0.9999839, 1.607978 x 10~}
=2 x 1.607978 x 107° = 3.215956 x 107> = 3.2160 x 107°

320 p.hodnota <- 2 * min(pnorm(SA), 1 - pnorm(SA)) # 3.215956e-05

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 3.2160x 1075 je mensi nez o = 0.01, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Interpretace vysledka
Za zdkladé vSech tii typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.01. Mezi

epikondylatni Sifkou na pravé strané a na levé strané u muzu z oblasti Indian Knoll existuje statisticky
vyznamny rozdil.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Rozdil v epikondyldrnich sitkach z pravé a z levé strané muzeme vizualizovat pomoci krabicového diagramu

(viz obréazek 20).

*
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Obrézek 20: Krabicovy diagram rozdila epikondyldrni §itky u muzi z oblasti Indian Knoll na pravé a levé strané
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Priiklad 9.11. Wilcoxonuv parovy asymptoticky test

Mame datovy soubor 02-paired-means-clavicle.txt obsahujici idaje o hodnotach vertikalniho prumeéru stiedu délky
téla klien{ kosti z pravé a levé strany (clavicula) z pohfebisté u Sv. Jakuba v Brné, prevazné z obdobi stiedovéku,
naméiené jednim vyzkumnikem ve dvou opakovanych mérenich (viz sekce ?7?). Hodnoty naméfené pti prvnim opa-
kovani jsou ulozeny v proménné simd.1, hodnoty naméfené pii druhém opakovani jsou ulozeny v proménné simd.2.
Muzeme zjistit, ze aritmeticky prumeér hodnot ziskanych v rdamci prvniho méfeni je vétsi nez aritmeticky prumeér
hodnot ziskanych v rdmci druhého mefeni. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda je stfedni hodnota prvniho
meérfeni vétsi nez stiedni hodnota druhého méreni vertikdlniho prameéru délky téla kliéni kosti na levé strané prove-
dené timto vyzkumnikem.

Reseni piikladu 9.11

Nacteme datovy soubor. pomoci operdtoru [| z néj vybereme pouze udaje naméiené sledovanym vyzkumnikem
(sloupce simd.1 a simd.2) na levé strané side == 'L'. Udaje vlozime do proménné data.12L. Z datové tabulky
néasledné odstranime chybéjici idaje a zjistime rozsah ndhodného vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//02-paired-means-clavicle.txt’)
#head (data)

data.12L <- data[data$side == ’L’, c(’simd.1’, ’simd.2’)]
data.12L <- na.omit(data.12L)

dim(data.12L) # 40 z 2

Datovy soubor obsahuje 40 opakovanych méfeni vertikdlniho priméru stiedu délky téla kli¢ni kosti z levé strany.
Jelikoz chceme porovnat opakovand méfeni provedend na jednom subjektu, pouzijeme k tomuto porovnani parovy
test. Prvnim krokem k provedeni tohoto testu je vytvofeni rozdili hodnot ziskanych v prvnim a druhém méfeni. V
druhém kroku je potieba ovérit predpoklad normalniho rozdéleni téchto rozdilu. Testovdnim normality ndhodného
vybéru rozdilu jsme se zabyvali v ramci piikladu ?? v sekci 77, pficemz jsme zjistili, Ze tento nadhodny vybér
nepochézi z norméalniho rozdéleni (p-hodnota = 0.0002), a to ani po odstranéni nejvice odlehlého rozdilu (p-hodnota
= 0.0302). Pro piipomenuti viz obrazek 21 zobrazujici histogram a QQ-diagram pro puvodni sadu 40 rozdilu.

simd.1L <- data.12L$simd.1
simd .2L <- data.12L$simd.2
simd.12L <- simd.1L - simd.2L
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rozdil prvniho a druhého méfeni (v mm) LillieforsCv test: p—hodnota 2e—04

Obrézek 21: Histogram a diagram rozdila prvniho a druhého méteni vertikdlniho pruméru ve stedu délky téla kliéni
kosti na levé strané ziskanych jednim vyzkumnikem

Protoze predpoklad normality rozdila prvniho a druhého méfeni neni splnén, a k jeho splnéni nedoslo ani po
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odstranéni nejodlehlejsiho pozorovani, vratime se zpatky k vektoru obsahujicimu vSech 40 rozdilu. Otazku ze zadani
ovéfime pomoci neparametrické alternativy parového testu, a sice pomoci asymptotického znaménkového parového
testu. Nasim tkolem je zjistit, zda je stfedni hodnota prvniho méfeni vétsi nez stfedni hodnota druhého méreni.
Toto tvrzeni bude znénim alternativni hypotézy, nebof v zaddni neni o znéni nulové hypotézy zadni zminka.
Analogické znéni alternativni hypotézy je, ze stfedni hodnota rozdill, ziskanych ode¢tenim hodnot namétenych v
druhém métfeni od hodnot naméfenych v prvnim méreni, bude vétsi nez nula. Nulovou hypotézu naformulujeme
jako doplnék k této hypotéze. Namisto stiednich hodnot se opét zaméfime na jejich neparametrické alternativy a
sice na medidny, které budou figurovat v kone¢ném znéni obou hypotéz.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median rozdilu pruniho a druhého méreni vertikdlniho pruméru téla klicni kosti na levé strané
meérenych jednim vyzkumnikem je mensi neZ nula.
H, : Medidn rozdilu pruniho a druhého méreni vertikdintho priméru téla klicni kosti na levé strané
mérenych jednim vyzkumnikem je vétsi nez nula.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
Hozigéo,kdeéo:()
Hy : Z > Zp, kde 2y = 0 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime podle zadani a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V tvodu pifkladu jsme vytvorili vektor simd.12L (Z;) jako vektor rozdili mezi naméfenymi hodnotami
v ramci prvniho a druhého méreni na levé strané. Nyni je potieba stanovit rozdily Z; — Zp a urcit pocet
kladnych rozdilu Z; — Zy a pocet nenulovych rozdila m.

z0 <- 0

I <- (simd.12L > z0)

SE <- sum(I) # 23

n <- length(simd.12L) # 40

m <- sum(simd.12L - z0 != 0) # 38

Z celkového poctu 40 rozdila jsou dva rozdily nenulové, tj. m = 38 a 23 rozdilu je kladnych, tj. Sg = 23.

Déle vypocitame testovaci statistiku asymptotické varianty znaménkového testu Sy podle vzorce 9.2.

m 38
g, Se-% _B-% 0

JE \/% “33_19V00

= 1.297771 = 1.2978

= 3.082207

SA <- (SE - m / 2) / sqrt(m / 4) # 1.297771
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e Kriticky obor

W= <u1 as )
= (u1-0.05; ©0)
= (up.95 ; 00)
= (1.644854 ; o)

335 alpha <- 0.05
336 qnorm(1 - alpha) # 1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sa4 = 1.297771 nenélezi do kritického oboru, tj. s4 ¢ W, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pomoci piikazu sort() nejprve vzestupné sefadime namérené hodnoty Z;, i = 1,...,40. Hranice 95%
intervalu spolehlivosti budou potom (C;_,)-t4 hodnota v sefazeném vektoru namétrenych hodnot, kde

n n
Cia = 5 - Ul—a\/;

40 40
= ? — U1-0.05 Z
=20— U(),gs\/ﬁ
= 20 — 1.644854 x 3.162278

= 14.79851 = 15

a plus nekonec¢no.

Interval spolehlivosti ma potom nasledujici tvar

337 simd.12Ls <- sort(simd.12L)
338 C1 <- round(n / 2 - qgnorm(1l - alpha) * sqrt(n / 4)) # 14
339 simd.12Ls[C1] # -0.01

e Zaveér testovani
Protoze Zy = 0 ndlezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 0 € IS, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
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e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sy > s4) = Pr(S4 > 1.297771) = 1 — Pr(S4 < 1.297771) = 0.09718296 = 0.09718

340 p.hodnota <- 1 - pnorm(SA) # 0.09718296

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.09718 je vétsi nez a = 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zdkladé vsech ti{ typu testovdani nezamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Hodnoty
ziskané v prvnim méfeni nejsou statisticky vyznamné vétsi nez hodnoty ziskané v druhém méfeni.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani namérenych hodnot ziskanych v ramci prvniho a druhého méfeni zobrazime pomoci krabicového
diagramu (viz obrézek 22).
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Obrazek 22: Krabicovy diagram rozdili prvniho a druhého méfeni vertikdlniho pruméru ve sttedu délky téla kliéni
kosti na levé strané ziskanych jednim vyzkumnikem
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Priiklad 9.12. Znaménkovy parovy asymptoticky test

Méme datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt obsahujici tidaje o délkdch kliéni kosti (clavicula) z pravé strany
(length.R) a levé strany (length.L) z anglického souboru dokumentovanych skelettu (Parsons, 1916, viz soubor D-03-
paired-means-clavicle?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze stFedni hodnota délky kli¢n{ kosti u
zen z pravé strany je veétsi nez stfedni hodnota délky klicni kosti u zen z levé strany.

Reseni piikladu 9.12

Nejprve nacteme datovy soubor a pomoci operétoru [] z néj vybereme pouze tidaje o délce klién{ kosti z pravé strany
(sloupce length.R resp. z levé strany (length.L) u Zen sex == 'f'. [jdaje vlozime do proménné length.RLF. Z datové
tabulky nasledné odstranime chybéjici hodnoty a zjistime rozsah ndhodného vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//03-paired-means-clavicle2.txt’)
#head (data)

data.RLF <- datal[data$sex == ’f’, c(’length.R’, ’length.L’)]
data.RLF <- na.omit (data.RLF)

dim(data.RLF) # 50

Datovy soubor obsahuje idaje o délce kli¢ni kosti z pravé a levé strany u 50 muzu. Ukolem ze zadén{ je porovnat
naméfené hodnoty na pravé a levé strané. Jde tedy o méfeni stejného znaku (délka klién{ kosti) sledovaného na
stejnych subjektech (Zeny), proto pouzijeme na tuto situaci parovy test. Prvnim krokem k tohoto testu je vytvoreni
rozdilu hodnot naméfenych na pravé a levé strané. V druhém kroku je potieba ovérit predpoklad normality téchto
rozdilu.

Piedpoklad normality ovéiime Lillieforsovym testem (o = 0.05) v kombinaci s QQ-diagramem a histogramem
(viz obrézek 23). Datovy soubor rozdélime do sedmi ekvidistatnich intervalu s §fikou 2 mm prostfednictvim stano-
venych hranic —8,—6,...,6.
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rozdil délky na pravé a levé strané (v mm) Lillieforsdv test: p—hodnota 6.0481

Obrazek 23: Histogram a QQ-diagram rozdilu délky téla kli¢nich kosti na levé a pravé strané zen

Protoze p-hodnota = 0.0481 je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité dat, zamitame na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Z histogramu vidime, ze rozdily pravé a levé strany vykazuji plossi trend nez ocekavand kiivka hustoty
normélniho rozdéleni. Taktéz zde pozorujeme mirné vysikmeni hodnot smérem doleva s odlehlymi pozorovanimi
na pravé strané. Lillieforsuv test tyto nedostatky vyhodnotil vzhledem k pomérné vysokému rozsahu ndhodného
vybéru jako fatdlni pro normalni charakter ndhodného vybéru. Nahodny vybér rozdilu délek klicnich kosti z levé a
pravé strany tedy nepochdzi z normalniho rozdéleni.

Predpoklad normality pro pouziti parametrického testu neni splnén, proto neni mozné tvrzeni ze zadani ovérit
pomoci parametrického parového testu. Otazku ze zadani tedy ovéfime pomoci neparametrického asymptotického
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znaménkového parového testu. Nasim tikolem je tetsovat hypotézu, ze stiedni hodnota délky kli¢ni kosti u zen z pravé
strany je vétsi nez stfedni hodnota délky kliéni kosti u Zen z levé strany. Toto tvrzeni je znénim nulové hypotézy,
protoze pojmem hypotéza zminénym v zadani je vzdy myslena nulovd hypotéza. Déle je potieba si uvédomit, ze
moznost testovat hypotézu o stfednich hodnotach jsme ztratili pfi rozhodnuti pouzit k testovani neparametricky
test. Pojem stredni hodnoty nahradime ve slovni formulaci hypotéz pojmem medidn.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median rozdilu délky klicni kosti z pravé a z levé strany u Zen je vétsi nebo roven nule.
H, : Median rozdilu délky klicni kosti z pravé a z levé strany u Zen je mensi nez nula.
e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H():EZZo,kdeéo:O
Hy : Z < Zp, kde Zy = 0 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti podle zadani zvolime jako o = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V tvodu piikladu jsme vytvorili vektor length.RLF (Z;) jako vektor rozdili mezi naméfenymi hodnotami
na pravé a levé strané. Nyni je potieba stanovit rozdily Z; — Zy a urcit pocet kladnych rozdilu Z; — Z; a
pocet nenulovych rozdilu m.

346 z0 <- 0

347 I <- (length.RLF > z0)

348 SE <- sum(I) # 19

349 n <- length(length.RLF) # 50

350 m <- sum(length.RLF - 20 != 0) # 43

Z celkového poctu 50 rozdila je sedm rozdilt rovnych nule, tj. poc¢et nenulovych rozdila m = 43 a 19
rozdila je kladnych, tj. Sg = 19.

n

50
Sp=> I(Zi—%>0)=Y I(Z—0>0)=19.
=1

i=1

Nyni vypocitame testovaci statistiku asymptotické varianty znaménkového testu podle vzorce 9.2.

Sp—%2 19-% 0

JE [ 19-215

—2.5
Vv10.75 = ———=— = —0.7624929 = —0.7625
3.278719

Sa =

361 SA <- (SE - m / 2) / sqrt(m / 4) # -0.7624929

e Kriticky obor

w

(—o0; ua>

(—00; u0‘05>
(—oo; —1.644854>
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352 alpha <- 0.05
353 qgnorm(alpha) # -1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = —0.16013 nenélezi do kritického oboru, tj. s4 ¢ W, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Pomoci pitkazu sort() nejprve vzestupné sefadime namétrené hodnoty Z;, ¢« = 1,...,50. Hranice 95%
pravostranného intervalu spolehlivosti budou potom minus nekonetno a (n + 1 — Ci_,)-t4 hodnota v
sefazeném vektoru naméfenych hodnot, kde

50 50

- 5 — U1-0.05 Z

= 25— Up.95V 12.5
= 25 — 1.644854 x 3.535534
= 19.18456 =19

Interval spolehlivosti ma potom nésledujici tvar

(d,h) = (—o0; X(mH1=Cre)
(_OO; X(50+1—19))
(—oo; X(32)>
(—o0

1)

354 length.RLFs <- sort(length.RLF)

355 C1 <- round(nm / 2 - gnorm(1 - alpha) * sqrt(n / 4)) # 19
356 C2 <- round(n + 1 - C1l) # 32

357 length.RLFs[C2] # 1

e Zavér testovani
Protoze Zy = 0 nélezi do 95% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. 29 = 0 € I.S, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = Pr(S4 < s4) = Pr(Sa < —0.7624929) = 0.222883 = 0.2229

358 p.hodnota <- pnorm(SA) # 0.2229
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e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.2229 je vétsi nez o = 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

. Interpretace vysledka
Za zakladé vSech tii typu testovani nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Délka
kli¢ni kosti z pravé strany neni u zZen statisticky vyznamné mensi nez délka kli¢ni kosti z levé strany.

. Graficka vizualizace vysledku testovani

Porovndni namétenych hodnot na pravé a levé strané vizualizujeme pomoci krabicového diagramu (viz obrézek
24).

E j o=
£ S 170
= - = o
— ] ' 5
5 s ¢ 0 °
: s > s o
% . ; @ 150 - :
5 z ’ ’
S S 140
© T —
2 s = £
= 9o 7 . oS ] i
S ! = _
S — naméfené rozdilye  Z,=0 g 120 °
S -10 — =

g | |

1.mereni 2.mereni

Obrazek 24: Krabicovy diagram rozdila délky téla kliénich kosti na levé a pravé strané zen
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9.4 Wilcoxoniv jednovybérovy exaktni test

Necht X7i,...,X1,, n > 2 je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s hustotou f(x), kterd je symetricka okolo
medidnu & a necht Zg je konstanta. Na hladiné vyznamnosti o testujeme jednu z nasledujicich ti{ hypotéz oproti
prislusné alternativni hypotéze.

Hy : 2 =129 oproti Hyp: % # %o (oboustrannd alt.)
Hys : 2 < oproti Hys: &> %9 (pravostrannd alt.)
Hys : T > T oproti Hy5:% <%y (levostrannd alt.)

Test nazyvame Wilcoxonuv jednovybérovy exaktni test o medianu Z. Testovaci statistika m4 tvar
m
Sp =Y RI(X;— & >0) (9.4)
i=1

kde m je pocet nenulovych rozdila X; — %o, R; je poradi absolutni hodnoty rozdilu i-té ndhodné veliciny X; a
konstanty Zo, tj. R; je poradi sefazenych rozdilu |X; — Zo|, i = 1,...,m, I(X; — Zo > 0) je indikacni funkce, ktera
nabyva hodnoty 1, pokud X; —xg > 0, a hodnoty 0 jinak. Statistika Sg je potom soucet poradi absolutnich hodnot
rozdilu |X; — Zol, pro néz je rozdil X; — Zo kladny. Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hi1:Z# 2o W = (—00; sm(/2) = 1) U (s (1 — a/2); o0)
His: T > 2y W:<Sm(1—a),00)
Hiz:x <Xy W:(—oo;sm(a)—1>

kde spm(a/2), sm(1 —a/2), spm(a) a sm (1l — a) jsou tabelované kvantily pro jednovybérovy Wilcoxontv test, jejichz
hodnoty ziskdme pomoci softwaru @R a implementované funkce gsignrank().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

Hy 12 # 2 (d,h) = (V(Sm(aﬂ)) : v(sm,(l—a/2)+1))
H12 1T > .fo (d’ oo) = (V(SM(O‘)) ; OO)
Hiz:T < Iy (*OO, h) = (700’ V(Sm(lfa)JFl))

m(m+1

kde VD < V@ < ... < V) nag poslupnost vzestupné sefazenych W Walshovych pruméru

(Xi+X5)
2 bl

i=1,....m,j=1,....m, j <iaV® znaéf k-ty sefazeny Walshtiv primeér. Posloupnost Walschovych priaméri
ziskame piikazem owa z knihovny NSM3.

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hii: % # %o p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
Hiy: %> 29 p-hodnota = Pr(Sg > sg)
Hi3:2 <2 p-hodnota = Pr(Sg < sg)

kde Sg je ndhodnd velicina, sg je realizace testovaci statistiky Sg (viz vzorec 9.4), tedy konkrétni ¢islo, a Pr(Sg <
sg) je distribuéni funkce tabelovaného rozdéleni pro jednovybérovy Wilcoxonuv test, jejiz hodnotu ziskdme pomoci
@ a implementované funkce psignrank().
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Priiklad 9.13. Wilcoxonuv jednovybérovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv a proménnou humer.DR popisujici nejvétsi délku hlavice pazni kosti
7z pravé strany v mm u skelett z obdobi raného sttedovéku z oblasti Staubing (viz sekce ??). Déle méme k dispozici
udaje ze studie (Mall et al.) z roku 1999, v rdmci které byla méfena nejvéts{ délka hlavice pazni kosti u muzu
souc¢asné némecké populace (m,, = 50.0mm, n,, = 64). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda existuje
rozdil mezi nejvétsi délkou hlavice pazni kosti z pravé strany u muzu z rané stredovéké némecké populace a u muzu
soucasné némecké populace.

Reseni piikladu 9.13

Zadani prikladu je shodné se zadanim ptikladu 9.1. Datovy soubor obsahujici idaje o nejvétsi délce hlavice pazni
kosti z pravé strany u 12 muzu nepochédzi z normélniho rozdéleni (viz QQ-diagram, obrizek 25 vlevo), proto
na prozkoumani otazky ze zadani pouzijeme neparametricky jednovybérovy test. Tentokrat bychom vsak chtéli
nulovou hypotézu otestovat pomoci Wilcoxonova jednovybérového testu. K pouziti tohoto testu vSak musi byt
splnén predpoklad symetrického rozdéleni namérenych hodnot okolo medidnu. Ten ovérime pomoci testu symetrie
(pitkaz symmetry.test() z knihovny lawstat) uvedeného v sekei ?? (hladinu vyznamnosti zvolime o = 0.05). Graficky
vizualizujeme miru symetrie naméfenych hodnot okolo medidnu pomoci histogramu superponovaného jadrovym
odhadem kiivky hustoty (viz kapitola ??) se zvyraznénou hodnotou medidnu pomoci vertikalni ptimky (viz obrézek
25 vpravo).

T
50 - 0.20 4 - - median
5 é
0
5 46 € 0.10-
i) p~
o 44 K]
2 2 0.05
42 —
0.00 —
I I I I I I I I I I I I
-15 -0.5 05 1.0 15 41.25 46.25 51.25
teoreticky kvantil délka hlavice pazni kosti (v mm)
Shapirtiv—Wilkdv test: p—hodnotaG:0261 Test symetrie: p—hodnotaG-0518

Obrézek 25: QQ-diagram (vlevo) a histogram naméfrenych hodnot nejvétsi délky hlavice pazni kosti na pravé strané
u skelett muzu ze starovéké populace z oblasti Staubing superponovany kiivkou jadrového odhadu hustoty (vpravo)

Protoze p-hodnota = 0.0518 je vétsi nez 0.05, nezamitame hypotézu o symetrii okolo medidnu na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Z histogramu na obrazku 25 vidime, ze data nejsou ukazkové symetrickd okolo medidnu, jsou vysikmena
doprava s prodlouzenym levym koncem. S ohledem na nizky rozsah ndhodného vybéru jsou vSak tyto prohfesky
vzhledem k symetrii jesté prijatelné. Naméfené hodnoty nejvétsi délky hlavice pazni kosti z pravé strany tedy
povazujeme za symetricky rozdélené okolo medianu.

Protoze hypotéza o symetrii data okolo medidnu nebyla zamitnuta, muzeme k otestovani otdzky ze zadani pouzit
Wilcoxontv jednovybérovy parametricky test. Analogicky jako v piikadu 9.1 provedeme testovani v posloupnosti
sedmi kroku.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn nejvétsi délky hlavice pazni kosti rané stredovéké némecké populace je shodny s medidnem
nejuétsi délky hlavice pazni kosti na pravé strané muzu soucasné némecké populace.
H, : Medidn nejvétsi délky hlavice pazni kosti rané stiedoveké némecké populace nent shodny s medidnem
nejuétsi délky hlavice pazni kosti na pravé strané muzi soucasné némecké populace.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H() T = .’Z'()7 kde 55() = 50.00
Hi : & # %o, kde £y = 50.00 (oboustranng alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

Nejprve vypocitdme vektor rozdili naméfenych hodnot X; a konstanty Zg, tj. X; — Zp = X; — 50.
Nésledné se zamérime na stanoveni po¢tu nenulovych rozdila, kde zjistime, ze zadny z rozdila X; — 50
neni nulovy, tedy pocet nenulovych rozdilu m = n = 12. Pro dodrzeni{ obecného postupu vytvorime nyni
vektor humer.DRMO obsahujici ty namétfené délky paznich kosti z pravé strany, pro nez rozdil X; — g
nebyl rovny nule. V tomto ptipadé bude vektor humer.DRMO shodny s vektorem humer.DRM, protoze
zadny z rozdila X; — Zg nule rovny nebyl. V dalsich krocich testovani budeme nicméné pouzivat vektor
humer.DRMO0. Nésledné vypocitdme absolutni hodnoty nenulovych rozdilu, tj. |X; — Zo|, ¢ = 1,...,m a
stanovime pofad{ téchto rozdili v absolutnich hodnotach (viz tabulka 12).

Tabulka 12: Naméiené hodnoty X;, rozdily X; — o, znaménka téchto rozdili, absotulni hodnoty nenulovych
rozdili | X; — Zo| a poradi nenulovych rozdilu v absolutnich hodnotédch R;

méfeni || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X; 49.83 47.96 49.49 48.73 49.25 40.9 51.22 51.27 46.16 49.52 50.28 45.6

X, — %o -0.17 -2.04 -0.51 -1.27 -0.75 -9.1 1.22 1.27 -384 -048 028 -44

I - - - - - - + + - - + -

| X; — Zo| 0.17 2.04 0.51 1.27 0.75 9.1 1.22 1.27 3.84 0.48 0.28 4.4

R; 1.00 9.00 4.00 7.50 5.00 12.0 6.00 7.50 10.00 3.00 2.00 11.0

7 tabulky 12 vidime, ze celkem tii rozdily X; — Zg, ¢ = 1,...,m jsou kladné, ptficemz potadi téchto

rozdilu v absolutnich hodnotédch jsou 2, 6 a 7.5. Hodnota testovaci statistiky Sg, kterd je definovand jako
soucet poradi absolutnich hodnot kladnych rozdila, bude tedy rovna 15.5.

12
Sp =Y RI(X;—& >0)=2+6+75=155
i=1

e Kriticky obor

W = (=005 sm(a/2) = 1) U (sm(1 — a/2); o0)
(—00; $12(0.05/2) — 1) U (s12(1 — 0.05/2) ; 00)
(—00; 512(0.025) — 1) U ($12(0.975) ; o0)
(
(

—00; 14— 1)U (64; o0)
—00; 13) U (64; 00)

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sg = 15.5 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitiame

na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Abychom mohli stanovit hranice 95 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat m(mT’Ll) Wal-

, C e XX, , g R R
shovych priméru %, i = 1,...,m a ty néasledné vzestupné sefadit. Walshovy prumeéry ziskame
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359 x0 <- 50
360 n <- length(humer.DRM)

361 m <- sum(Chumer.DRM - x0 != 0)

362 humer .DRMO <- humer.DRM

363 humer .DRMO [humer .DRMO - x0 == 0] <- NA

364

365 I <- (humer .DRMO - x0 > 0)

366 Ri <- rank(abs(humer.DRMO - x0), na.last = "keep")

367 tab <- rbind("Xi" = humer.DRM, "Xi-x0" = humer.DRM - xO0,
368 "I" = I, "|Xi-x0|" = abs (humer.DRMO - x0),
369 "Ri" = Ri)

370 tab <- data.frame(tab)
371 names(tab) <- 1 : 12

372 # 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
373 # Xi 49.83 47.96 49.49 48.73 49.25 40.9 51.22 51.27 46.16 49.52 50.28 45.6
374 # Xi-z0  -0.17 -2.04 -0.51 -1.27 -0.75 -9.1 1.22 1.27 -3.84 -0.48 0.28 -4.4
375 # I 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.0
376 # [Xi-z0| 0.17 2.04 0.51 1.27 0.75 9.1 1.22 1.27 3.8{ 0.48 0.28 4.4
377 # Ri 1.00 9.00 4.00 7.50 5.00 12.0 6.00 7.50 10.00 3.00 2.00 11.0

378 SE <- sum(Ri * I) # 15.5

379 alpha <- 0.05
380 gsignrank(alpha / 2, m) - 1 # 13
381 qgsignrank (1l - alpha / 2, m) # 64

pomoci funkce owa z knihovny NSM3. Prvnim argumentem této funkce bude vektor nul o délce m = 12,
druhym argumentem bude vektor humer.DRMO o délce m = 12. Ziskané Walschovy pruméry sefadime
piikazem sort().

382 walsh <- NSM3::owa(rep(O, 12), humer.DRMO)$owa

383 V <- sort(walsh)

384 # [ 1] 40.900 43.250 43.530 44.430 44.815 45.075 45.195 45.210 45.365 45.590 45.600
385 # [12] 45.880 46.060 46.085 46.160 46.780 47.060 47.165 47.425 47.445 47.545 47.560
386 # [23] 47.705 47.715 47.825 47.840 47.940 47.960 47.995 48.220 48.345 48.410 48.435
387 # [34] 48.605 48.690 48.715 48.725 48.730 48.740 48.895 48.990 49.110 49.120 49.125
388 # [45] 49.250 49.280 49.370 49.385 49.490 49.505 49.505 49.520 49.540 49.590 49.615
389 # [56] 49.660 49.675 49.765 49.830 49.885 49.900 49.975 50.000 50.055 50.235 50.260
390 # [67] 50.280 50.355 50.370 50.380 50.395 50.525 50.550 50.750 50.775 51.220 51.245
391 # [78] 51.270

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru Walshovych priméru
Vs nachdzi na (s,,(«/2))-té pozici a na (s,,(1 — «/2) + 1)-té pozici. Hodnoty s,,,(a/2) a s, (1 —a/2) +1
nalezneme opét pomoci funkce gsignrank().

<V<sm<a/2>> : V(smufa/zm))

(V(812(0.05/2)) , V(512(1—0.05/2)+1))

<V<14> : V<64>)

(d,h) =
= (46.085 ; 50.235)

e Zavér testovani

61



392
393
394
395

396

397
398

gsignrank (alpha / 2, m) # 14
gsignrank (1l - alpha / 2, m) + 1 # 64
V[14] # 46.085

V[65] # 50.235

Protoze Iy = 50.00 nalezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 50.00 € IS,
Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
Piislusnou p-hodnotu vypocitame pomoci vzorce 2 min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}. Zde si uvédomme, Ze re-
alizace testovaci statistiky sp = 15.5. Zaroven Sg je diskrétni ndhodna veli¢ina. Z vlastnosti pravdépodobnostni
funkce diskrétnich ndhodnych velicin vime, ze Pr(Sg < 15.5) = Pr(S. < 15) a Pr(Sg > 15.5) = Pr(Sg >
16) = 1 — Pr(Sg < 16) = Pr(Sg < 15). Viz kapitola ?7.

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
= 2min{Pr(Sg < 15),1—Pr(Sg < 15)}
= 2min{0.03198242, 0.9680176}
=2 % 0.03198242 = 0.06396484 = 0.06396

2 * min (psignrank (15, m), 1 - psignrank (15, m)) # 0.06396484

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.06396 je vétsi nez o = 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé v8ech ti{ typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hlading vyznamnosti o = 0.05. Mezi
nejvetsi délkou hlavice pazni kosti na pravé strané u muzu rané stfedovéké a soucasné populace neexistuje
statisticky vyznamny rozdil. Ke stejnému zavéru jsme dospéli také v piikladu 9.1.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Grafické porovnani ndhodného vybéru s konstantou £y = 50.00 bychom provedli analogicky jako v ptikladu
9.1 pomoci krabicového diagramu (viz obrézek 2).

Pozndmka: Wilcoxonuv jednovybérovy exaktni test muzeme provést pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi para-
metry budou vektor reprezentujici ndhodny vybér (humer.DRM), hodnota parametru Zo z nulové hypotézy zadand
argumentem mu = 50.00, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim argumentu conf.int
= T, hodnota hladiny vyznamnosti o zadanda prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — a nastavenim hodnoty
argumentu conf.level = 0.95, typ zvolené alternativn{ hypotézy (oboustrannd) zadany pomoci argumentu alternative
= "two.sided’ a argument correct = F, ktery zakazuje aplikovani spojité korekce na vysledné intervaly spolehlivosti
a p-hodnotu.

wilcox.test (humer .DRM, mu = 50.0, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’two.sided’, correct = F) # interpolovany IS < p-hodnota

Souéasti vystupu je hodnota medidnu ndhodného vybéru median of x = 48.79584, hodnota testovaci statistiky V =
15.5, interpolované hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti 46.085 a 50.235 a inter-
polovand p-hodnota p-value = 0.07108 adaptovand na situaci, kdy jsou nékteré rozdily | X; — Zo| shodné (viz tabulka
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Wilcoxon signed rank test

data: humer.DRM
V = 15.5, p-value = 0.06515
alternative hypothesis: true location is not equal to 50
95 percent confidence interval:
46.15993 50.05504
sample estimates:
(pseudo)median
48.79584

12, kde | X4 —Zo| = | X7 —Zo| = 1.27). Jediné, co musime stanovit zvl4st, jsou dolnf a horn{ hranice kritického oboru.

Pozndmka: Vystup funkce wilcox.test() v tomto pifpadé provazi varovna hldska Warning messages: In wilcox.test.default
(humer.DRM, mu = 50, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact p-value with ties. Tato hldska nds upo-
zornuje pravé na vyskyt duplicitnich rozdilu | X4 — Zo| = | X7 — Zo| = 1.27 a na pouziti modifikovaného postupu na
vypocet p-hodnoty. *
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Priiklad 9.14. Wilcoxonuv jednovybérovy exaktni test

Meéjme datovy soubor 15-anova-means-skull.txt a proménnou upface.H popisujici vysku horni ¢ésti tvare muzu
némecké populace (viz sekce ??). Dale mame k dispozici tidaje o vysce horni ¢ésti tvafe muzii Cernjachovské
kultury na dzemi{ dnesni Ukrajiny (mq = 70.00mm, nq = 99). Na hladiné vyznamnosti o = 0.10 testujte hy-
potézu, ze vyska horni ¢asti tvare némecké muzské populace je mensi nebo rovna vysce horni ¢asti tvare muzské
populace Cernjachovské kultury.

Reseni piikladu 9.14

Zadani ptikladu je shodné se zaddnim piikladu 9.2. Datovy soubor obsahujici iidaje o vysce horni ¢ésti tvare 19
muzu némecké populace nepochdzi z normélniho rozdéleni (p-hodnota = 0.0419, viz obrdzek 9.14), proto na pro-
zkoumani otazky ze zadéni pouzijeme neparametricky jednovybérovy test. Opét bychom chtéli nulovou hypotézu
otestovat pomoci Wilcoxonova jednovybérového testu, k ¢emuz je potieba ovéfit pfedpoklad symetrického rozdéleni
naméfenych hodnot okolo medidnu. Ten ovéifme pomoci testu symetrie (o = 0.05). Graficky vizualizujeme miru sy-
metrie naméfenych hodnot okolo medianu pomoci histogramu superponovaného jadrovym odhadem kiivky hustoty
(viz kapitola ??) se zvyraznénou hodnotou medidnu pomoci vertikdlni pfimky (viz obrézek 26).

o 0.12
0.10
0.08
0.06 —
0.04 —
0.02

0.00 —
I I I I I I I I I I

-2 -1 0 1 2 625 655 685 715 745
teoreticky kvantil vySka horni ¢asti tvafe (v mm)
Shapirtv-Wilkdv test: p—hodnotaG:0419 Test symetrie: p—hodnotaG:0682

ybérovy kvantil
relativni ¢etnost

Obrézek 26: QQ-diagram (vlevo) a histogram naméfenych hodnot vysky hornf édsti tvafe u muzu némecké populace
superponovany kfivkou jadrového odhadu hustoty (vpravo)

Protoze p-hodnota = 0.0682 je vétsi nez 0.05, hypotézu o symetrickém rozdéleni ndhodného vybéru vysek horni
¢asti tvare muzu okolo medidnu nezamitame na hladiné vyznamnosti @ = 0.05. Z grafu 26 neni symetrie okolo
medidanu piilis zjevna, hodnoty jsou vySikmené smérem doprava. U ndhodného vybéru vétsiho rozsahu by to byl
problém, vhledem k nizkému rozsahu ndhodného vybéru je vsak test symetrie schovivavéjsi a hypotéza o symetrii
nebyla jesté zamitnuta. Nahodny vybér vysek horni ¢asti tvafe u muzu povazujeme tedy za symetricky rozdéleny
okolo medianu.

Protoze hypotéza o symetrii data okolo medidanu nebyla zamitnuta, muzeme k otestovani otdzky ze zadani pouzit
Wilcoxonuv jednovybérovy parametricky test. Analogicky jako v pifkadu 9.2 testujeme (nulovou) hypotézu v po-
sloupnosti sedmi kroki.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn vysky horni cdsti tvdre némecké muzské populace je mensi nebo roven medidnu vysky horni
Cdsti tvdie muzské populace z Cernjachovské kultury.
H; : Median viysky horni ¢dsti tvdre némecké muzské populace je vétsi nez medidn vysky horni édsti tvdre
muzské populace z Cernjachouvské kultury.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO 1z < SE(), kde SE() = 70.00
Hy : & > &g, kde Ty = 70.00 (pravostrannd alternativa)
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2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.10.

3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

Nejprve vypocitame vektor rozdili naméfenych hodnot X; a konstanty Zg, tj. X; —%¢ = X; —70. Nasledné
se zaméiime na stanoveni poc¢tu nenulovych rozdila, kde zjistime, ze z celkového poctu n = 19 rozdila jsou
dva rozdily nulové, a tedy pocet nenulovych rozdila m = 17.Déle vytvoiime vektor upface.HNO obsahujici
ty naméfené vysky horni ¢asti tvare, pro nez rozdil X; — Zg nebyl rovny nule. Délka vektoru upface. HNO
bude rovnd m = 17. V dalsich krocich testovani budeme pouzivat pravé vektor upface.HNO. Nésledné
vypocitdme absolutni hodnoty nenulovych rozdilu, tj. | X; — Zol, ¢ = 1,...,m a stanovime pofadi téchto
rozdili v absolutnich hodnotach (viz tabulka 13).

Tabulka 13: Naméfené hodnoty X, rozdily X; — %o, znaménka téchto rozdilu, absotulni hodnoty rozdilu
| X — Zo| a pofadi rozdili v absolutnich hodnotach R;

méfeni |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
X 73 73 67 75 700 62 760 73 710 66 76.0 73 74 74 70.0 760 72 69.0 76.0
Xi—% |3 3 -3 5 00 -8 60 3 1.0 -4 60 3 4 4 00 60 2 -1.0 6.0
I + o+ + - -+ + + - 4+ 4+ 4+ o+ - + o+ - +
| Xi—do| |3 3 3 5 - 8 60 3 1.0 4 60 3 4 4 - 60 2 10 6.0
R; 6 6 6 12 - 17 145 6 1.5 10 145 6 10 10 145 - 3 15 145

Z tabulky 13 vidime, ze celkem 13 rozdila X; —Zg, i = 1,...,17 je kladnych, pficemz potadi téchto rozdilu
v absolutnich hodnotéach jsou 6,6,12,14.5,6,1.5,14.5,6, 10, 10, 14.5, 3, 14.5. Hodnota testovaci statistiky
SE bude tedy rovnd souctu téchto poradi.

17
Sp=> RI(X;—%>0)=6+6+12+145+6+ 15+ 145+ 6+ 10+ 10+ 145+ 3+ 14.5 = 118.5
i=1

Tabulku analogickou tabulce 13 nynf vytvoifme také pomoci softwaru @ . Z vyse uvedeného textu vime,
ze vektor X; (upface.HN), a X; — 70 maji délku n = 19. Nicméné vektory I, |X; — 70| a R; maji mit
délku m = 17. Zaroveii ale vime, ze @ umi vytvofit tabulku pouze ze fadki, které maji stejnou délku.
Situaci tedy vytesime tak, ze vytvorime vektor upface.HNO, ktery bude mit délku 19, nicméné pozice, kde
X; — 70 = 0, nahradime hodnotami NA. Indika¢ni proménna |, pro kterou plati | = 1 pokud Z; —0 > 0
a | = 0 jinak bude mit opét délku 19, ale dvé pozice budou opét nabyvat hodnoty NA. Stejna situace
nastane u vektoru poradi rozdili v absolutnich hodnotach Ri. Vektor poradi stanovime pomoci funkce
rank() s volbou argumentu na.last = "keep”, kterd zajist{, aby NA hodnoty ziskali jako pofadi rovnéz NA
hodnotu.

Kriticky obor Hornf a dolnf hranici kritického oboru stanovime pomoci funkce gsignrank().

W = {(spm(1 —a); o0)
= (s17(1 — 0.10) ; o0)
= (517(0.9) ; 00)
= (111; o)
=

111; o0)

Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sp = 118.5 nélezi do kritického oboru, tj. sgp € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti
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# upface.HN1 <- upface.HN
x0 <- 70.00
n <- length(upface.HN)

m <- sum(upface.HN - x0 != 0)
upface.HNO <- upface.HN
upface.HNO [upface.HNO - x0 == 0] <- NA

I <- (upface.HNO - x0 > 0)

Ri <- rank(abs(upface.HNO - x0), na.last = "keep")
tab <- rbind("Xi" = upface.HN, "Xi-x0" = upface.HN - xO0,

"I" = I, "|Xi-x0|" = abs(upface.HNO - x0),

"Ri" = Ri)
tab <- data.frame(tab)
names (tab) <- 1 : n
# 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
# X1 73 73 67 75 70 62 76.0 73 71.0 66 76.0 73 T4 T4 T0 T6.0 T2 69.0 76.0
# Xi-z0 3 3 -3 6§ 0-8 6.0 3 1.0 -4 6.0 3 4 4 0 6.0 2 -1.0 6.0
# I 17 1 0 1 NA O 1.0 1 1.0 0 1.0 1 1 1 NA 1.0 1 0.0 1.0
# |[Xi-z0/ 3 3 3 5 NA 8 6.0 3 1.0 4 6.0 3 4 4 NA 6.0 2 1.0 6.0
# Ra 6 6 6 12 NA 17 14.5 6 1.5 10 14.5 6 10 10 NA 14.5 3 1.5 14.5
SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 118.5

alpha <- 0.10
gsignrank (1 - alpha, m) # 104

e Interval spolehlivosti

Abychom mohli stanovit hranice 90 % levostranného intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat
m(mTH) Walshovych pruméru X";Xj, i = 1,...,m. Walshovy pruméry ziskdme pomoci funkce owa z
knihovny NSM3. Prvnim argumentem této funkce bude vektor nul o délce m = 17, druhym argumentem
bude vektor upface. HNO o délce m = 17. Ziskané Walschovy pruméry setfadime piikazem sort().

walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), na.omit(upface.HNO))$owa
V <- sort(walsh)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnota, kterd se v sefazeném vektoru Walshovych priméru
V nachdzi na (s,,(a))-té pozici a nekoneéno. Hodnotu s,,(«) nalezneme pomoci funkce gsignrank().

V(sm(@) . )

= (
(V(917(0 10)) . )
= (Vi)

= (71; 00)

e Zavér testovani
Protoze &y = 70.00 nendlez{ do 90% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 70.00 ¢
1S, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou
Pifslusnou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce Pr(Sg > sg)}. Zde si uvédomme, 7e realizace testovaci
statistiky sg = 118.5. Zarovein Sg je diskrétni nahodnd veli¢ina. Z vlastnosti pravdépodobnostni funkce
diskrétnich ndhodnych veli¢in vime, ze Pr(Sg > 118.5) = Pr(Sg > 119) =1 — Pr(Sg < 119) =1 — Pr(Sg <
118). Viz kapitola ?7?.
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435 alpha <- 0.10
436 gsignrank(alpha, m) # 49
437 V[49]

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sg > sg) = Pr(Sg > 118.5) = 1 — Pr(Sp < 118) = 1 — 0.9776154 = 0.02238464 = 0.02238

438 1 - psignrank (118, m) # 0.02238464

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.02238 je mensi nez o = 0.10, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

6. Interpretace vysledka
Za zakladé vSech tii typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.10. Vyska
horni ¢asti tvare muzu némecké populace je statisticky vyznamné vétsi nez vyska horni ¢dsti tvdie muzu
Cernjachovské populace z oblasti dnesni Ukrajiny. Ke stejnému zavéru jsme dospéli také v pitkladu 9.2.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Vyznamny rozdil horni ¢dsti tvdfe muzu mezi obéma populacemi vizualizujeme analogicky jako v piikladu
9.2 krabicovym diagramem (viz obrézek 4).

Poznamka: K provedeni Wilcoxonova jednovybérového exaktniho testu pouzijeme funkei wilcox.test(). Vstupnimi
parametry budou puvodni vektor délky n = 19 reprezentujici ndhodny vybér (upface.HN), hodnota parametru
z nulové hypotézy (mu = 70.00), argument conf.int = T zaddvajici pozadavek na vypocet intervalu spolehlivosti,
hodnota hladiny vyznamnosti o zadand prostrednictvim koeficientu spolehlivosti 1—a (conf.level = 0.90), typ zvolené
alternativni hypotézy (pravostrannd, alternative = 'greater’) a argument correct = F, ktery zakazuje aplikovan{ spojité
korekce na vysledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu.

439 wilcox.test(upface.HN, mu = 70.00, conf.int = T, conf.level = 0.90,
440 alt = ’greater’, correct = F) # IS 4 p-hdonota interpolovane

Soucasti vystupu je hodnota medidnu ndhodného vybéru median of x = 72.99994, hodnota testovaci statistiky s
= 118.5, interpolované hranice 90% empirického levostranného intervalu spolehlivosti 71.00003 a Inf a interpolovan4
p-hodnota p-value = 0.02286. Jediné, co musime stanovit zv1ast, je dolni hranice kritického oboru.

*
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Wilcoxon signed rank test

data: upface.HN
V = 118.5, p-value = 0.02286

alternative hypothesis: true location is greater than 70

90 percent confidence interval:
71.00003 Inf
sample estimates:
(pseudo)median
72.99994
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Priiklad 9.15. Wilcoxonuv jednovybérovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv a proménnou tibia.LR popisujici nejvétsi délku lytkové kosti z pravé
strany v mm u skeleti z obdobi neolitu z oblasti Yoshigo (viz sekce ?77). Ddle méme k dispozici tdaje ze studie
(Hasegawa et al.) z roku 2009, v rdmci které byla méfena nejveétsi délka lytkové kosti z pravé strany u Zen soucasné
japonské populace (m; = 329.40mm, s; = 17.3mm, ny = 342). Na hladiné vyznamnosti a = 0.01 zjistéte, zda je
nejveétsi délka lytkové kosti z pravé strany u zen z neolitické japonské populace vyznamné mensi nez u zen soucasné
japonské populace.

Reseni piikladu 9.15

Zadani piikladu je shodné se zadanim piikladu 9.3. Datovy soubor obsahujici idaje o nejvétsi délce lytkové kosti z
pravé strany nepochdzi z normalniho rozdéleni (p-hodnota = 0.034, viz obrizek 9.3), proto na prozkoumdni otazky
ze zadani pouzijeme neparametricky jednovybérovy test. Opét bychom chtéli nulovou hypotézu otestovat pomoci
Wilcoxonova jednovybérového testu, k ¢emuz je potieba ovérit pfedpoklad symetrického rozdéleni namétrenych
hodnot okolo medidnu. Ten ovéfime pomoci testu symetrie (o = 0.05) a histogramem superponovanym jadrovym
odhadem kfivky hustoty se zvyraznénou hodnotou medidnu pomoc{ vertikdln{ pifmky (viz obrédzek 27).

[e) T
330 1 0.06 — median
2 325 8 0.05
S b=
< 3207 3 0.04 ¢
2 315 =
3 S 0.03 +
L 310 S| -
L < 0.02
300 4o 0.00 //
| | | | | | | |
-1.5 -05 00 05 1.0 15 3015 3105 3195 3285
teoreticky kvantil délka lytkové kosti (v mm)
Shapirdv-Wilk{v test: p~hodnotaG:034 Test symetrie: p—hodnotaG=0357

Obrézek 27: QQ-diagram (vlevo) a histogram naméfenych hodnot délky lytkové kosti na pravé strané u skeletu zen
populace z oblasti Youshigo Shell Mound superponovany kiivkou jadrového odhadu hustoty (vpravo)

Protoze p-hodnota = 0.0357 je mensi nez 0.05, zamitame hypotézu o symetrii naméfenych hodnot okolo medidanu
na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Z grafu 27 vidime, ze data jsou nesymetrickd okolo medidnu, a to natolik ze i
pres nizky rozsah ndhodného vybéru dochazi k zamitnuti hypotézy o symetrii. Namérené hodnoty nejvétsi délky
lytkové kosti z pravé strany u zen nejsou symetricky rozdélené okolo medidanu. Pfedpoklad pro pouziti Wilcoxonova
testu neni splnén a proto tento test nemuzeme v tomto piipadé pouzit. Musime se tedy spokojit s vysledkem
znaménkového testu pouzitého v ramci piikladu 9.3. *
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9.5 Wilcoxoniv jednovybérovy asymptoticky test

Pro nahodné vybéry o rozsazich n > 30 mame moznost pouzit k otestovani nulové hypotézy asymptotickou variantu
testu. Tuto variantu nazyvame Wilcoxonuv jednovybérovy asymptoticky test o medidnu Z. Testovaci statistika
asymptotického testu ma tvar

Sp — m(rZJrl)

/m(m+1)(2m+1)
24

kde Sg je statistika definovand vztahem 9.4 a m je pocet nenulovych rozdila X; — &g. Za platnosti nulové hypotézy
pochézi statistika S4 ze standardizovaného normalniho rozdéleni, tj.

Sp = (9.5)

Sp=—2 32 T N(0,1).
m(m+1)(2m+1)
V 24
Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar
Hy 13 # Zo W = (=003 Uqy2) U (U1_a/2; 0)
Hi:z> I W:<U1_Q;OO)
Hiz 12 < g W:(foo;uo)

kde uq/2, U1—a/2; Ua; U1—q jsou kvantily standardizovaného normalntho rozdélent, jejichZz hodnoty ziskdme pomoci
@ a implementované funkce gnorm().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

H11 1T 7& .’fo (d, h) = (V(Cl—a/Q) ; V(Ca/z))
Hiy: &> o (d,00) = (V(€1-2) ; o0)
Hiz: 2 < (*OO,}L) = <7oo’ V(Ca))

kde lea/Q _ m(?z-i-l) — Uy_o)2 m(7rL-|-12)4(2m-|-1)7 Ca/z — m(”Z-‘rl) — Ugya /m(m+12)4(2m-l-1)7 Ci o = m('rz—i—l) .

m(m+1) ) §
%, C, = W — Uq %, Vv < o< VU gnadd posloupnost vzestupné

Ul —q
sefazenych W Walshovych pruméru %, i=1,....m, j=1,....m, j <iaV® znaci k-ty sefazeny
Walshuv prumér. Posloupnost Walshovych prameéru ziskdme piikazem owa z knihovny NSM3.

p-hodnota ma v zévislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvart

Hy % # 2o p-hodnota = 2min{Pr(Ss < sa), Pr(Sa > s4)}
His: 2> I p-hodnota = Pr(Sa > sa)
Hiz:2 <y p-hodnota = Pr(Sa < sa)

kde S4 je ndhodnd veli¢ina, s4 je realizace testovaci statistiky S4 (viz vzorec 9.5), tedy konkrétni ¢islo, a Pr(S4 <
54) je distribuén{ funkce standardizovaného normélniho rozdéleni, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @ a implemen-
tované funkce pnorm().
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Priiklad 9.16. Wilcoxonuv jednovybérovy asymptoticky test

Mgjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt a proménnou nose.B popisujici $ifku nosu v mm (viz
sekce 7?). Déle mame k dispozici idaje o §ffce nosu muzi soucasné malajské populace (m,, = 26.90 mm, n,, = 45)
uvefejnéné ve studii (Ibrahim, 2017). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 testujte hypotézu o shodé sfiky nosu sta-
rovéké malajské populace a soucasné malajské populace.

Reseni piikladu 9.16

Zadani prikladu je shodné se zadanim piikladu 9.4. Datovy soubor obsahujici tdaje o nejvétsi Sifce nosu 73
muzi malajské populace nepochdzi z normalniho rozdéleni (p-hodnota = 0.0094, viz obrazek 9.16), proto na otes-
tovani hypotézy ze zadani pouzijeme neparametricky jednovybérovy test. Nulovou hypotézu bychom tentokrate
chtéli otestovat pomoci Wilcoxonova jednovybérového testu. Abychom tento test mohli pouzit, je potieba nejprve
oveérit predpoklad symetrického rozdéleni naméfenych hodnot okolo medidnu. Ten ovérime pomoci testu symetrie
(o = 0.05). Graficky vizualizujeme miru symetrie naméfenych hodnot okolo medidnu pomoci histogramu superpo-
novaného jaddrovym odhadem kiivky hustoty (viz kapitola ?7?) se zvyraznénou hodnotou medidnu pomoci vertikaln{
pifmky (viz obrazek 28).

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)
nose.BM <- data[data$pop == ’mal’, ’nose.B’]

nose.BM <- na.omit(nose.BM)

n <- length(nose.BM)

T
025 == median 1
= g '
g £ 0.20 - ;
~ 3 /N
> 2 0.15
o > 2
O % 0.10 I
g 2 ' T
0.05 7 1 N
F {
0.00 — I
| | | | | 1 1T 1 T T 1
-2 -1 0 1 2 2155 2415 26.75 29.35
teoreticky kvantil Sitka nosu (v mm)
Lillieforstv test: p—hodnota 6.0094 Test symetrie: p—hodnotaG:7182

Obrazek 28: Mira symetrie naméfenych hodnot $ifky nosu muzu malajské populace okolo medidnu

Na zékladé testu symetrie hypotézu o symetrickém rozdéleni naméfenych hodnot nejvétsich sitek nosu u muzu
malajské populace nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05 (p-hodnota = 0.7182). Histogramu na obrézku 28
taktéz naznacuje, ze data jsou okolo medidnu rozmisténa symetricky. Predpoklad k pouziti Wilcoxonova neparame-
trického jednovybérového testu je tedy splnén, a my muzeme pfistoupit k testovani hypotézy ze zadédni. Ta je, stejné
jako alernativni hypotéza a hladina vyznamnosti a analogickd jako v feSeni piikladu 9.4. Testovani provedeme v
posloupnosti sedmi kroki.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median $itky nosu muzi malajské populace je shodny s medidanem §irky nosu muzi soucasné malajské
populace.
H, : Medidn $itky nosu muzu malajské populace neni shodniy s medidanem $irky nosu muzi soucasné
malajské populace.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H() T = .’Z'()7 kde 55() = 26.90
Hy : & # %o, kde &g = 26.90 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti o = 0.01.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

Nejprve vypocitame vektor rozdili namérenych hodnot X; a konstanty zg, tj. X; — o = X; — 26.90.
Nasledné se zaméfime na stanoveni po¢tu nenulovych rozdilu, kde zjistime, ze zaddny z rozdilu X; — 26.90
neni nulovy, tedy pocet nenulovych rozdili m = n = 73. Pro dodrzeni obecného postupu vytvorime nyni
vektor nose.BMO obsahujici ty namétené sitky nosu, pro nez rozdil X; — Ty nebyl rovny nule. V tomto
pripadé bude vektor nose. BMO shodny s vektorem nose.BM, protoze zadny z rozdilu X; — Zy nulovy nebyl.
V dalsich krocich testovani budeme nicméné pouzivat vektor nose.BMO. Nasledné vypocitame absolutni
hodnoty nenulovych rozdilu, tj. |X; — Zo|, ¢ = 1,...,m a stanovime poradi téchto rozdila v absolutnich
hodnotéch.

x0 <- 26.90

n <- length(nose.BM)

m <- sum(nose.BM - x0 != 0)

nose .BMO <- nose.BM
nose.BMO[nose.BMO - x0 ==0] <- NA

I <- (nose.BMO - x0 > 0)

Ri <- rank(abs(nose.BMO - x0), na.last = "keep")

tab <- rbind("Xi" = nose.BM, "Xi-x0" = nose.BM - x0,
"I" = I, "|Xi-x0|" = abs(nose.BMO - x0),
"Ri" = Ri)

tab <- data.frame(tab)

names (tab) <- 1 : n

K vypoctu testovaci statistiky S4 musime nejprve vypocitat testovaci statistiku Sg. Protoze kladnych
rozdila médme celkem 33, pficemz poradi absolutnich hodnot téchto rozdila jsou 72.5, 20.5, 71, 40, 8, 57,
40, 57, 29.5, 20.5, 63.5, 49.5, 57, 57, 20.5, 20.5, 20.5, 49.5, 68, 8, 49.5, 40, 49.5, 40, 8, 8, 8, 20.5, 40, 49.5,
20.5, 8, 20.5, 40, 40, 8, 8, 68, 57, 8, 20.5, 63.5, 29.5, 29.5, 49.5, 8, 40, 57, 40, 63.5, 63.5, 29.5, 40, 20.5, 8,
68, 8, 72.5, 40, 40, 8, 57, 29.5, 40, 29.5, 57, 29.5, 68, 29.5, 8, 57, 8 a 68, bude hodnota testovaci statistiky
Sg, definované jako soucet poradi absolutnich hodnot | X; — 26.90| kladnych rozdila, rovna 907, tj.

12
Sp =Y RiI(X;— & >0)=725+20.5+71+-+57+8+68 = 907.
=1

Nyni dopoé¢itame hodnotu testovaci statistiky S4.

g _ Se- mmtl) g7 - BOHL g7 - TXTL 907 13505  —443.5
A= \/7n(m+1)(2m+1) N \/73(73+1)(2><73+1) N \/73><74><147 /3308725  181.899
24 21 24

= —2.438166 = —2.4382
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469 SE <- sum(Ri * I) # 907
470 SA <- (SE - m *x (m + 1) / 4) / sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) # -2./,38166

e Kriticky obor
Protoze S4 ~ N(0, 1), horni a doln{ hranici kritického oboru nalezneme pomoci funkce qnorm() jako /2
kvantil a 1 — /2 kvantil standardizovaného normélniho rozdéleni N (0, 1).

W = (—o0; Ua/2> U <U1—a/2 ; OO)
00 U0.01/2> U <U1—0.01/2 ; 00)

(,
(_
(—00; u0.005) U (u0.995 ; 00)
(—
(—

003 —2.575829) U (2.575829 ; 00)
00; —2.5758) U (2.5758 ; 00)

471 alpha <- 0.01
472 qnorm(alpha / 2) # -2.575829
473 qnorm(1 - alpha / 2) # 2.575829

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = —2.4382 nendlez{ do kritického oboru, tj. sa ¢ W, Hy ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Abychom mohli stanovit hranice 99 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat W Wal-
shovych prumeéru Xi+Xj, i=1,....m, 5 =1,....,m, j < i a ty nasledné vzestupné seradit. Walshovy
pruméry ziskdme pomoci funkce owa z knihovny NSM3. Prvnim argumentem této funkce bude vektor
nul o délce m = 73, druhym argumentem bude vektor nose.BM0O o délce m = 73. Ziskané Walschovy

priuméry sefadime pifkazem sort(). Nasledné vypocitdme pozicové soufadnice Cy_q /2 a Cq 2.

mm+1) u1_a/2\/m(m +1)(2m + 1)

C(1—04/2 = 4 2
ENCCES VI \/73(73+1)(2 x 73 +1)
=74 1-0.01/2 o
13 x T4 73 x 74 x 147
- 4 U0.995 2%

= 1350.5 — 2.575829v/33087.25
= 1350.5 — 2.575829 x 181.899 = 881.9593 = 882
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o m(m+1) \/m(m+1)(2m—|—1)
a/2 — 4 U /2 24
73(73 4+ 1) \/73(73 +1)(2x73+1)
=T o 21
73X T4 73 x 74 x 147
= 1 — 0.005 o

= 1350.5 + 2.575829v 33087.25
= 1350.5 + 2.575829 x 181.899 = 1819.041 = 1819

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru Walshovych priaméru

V nachézi na 882. pozici a na 1819. pozici.

(d,h) = (vwm/z) : V(cam))
= (V(882); V(1819))

= (25.5; 27.0)

walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), nose.BMO)$owa
V <- sort(walsh)

Cl <-m *x (m + 1) / 4 - gnorm(1 - alpha / 2) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) #

881.9592

C2 <-m * (m + 1) / 4 - gnorm(alpha / 2) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) #
1819.041

v[882] # 25.5

v[1819] # 27

e Zavér testovani

Protoze Ty = 26.90 nalezi do 99% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 50.00 € IS,

Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou

Ptislusnou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce 2min{Pr(S4 < sa), Pr(Sa > sa)}. Zde si uvédomme, ze
realizace testovaci statistiky s4 = —2.4382. Zarovenn S4 je spojitd ndhodna veli¢ina, nebot pochézi ze spo-
jitého (standardizovaného normélniho) rozdéleni N(0,1). Z vlastnosti pravdépodobnostn{ funkce diskrétnich
ndhodnych veli¢in vime, ze Pr(S4 > —2.4382) = 1 — Pr(S4 < —2.4382) = Pr(S4 < —2.4382). Viz kapitola

77.

e p-hodnota
p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(Sa > sa)}
= 2min{Pr(S, < —2.4382), 1 — Pr(Sx < —2.4382)}
= 2min{0.03198242, 0.9680176}
=2 x0.03198242 = 0.01476199 = 0.01476

e Zavér testovani

Protoze p-hodnota = 0.01476 je vétsi nez o = 0.01, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.
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2 * min (pnorm(SA), 1 - pnorm(SA)) # 0.01476199

6. Interpretace vysledku
Za zékladé vsech tii typu testovdni nezamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti a = 0.01. Mezi
§ftkou nosu muzu starovéké a soucasné malajské populace neni statisticky vyznamny rozdil. Ke stejnému
zéveru jsme dospéli také v piikladu 9.4.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Grafické porovnani sitky nosu obou malajskych populaci provedeme analogicky jako v ptikladu 9.4 krabicovym
diagramem (viz obrdzek 8).

Pozndmka: Wilcoxonuv jednovybérovy asymptoticky test muzeme provést pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi
parametry budou vektor reprezentujici ndhodny vybér (nose.BM), hodnota parametru Zg z nulové hypotézy za-
dand argumentem mu = 26.90, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim argumentu
conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti « zadand prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « nastavenim
hodnoty argumentu conf.level = 0.99, typ zvolené alternativn{ hypotézy (oboustrannd) zadany pomoci argumentu
alternative = 'two.sided’ a argument correct = T, ktery zvoli k vypoctu pravé asymptotickou variantu Wilcoxonova
neparametrického testu.

wilcox.test(nose.BM, mu = 26.90, alt = ’two.sided’, conf.int = T,
conf.level = 0.99, correct = T) # interpolovany IS % p-hodnota

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: nose.BM
V = 907, p-value = 0.01462
alternative hypothesis: true location is not equal to 26.9
99 percent confidence interval:
25.49996 26.99993
sample estimates:
(pseudo)median
26.00002

Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky Sg (nikoli S4)V = 907, interpolované hranice 99% Waldova em-
pirického oboustranného intervalu spolehlivosti 25.49996 a 26.99993 a interpolovand p-hodnota p-value = 0.01462.
Jediné, co musime stanovit zv1ast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru.

*
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Priiklad 9.17. Wilcoxonuv jednovybérovy asymptoticky test

Méjme datovy soubor 28-one-sample-mean-skull-m5.txt a proménné skull.H popisujici basio-bregmatickou vysku lebky
v mm a skull.B popisujici nejvétsi sitku lebky v mm u skeleta muzského pohlavi z egyptské populace (viz sekce 7).
Déle mame k dispozici ddaje o basio-bregmatické vysce lebky (mpy = 134.0), o nejvéts{ sitce lebky (mp = 131.4) a
o podilu nejvétsi sitky lebky a basio-bregmatické vysky lebky (mpgy = 0.981) u skeletu muzské egyptské populace z
preddynastické doby. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda je podil nejvétsi sitky lebky a basio-bregmatické
vysky lebky u muzu zijicich v dobé okolo 150 let po nasem letopoctu vétsi nez u muz zijicich v preddynastické dobeé.

Reseni{ piikladu 9.17

Zadani ptrikladu je shodné se zadanim ptikladu 9.5. Datovy soubor obsahujici iidaje o podilu nejvétsi sitky a basio-
bregmatické vysky lebky 30 muzu egyptské populace z obdobi okolo 150 let n.l. nepochézi z normélniho rozdéleni
(p-hodnota = 0.0138, viz obrazek ?7?), proto na otestovani hypotézy ze zadani pouzijeme neparametricky jed-
novybérovy test. OOtazku ze zadani bychom tentokrat chtéli ovérit pomoci Wilcoxonova jednovybérového testu.
Nejprve tedy ovérime predpoklad symetrického rozdéleni namérenych podilu okolo jejich medidnu pomoci testu
symetrie (o = 0.05). Graficky vizualizujeme miru symetrie naméfenych podili okolo medidnu histogramem super-
ponovanym jadrovym odhadem kiivky hustoty se zvyraznénou hodnotou medidnu pomoci vertikdlni piimky (viz
obrazek 29).

data <- read.delim(’00-Data//28-one-sample-mean-skull-m5.txt’)
# head(data)

data.BH <- datal[data$year == 150, c(’skull.B’, ’skull.H’)]
data.BH <- na.omit (data.BH)

skull .BH <- data.BH$skull.B / data.BH$skull.H

n <- length(skull.BH)

1.20 T
| - - medignl
= 115- gz 8 7‘\
c Qo 1
S 1.10 1 S 64 .
= rs) /
> —
g 17 S 4- ' \‘
'8 1.00 K ' \
= [) | I
” 095 -2 '
: n F__Z | ¥P
0 I
| | | | | | | | | | |
-2 -1 0 1 2 0.925 1.025 1.125
teoreticky kvantil podil néjvétsi Sifky a basio—bregmatické vysky
LillieforsGv test: p—hodnota 8.0138 Test symetrie: p—hodnotaG=2082

Obrazek 29: Mira symetrie podilu nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu z egyptské populace okolo
medidnu

Na zakladé testu symetrie hypotézu o symetrickém rozdéleni namérenych podili okolo medidnu nezamitame na
hladiné vyznamnosti o = 0.05 (p-hodnota = 0.2082). Z histogramu na obrézku 29 muzeme rovnéz vidét, ze data
jsou okolo medianu rozmisténd symetricky. Predpoklad k pouziti Wilcoxonova neparametrického jednovybérového
testu je tedy splnén, a my muzeme piistoupit k ovéreni otdzky ze zadani. Ta je, stejné jako v feSeni piikladu 9.5
znénim alternativni hypotézy. Stejné tak nulova hypotéza a hladinA vyznamnosti jsou stejné jako v piikladu 9.5.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn podilu nejvétsi $irky a basio-bregmatické viysky lebky v muzu Zijicich v dobé okolo 150 let
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n.l. je mensi nebo roven medidnu podilu nejvétsi §irky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu Zijicich v
preddynastické dobé.
H, : Medidn podilu nejvétsi $irky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu Zijicich v dobé okolo 150 let n.l.
je vétsi nez medidn podilu nejvétsi §irky a basio-bregmatické vijsky lebky u muzi Zijicich v preddynastické
dobe.

¢ matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO 1 X < .’io, kde .’fo = 0.981
Hy : & > %o, kde Ty = 0.981 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vypoéitame vektor rozdili namétrenych podili X; a konstanty Zg, tj. X; — Zp = X; — 0.981.
Nésledné se zamérime na stanoveni po¢tu nenulovych rozdila, kde zjistime, ze zadny z rozdilu X;0.981
neni nulovy, tedy pocet nenulovych rozdila m = n = 30. Pro dodrzeni obecného postupu vytvorime nyni
vektor skull.BHO obsahujici ty podily, pro nez rozdil X; — Zy nebyl rovny nule. V tomto ptipadé bude
vektor skull.BHO shodny s vektorem skull.BH, protoze zidny z rozdili X; — &y nulovy nebyl. V dalsich
krocich testovani budeme nicméné pouzivat vektor skull.BHO. Nasledné vypocitame absolutni hodnoty
nenulovych rozdilu, tj. | X; —Zo|, i = 1,...,m a stanovime pofadi téchto rozdilu v absolutnich hodnotéch.

x0 <- 0.981

n <- length(skull.BH)

m <- sum(skull.BH - x0 != 0)

skull .BHO <- skull.BH

skull .BHO[skull.BHO - x0 ==0] <- NA

I <- (skull.BHO - x0 > 0)

Ri <- rank(abs(skull.BHO - x0), na.last = "keep")

tab <- rbind("Xi" = skull.BH, "Xi-x0" = skull.BH - xO0,
"I" = I, "|Xi-x0|" = abs(skull.BHO - x0),
"Ri" = Ri)

tab <- data.frame(tab)

names (tab) <- 1 : n

K vypoctu testovaci statistiky S4 musime nejprve vypocitat testovaci statistiku Sg. Protoze kladnych
rozdili méame celkem 28, pficemz potfadi absolutnich hodnot téchto rozdilu jsou 26, 17, 10, 23, 1, 4, 4
13, 30, 14, 4, 11, 20, 16, 25, 8, 21, 27, 7, 9, 28, 22, 18, 24, 6, 15, 29 a 12, bude testovaci statistika Sg,
definovand jako souc¢et pofadi absolutnich hodnot | X; — 0.981| kladnych rozdila, rovna 444, tj.

12
Sp =Y RI(X;—& >0)=26+17+10+ -+ 15+ 29 + 12 = 444,
i=1

Nyni dopoc¢itame hodnotu testovaci statistiky Sa4.

g, 8= mt) g4 - HEEL gqq o S0 4449395 2115
\/m(m+1)(2m+1) \/30(30+1)(2><30+1) \/30><31><61 \/2363.75 48.61841
24 24 24

= 4.350204 = 4.3502
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513 SE <- sum(Ri * I) # 444
514 SA <- (SE - m * (m + 1) / 4) / sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) # 4.350204

e Kriticky obor

Protoze S4 ~ N(0,1), kriticky obor tvoii 1 — a kvantil standardizovaného normalniho rozdéleni N (0, 1)
a nekonecno.

515 alpha <- 0.05
516 qnorm (1 - alpha) # 1.644854

e Zaveér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = 4.3502 nélezi do kritického oboru, tj. s4 € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Proti pravostranné alternativni hypoéze postavime levostranny interval spolehlivosti. Nejprve vypocitame
m(mTH) Walshovych pruméru X’;Xj yi=1,....m,j=1,...,m,j <iaty ndsledné vzestupné sefadime.
Déle vypocitame pozicovou soufadnici C_,,.

Cr = m(m+1) ula\/m(m +1)(2m+1)

4 24
_30@30+1) \/30(30 +1)(2x30+1)
- 4 1-0.05 24

30 x 31 30 x 31 x 61
) VR

= 232.5 — 1.644854v/2363.75
= 232.5 — 1.644854 x 48.61841 = 152.5298 = 153

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnota, kterd se v sefazeném vektoru Walshovych praméra
V nachézi na 153. pozici a nekonecno.

(d;h)

(7o)
_ (V(137) : oo)
= (1.02579; c0) = (1.0258; o0)
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walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), skull.BHO)$owa

V <- sort(walsh)

Cl <-m *x (m + 1) / 4 - gnorm(1 - alpha) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) #
152.5298

V[153] # 1.02579

e Zavér testovani
Protoze Zp = 0.981 nendlez{ do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 0.981 ¢
1S, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
Piislusnou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce Pr(Sa > sa), kde realizace testovaci statistiky s4 = 4.3502.
Zaroven S4 je spojitd ndhodna veli¢ina, nebot pochdzi ze spojitého (standardizovaného normalniho) rozdélen{
N(0,1). Z vlastnosti pravdépodobnostni funkce spojitych ndhodnych velicin vime, ze Pr(S, > 4.3502) ==
1 —Pr(Sa < 4.3502) = Pr(Sa < 4.3502). Viz kapitola ?7.

e p-hodnota
p-hodnota = Pr(Sa > s4) = 1 — Pr(S4 < 4.3502) = 6.800554 x 107° = 6.8006 x 10~°

1 - pnorm(SA) # 6.800554e-06

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 6.8006x 10~% je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zdkladé v8ech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Podil
nejvétsi §itky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu z egyptské populace z obdobi okolo 150 let n.l. je
statisticky vyznamné vétsi nez u muzu z preddynastické doby. Ke stejnému zédvéru jsme dospéli také v prikladu
9.5.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Grafické porovnani podilu nejvétsi sitky a basio-bregmatické vysky lebky u muzu z obou egyptskych populaci
provedeme analogicky jako v pifkladu 9.5 krabicovym diagramem (viz obrézek 10).

Pozndmka: Wilcoxonuv jednovybérovy asymptoticky test muzeme provést pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi
parametry budou vektor reprezentujici ndhodny vybér podilu (skull.BH), hodnota parametru Zy z nulové hypotézy
zadana argumentem mu = 0.981, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim argumentu
conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti « zadand prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « nastavenim
hodnoty argumentu conf.level = 0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (pravostrannd) zadany pomoci argumentu
alternative = 'greater’ a argument correct = T, ktery zvoli k vypoctu pravé asymptotickou variantu Wilcoxonova
neparametrického testu.

wilcox.test(skull.BH, mu = 0.981, alt = ’greater’, conf.int = T,
conf.level = 0.95, correct = T) # interpolovany IS % p-hodnota
Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky Sg V = 444, interpolované hranice 95% Waldova empirického

levostranného intervalu spolehlivosti 1.025749 a Inf a interpolovand p-hodnota p-value = 7.112e-06. Jediné, co musime
stanovit zvlast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru.

*
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Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: skull.BH
V = 444, p-value = 7.112e-06
alternative hypothesis: true location is greater than 0.981
95 percent confidence interval:
1.025749 Inf
sample estimates:
(pseudo)median
1.04075
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Priiklad 9.18. Wilcoxonuv jednovybérovy asymptoticky test

Méjme datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt a proménnou cla.L popisujici nejvétsi délku kliéni kosti
z pravé strany v mm (viz sekce ??). Déle mdme k dispozici idaje o nejvétsi délee klien{ kosti z pravé strany muzu
z populace severnf Indie (m; = 148.0mm, s; = 8.60 mm, n; = 260). Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda
je délka kliéni kosti z pravé strany u muzu indické populace z Varanasi mensi nez u muzu ze severni Indie.

Reseni piikladu 9.18

Zadani prikladu je shodné se zadanim piikladu 9.6. Datovy soubor obsahujici idaje o nejvétsi délce kliéni kosti z
pravé strany u muzu indické populace z Varanasi nepochdz{ z normélnfho rozdélen{ (p-hodnota = 0.0274, viz obrdzek
9.18), proto na prozkoumdni otézky ze zaddni pouzijeme neparametricky test, tentokrat konkrétné Wilcoxonuv jed-
novybérovy test. K jeho pouziti je nejprve potieba pomoci testu symetrie ovérit predpoklad symetrického rozdéleni
naméfenych hodnot okolo jejich medidnu. Miru symetrie naméfenych hodnot okolo medidnu si opét znazornime
také graficky (viz obrazek 30).

data <- read.delim(’00-Data//18-more-samples-variances-clavicle.txt’)
cla.LV <- datal[data$pop == ’ind2’, ’cla.L’]

cla.LV <- na.omit(cla.LV)

n <- length(cla.LV)

0 0.06 ! di
160 4 _ - - median
= [%2])
c o
IS =
< 150 S
g E
G 140 5
S [}
2 g
130
I I I I I
-2 -1 0 1 2 127.5 145.5 163.5
teoreticky kvantil délka kli¢ni kosti (v mm)
Lillieforsv test: p—hodnota:0274 Test symetrie: p—hodnotaG:0222

Obréazek 30: Mira symetrie namétenych hodnot délky kliéni kosti z pravé strany u muzu indické populace z Varanasi
okolo medidanu

Na zakladé histogramu zobrazeného na obrazku 30 bychom usuzovali, ze naméfené hodnoty jsou okolo svého medianu
rozlozeny symetricky. Test symetrie nicméné hypotézu o symetrickém rozdéleni naméfenych hodnot zamitd na
hladiné vyznamnosti a = 0.05. Zde je dobré si uvédomit, ze test o symetrii zohlediiuje miru symetrie vzhledem k
rozsahu ndhodného vybéru. Protoze rozsah ndhodného vybéru je celkem vysoky (n = 81), byla mira symetrie, kterd
by se na prvni pohled zdala uspokojujici, vyhodnocena jako nedostateé¢na. Predpoklad symetrie naméfenych délek
kli¢nich kosti z pravé strany nebyl potvrzen, coz znamend, ze Wilcoxontv jednovybérovy test nemuzeme v tomto
ptipadé pouzit. Musime se tedy spokojit se zavérem znaménkového testu uvedenym v feseni piikladu 9.6.

*
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9.6 Wilcoxoniiv parovy test

Necht (X1,Y1)T ... (X,,Y,)T je ndhodny vybér z libovolného (ne nutné normalntho) dvourozmérného rozdélent
Necht dale Z, ..., Z,, n > 2 je ndhodny vybér rozdili X —Y,tj. Z = (Z1,..., Z,)  , kde Z; = X; - Yi,i=1,...,n,
a necht tento ndhodny vybér pochazi ze spojitého rozdéleni s hustotou f(x), kterd je symetrickd okolo medidnu
Z. Koneénsg, necht Zj je konstanta. Na hladiné vyznamnosti « testujeme jednu z nésledujicich t¥{ hypotéz oproti
ptislusné alternativni hypotéze.

Hop: 2= % oproti Hyy:Z2+# %y (oboustranng alt.)
Hy 1 2 < % oproti His: 2> 7% (pravostrannd alt.)
Hys : 2 > % oproti Hi3:2< % (levostrannd alt.)
kde Z je medidn rozdilu Z1, ..., Z, a Zy je konstanta, jejiz hodnotu nejcastéji volime jako Zy = 0. Tato volba odpovida

hypotéze, ze rozdil mezi medidny ndhodnych veli¢in X a Y neexistuje (resp. hypotéze, ze medidn ndhodné veli¢iny
X je mensi, resp. vétsl, nez medidn ndhodné veliciny Y). Vzhledem k tomu, Ze jde findlné o situaci, kdy medidn
Z porovnavame s konstantou Zy, testujeme hypotézy o rozdilu medidnu X — Y pomoci exaktni nebo asymptotické
varianty Wilcoxonova jednovybérového testu, analogicky jako je uvedeno v sekcich 9.4 a 9.5.

VyS8e popsany test, v ramci kterého prevadime problém porovnavani medidnu dvou ndhodnych velicin X a Y na

asymptotické varianty Wilcoxonova jednovybérového testu, nazyvadme parovy Wilcoxonuv test.
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Priiklad 9.19. Wilcoxonuv parovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici idaje o nejvétsi vysce kloubni jamky na pravé strané
(acetab.HR) a na levé strané (acetab.HL) u skelett ze starovéké egyptské populace (detaily viz sekce ??). Na hla-
diné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda existuje rozdil mezi vyskou kloubni jamky z pravé a levé strany u skeletu
muzského pohlavi.

Reseni piikladu 9.19

Zadani prikladu je shodné se zadanim piikladu 9.7. Rozdily namérenych nejvétsich §itek kloubni jamky z pravé a levé
strany u 18 muzu ze starovéké egyptské populace nepochdz{ z norméalnfho rozdéleni (p-hodnota = 0.0121, viz obrézek
31), proto na prozkoumdni otézky ze zadan{ pouzijeme neparametricky parovy test. Nulovou hypotézu bychom ten-
tokrat chtéli otestovat pomoci Wilcoxonova neparametrického parového testu, k ¢emuz je potieba ovéfit predpoklad
symetrického rozdéleni rozdilu okolo medidnu téchto rozdilia. Ten ovéiime pomoci testu symetrie (o = 0.05). Graficky
vizualizujeme miru symetrie namétfenych hodnot okolo medidnu pomoci histogramu superponovaného jadrovym od-
hadem kiivky hustoty (viz kapitola ?7?) se zvyraznénou hodnotou medidnu pomoci vertikdlni piimky (viz obrdzek

31).

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
data.ARLM <- data[data$pop == ’Dynastic Egyptian, E1 Hesa’ & data$sex == ’m’,
c(’acetab.HL’, ’acetab.HR’)]
data.ARLM <- na.omit(data.ARLM)
acetab.HR <- data.ARLM$acetab.HR
acetab.HL <- data.ARLM$acetab.HL
acetab.HRL <- acetab.HR - acetab.HL
n <- length(acetab.HRL) # 18
[e) T
0.4 - 1 - - median
=] [%2])
§  3- £ 03- '
i, |
> ] = / “|
el T s 7 T
g ! : /;////
_ //// S
e ol 1t |\ 777
I I I I I I I I I I
-2 -1 0 1 2 -0.425 1.875 4.175

rozdil a. vySky na pravé a levé strané (v mn
Test symetrie: p—hodnotaG:5797

teoreticky kvantil
Shapirdv-Wilk(v test: p—hodnotaG:0121

Obrazek 31: Mira symetrie rozdili nejvétsi acetabularni vysky u muzu na pravé a levé strané

7 histogramu na obrdzku 31 bychom usuzovali, Ze symetrické rozdéleni rozdilu okolo jejich medidnu neni iplné
presvédcivé, nicméné test o symetrii hypotézu o symetrickém rozdélen{ rozdilu jednozna¢né nezamitd (p-hodnota
= 0.5797). Opét piipomenme, Ze test zohlednuje tentokrate mensi rozsah ndhodného vybéru (n = 18), a proto je k
zamitnuti hypotézy o symetrii benevolentnéjsi. Predpoklad o symetrii rozdilu nejvétsich sitek kloubni jamky z pravé
a levé strany je tedy splnén a Wilcoxonuv paroty test muzeme bez rizika omylu pouzit. Znéni nulové a alternativni
hypotézy, stejné jako hladina vyznamnosti jsou analogické, jako v piikladu 9.7.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn rozdilu vysky kloubni jamky na pravé a levé strané v muzu je rovny nule.
H, : Median rozdilu vysky kloubni jamky na pravé a levé strané u muzu neni rovny nule.

83



547
548
549
550
551
552
553
554
555
556
557

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO:Z:Z(LkdeéU:O
Hi : Z # Zp, kde 29 = 0 (oboustrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti o = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

V uvodu prikladu jsme vytvorili vektor acetab.HRL (Z;, i =1,...,18) jako vektor rozdilu vysky kloubn{
jamky na pravé strané a na levé strané. Déle jsme stanovili rozdily Z; — Zy. Protoze ale z; = 0, jsou
rozdily Z; — Zy rovny puvodnimu vektoru rozdila Z;, tj. Z; — 20 = Z; — 0 = Z;. V dalsim kroku se
zaméfime na stanoveni poc¢tu nenulovych rozdili a zjistime, ze zaddny z rozdili Z; — 0 neni nulovy
(pocet nenulovych rozdilt m = n = 18). Kvili zachovan{ univerzélnosti postupu nyni vytvoiime vektor
acetab.HRLO obsahujici ty rozdily mezi délkami latkovych kosti na pravé a levé strané, pro nez rozdil Z; —
Zo nebyl rovny nule. Délka tohoto vektoru bude v tomto piipadé m = n = 18 a vektor acetab.HRLO bude
shodny s vektorem acetab.HRL. V dalsich krocich testovani budeme nicméné kvili zachovani konzistence
postupu s postupy uvedenymi v dalsich ptikladech pouzivat pravé vektor acetab.HRLO. Daéle si ozna¢ime
znaménkem + rozdily Z; — 0, které jsou kladné a znaménkem — rozdily Z; — 0, které jsou zaporné, nebo
0. Nakonec vypoéitdme absolutni hodnoty rozdilu | Z; — 0| = |Z;], i = 1,...,m a stanovime pofadi téchto
rozdilu v absolutnich hodnotdch. Vsechny vyse popsané vektory jsou pro nazornost uvedeny v tabulce
14.

Tabulka 14: Namétfené hodnoty X;, Y;, rozdily Z; = X; — Y}, rozdily Z; — 0, znaménka téchto rozdilu I,
absolutni hodnoty nenulovych rozdila |Z; — 0| a pofadi R; nenulovych rozdili v absolutnich hodnotéch

méfeni || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Xi 50.84 5236 4780 51.75 46.06 46.64 50.54 47.03 49.02 47.96 4825 47.78 49.86 49.56 5541 5282 5247 46.02
Y 50.97 51.80 4875 51.40 43.96 44.86 49.64 48.02 49.45 4852 4864 4814 4813 4854 50.66 5210 5282 4535
Z; -0.13 056 -095 035 210 178 090 -0.99 -043 -056 -0.39 -0.36 173 102 475 072 -035 0.7
Z;—0 | -013 056 -095 035 210 178 090 -0.99 -043 -0.56 -039 -036 173 1.02 475 072 -035 0.61
I - + - + + + + - - - - - + + + + - +
|Z;—0] | 013 056 095 035 210 178 0.90 099 043 056 039 036 173 1.02 475 072 035 0.67
R; 1 75 12 25 17 16 11 13 6 75 5 4 15 14 18 0 25 9

Z tabulky 14 vidime, ze celkem deset rozdila Z; — 0, i = 1,...,18 je kladnych. Potadi téchto rozdilu v
absolutnich hodnotach jsou 7.5, 2.5, 17, 16, 11, 15, 14, 18, 10 a 9. Hodnota testovaci statistiky Sg, kterd
je definovand jako soucet téchto potradi, bude tedy rovna 120.

SE:ZI(ZZ-—O>O):7.5+2.5+17+16+11+15+14+18+10+9:120.
i=1

z0 <- 0

n <- length(acetab.HRL)
m <- sum(acetab.HRL - 0 != 0)

acetab.HRLO <- acetab.HRL
acetab.HRLO [acetab.HRLO == 0] <- NA
I <- (acetab.HRLO > z0)

Ri <- rank(abs(acetab.HRLO - z0))

tab <- data.frame(rbind("Xi" = acetab.HR, "Yi" = acetab.HL,
"Zi" = acetab.HRL, "Zi-z0" = acetab.HRL - z0, "I" = I,
"|Zi-z0|" = abs(acetab.HRLO - z0), "Ri" = Ri))

SE <- sum(Ri * I) # 120
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Kriticky obor

w

(—00; sm(a/2) — 1) U (s;n(1 — /2) ;5 00)

(—o00; 515(0.05/2) — 1) U (s15(1 — 0.05/2) ; o0)
(—o00; 515(0.025) — 1) U ($15(0.975) ; 00)
(
(

—00; 41 — 1) U (130; o0)
—00; 40) U (130; o0)

5568 alpha <- 0.05
559 ql <- gsignrank(alpha / 2 , m) - 1 # 40
560 q2 <- gsignrank(l - alpha / 2, m) # 130

Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sp = 120 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitidme
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

561 walsh

Interval spolehlivosti

Abychom mohli stanovit hranice 95 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat W Wal-
shovych pruméru % a ty nésledné vzestupné sefadit. Walshovy pruméry ziskdme pomoci funkce owa
z knihovny NSM3. Prvnim argumentem této funkce bude vektor nul o délce m = 18, druhym argumentem
bude vektor acetab.HRLO o délce m = 18 obsahujici ty rozdily mezi vyskami kloubni jamky na pravé a
levé strané, pro nez rozdil Z; — 0 nebyl rovny nule. Ziskané Walschovy pruméry sefadime piikazem sort().
Prvnim argumentem této funkce bude vektor nul o délce m = 18, druhym argumentem bude vektor
rozdilu namérenych nejvétsich sitek kloubni jamky z pravé a levé strany acetab.HRL. Ziskané Walshovy
prumeéry sefadime piikazem sort().

<- NSM3::owa(rep(0, m), acetab.HRLO)$owa

562 (V <- sort(walsh))

[1] -0.990 -0.970 -0.950 -0.775 -0.755 -0.710 -0.690 -0.690 -0.675 -0.670 -0.670 -0.655
[13] -0.650 -0.560 -0.560 -0.540 -0.495 -0.475 -0.460 -0.455 -0.430 -0.410 -0.395 -0.390
[25] -0.390 -0.375 -0.370 -0.360 -0.355 -0.350 -0.345 -0.320 -0.300 -0.280 -0.260 -0.245
[37] -0.240 -0.215 -0.195 -0.160 -0.140 -0.135 -0.130 -0.115 -0.105 -0.045 -0.040 -0.025
[49] -0.020 -0.005 0.000 0.000 0.015 0.035 0.055 0.065 0.080 0.085 0.100 0.105
[61] 0.110 0.120 0.140 0.145 0.155 0.160 0.165 0.170 0.180 0.185 0.215 0.230
[73] 0.235 0.255 0.270 0.270 0.275 0.295 0.295 0.315 0.330 0.335 0.350 0.370
[85] 0.385 0.390 0.395 0.415 0.445 0.455 0.510 0.535 0.555 0.560 0.575 0.585
[97] 0.610 0.615 0.625 0.640 0.650 0.670 0.670 0.675 0.685 0.685 0.690 0.695

[109] 0.695 0.710 0.715 0.720 0.730 0.770 0.785 0.790 0.800 0.810 0.825 0.835
[121] 0.845 0.855 0.870 0.870 0.875 0.900 0.960 0.985 1.020 1.040 1.065 1.145
[133] 1.170 1.200 1.225 1.225 1.225 1.250 1.315 1.330 1.340 1.375 1.385 1.400
[145] 1.410 1.500 1.560 1.730 1.755 1.780 1.880 1.900 1.915 1.940 2.095 2.100
[157] 2.160 2.180 2.195 2.200 2.310 2.550 2.655 2.710 2.735 2.825 2.885 3.240
[169] 3.265 3.425 4.750

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoti ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru Walshovych primeéru
V nachdzi na (s,,(/2))-té pozici a na (s,,(1 — «/2) + 1)-té pozici. Hodnoty s,,(a/2) a s,,(1 — «a/2) + 1
nalezneme opét pomoc{ funkce gsignrank().
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(d,h) = V(sm(a/z)); V(sm(ka/z)ﬂ))

(V(sls(o.os/z)) , V(sls(1—0.05/2)+1))

Vo). Z<14>>
(—0.14; 1.065)

578 qgsignrank(alpha / 2, m) # 41

579 qgsignrank (1l - alpha / 2, m) + 1 # 131
580 V([41] # -0.14

581 VI[131] # 1.065

e Zavér testovani
Protoze Zy = 0 nélezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. 29 = 0 € IS, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
Pifslusnou p-hodnotu vypoéitdme pomoci vzorce 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}, kde sg = 120 je
realizace testovaci statistiky Sg. Zdroven Sg je diskrétn{ ndhodné veli¢ina, proto Pr(Sg > 120) = 1 —Pr(Sg <
120) = 1 — Pr(Sg < 119). Viz kapitola ?7?.

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
= 2min{Pr(Sg < 120), Pr(Sg > 120)}
= 2min{Pr(Sg < 120), 1 — Pr(Sg < 119)}
= 2min{0.9351311, 0.07075882}
=2 x 0.07075882 = 0.1415176 = 0.1415

582 2 * min (psignrank (120, m), 1 - psignrank (120, m)) # 0.1415176

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.1415 je vétsi nez o = 0.05, Hp nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé v8ech tii typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Mezi
nejvetsi vyskou kloubni jamky na pravé a levé strané u muzu starovéké egyptské populace neexistuje statisticky
vyznamny rozdil. Ke stejnému zavéru jsme dospéli také v piikladu 9.7.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Grafické porovnani méfeni na pravé a levé strané bychom provedli analogicky jako v piikladu 9.7 pomoci
jednoho ze dvou uvedenych krabicovych diagramu (viz obréazek 14).

Pozndmka: Wilcoxoniiv pdrovy test muzeme provést pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi parametry budou vektor
naméienych hodnot vysek kloubn{ jamky na pravé strané (acetab.HR), vektor naméfenych hodnot vysek kloubnf
jamky na levé strané (acetab.HL), argument paired = T urcujici, Ze oba vektory povazujeme za parova pozorovani,
pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim argumentu conf.int = T, hodnota hladiny
vyznamnosti « zadand prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « nastavenim hodnoty argumentu conf.level =
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wilcox.test (acetab.HR, acetab.HL, paired = T, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’two.sided’, correct = F) # interpolovany IS < p-hodnota

Wilcoxon signed rank test

data: acetab.HR and acetab.HL
V = 120, p-value = 0.1329
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.1400411 1.0650215
sample estimates:
(pseudo)median
0.390035

0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (oboustrannd) zadany pomoci argumentu alternative = 'two.sided’ a argument
correct = F, ktery zakazuje aplikovani spojité korekce na vysledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu.

Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky V = 120, interpolované hranice 95% empirického oboustranného
intervalu spolehlivosti -0.1400411 a 1.0650215 pro rozdil namérenych vysek na pravé a levé strané, které jsou mirné
presnéjsi, nez ndmi stanovené hranice intervalu spolehlivosti (zpfesnén{ hranic bylo provedeno procesem nazyvanym
interpolace), a p-hodnota p-value = 0.1329. Jedingé, co musime stanovit zv14st, jsou dolni a horni hranice kritického
oboru. Véimnéme si, ze soucasti vystupu je také hodnota pseudomedidnu (pseudo)median = 0.390035. Tento pseu-
domedidn je vypocitany jako interpolovana prostiedni hodnota z posloupnosti sefazenych Walshovych pramérua. My
v8ak preferujeme hodnotu klasického medidnu (median = 0.455), kterou bychom ziskali piikazem median(), nebo
pitkazem quantile(), stejné, jako jsme si ukazovali v kapitole ?7.

Druhd moznost provedeni Wilcoxonova parového testu je opét pouziti funkce wilcox.test(), kde vstupnimi parametry
budou vektor rozdili nameéfenych hodnot na pravé a levé strané (acetab.HRL), argument mu = 0 uréujici, ze
rozdily porovnavame s konstantou Zg = 0, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim
argumentu conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti a zadana prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — «
nastavenim hodnoty argumentu conf.level = 0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (oboustrannd) zadany pomoci
argumentu alternative = 'two.sided’ a argument correct = F, ktery zakazuje aplikovani spojité korekce na vysledné
intervaly spolehlivosti a p-hodnotu. Argument paired = T tentokrat vynechdvdme, nebot jde o zapis, kde jsme parovy
test porovnévajici pravou a levou stranu prevedli na jednovyvérovy neparametricky test porovnévajici rozdily Z; s
konstantou Zp = 0.

wilcox.test (acetab.HRL, mu = 0, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’two.sided’, correct = F) # interpolovany IS < p-hodnota

Vystup tohoto piikazu je totozny s vyse uvedenym vystupem. Zalezi tedy na nés, jakou syntaxi k zadani exaktniho
Wilcoxonova parového testu pouzijeme.

Pozndmka: Vystup funkce wilcox.test() v obou vyse uvedenych piipadech provédzi dvé varovné hldsky. Prvni hldska
ve znénf: In wilcox.test.default(acetab.HR, acetab.HL, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact p-value with
ties. nds upozornuje na vyskyt duplicitnich rozdilt |Z2| = |Z19| = 0.56 a |Z4| = |Z17] = 0.35 a na pouzit{ modifi-
kovaného postupu na vypocet p-hodnoty. Druh4 hldska ve znéni: In wilcox.test.default(acetab.HR, acetab.HL, paired
= T, conf.int = T,: cannot compute exact confidence interval with ties nds opét upozoriuje na vyskyt duplicitnich
rozdilu a na pouziti modifikovaného postupu na vypocet hranic intervalu spolehlivosti.

*
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Wilcoxon signed rank test

data: acetab.HRL
V = 120, p-value = 0.1329

alternative hypothesis: true location is not equal to O

95 percent confidence interval:
-0.1400411 1.0650215
sample estimates:
(pseudo)median
0.390035
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Priiklad 9.20. Wilcoxonuv parovy exaktni test

Méjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici idaje o délkach lytkovych kosti v mm na pravé strané
(tibia.LR) a na levé strané (tibia.LL) u skeletu obyvatel titesovych obydli (Cliff Dwellings) v Utahu (detaily viz sekce
??). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte nulovou hypotézu, ze délka lytkové kosti z pravé strany u skeletu
muzského pohlavi je mensi nez délka lytkové kosti z levé strany.

Reseni piikladu 9.20

Zadani prikladu je shodné se zadanim piikladu 9.8. Rozdily naméfrenych délek lytkovych kosti z pravé a levé strany u
20 muzu z populace obyvatel itesovych obydli nepochdzi z normdlniho rozdéleni (p-hodnota < 0.0001, viz obrdzek
32), proto na prozkoumdni otdzky ze zaddni pouzijeme opét neparametricky pdrovy test. Narozdil od piikladu
9.8 nyni pouzijeme Wilcoxonuv neparametricky parovy test. Nejprve tedy testem symetrie (« = 0.05) ovéiime
predpoklad symetrického rozdéleni rozdilu okolo jejich medidnu. Graficky vizualizujeme miru symetrie rozdili okolo
medidnu pomoci histogramu superponovaného jadrovym odhadem kiivky hustoty (viz obrdzek 32).

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

# head(data)

data.TRLM <- data[data$pop == ’Cliff Dweller’ & data$sex == ’m’, c(’tibia.LL’, ’tibia.LR
)]

data.TRLM <- na.omit (data.TRLM)
tibia.LR <- data.TRLM$tibia.LR
tibia.LL <- data.TRLM$tibia.LL
tibia.LRL <- tibia.LR - tibia.LL
n <- length(tibia.LRL) # 20

307 ‘ 0.12 I - - median
?‘:E 20 g 010
< E 0.08 —
\g 10 - . § 0.06 — y/?%////
Ei 0 ‘—————r’1“‘.~upceﬁz:”———— %g 0.04 7 é%;/éééég
> | sy
10 [ ] ° ’ 000 — %///%%//x/’l////d
- | | | | | | T T T |
-2 -1 0 1 2 -4.65 3.05 10.75 26.15
teoreticky kvantil rozdil délky na pravé a levé strané (v mm)
Shapirdv-Wilk(v test: p—hodnotaG: Test symetrie: p—hodnotaG=3164

Obrézek 32: Mira symetrie rozdilt délky lytkové kosti u muzu na pravé a levé strané

Z QQ-diagramu i histogramu vidime, ze rozdily z normalniho rozdéleni skute¢né nepochazi. Ackoli na zakladé
grafické vizualizace bychom se k predpokladu, ze rozdily jsou okolo svého medidnu rozmistény symetricky, prilis
nepiiklanéli, test symetrie hypotézu o symetrii nezamitd (p-hodnota = 0.3164). Grafickd vizualizace muze byt
zkreslend nizkym poctem pozorovani, proto se klonime k zdvéru testu o symetrii a predpoklad o symetrii rozdila
okolo medidanu povazujeme za splnény. Znéni nulové a alternativni hypotézy je analogické jako v TeSeni piikladu
9.8, stejné jako hladina vyznamnosti «.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median rozdilu délky pazni kosti na pravé a levé strané u muzi je mensi nebo roven nule.
H, : Medidn rozdilu délky pazni kosti na pravé a levé strané u muzi je vétsi nez nula.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H()Zégémkdeéozo
Hy : Z > Zy, kde Zy = 0 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti o = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

V tvodu piikladu jsme vytvorili vektor tibia.LRL (Z;, i = 1,...,20) jako vektor rozdili mezi délkami
lytkovych kosti na pravé a levé strané. Nyni je potieba stanovit rozdily Z; — Zy. Protoze ale opét zZy = 0,
jsou rozdily Z; — Zy rovny puvodnimu vektoru Z;. V dalsim kroku se zaméfime na stanoveni poctu
nenulovych rozdili a zjistime, ze celkem 17 rozdili Z; — 0 je nenulovych (m = 17). Déle vytvoiime
vektor tibia.LRLO obsahujici ty rozdily mezi délkami latkovych kosti na pravé a levé strané, pro nez rozdil
Z; — 0 nebyl rovny nule. Délka tohoto vektoru bude v tomto ptipadé m = 17. V dalsich krocich testovani
budeme pouzivat pravé vektor tibia.LRLO. Nyni ozna¢ime znaménkem + kladné rozdily Z; — 0 > 0 a
znaménkem — zaporné rozdily Z; — 0 < 0 nebo nulu Z; — 0 = 0, vypocitdme absolutni hodnoty vsech
rozdilu, tj. |Z; — 0| = |Z;], ¢ = 1,...,m a stanovime pofadi R; vSech rozdilu v absolutnich hodnotéch
(viz tabulka 15).

Tabulka 15: Naméfené hodnoty X;, Y;, rozdily Z; = X; — Y}, rozdily Z; — 0, znaménka téchto rozdilu I,
absolutni hodnoty rozdila |Z; — 0] a porad{ rozdili v absolutnich hodnotéch

méfeni H 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X; 376 370 346 388 380 335 3725 388 3640 361 370 396.5 373.0 378 368 370 374 356.0 355 337
Y; 379 370 350 386 380 334 372.0 388 3655 362 374 396.0 379.5 370 365 372 376 364.5 350 307
Z; -3 0 -4 2 0 1 0.5 0 -1.5 -1 -4 0.5 -6.5 8 3 -2 -2 -8.5 5 30
Z; =0 -3 0 -4 2 0 1 0.5 0 -1.5 -1 -4 0.5 -6.5 8 3 -2 -2 -8.5 5 30
1 - X - + X + + X - - - + - + + - - - + +

|Z; — 0] 3 X 4 2 X 1 0.5 X 1.5 1 4 0.5 6.5 8 3 2 2 8.5 5 30
R; 95 X 115 7 X 35 1.5 X 5 3.5 115 15 14 15 9.5 7 7 16 13 17

Tabulku analogickou tabulce 15 nynf vytvoiime také pomoci softwaru @ . Z vyse uvedeného textu vime,
ze vektory X; (tibia.LR), Y; (tibia.LL), Z; (tibia.LRL) a Z; — 0 maji{ délku n = 20. Nicméné vektory I,
|Z; — 0| a R; maji mit délku m = 17. Zaroveii ale vime, ze @ umi vytvorit tabulku pouze ze fadki, které
maji stejnou délku. Situaci tedy vyfesime tak, ze vytvoiime vektor tibia.LRLO, ktery bude mit délku 20,
nicméné pozice, kde Z; — 0 = 0, nahradime hodnotami NA. Indika¢ni proménna |, pro kterou plati | = 1
pokud Z; — 0 > 0 a | = 0 jinak bude mit opét délku 20, ale tfi pozice budou opét nabyvat hodnoty NA.
Stejnd situace nastane u vektoru poradi rozdila v absolutnich hodnotach Ri. Vektor poradi stanovime

pomoci funkce rank() s volbou argumentu na.last = "keep”, kterd zajisti, aby NA hodnoty ziskali jako
poradi rovnéz NA hodnotu. Pro vétsi piehlednost nize vypiseme pouze prvnich 15 sloupcu z vytvorené
tabulky.
z0 <- 0
n <- length(tibia.LRL) # 20
m <- sum(tibia.LRL - z0 != 0) # 17
tibia.LRLO <- tibia.LRL
tibia.LRLO[tibia.LRLO == 0] <- NA
I <- (tibia.LRLO - 0 > z0)
Ri <- rank(abs(tibia.LRLO - 0), na.last = "keep")
tab <- data.frame(rbind("Xi" = tibia.LR, "Yi" = tibia.LL, "Zi" = tibia.LRL,
"Zi-z0" = tibia.LRL - z0, "I" = I,
"|Zi-0|" = abs(tibia.LRLO - 0), "Ri" = Ri))

names (tab) <- 1:20
tab[, 1:15]
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Xi 376.0 370 346.0 388 380 335.0 372.5 388 364.0 361.0 370.0 396.5 373.0 378 368.0
Yi 379.0 370 350.0 386 380 334.0 372.0 388 365.5 362.0 374.0 396.0 379.5 370 365.0
Zi -3.0 0 -4.0 2 0 1.0 0.5 0O -1.5 -1.0 -4.0 0.5 -6.5 8 3.0
Zi-z0 -3.0 0 -4.0 2 0 1.0 0.5 0O -1.5 -1.0 -4.0 0.5 -6.5 8 3.0
iC 0.0 NA 0.0 1 NA 1.0 1.0 NA 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1 1.0
|Zi-0]| 3.0 NA 4.0 2 NA 1.0 0.5 NA 1.5 1.0 4.0 0.5 6.5 8 3.0
Ri 9.5 NA 11.5 7 NA 3.5 1.5 NA 5.0 3.5 11.5 1.5 14.0 15 9.5

7Z tabulky 15 vidime, Ze z celkového poctu sedmnécti nenulovych rozdilu je celkem osm rozdila kladnych,
pricemz poradi téchto rozdila v posloupnosti absolutnich hodnot rozdilu jsou 7, 3.5, 1.5, 1.5, 15, 9.5, 13,
17. Hodnota testovaci statistiky Sg, definovana jako soucet téchto potradi, bude tedy rovna 68.

Sp=Y I(Zi=0>0)=7+35+15+15+15+9.5+ 13+ 17 = 68.
i=1

637 SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 68

e Kriticky obor
Dolni hranici kritického oboru vypoéitdme pomoci kvantilové funkce gsignrank().

s17(1 = 0.05) ; 00)
$17(0.95) ; 00)

W = (sm(1 —a); o0)

=

= {
= (111; o0)

638 alpha <- 0.05

639 q

<- gsignrank (1 - alpha, m) # 111

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sg = 92 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitdme
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Proti pravostranné alternativni hypotéze postavime levostranny interval spolehlivosti. Abychom mohli
stanovit hranice 95% levostranného intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat W Wal-
shovych pruaméru, pomoci funkce owa z knihovny NSM3. Prvnim argumentem této funkce bude vek-
tor nul o délce m = 17, druhym argumentem bude vektor tibia.LRLO, ze kterého nejprve piikazem
na.omit() odstranime NA hodnoty. Délka vektoru bude tedy rovnéz m = 17. Ziskané Walschovy pruméry
sefadime piikazem sort(). Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnota, kterd se v sefazeném vek-
toru W Walshovych pruméru nachézi na (s,,(«))-té pozici, a nekoneéno. Hodnotu s,,(«) stanovime
pomoci funkce gsignrank().
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640 walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), na.omit(tibia.LRLO))$owa
641 V <- sort(walsh)

642 qsignrank(alpha, m) # 42

643 V[42] # -2.25

e Zavér testovani

Protoze Zg = 0 nélezi do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 0 € IS, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou

Pifslusnou p-hodnotu vypoéitdme pomoci vzorce Pr(Sg > sg), kde Sg je diskrétni ndhodn4 veli¢ina a sg je
realizace této ndhodné veliciny, tj. sp = 68.

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sg > sg) = Pr(Sg > 68)
—1-Pr(Sp < 68) = 1 — Pr(Sg < 67)
=0.6611481 = 0.6611

644 1 - psignrank(SE - 1, m) # 0.6611481

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.6611 je vétsi nez o = 0.05, Hp nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledka
Na zdkladé vSech tii typu testovani na hladiné vyznamnosti « = 0.05 nezamitame nulovou hypotézu Hy.
Délka lytkové kosti z pravé strany tedy neni statisticky vyznamné vétsi nez délka lytkové kosti z levé strany.
Ke stejnému zavéru jsme dospéli taktéz znaménkovym testem v ramci reseni piikladu 9.8.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani

Porovnani délky lytkové kosti s pravé a levé strany bychom provedli pomoci krabicového diagramu analogicky,
jako je uvedeno v piikladu 9.8 (viz obrézek 16).

Pozndmka: Ukdzku provedeni Wilcoxonova exaktniho parového testu provedeme také pomoci funkce wilcox.test().
Vstupnimi parametry budou vektor naméfenych hodnot délek lytkové kosti na pravé strané (tibia.LR), vektor
naméfenych hodnot délek lytkové kosti na levé strané (tibia.LL), specifikace parového testu (paired = T), pozadavek
na vypocitani intervalu spolehlivosti zadany argumentem conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti « zadana
prostrednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — a (conf.level = 0.95), pravostranny typ alternativn{ hypotézy (alter-
native = 'greater’) a argument correct = F zakazujici proveden{ spojité korekce na vyslednych hranicich intervalu
spolehlivosti.
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wilcox.test(tibia.LR, tibia.LL, paired = T, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’greater’, correct = F) # IS interpolovany

Wilcoxon signed rank test

data: tibia.LR and tibia.LL
V = 68, p-value = 0.6565
alternative hypothesis: true location shift is greater than O
95 percent confidence interval:
-2.250057 Inf
sample estimates:
(pseudo)median
-0.499972

Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky V = 68, interpolované hranice 95% empirického levostranného in-
tervalu spolehlivosti -2.25 a Inf pro rozdil mezi délkami na pravé a levé strané a p-hodnota p-value = 0.6565. Jediné,
co musime stanovit zvlast, je dolni hranice kritického oboru.

Poznamka: Vystup funkce wilcox.test() v tomto ptipadé provézi ¢tyti varovné hlasky. Prvn{ dvé hldsky ve znéni: 1:
In wilcox.test.default(tibia.LR, tibia.LL, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact p-value (confidence interval)
with ties. nds upozoriiuje na vyskyt duplicitnich rozdila |Z1| = |Z15| = 3, |Z3| = |Z11| = 4, |Zs| = |Z1o| =1 a

|Z7| = |Z12| = 0.5 a na pouzit{ modifikovaného postupu na vypocet p-hodnoty (resp. hranic intervalu spolehlivosti).
Treti a ¢tvrtd hldska ve znéni: In wilcox.test.default(tibia.LR, tibia.LL, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact
p-value (confidence interval) with zeroes. nds upozornuje na nulové rozdily |Zy — 0] = |Z5 — 0| = |Zs — 0| = 0 a na

pouziti modifikovaného (neexaktniho) postupu na vypocet p-hodnoty (resp. hranic intervalu spolehlivosti). Pro nds
vSak tyto varovné hlasky nemaji zddny zavazny dusledek.

*
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Priiklad 9.21. Wilcoxonuv parovy exaktni test

Meéjme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici idaje o anteroposteriornim prumeéru hlavice stehenni kosti
v mm na pravé strané (femur.HDR) a na levé strané (femur.HDL) u skelett aljasské populace kmene Ipituaq (detaily
viz sekce ??). Na hladiné vyznamnosti o = 0.10 zjistéte, zda je u skeletu zenského pohlavi anteroposteriorn{ prumeér
hlavice stehenni kosti z levé strany mensi nez z pravé strany.

Reseni piikladu 9.21

Zadani ptikladu je shodné se zaddnim prikladu 9.9. Rozdily naméfenych anteriposteriornich pruméru hlavice ste-
henni kosti z levé a pravé strany u 12 zenskych skeletu z aljagské populace kmene Ipituaq nepochédzi z normélniho
rozdéleni (p-hodnota = 0.0246, viz obrazek 33). Na prozkoumén{ otdzky ze zadéni tedy pouzijeme Wilcoxonuv
neparametricky parovy test. Nejprve ovéfime nutny predpoklad symetrického rozdéleni rozdilu okolo medidnu, a to
jak testem symetrie, tak graficky (viz obrdzek 33).

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
# head (data)
data.HDLR <- data[data$pop == ’Ipituaq’ & data$sex == ’f’, c(’femur .HDL’, ’femur.HDR’)]

data.HDLR <- na.omit (data.HDLR)
femur . HDL <- data.HDLR$femur.HDL
femur . HDR <- data.HDLR$femur.HDR
femur . HDLR <- femur.HDL - femur.HDR
n <- length(femur.HDLR) # 12

3 1 - . 05— -~ median I
§ o- g o4 v W/
" 2 © O e ////7/
5 lo 00 .
- 1 1T 1T T T 1 | | | | |
-1.5 -0.5 05 10 15 -2.48 -0.80 0.04 0.88
teoreticky kvantil rozdil prdméru na pravé a levé strané (v mn

Shapirtv-Wilkdv test: p—hodnotaG:0246 Test symetrie: p—hodnotaG:4757

Obrézek 33: Mira symetrie rozdilu délky téla anteroposteriorniho pruméru hlavice stehenni kosti u zen z aljasské
populace kmene Ipituaq na levé a pravé strané

Na zékladé testu symetrie (p-hodnota = 0.4757) nezamitdme hypotézu o symetrickém rozdéleni rozdila okolo jejich
medidanu. Ke stejnému zdvéru dochdzime i po shlédnuti histogramu, ze kterého sice symetrie rozdila neni jedno-
znatné zjevnd, nicméné nesmime zapomenout na nizky rozsah ndhodného vybéru, kvuli kterému je test symetrie
k mirnému poruseni symetrie schovivavy. Predpoklad symetrie tedy povazujeme za splnény, coz znamena, ze v
pouziti Wilcoxonova testu nam nic nebrani. Nulova hypotéza a alternativni hypotéza i hladina vyznamnosti a jsou
analogické jako v piikladu 9.9.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn rozdili anteroposteriorniho pruméru hlavice stehenni kosti na levé a pravé strané u Zen z
kmene Ipituaq je vétsi nebo rovny nule.
H, : Medidn rozdilu anteroposteriorniho pruméru hlavice stehenni kosti na levé a pravé strané u Zen z
kmene Ipituaq je mensi neZ nula.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy

H()ZiZEmkdeé():O
Hi : Z < Zp, kde Zy = 0 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladina vyznamnosti o = 0.10.

3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

V dvodu pifkladu jsme vytvofili vektor femur.HDLR (Z;, i = 1,...,26) jako vektor rozdili mezi antero-
posteriornim prumérem hlavice stehenni kosti na levé a pravé strané. Nyni je potieba stanovit rozdily
Z; — %o, které jsou stejné jako Z;, nebot zg = 0, tj. Z; — 29 = Z; — 0 = Z;. V dalsim kroku se zaméiime
na stanoveni po¢tu nenulovych rozdila a zjistime, ze zadny z rozdili Z; — 0 neni nulovy, tedy pocet
nenulovych rozdili (m = n = 12). Déle vytvoiime vektor femur.HDLRO obsahujici ty rozdily mezi ante-
roposteriornimui pruméry na levé a pravé strané, pro nez rozdil Z; — 0 nebyl rovny nule. Délka tohoto
vektoru bude v tomto ptipadé m = n = 12. V dalsich krocich testovani budeme pouzivat vektor fe-
mur.HDLRO. Nyni ozna¢ime znaménkem + kladné rozdily Z; — 0 > 0 a znaménkem — zaporné rozdily
Z; —0 < 0 nebo nulu Z; — 0 = 0, vypoc¢itdme absolutni hodnoty vsech rozdila, tj. |Z; — 0] = |Zi],
i =1,...,m a stanovime pofadi{ R; vSech rozdili v absolutnich hodnotach (viz tabulka 16).

Tabulka 16: Naméfené hodnoty X;, Y;, rozdily Z; = X; — Y}, rozdily Z; — 0, znaménka téchto rozdilu I,
absolutni hodnoty rozdili |Z; — 0] a poradi rozdili v absolutnich hodnotach

méfenf || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X; 40.58 4322 38.68 41.47 40.21 41.39 4127 38.00 44.02 39.91 3891 40.72
Y; 41.13 4194 38.04 41.86 4043 40.75 41.03 37.85 44.09 42.75 39.35 40.23
Z; -0.55 128 0.64 -039 -022 064 024 015 -0.07 -2.84 -044 049

Zi — 2o -0.55 1.28 0.64 -0.39 -0.22 0.64 0.24 015 -0.07 -284 -044 0.49

1

|Z; — 20| || 0.55 1.28 064 039 022 064 024 015 0.07 284 044 049

+ + - + + +

R; 8.00 11.00 9.50 5.00 3.00 9.50 4.00 2.00 1.00 12.00 6.00 7.00
Tabulku analogickou tabulce 16 vytvoifme také pomoci softwaru @ .

z0 <- 0

n <- length(femur.HDLR)

m <- sum(femur.HDLR - z0 != 0)

femur . HDLRO <- femur.HDLR

femur . HDLRO [femur . HDLRO == 0] <- NA

I <- (femur.HDLRO > z0)

Ri <- rank(abs(femur.HDLRO -0), na.last = "keep")

tab <- data.frame(rbind("Xi" = femur.HDL, "Yi" = femur.HDR,
"Zi" = femur.HDLR, "Zi-z0" = femur.HDLR - zO, "I" = I,
"|Zi-z0|" = abs(femur.HDLRO - z0), "Ri" = Ri))

names (tab) <- 1 : n

SE <- sum(Ri * I) # 43

Z tabulky 16 vidime, ze ze v8ech 12 rozdilu Z; — 0 je Sest rozdili kladnych, pficemz pofadi téchto klanych
rozdili v posloupnosti absolutnich hodnot rozdila |Z; — 0| jsou 11, 9.5, 9.5, 4, 2 a 7. Hodnota testovaci
statistiky Sg bude tedy rovna 43.

SE:ZI(Zi—EO>0):11+9.5+9.5—|—4+2—|—7:43.
i=1
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e Kriticky obor
Horni hranici kriticého oboru stanovime pomoci kvantilové funkce gsignrank().

W = (—00; sm(a) — 1)

(_
(700; 812(0.10) - 1>
(_
(_

00; 22 —1)
00; 21)

678 alpha <- 0.10
679 q <- gsignrank(alpha , m) - 1 # 21

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sg = 43 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitdme
na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Proti levostranné alternativni hypotéze postavime pravostranny interval spolehlivosti. Abychom mohli
stanovit hranice 90 % pravostranného intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat W Wal-
shovych prumeéru, které nasledné seradime. Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii minus nekonec¢no
a hodnota, kterd se v sefazeném vektoru w Walshovych prumért nachdzi na (s,,(1 — a)+1)-té
pozici. Hodnotu s,,,(1 — o) stanovime pomoci funkce gsignrank().

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvofi minus nekone¢no a hodnota, kterd se v sefazeném vektoru
hodnot nachézi na (s,,,(1 — «) + 1)-té pozici.

(d,h) = (o0 Vin(me)tD)

00 V(312(170.10)+1))

(-
(~o0:
(-
(-

00 V(312(o.90)+1)>

00 ; V(57))
(—00; 0.365)

680 walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), na.omit(femur.HDLRO))$owa
681 V <- sort(walsh)

682 qgsignrank (1l - alpha, m) + 1 # 57

683 VI[57] # 0.365

e Zavér testovani
Protoze Zy = 0 nélezi do 90% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 € 1.5, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou
e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sg < sg) = Pr(Sp < 43) = 0.6333008 = 0.6333
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684 psignrank(SE, m) # 0.6333008

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.6333 je vétsi nez v = 0.10, Hp nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

6. Interpretace vysledku
Na zdkladé v8ech ti{ typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.10. Délka
anteroposteriorniho pruméru hlavice stehenni kosti u zen z aljasské populace kmene Ipituaq na levé strané
neni statisticky vyznamné mensi nez na pravé strané. Ke stejném zavéru jsme dospéli také v feSeni piikladu
9.9.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Rozdil v anteroposteriornim pruméru hlavice stehenni kosti na levé a pravé strané vizualizujeme pomoci
krabicového diagramu, analogicky jako v piikladu 9.9 (viz obrézek 17).

Pozndmka: Wilcoxonuv pérovy test provedeme pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi parametry budou vektor
rozdili naméfenych hodnot na levé a pravé strané (femur.HDLR), argument mu = 0 urcujici, Ze rozdily porovndvame
s konstantou zZy; = 0, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim argumentu conf.int
= T, hodnota hladiny vyznamnosti « zadand prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — a nastavenim hodnoty
argumentu conf.level = 0.90, typ zvolené alternativni hypotézy (levostrannd) zadany pomoci argumentu alternative
= 'less' a argument correct = F, ktery zakazuje aplikovani spojité korekce na vysledné intervaly spolehlivosti a
p-hodnotu.

685 wilcox.test(femur .HDLR, mu = 0, conf.int = T, conf.level = 0.90,

686 alternative = ’less’, correct = F)
687
Wilcoxon signed rank test 688
689
data: femur.HDLR 690
V = 43, p-value = 0.6232 691
alternative hypothesis: true location is less than 0 692
90 percent confidence interval: 693
-Inf 0.3199681 694
sample estimates: 695
(pseudo)median 696
0.04502772 697

Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky V = 43, interpolované hranice 90% empirického pravostranného in-
tervalu spolehlivosti -Inf a 0.3199681 pro rozdil mezi anteroposteriornimi priuméry na levé a pravé strané a p-hodnota
p-value = 0.6232. Jediné, co musime stanovit zvlast, je doln{ hranice kritického oboru. Hodnota pseudomedidnu
((pseudo)median = 0.04502772 ) pro nds opét neni zajimavd, narozdil od hodnoty klasického medidnu (median =
0.04), kterou dopoécitdme pitkazem median().

*
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Priiklad 9.22. Wilcoxonuv parovy asymptoticky test

Méme datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici tidaje o epikondylarni Sifce pazni kosti na pravé strané
( humer.EBR) a na levé strané (humer.EBL) u muzu (sex = 'm’ a sex == 'm?’) a Zen (sex = 'f' a sex == 'f?’)
pohibenych v oblasti Indian Knoll v Kentucky (viz sekce ??). Na hladiné vyznamnosti « = 0.01 zjistéte, zda se
stfedni hodnota epikondylarni §itky pazni kosti u muzu na pravé strané a levé strané lisi. K testovani vyuzite
vSechna kompletni méteni tykajici se muzu (skupiny muz (sex == 'm) i pravdépodobn& muz (sex == 'm?7")).

Reseni piikladu 9.22

Zadani prikladu je shodné se zadanim piikladu 9.22. Rozdily mezi hodnotami epikondylarni sitky pazni kosti
naméfenimi na pravé a levé strané u 30 muzu z oblasti Indian Knoll v Kentucky nepochézi z normélniho rozdéleni
(p-hodnota < 0.0001, viz obrazek 34). Na prozkouméani otdzky ze zadéni tentokrat pouzijeme asymptotickou variantu
Wilcoxonova neparametrického parového testu. Nejprve ovéfime nutny predpoklad symetrického rozdéleni rozdilu
okolo medidnu, a to jak testem symetrie, tak graficky (viz obrézek 34).

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

#head (data)

data.m <- dataldata$sex %in% c(’m’, ’m?’) & data$pop == ’Indian Knoll’,
c(’humer .EBL’, ’humer.EBR’)]

data.m <- na.omit (data.m)

humer .EBR <- data.m$humer.EBR
humer . EBL <- data.m$humer.EBL
humer . EBRL <- humer.EBR - humer.EBL
n <- length(humer.EBRL) # 30

o
_ ! - - median
= 15 o 0.25 \
& £ 0.20 !
< 10 3 I
> — 0.15 !
S S '
Q T 0.10 1
S <] |
s 0.05 — ]
]
0004 =N
I I I I I I
-2 -1 0 1 2 -0.25 6.75 13.75
teoreticky kvantil rozdil méfeni na pravé a levé strané (v mm
Shapirdv-Wilkdv test: p—hodnotaG= Test symetrie: p—hodnotaG-0785

Obrazek 34: Histogram a QQ-diagram rozdilu epikondylarni $itky pazni kosti na pravé a levé strané

Na zdkladé testu symetrie nezamitdme hypotézu o symetrickém rozdéleni rozdili hodnot naméfenych na pravé a
levé strané. Z histogramu na obrazku 34 vidime, zZe odlehlé pozorovani ma na symetricky charakter rozdili vyrazny
vliv, podle testu v8ak tento vliv neni fatalni. Pfedpoklad symetrie je tedy splnén, a proto muzeme asymptotickou
variantu Wilcoxonova neparametrického testu pouzit. Otézka ze zadani je, analogicky jako v feSeni ptfikladu 9.10,
znénim alternativni hypotézy. Taktéz nulova hypotéza a hladina vyznamnosti a jsou shodné jako v ptikladu 9.10.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median rozdilu epikondyldarni §itky v muzu o oblasti Indian Knoll na pravé a levé strané je rovny
nule.
H, : Medidn rozdilu epikondyldrni §itky u muzi o oblasti Indian Knoll na pravé a levé strané neni rovny
nule.
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e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H0:§:207kde20:0
Hy : Z # %y, kde Zyp = 0 (oboustrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti o = 0.01.
3. Testovani kritickym oborem

o Testovaci statistika

V tvodu pifkladu jsme vytvorili vektor humer.EBRL (Z;, i« = 1,...,40) jako vektor rozdilu hodnot
epikondalirnich sifek pazni kosti naméfenych na pravé a levé strané. Déle jsme stanovili rozdily Z; — 2.
Protoze ale Zy = 0, jsou rozdily Z; — Zy rovny puvodnimu vektoru rozdilu Z;, tj. Z; — 20 = Z; — 0 = Z;.
V dalsim kroku se zaméiime na stanoveni po¢tu nenulovych rozdili a zjistime, ze dva rozdily Z; — 0 jsou
nulové (pocet nenulovych rozdila m = 28). Nyni vytvoiime vektor humer.EBRLO obsahujici ty rozdily
mezi pravou a levou stranou, pro nez rozdil Z; — Zy nebyl rovny nule. Délka tohoto vektoru bude v
tomto pripadé m = 28. V dalsich krocich testovani budeme pouzivat pravé vektor humer. EBRLO. Daéle
si oznac¢ime znaménkem + rozdily Z; — 0, které jsou kladné a znaménkem — rozdily Z; — 0, které jsou
zédporné, nebo 0. Nakonec vypocitdme absolutni hodnoty rozdilu |Z; —0| = |Z;], ¢ = 1,...,m a stanovime
poradi téchto rozdila v absolutnich hodnotéch.

z0 <- 0

n <- length (humer.EBRL)

m <- sum(humer .EBRL - z0 !'= 0)
humer . EBRLO <- humer.EBRL

humer . EBRLO [humer . EBRLO == 0] <- NA

I <- (humer.EBRLO > z0)

Ri <- rank(abs (humer.EBRLO - 0), na.las = "keep")

tab <- data.frame(rbind("Xi" = humer.EBR, "Yi" = humer.EBL,
"Zi" = humer .EBRL, "Zi-z0" = humer.EBRL - z0, "I" = I,
"Zi-z0" = abs(humer.EBRLO - z0), "Ri" = Ri))

names (tab) <- 1 : n

SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 383

Celkem 28 rozdilu Z; — 0, i =1,...,28 je kladnych. Potradi téchto rozdila v absolutnich hodnotach jsou
12, 17, 17, 27, 22, 25, 3, 22, 8, 8, 8, 17, 12, 17, 3, 25, 8, 17, 25, 17, 3, 22, 12, 28, 8. Hodnota testovaci
statistiky Sg, kterd je definovana jako soucet téchto poradi, bude tedy rovna 383.

Sp=> I(Zi=0>0)=12+17T+17+ -+ 12+ 28 4+ 8 = 383,
=1

Nyni dopocitdme hodnotu testovaci statistiky Sa.

Sp — =t 383 — D 3g3 28X 383903 130

5 — mmtl)
m(miD)(2mt1) /28281 1)(2x2811) 28x20x57 V1928.5 "~ 43.91469
V 24 24 24

= 4.098856 = 4.0989

Sa=
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720 SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 383
721 SA <- (SE - m * (m + 1) / 4) / sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) # 4.098856

e Kriticky obor
Protoze S4 ~ N(0, 1), horni a doln{ hranici kritického oboru nalezneme pomoci funkce qnorm() jako /2
kvantil a 1 — /2 kvantil standardizovaného normélniho rozdéleni N (0, 1).

W = (—o0; Ua/2> U <U1—a/2 ; OO)
00 U0.01/2> U <U1—0.01/2 ; 00)

(,
(_
(—00; u0.005) U (u0.995 ; 00)
(—
(—

003 —2.575829) U (2.575829 ; 00)
00; —2.5758) U (2.5758 ; 00)

722 alpha <- 0.01
723 qnorm(alpha / 2) # -2.575829
724 qgnorm (1 - alpha / 2) # 2.575829

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = 4.0989 nélezi do kritického oboru, tj. s4 € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Abychom mohli stanovit hranice 99 % intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat W Wal-
shovych pruméru Zi;rzj i=1,....,m,j =1,...,m, j < a ty nasledné vzestupné seradit. Walshovy

pruméry ziskdme pomoci funkce owa z knihovny NSM3. Prvnim argumentem této funkce bude vektor
nul o délce m = 28, druhym argumentem bude vektor humer.EBRLO, obsahujici ty rozdily mezi pravou a
levou stranou, pro nez rozdil Z; — 0 nebyl rovny nule. Z tohoto vektoru vsak nejprve piikazem na.omit()
odstranime NA hodnoty, aby délka vektoru byla taktéz m = 28. Ziskané Walschovy pruméry sefadime

pifkazem sort(). Nésledné vypocitdme pozicové soutadnice Cy_q/2 a Cy /2.

m(m+1) u1_a/2\/m(m +1)(2m+1)

Cl—a/Q = 4 24
_ W@+ \/28(28 +1)(2x28+1)
S 1-0.01/2 21
28x29 28 X 29 x 57
- 4 U0.995 24

= 203 — 2.575829v/1928.5
= 203 — 2.575829 x 43.91469 = 89.88327 = 90
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(m+1 mm—|—1 2m—|—1)
Ca/2:
B 28(28+1) Y \/28 28+1)(2><28+1)
=4 0.01/2 Y
28 x 29 28 X 29 x 57

= — %0.005
4

203 4 2.575829v/1928.5
= 203 + 2.575829 x 43.91469 = 316.1167 = 316

24

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvori ty hodnoty, které se v serazeném vektoru Walshovych praméra
V nachazi na 90. pozici a na 316. pozici.

(d,h) = (V«hf&m : V(cm))

- (V<9o>; V<316>)
=(1; 2.25)

725 walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), na.omit (humer.EBRLO))$owa

726 V <- sort(walsh)

727 C1 <- m * (m + 1) / 4 - gnorm(1l - alpha / 2) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) #
89.88325

728 C2 <- m * (m + 1) / 4 - gnorm(alpha / 2) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) #
316.1167

729 VI[90] # 1

730 VI[316] # 2.25

e Zavér testovani
Protoze &y = 0 nenélezi do 99% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 ¢ IS, Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou Prislusou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce 2min{Pr(S4 < s4),Pr(Sa > sa)},
kde S4 je spojitd ndhodnd velicina pochézejici ze standardizovaného normdlniho rozdéleni, tj. S4 ~ N(0,1)
a sa = 4.0989. Pr(S4 < sa) je tedy distribuéni funkce standardizovaného normdlniho rozdéleni N(0,1) v
hodnoté 4.0989. Jeji hodnotu spoéitdme pitkazem pnorm().

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Sa < sa), Pr(Sa > s4)}
= 2min{Pr(S4 < 4.0989), Pr(S4 > 4.0989)}
= 2min{Pr(S4 < 4.0989), 1 — Pr(S4 < 4.0989)}
= 2min{0.9999792, 2.075984 x 10~°}
=2 x2.075984 x 1075 = 4.151969 x 107> = 4.1520 x 107

731 p.hodnota <- 2 * min(pnorm(SA), 1 - pnorm(SA)) # 4.151969e-05
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e Zavér testovani
Protoze p-hodnota 4.1520 x 107> je mensi nez o = 0.01, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Interpretace vysledka
Za zadkladé vSech tii typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.01. Mezi
epikondylarni §itkou pazni kosti na pravé a levé strané u muzu z oblasti Indian Knoll v Kentucky existuje
statisticky vyznamny rozdil.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani epikondylarnich $ifek nameéfenych na pravé a levé strané muzeme zobrazit pomoci krabicového
diagramu analogicky jako v piikladu 9.10 (viz obrdzek 20).

Poznamka: Asymptotickou variantu Wilcoxonova pérového testu muzeme provést pomoci funkce wilcox.test().
Vstupnimi parametry budou vektor epikondyldrnich sifek namérenych na pravé strané (humer.EBR), vektor epikon-
dylarnich sitek namétfenych na levé strané (humer.EBL), argument paired = T urcujici, ze oba vektory povazujeme
za parova pozorovani, argument povolujici vypocCet hranic intervalu spolehlivosti conf.int = T, hodnota hladiny
vyznamnosti a zadand prostfednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — a nastavenim hodnoty argumentu conf.level
= 0.99, typ zvolené alternativni hypotézy (oboustrannd) zadany argumentem alternative = 'two.sided’ a argument
correct = T, ktery zvoli k vypocétu pravé asymptotickou variantu Wilcoxonova neparametrického testu.

wilcox.test (humer .EBR, humer.EBL, paired = T, conf.int = T, conf.level = 0.99,
alternative = ’two.sided’, correct = T) # <nterpolovany IS % p-hodnota

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: humer . EBR and humer.EBL
V = 383, p-value = 4.099e-05
alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0
99 percent confidence interval:
0.9999622 2.2500614
sample estimates:
(pseudo)median
1.749982

Soucésti vystupu je hodnota testovaci statistiky Sg V = 383, interpolované hranice 99% asymptotického empi-
rického oboustranného intervalu spolehlivosti 0.9999622 a 2.2500614 pro rozdil hodnot naméfenych pii prvnim a
druhém meéfeni (zpfesnéni hranic bylo provedeno procesem nazyvanym interpolace), a p-hodnota p-value = 4.099e-
05. Jediné, co musime stanovit zvlast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru. Viimnéme si, ze sou¢dsti vystupu
je také hodnota pseudomedidnu (pseudo)median = 1.749982 rozdili hodnot nameéfenych na pravé a levé strané.
Tento pseudomedian je vypocitany jako interpolovand prostiedni hodnota z posloupnosti sefazenych Walshovych
pruméru. My vsak preferujeme hodnotu klasického medidnu rozdili (median = 1.5), kterou bychom ziskali piikazem
median(), nebo piikazem quantile(), analogicky, jako jsme si ukazovali v kapitole ?7.

Druhd moznost provedeni Wilcoxonova parového testu je opét pouziti funkce wilcox.test(), kde vstupnimi parametry
budou vektor rozdilu epikondyldrnich §ifech naméfenych na pravé a levé strané (humer.EBRL), argument mu = 0
urcujici, ze rozdily porovnévame s konstantou 2y = 0, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti (conf.int =
T), hodnota hladiny vyznamnosti « (conf.level = 0.99), typ zvolené alternativni hypotézy (alternative = 'two.sided’) a
argument correct = T, ktery umoziuje pouziti pravé asymptotické varianty Wilcoxonova parového testu. Argument
paired = T tentokrat vynechavame, nebot jde o zapis, kde jsme parovy test porovnavajici hodnoty neméfené na
prvonim a druhém méfeni prevedli na jednovyvérovy neparametricky test porovnéavajici rozdily Z; s konstantou
Zo=0.

Vystup tohoto piitkazu je totozny s vyse uvedenym vystupem. Zalezi tedy na nas, jakou syntaxi k zadani
asymptotického Wilcoxonova parového testu pouzijeme.
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wilcox.test (humer .EBRL, mu = 0, conf.int = T, conf.level = 0.99,
alternative = ’two.sided’, correct = T) # interpolovany IS < p-hodnota

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: humer.EBRL
V = 383, p-value = 4.099e-05
alternative hypothesis: true location is not equal to O
99 percent confidence interval:
0.9999622 2.2500614
sample estimates:
(pseudo)median
1.749982

Pozndmka: Vystup funkce wilcox.test() v tomto piipadé provézi ¢tyfi varovné hldsky. Prvni dvé hldsky ve znéni:
1: In wilcox.test.default(humer.EBR, humer.EBL, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact p-value (confidence
interval) with ties. nds upozornuje na vyskyt duplicitnich rozdila |Z1| = |Z17| = |Za7| = 1.5, |Z2| = |Z3| = |Z4]
|Z16| = |Z1s| = |Zo2| = |Zaa| = 2, |Z7] = [Z1a| = |Z26| = 2.5, |Zs| = |Z20| = |Z2s| = 3, |Zo| = |Z10| = [Z19] =
|ZQ5| = |Zgg| =05a |Zl3| = |Zl4| = |Z15| = |Zgl| = |Zgo| =1ana pouZitf modifikovaného postupu na V}'fpoéet
p-hodnoty (resp. hranic intervalu spolehlivosti). Tret{ a ¢tvrtd hldska ve znéni: In wilcox.test.default(humer.EBR,
humer.EBL, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact p-value (confidence interval) with zeroes. nds upozoriuje
na vyskyt nulovych rozdilu |Zg — 0| = |Z11] = 0 a na pouzit{ modifikovaného postupu na vypocet p-hodnoty (resp.
hranic intervalt spolehlivosti). Pro nds vSak tyto varovné hldsky nemaji zadny zdvazny dusledek.

*

103

747
748
749
750
751
752
753
754
755
756
757



758
759
760
761
762
763
764
765

Priiklad 9.23. Wilcoxonuv parovy asymptoticky test

Mame datovy soubor 02-paired-means-clavicle.txt obsahujici idaje o hodnotach vertikalniho prumeéru stiedu délky
téla klien{ kosti z pravé a levé strany (clavicula) z pohfebisté u Sv. Jakuba v Brné, prevazné z obdobi stiedovéku,
naméiené jednim vyzkumnikem ve dvou opakovanych mérenich (viz sekce ?7?). Hodnoty naméfené pti prvnim opa-
kovani jsou ulozeny v proménné simd.1, hodnoty naméfené pii druhém opakovani jsou ulozeny v proménné simd.2.
Muzeme zjistit, ze aritmeticky prumeér hodnot ziskanych v rdamci prvniho méfeni je vétsi nez aritmeticky prumeér
hodnot ziskanych v rdmci druhého mefeni. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda je stfedni hodnota prvniho
meérfeni vétsi nez stiedni hodnota druhého méreni vertikdlniho prameéru délky téla kliéni kosti na levé strané prove-
dené timto vyzkumnikem.

Reseni piikladu 9.23

Zadani piikladu je shodné se zadanim piikladu 9.11. Rozdily ve vertikdlnich pramérech stiedu délky téla 39 kli¢nich
kosti z levé strany namefenych pii prvnim a druhém méfeni tymz vyzkumnikem nepochézi z normélniho rozdéleni
(p-hodnota = 0.0002, viz obrdzek 35). K testovéni tedy opét pouzijeme asymptotickou variantu Wilcoxonova nepa-
rametrického parového testu. Nejprve ale ovéiime predpoklad symetrického rozdéleni rozdili okolo medidnu testem
symetrie.

data <- read.delim(’00-Data//02-paired-means-clavicle.txt’)
# head (data)

data.12L <- data[data$side == ’L’, c(’simd.1’, ’simd.2’)]
data.12L <- na.omit (data.12L)

simd.1L <- data.12L$simd.1

simd .2L <- data.12L$simd.2

simd.12L <- simd.1L - simd.2L

n <- length(simd.12L) # 40

1.5 ©
= @
§ 1.0 g
= 00 >8
> 0.5 - —
s ° 0 S
) =
S 00 ‘M I
[ele)
-05 -0 o
| | | | |
-2 -1 0 1 2 -0.39 0.33 1.05
teoreticky kvantil rozdil prvniho a druhého méreni (v mm)
Lillieforsdv test: p—hodnota 2e—04 Test symetrie: p—hodnotaG:0671

Obrézek 35: Mira symetrie rozdilu prvniho a druhého méfeni vertikdlniho priméru ve stiedu délky téla kli¢ni kosti
na levé strané ziskanych jednim vyzkumnikem po odstranveni odlehlé hodnoty

Protoze p-hodnota testu symetrie vysla 0.0671, hypotézu o symetrickém rozdéleni rozdilu okolo medidnu ne-
zamitdame na hladiné vyznamnosti o = 0.05, a tedy predpoklad o symetrickém rozdéleni rozdili okolo medianu je
splnén (grafické vizualizace viz obrézek ?77). Wilcoxonuv neparametricky parovy test tedy muzeme pouzit. Jelikoz
je zadani prikladu shodné se zadanim piikladu 9.11, bude i znéni nulové hypotézy, alternativni hypotézy i hodnota
hladiny vyznamnosti « stejnd jako v prikladu 9.11.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn rozdilu pruniho a druhého méreni vertikdlniho pruméru téla klicni kosti na levé strané
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mérengch jednim vyzkumnikem je mensi neZ nula.
H, : Median rozdilu pruniho a druhého méreni vertikdlniho pruméru téla klicni kosti na levé strané
meérenych jednim vyzkumnikem je vétsi nez nula.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy

HO:ESZO,kdeéon
Hy : Z > Zp, kde Zy = 0 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti

e Hladina vyznamnosti a = 0.05.

3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

V tvodu piikladu jsme vytvorili vektor simd.12L (Z;, ¢ = 1,...,40) jako vektor rozdila prvniho a druhého
méfeni vertikdlniho praméru téla klicni kosti na levé strané mérenych jednim vyzkumnikem. Déle jsme
stanovili rozdﬂy Z; — Zy. Protoze ale zy = 0, jsou rozdily Z; — Zy rovny puvodnimu vektoru rozdilu Z;,
tj. Z; — 20 = Z; — 0 = Z;. V dalsim kroku se zaméiime na stanoveni poc¢tu nenulovych rozdila a zjistime,
ze dva rozdily Z; — 0 jsou nulové (pocet nenulovych rozdila m = 38). Nyn{ vytvoiime vektor simd.12L0
obsahujici ty rozdily mezi prvnim a druhym meéfenim, pro nez rozdil Z; — Zy nebyl rovny nule. Délka
tohoto vektoru bude v tomto ptipadé m = 38. V dalsich krocich testovani budeme pouzivat pravé vektor
simd 12LO Déle si oznaéime znaménkem + rozdﬂy Z;—0, které jsou kladné 2 znaménkem — rozdily Z;—0,
—O| |Zi\,i:1,...,m

a stanovime poradl téchto rozdllu v absolutnich hodnotach.

z0 <- 0

n <- length(simd.12L)

m <- sum(simd.12L - z0 != 0)
simd .12L0 <- simd.12L
simd.12L0[simd .12L0 == 0] <- NA

I <- (simd.12L0 > z0)

Ri <- rank(abs(simd.12L0 - 0), na.las = "keep")

tab <- data.frame(rbind("Xi" = simd.1L, "Yi" = simd.2L,
"Zi" = simd.12L, "Zi-zO0" = simd.12L - z0, "I" = I,
"Zi-z0" = abs(simd.12L0 - z0), "Ri" = Ri))

names (tab) <- 1 : n

Celkem 23 rozdilu Z; — 0,4 =1,...,38 je kladnych. Poradi téchto rozdilu v absolutnich hodnotach jsou
32, 37, 15, 36, 26, 7.5, 30, 12, 15, 1.5, 33, 28, 3, 19, 25, 7.5, 20, 31, 18, 10.5, 38, 13 a 22. Hodnota testovaci
statistiky Sg, kterd je definovand jako soucet téchto potadi, bude tedy rovna 480.

Sp = I(Zi—0>0)=32+37+15+ -+ 38 + 13 4 22 = 480.

Nyni dopocitame hodnotu testovaci statistiky Sa.

Sp — 2t 480 — BEHL 480 - 3239 480 - 370.5  109.5

m+1)(2m+1) 38(38+1)(2><38+1 \/38><39><77 V475475 T 68.9547
V 34 \V 24 24

= 1.587999 = 1.5880
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778 SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 480
779 SA <- (SE - m *x (m + 1) / 4) / sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) # 1.587999

e Kriticky obor
Protoze S4 ~ N(0, 1), horni a dolni hranici kritického oboru nalezneme pomoci funkce qnorm() jako a/2
kvantil a 1 — /2 kvantil standardizovaného normalniho rozdéleni N(0,1).

= (U1—qa; ©0)

= (u1-0.05; 00)
<U0 95 3 )

= (1.644854 ; 00)
= (1.6449; )

780 alpha <- 0.05
781 qgnorm (1 - alpha) # 1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = 1.5880 nendlezi do kritického oboru, tj. s4 ¢ W, Hy ne-
zamitame na hladiné vyznamnosti oo = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Proti pravostranné alternativni hypotéze postavime levostranny inerval spolehlivosti. Abychom mohli sta-
novit hranice 95 % levostranného intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat W Walshovych

prumeéru Zi;Zj, i=1,....m, j =1,....,m, j < a ty ndsledné vzestupné seradit. Walshovy pruméry

ziskdme pomoci funkce owa z knihovny NSM3 a sefadime je piikazem sort(). Nésledné vypocitame pozi-
covou souradnici C1_,.

Ci_a = m(m+1) ul_a\/m(m +1)(2m+1)

4 24

~ 38(38+1) \/38(38 +1)(2x38+1)
- f — U1-0.05 24
_8x39 38 x 39 x 77

- 4 0.95 24

= 370.5 — 1.644854v4754.75
= 370.5 — 1.644854 x 68.9547 = 257.0796 = 257

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnoty, které se v sefazeném vektoru Walshovych priaméru
V nachézi na 257. pozici a nekonecno.

(d; h)

(v
_ (V(257) : Oo)

(—4.44 x 107'%; 0)
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walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), na.omit(simd.12L0))$owa

V <- sort(walsh)

Cl <-m *x (m + 1) / 4 - gnorm(1 - alpha) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) #
257.0796

V2571 # -4.440892e-16

e Zaver testovani
Protoze Zo = 0 nélez{ do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 € IS, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou Piislusou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce Pr(Sa > s4), kde S4 je spojité
ndhodnd veli¢ina pochézejici ze standardizovaného normélniho rozdéleni, tj. Sa ~ N(0,1) a s4 = 1.587999.
K vypoctu pouzijeme piikaz pnorm().

e p-hodnota
p-hodnota = Pr(S4 > s4) = Pr(S4 > 1.587999) = 1 — Pr(S4 < 1.587999) = 0.05614326 = 0.05614

p.hodnota <- 1 - pnorm(SA) # 0.05614326

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.05614 je vétsi nez a = 0.05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zékladé vsech ti1 typu testovani nezamitdame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.05. Stiedni
hodnota prvniho méfeni vertikalniho prumeéru délky téla kliéni kosti na levé strané neni statisticky vyznamné
vétsi nez stfedni hodnota druhého méfeni.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani namérenych hodnot ziskanych v rameci prvniho a druhého méfeni muzeme zobrazit pomoci krabi-
cového diagramu analogicky jako v ptikladu 9.11 (viz obrézek 7).

Pozndamka: Asymptotickou variantu Wilcoxonova pérového testu muzeme provést pomoci funkce wilcox.test().
Vstupnimi parametry budou vektor rozdilu vertikdlnich pruméru stfedu délky téla kliéni kosti na levé strané
naméfenych na prvnim a druhém meéfeni (simd.12L), argument mu = 0 urcujici, ze rozdily porovnévame s kon-
stantou Zy = 0, pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti (conf.int = T), hodnota hladiny vyznamnosti
a (conf.level = 0.95), typ zvolené alternativni hypotézy (alternative = 'greater’) a argument correct = T, ktery
umoznuje pouziti pravé asymptotické varianty Wilcoxonova parového testu.

wilcox.test(simd.12L, mu = O, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’greater’, correct = T) # interpolovany IS % p-hodnota

Soucdsti vystupu je hodnota testovaci statistiky Sg V = 480, interpolované hranice 95% asymptotického em-
pirického oboustranného intervalu spolehlivosti -5.685398e-05 a Inf pro rozdil hodnot naméfenych pfi prvnim a
druhém meéten{ (zpfesnéni hranic bylo provedeno procesem nazyvanym interpolace), a p-hodnota p-value = 0.05693.
Jediné, co musime stanovit zvlast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru. Viimnéme si, Ze souc¢dsti vystupu je
také hodnota pseudomedidnu (pseudo)median = 0.04497987 rozdilu prvniho a druhého méfeni. Tento pseudomedidn
je vypocitany jako interpolovand prostifedni hodnota z posloupnosti sefazenych Walshovych pruméru. My vsak pre-
ferujeme hodnotu klasického medidnu rozdilu (median = 0.03), kterou bychom ziskali piikazem median().

Pozndamka: Vystup funkce wilcox.test() v tomto piipadé provézi ¢tyfi varovné hldsky. Prvni dvé hldsky ve znéni:
In wilcox.test.default(simd.12L, mu = 0, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact p-value (confidence
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Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: simd.12L
V = 480, p-value = 0.05693
alternative hypothesis: true location is greater than 0
95 percent confidence interval:
-5.685398e-05 Inf
sample estimates:
(pseudo)median
0.04497987

interval) with ties. nds upozoriuje na vyskyt duplicitnich rozdili |Z; — 0| = |Z11 — 0] = |Z13 — 0] = |Z29 — 0| =
|Zss — 0] = |Zao — 0] = 0.03, |Zs — 0| = |Z16 — 0] = |Z25 — 0| = 0.06, |Z17 — 0] = |Z15 — 0] = 0.01 a na pouziti
modifikovaného postupu na vypocet p-hodnoty (resp. hranic intervalu spolehlivosti). Ttet{ a ¢tvrtd hldska ve znénf:
In wilcox.test.default(simd.12L, mu = 0, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact p-value (confidence
interval) with zeroes. nds upozornuje na vyskyt nulovych rozdilu | Zsg — 0] = | Z33 —0] = 0 a na pouzit{ modifikovaného
postupu na vypocet p-hodnoty (resp. hranic intervala spolehlivosti). Pro nés vsak tyto varovné hlasky nemaji zadny
zévazny dusledek.

*
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Priiklad 9.24. Wilcoxonuv parovy asymptoticky test

Méme datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt obsahujici tidaje o délkdch kliéni kosti (clavicula) z pravé strany
(length.R) a levé strany (length.L) z anglického souboru dokumentovanych skelettu (Parsons, 1916, viz soubor D-03-
paired-means-clavicle?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, ze stFedni hodnota délky kli¢n{ kosti u
zen z pravé strany je veétsi nez stfedni hodnota délky klicni kosti u zen z levé strany.

Reseni piikladu 9.24

Zadani prikladu je shodné se zadanim piikladu 9.12. Rozdily délky téla klicnich kosti z levé a pravé strany u zen
nepochdz{ z normélniho rozdéleni (p-hodnota = 0.0481, viz obrdzek ??). Bude-li splnén piedpoklad symetrického
rozdéleni rozdilu okolo medidnu, pouzijeme k ovéfeni otdzky ze zadani opét asymptotickou variantu Wilcoxonova
neparametrického parového testu.

data <- read.delim(’00-Data//03-paired-means-clavicle2.txt’)
# head(data)

data.RL <- data[data$sex == ’f’, c(’length.R’, ’length.L’)]
data.RL <- na.omit(data.RL)

length .RLF <- data.RL$length.R - data.RL$length.L

n <- length(length.RLF) # 32
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3 g |
S © 004+ |
-6 © 0.02 — !
o |
-8 - 0.00 1

| | | | | | T T T T T |
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teoreticky kvantil rozdil délek na pravé a levé strané (v mm)
LillieforsGv test: p—hodnota 6.0481 Test symetrie: p—hodnotaG:0142

/v s

Obrézek 36: Mira symetrie rozdilu délky téla kli¢nich kosti na levé a pravé strané zen

Protoze na zakladé testu symetrie hypotézu o symetrickém rozdéleni rozdili okolo medidnu zamitame na hladiné
vyznamnosti a = 0.05 (p-hodnota = 0.0142), neni mozné otdzku ze zadani ovérit pomoci Wilcoxnova neparamet-
rického testu. K otestovdni muzeme pouzit pouze znaménkovy test (viz feeni piikladu 9.12). *
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Priiklad 9.25. Wilcoxonuv parovy asymptoticky test

Mame datovy soubor 21-goldman-measures.csv obsahujici tidaje o anteroposteriornim prumeéru diafyzy pazni kosti
na pravé strané ( humer.ADR) a na levé strané (humer.ADL) u muzu (sex = 'm’ a sex == 'm?’) a Zen (sex = 'f’
a sex == 'f?") pohtbenych v oblasti Indian Knoll v Kentucky (viz sekce ?7?). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05
testujte hypotézu, ze stifedni hodnota anteroposteriorniho pruméru diafyzy pazni kosti u muzu na levé strané je
veétsi nez na pravé strané. K testovani vyuzite vSechna kompletni méfeni tykajici se muza (skupiny muz (sex ==
'm) i pravd&épodobn& muz (sex == 'm?')).

Reseni piikladu 9.25

Naé¢teme datovy soubor a pomoci operédtoru [| z néj vybereme pouze tdaje o anteroposteriornim prumeéru diafyzy
pazni kosti na levé strané (humer.ADL) a na pravé strané (humer.ADR) tykajici se pouze muzu (v souladu se zadanim
uvazujeme obé skupiny muzu (sex %in% c('m’, 'm?’))) z pohfebisté Indian Knoll v Kentucky (pop == 'Indian
Knoll"). ﬁdaje vlozime do proménné data.m. Z datové tabulky nasledné odstranime chybéjici iidaje a zjistime rozsah
nahodného vybéru.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

#head (data)

data.m <- datal[data$sex %in% c(’m’, ’'m?’) & data$pop == ’Indian Knoll’,
c(’humer .ADL’, ’humer.ADR’)]

data.m <- na.omit (data.m)
dim(data.m) # 30z2

Datovy soubor obsahuje kompletni idaje o anteroposteriornim pruméru diafyzy pazni kosti na pravé i levé strané
u 30 muzu z populace z oblasti Indian Knoll. Jelikoz mame za tkol porovnat parovy znak, pouzijeme k tomuto
porovndni parovy test. Prvnim krokem k provedeni tohoto testu je vytvofeni rozdili hodnot namétrenych na pravé
a levé strané. V druhém kroku je potieba ovétit predpoklad normality téchto rozdilu.

humer . ADL <- data.m$humer.ADL
humer . ADR <- data.m$humer.ADR
humer . ADLR <- humer.ADL-humer.ADR

Rozsah ndhoného vybéru (n = 30) je presné na horn{ hranici pouzit{ Shapirova-Wilkova testu (o = 0.05) k ovéfen{
predpokladu normality rozdilu. Graficky zhodnotime normalitu QQ-diagramem a histogramem. Naméiené hodnoty
rozdélime do Sesti ekvidistantnich intervali se §itkou 3.5 mm prostiednictvim stanovenych hranic —2,1.5, ..., 19
(viz obrazek 37).

0.7 H [6)
7 0.6 = -1 °®
o c
£ 05 - g
[4]
S 0.4 > 27
€ 2
= 0.3 - ) 00
= o =3
o 0.2 - = o
= >
0.1 H —4 -
0.0 o
I I I I I I I I I I I
-4.275 =2.775 -1.275 -2 -1 0 1 2
teoreticky kvantil
rozdil na levé a pravé strané (v mm) Shapirtv—-Wilkdv test: p—hodnotaG-0031

Obrézek 37: Histogram a QQ-diagram rozdilu epikondylarni §itky pazni kosti na pravé a levé strané
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Protoze p-hodnota vysla < 0.0031, coz je mensi nez 0.05, nulovou hypotézu o normalité rozdila zamitame na hladiné
vyznamnosti a = 0.05. Nahodny vybér rozdilu tedy nepochdzi z normalniho rozdéleni.

Protoze ndhodny vybér rozdilu nepochézi z normélniho rozdéleni, nemuzeme na otestovani hypotézy ze zadédni
pouzit parametricky pdrovy test. Vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru (n = 30) pouzijeme k otestovani nulové
hypotézy neparametrickou alternativu parového testu, a sice Wilcoxontv asymptoticky neparametricky parovy test.
Nejprve ovéiime nezbytny predpoklad — symetrii rozdili okolo medidanuV kombinaci s histogramem superponovanym
kiivkou jadrového odhadu hustoty.

- median

relativni ¢etnost

-4.275 -2.775 -1.275
rozdil na pravé a levé strané (v mm)
Test symetrie: p—hodnotaG:6909

Obrazek 38: Histogram a QQ-diagram rozdili anteroposteriorniho pruméru diafyzy pazni kosti na pravé a levé
strané

Na zdkladé testu symetrie nezamitdme hypotézu o symetrickém rozdéleni rozdili hodnot nameéfenych na pravé a
levé strané okolo jejich meddnu (p-hodnota = ’0.6909’). Z histogramu na obrdzku 38 vidime, ze data jsou okolo
medianu skute¢né rozlozena symetricky. Predpoklad symetrie je tedy splnén, a proto muzeme asymptotickou vari-
antu Wilcoxonova neparametrického testu pouzit. V souladu se zaddnim budeme testovat (nulovou) hypotézu, ze
stfedni hodnota anteroposteriorniho pruméru diafyzy pazni kosti u muzu na levé strané je vétsi nez na pravé strané.
Zbyva tedy dodefinovat alternativni hypotézu tak, aby byla doplitkem k hypotéze nulové.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidan rozdili anteroposteriorniho pruméru diafyzy pazni kosti na levé a pravé strané je vétsi nebo
roven nule.
H, : Median rozdilu anteroposteriorniho pruméru diafijzy pazni kosti na levé a pravé strané je mensi nez
nula.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO:ZZZO,kdeiozo
Hi : Z < Zp, kde Zy = 0 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

V tdvodu pifkladu jsme vytvofili vektor humer.ADLR (Z;, ¢ = 1,...,30) jako vektor rozdilu hodnot
anteroposteriornich prumeéru diafyzy pazni kosti naméfenych na levé a pravé strané. Déale jsme stanovili
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rozdily Z; — Zy. Protoze ale Zy = 0, jsou rozdily Z; — Zy rovny puvodnimu vektoru rozdila Z;, tj. Z; — Zg =
Z;—0 = Z;. V dalsim kroku se zaméfime na stanoveni po¢tu nenulovych rozdilu a zjistime, ze zadny rozdil
Z; —0 neni nulovy (pocet nenulovych rozdilu m = 30). Nyni vytvoiime vektor humer. ADLRO obsahujici ty
rozdily mezi pravou a levou stranou, pro nez rozdil Z; — Zp nebyl rovny nule. Délka tohoto vektoru bude
v tomto piipadé m = n = 30. Kvuli zachovéni{ univerzality postupu budeme v dalsich krocich testovani
pouzivat pravé vektor humer.ADLRO, ktery je jinak totozny s vektorem humer.ADLR. Déle si ozna¢ime
znaménkem + rozdily Z; — 0, které jsou kladné a znaménkem — rozdily Z; — 0, které jsou zdporné, nebo

0. Nakonec vypoé¢itdme absolutn{ hodnoty rozdilu | Z; — 0| = |Z;], i = 1,...,m a stanovime pofadi téchto
rozdila v absolutnich hodnotach.

815 z0 <- 0

816 n <- length(humer.ADLR)

817 m <- sum(humer.ADLR - z0 != 0)

818 humer.ADLRO <- humer.ADLR

819 humer .ADLRO [humer . ADLRO == 0] <- NA

820

821 I <- (humer.ADLRO > z0)

822 Ri <- rank(abs (humer.ADLRO - 0), na.las = "keep")

823 tab <- data.frame(rbind("Xi" = humer .ADL, "Yi" = humer.ADR,

824 "Zi" = humer .ADLR, "Zi-z0" = humer.ADLR - z0, "I" = I,

825 "Zi-z0" = abs (humer.ADLRO - z0), "Ri" = Ri))

826 mnames(tab) <- 1 : n

827 SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 383
Z4dny z rozdila Z; — 0, i = 1,...,28 neni kladny, a tedy nds nezajiméa pofad{ zédného rozdilu. Hodnota

testovaci statistiky Sg, kterd je definovana jako soucet téchto poradi, bude v tomto ptipadé rovna 0.

Nyni dopocitame hodnotu testovaci statistiky Sa4.

5, 5B mge) oML - 308L 09395 2325
m(m+1)(2m+1) \/30(30+1)(2><30+1) \/30><31><61 V2363.75  48.61841
24 24 24

= —4.782139 = —4.7821

828 SE <- sum(Ri * I, na.rm = T) # 0O

829 SA <- (SE - m * (m + 1) / 4) / sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) # -4.782139

e Kriticky obor
Protoze Sa ~ N(0,1), horn{ hranici kritického oboru nalezneme pomoci funkce qnorm() jako a kvantil
standardizovaného normélniho rozdéleni N(0,1). Doln{ hranici bude minus nekonecno.
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830 alpha <- 0.05
831 qgnorm(alpha) # -1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = —4.7821 nalezi do kritického oboru, tj. s4 € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Proti levostranné alternativé postavime pravostranny interval spolehlivosti. Abychom mohli stanovit

hranice 95% intervalu spolehlivosti, musime nejprve vypocitat m(mT’Ll) Walshovych priumeéru Zi'gzj,
t=1,...,m,7=1,...,m, j < a ty vzestupné seradit. Nasledné vypocitame pozicovou souiadnici C,,.
m(m —|— 1) m(m —|— 1) 2m +1)
Cl—a =
30(30+1 \/30 30+1)(2><30+1)
=— —u
1 0.05 21
_30><31_u 30 x 31 x 61
! 0-95 24

= 232.5 + 1.644854v2363.75
= 232.5 + 1.644854 x 48.61841 = 312.4702 = 312

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii minus nekoneéno a hodnota, které se v sefazeném vektoru
Walshovych pruméru V nachézi na 312. pozici.

(d,h) (—oo; V(ca/2))
(_Oo; V(312))

(—o0; —1.83)

832 walsh <- NSM3::owa(rep(0, m), na.omit (humer.ADLRO))$owa

833 V <- sort(walsh)

834 C2 <- m * (m + 1) / 4 - gnorm(alpha) * sqrt(m * (m + 1) * (2 * m + 1) / 24) # 312.4702
835 VI[312] # -1.83

e Zaveér testovani
Protoze &y = 0 nenélezi do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 ¢ IS, Hy
zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou Piislusou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce 2Pr(S4 < s4), kde Sy4 je spojitd
ndhodnd veli¢ina pochézejici ze standardizovaného normélniho rozdéleni, tj. Sa ~ N(0,1) a s4 = —4.782139.
Pr(Sa < sa) je tedy distribu¢n{ funkce standardizovaného normélntho rozdéleni N(0,1) v hodnoté —4.782139.
Jeji hodnotu spocitdme pifkazem pnorm().

e p-hodnota
p-hodnota = Pr(S < s4) = Pr(S4 < —4.782139) = 8.671988 x 107 = 8.6720 x 10~ 7
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836 p.hodnota <- pnorm(SA) # 8.671988e-07

837
838

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota 8.6720 x 10~7 je mensi nez a = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zdkladé vsech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti v = 0.05. Antero-
posteriorni prumér diafyzy pazni kosti na levé strané u muzu z oblasti Indian Knoll je statisticky vyznamné
mensi nez na pravé strané.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Porovnani anteroposteriornich pruméru diafyzy pazni kosti namérenych na pravé a levé strané muzeme zob-
razit pomoci krabicového diagramu (viz obrdzek 39).
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Obrézek 39: Krabicovy diagram rozdilu anteroposteriorniho pruméru diafyzy pazni kosti na pravé a levé strané

Pozndmka: Asymptotickou variantu Wilcoxonova parového testu muzeme provést pomoci funkce wilcox.test().
Vstupnimi parametry budou vektor hodnot anteroposteriorniho pruméru pazni kosti naméfenych na levé strané
(humer.ADL), vektor hodnot anteroposteriorniho priumeéru pazni kosti namérenych na pravé strané (humer.ADR),
argument paired = T urcujici, ze oba vektory povazujeme za parové pozorovani, argument povolujici vypocet hranic
intervalu spolehlivosti conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti o zadand prostifednictvim koeficientu spoleh-
livosti 1 — a nastavenim hodnoty argumentu conf.level = 0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (levostrannd)
zadany argumentem alternative = 'less’ a argument correct = T, ktery zvoli k vypoctu pravé asymptotickou variantu
Wilcoxonova neparametrického testu.

wilcox.test (humer .ADL, humer.ADR, paired = T, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’less’, correct = T) # <nterpolovany IS % p-hodnota

Soucdsti vystupu je hodnota testovaci statistiky Sg V = 0, interpolované hranice 95% asymptotického empirického
levostranného intervalu spolehlivosti -Inf a -1.825024 pro rozdil hodnot naméfenych na levé a pravé strané (zpresnéni
hranic bylo provedeno procesem nazyvanym interpolace), a p-hodnota p-value = 9.115e-07. Jediné, co musime sta-
novit zvl4st, je hornf hranice kritického oboru (doln{ hranici je minus nekoneéno). Souédst{ vystupu je také hodnota
pseudomedidnu (pseudo)median = -1.980009 rozdili hodnot namétrenych na pravé a levé strané. My vsak preferu-
jeme hodnotu klasického medidnu rozdili (median = -1.98), kterou bychom ziskali kuptikladu pifkazem median().
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Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: humer.ADL and humer.ADR
V = 0, p-value = 9.115e-07
alternative hypothesis: true location shift is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf -1.825024
sample estimates:
(pseudo)median
-1.980009

Pozndamka: Vystup funkce wilcox.test() provdzi dvé varovné hlasky ve znéni: In wilcox.test.default(humer.ADL, hu-
mer.ADR, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact p-value (confidence interval) with ties. nds upozoriuje
na vyskyt duplicitnich rozdila |Zg| = |Z12| = 2.41, |Z16] = |Z2s] = 2.03 a na pouziti modifikovaného postupu
na vypocet p-hodnoty (resp. hranic intervalt spolehlivosti). Hldsky ve znénf: In wilcox.test.default(humer.ADL, hu-
mer.ADR, paired = T, conf.int = T,: cannot compute exact p-value (confidence interval) with zeroes., které by néds
upozoriiovaly na vyskyt nulovych rozdila se tentokrat nevypisuji, protoze zadny z rozdilu |Z; —0|, i = 1, ..., 30 neni
rovny nule.

*
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9.7 Poradovy exaktni test o nezavislosti

Necht (X1,Y1)T ... (X,,Y,)T je ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni. Na hladiné vyznamnosti o testujeme
jednu z nasledujicich tii hypotéz oproti piislusné alternativni hypotéze.

Hyp:p=0 oproti Hyi:p#0 (oboustrannd alt.)
Hy:p<0 oproti His:p >0 (pravostrannd alt.)
Hys:p>0 oproti Hyz:p <0 (levostranng alt.)

Test nazyvame poradovym testem o nezavislosti. Testovaci statistika mé tvar

n

Sp=Rsg=1- % > (Ri— Qi) (9.6)
i=1

kde n je rozsah ndhodného vybéru, R; je poradi ndhodné veli¢iny X; a @Q; je pofadi nddhodné veli¢iny Y;. VSimnéme
si, Ze statistika Sg je souCasné Spearmanovym korelacnim koeficientem Rg, resp. Spearmanuv korelaéni koeficient
je pouzivan jako testovaci statistika poradového testu o nezéavislosti.

Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hi1:p=0 W =(-1;r,(a/2)) U (r,(1 —a/2); 1)
His:p>0 W:(—l,?"n<a)>
H131p<0 W:<Tn(1_a)71>

kde rn(a/2), rn(1 — «/2), (1 — ) a r,(1 — a/2) jsou kvantily pro pofadovy test o nezavislosti, jejichz hod-
noty ziskdme pomoci softwaru @R a funkce qSpearman() z knihovny SuppDists. Tvary intervalii spolehlivosti si
pro poradovy test o nezavislosti neuvadime. p-hodnota méa v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z
nasledujicich tvaru

Hyip: 2 # 29 p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
Hiy: T > 39 p-hodnota = Pr(Sg > sg)
Hiz:2 < g p-hodnota = Pr(Sg < sg)

kde Sg je ndhodnd veli¢ina, sg je realizace testovaci statistiky Sg (viz vzorec 9.6), tedy konkrétni ¢islo, Pr(Sg >
sg) =1 —Pr(Sg < sg) = 1—Pr(Sg < sg — 1), coz vyplyva z faktu, ze ndhodnd velicina Sg se Fidi tabelo-
vanym (diskrétnim) rozdélenim pro poradovy test o nezdvislosti, a Pr(Sg < sg) je distribuéni funkce tabelovaného
rozdéleni pro pofadovy test o nezavislosti, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @ a implementované funkce pSpearman()
z knihovny SuppDists.
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Priiklad 9.26. Poradovy exaktni test o nezavislosti

Reseni piikladu 9.26

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

head (data)
data <- data[data$sex ==
data <- na.omit (data)

MVN::mvn (data, mvnTest =

’m’ & data$pop == ’Hawikuh’, c(’acetab.HR’, ’iblade.LR’)]

‘mardia’)$multi

# sikmost: 0.041166 # spicatost: 0.9761901

MVN::mvn (data, mvnTest =
MVN::mvn (data, mvnTest =

‘hz?)$multi # 0.0436649
’royston’)$multi # 0.2507807

acetab.HRM <- data$acetab.HR
iblade.LRM <- data$iblade.LR

n <- length(iblade.LRM) # 1/
alpha <- 0.05
rS <- cor(acetab.HRM, iblade.LRM, method = ’spearman’) # 0.4856559

library (SuppDists)

gSpearman (alpha / 2, n) # -0.5252747
gSpearman (1l - alpha / 2, n) # 0.538/615

2 * min(pSpearman(rS, n),

1 - pSpearman(rS, n)) # 0.08218591
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Priiklad 9.27. Poradovy exaktni test o nezavislosti

Reseni piikladu 9.27

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
head (data)

data <- datal[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Cliff Dweller’, c(’tibia.LL’, ’radius.LL’)]

data <- na.omit (data)

MVN::mvn (data, mvnTest
# stkmost: 0.000229396
MVN::mvn (data, mvnTest
MVN::mvn (data, mvnTest

’mardia’) $multi

spicatost: 0.0056161
’hz’)$multi # 0.009711723
’royston’)$multi # 0.07266684

H*

radius.LLM <- data$radius.LL
tibia.LLM <- data$tibia.LL

n <- length(tibia.LLM) # 17
alpha <- 0.05
rS <- cor(radius.LLM, tibia.LLM, method = ’spearman’) # 0.8725396

library (SuppDists)
gSpearman (1l - alpha, n) # 0.4166667
1 - pSpearman(rS, n) # 2.981788e-06

Priklad 9.28. Pofadovy exaktni test o nezavislosti

Reseni piikladu 9.28

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)

head (data)

data <- datal[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Tigara’, c(’RHMLD’, ’humer.DR’)]
data <- na.omit(data)

MVN::mvn (data, mvnTest = ’mardia’)$multi

# sikmost: 0.1269080 # spicatost: 0.38712602

MVN::mvn (data, mvnTest = ’hz’)$multi # 0.01409578

MVN::mvn(data, mvnTest = ’royston’)$multi # 0.006155462

humer .LRF <- data$RHML
humer . HDRF <- data$RHHD

n <- length (humer.LRF) # 2/

alpha <- 0.05

rsS <- cor (humer .LRF, humer.HDRF, method = ’spearman’) # 0./881252

Error in cor (humer.LRF, humer.HDRF, method = "spearman"): supply both ’x’ and ’y’ or a matrix-like

1y
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904 1library (SuppDists)
905 qgSpearman (alpha, n) # -0.3426087
906 pSpearman(rS, n) # 0.9920688
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9.8 Poradovy asymptoticky test o nezavislosti

Pro ndhodny vybér o rozsahu n > 30 mame moznost pouzit k otestovani nulové hypotézy asymptotickou vari-
antu testu. Tuto variantu nazyvame potradovy asymptoticky test o nezdvislosti. Stejné jako u exaktniho testu si
pro asymptoticky test uvedeme pouze postup testovani pomoci kritického oboru a p-hodnoty. Testovaci statistika
asymptotického testu ma tvar

SA ZTs\/’n—l (9.7)

kde rg je testovaci statistika definovana vztahem 9.6 a n je rozsah ndhodného vybéru. Za platnosti nulové hypotézy
pochézi statistika S4 ze standardizovaného normalniho rozdéleni, tj.

Sa=rsvn—1" N(0,1).

Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hy,: 2 # 3 W = (_005 ua/2> U <u17a/2§ OO)
Hyy: &> i W = (u1—a; )
Hi3:2 < W = (—00; uq)

kde uq /2, U1—a/2;, Ua, U1—qo jsou kvantily standardizovaného normdlniho rozdélent, jejichz hodnoty ziskdme pomoci
@ a implementované funkce qnorm().

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hyi: % # %o p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(Sa > s4)}
Hiy: T > 39 p-hodnota = Pr(S4 > sa)
Hi3:2 <2 p-hodnota = Pr(S4 < sa)

kde S4 je ndhodnd veli¢ina, s4 je realizace testovaci statistiky Sa (viz vzorec 9.7), tedy konkrétni ¢islo, Pr(S4 >
sa) =1—Pr(Sa < sa), coz vyplyva z faktu, ze ndhodna veli¢ina S4 pochdzi z normélniho (spojitého) rozdéleni (viz
kapitola ??), a Pr(S4 < s4) je distribuéni funkee standardizovaného normadlniho rozdélen, jejiz hodnotu ziskdme
pomoci @ a implementované funkce pnorm().
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Priiklad 9.29. Poradovy asymptoticky test o nezavislosti

Reseni piikladu 9.29

data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)

head (data)

data <- datal[data$sex == ’f’, c(’head.L’, ’bizyg.W’)]
data <- na.omit(data)

MVN::mvn (data, mvnTest = ’mardia’)$multi

# sikmost: 0.0427523 # spicatost: 0.5455480

MVN::mvn (data, mvnTest = ’hz’)$multi # 0.09943109
MVN::mvn (data, mvnTest = ’royston’)$multi # 0.04040737

head.LF <- data$head.L
bizyg .WF <- data$bizyg.W

n <- length(head.LF) # 100

alpha <- 0.05

rs <- cor(head.LF, bizyg.WF, method = ’spearman’) # 0.1712287
sA <- rS * sqrt(n - 1) # 1.703704

gnorm(alpha / 2) #

-1.95996

qnorm (1 - alpha / 2) # 1.959964

2 * min(pnorm(sA),

1 - pnorm(sA)) # 0.08843632
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Priiklad 9.30. Poradovy asymptoticky test o nezavislosti

Reseni piikladu 9.31

926 data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)

927 head(data)

928 data <- datal[data$sex == ’m’, c(’bigo.W’, ’bizyg.W’)]
929 data <- na.omit (data)
930 MVN::mvn(data, mvnTest
931 # skimost: 0.002218132
932 MVN::mvn(data, mvnTest
933 MVN::mvn(data, mvnTest
934

935 bigo.WM <- data$bigo.W
936 bizyg.WM <- data$bizyg.W

’mardia’) $multi

spicatost: 0.05247948
’hz’)$multi # 0.006343478
’royston’)$multi # 0.00644503

I %

937 n <- length(bigo.WM) # 75

938 alpha <- 0.05

939 rS <- cor(bigo.WM, bizyg.WM, method = ’spearman’) # 0.4648327
940 sA <- r8 * sqrt(m - 1) # 3.998642

941

942 qgnorm(1 - alpha) # 1.644854
943 1 - pnorm(sA) # 3.18534/8e-05
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Piiklad 9.31. Poradovy asymptoticky test o nezavislosti

Reseni piikladu 9.31

datal <- read.delim(’00-Data//28-one-sample-mean-skull-m5.txt’)

head (datad)

data <- dataA[dataA$year == ’150°, c(’skull.V’, ’skull.NH’)] # B H V NH # -3300:B-H:YYN
# -3300:B-NH:YYN # 150:B-H:YNY

data <- na.omit(data)

MVN::mvn (data, mvnTest = ’mardia’)$multi

# skimost: 0.002218132 # spicatost: 0.05247948

MVN::mvn (data, mvnTest = ’hz’)$multi # 0.006343478

MVN::mvn(data, mvnTest = ’royston’)$multi # 0.00644503

bigo.WM <- data$bigo.W
bizyg.WM <- data$bizyg.W

n <- length(bigo.WM) # 75

alpha <- 0.05

rs <- cor(bigo.WM, bizyg.WM, method = ’spearman’) # 0.4648327

Error in cor(bigo.WM, bizyg.WM, method = "spearman"): supply both ’x’ and ’y’ or a matrix-like ’x’
sA <- rS * sqrt(n - 1) # 3.998642
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Warning in sqrt(m - 1): NaNs produced 960

961 qnorm(1 - alpha) # 1.644854
962 1 - pnorm(sA) # 3.18534/8e-05
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datal <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
head (datal)
jmena <- c(’femur.LL’, >LFBL’, ’LFAB’, ’femur .HDL’, >LFMLD’, >LFAPD’,
’acetab.HL’, ’acetab.HR’)
for (i in 1:length(jmena)){
for(j in 1:length(jmena)){

if(i '= jOA{
print (paste(jmenal[il, ’-’, jmenal[jl))
data <- dataA[dataA$sex == ’f’ & dataA$pop == ’Indian Knoll’, c(jmenal[i], jmenal[jl)] #

data <- na.omit (data)

print (MVN::mvn(data, mvnTest = ’mardia’)$multi )
# skimost: 0.002218132 # spicatost: 0.05247948
print (MVN::mvn(data, mvnTest = ’hz’)$multi) # 0.006343478
print (MVN::mvn(data, mvnTest = ’royston’)$multi) # 0.00644503
}
}
}
datal <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’)
head (datal)
jmena <- c(’humer.LL’, ’humer . EBL’, ’humer .DL’, >LHMLD’ , ’humer . ADL’,
’humer .LR’,
’humer .EBR’, ’humer.DR’, >RHMLD’ ,
’humer .ADR’, ’femur.LL’, ’LFBL’, °LFEB’, °’LFAB’, ’femur.HDL’, >LFMLD’,
>LFAPD’, ’femur .HDR’, ’tibia.LL’, ’LTMLD’, >LTAPD’, ’BIB’,

’acetab.HL’, ’acetab.HR’)
jmena <- names (datal) [3:45]
for (i in 1:length(jmena)){
for(j in 2){

if (i '= jOA{
print (paste(jmenal[i], ’-’, jmenal[jl))
data <- dataA[dataA$sex == ’m’ & dataA$pop == ’Indian Knoll’, c(jmenalil], jmenal[jl)] #

data <- na.omit(data)

#print (MVN: :mun (data, munTest = ’mardia’)$multi )

# skimost: 0.002218132 # spicatost: 0.05247948
#print (MVN: :mun (data, munTest = ’hz’)$multi) # 0.006343478
#print (MVN::mun (data, munTest = ’‘royston’)$multi) # 0.00644503

humer .EBL <- data$humer.EBL

y <- datal, jmenal[ill]

print (cor (humer .EBL, y, method = ’spearman’))
}
}

#humer.EBL + humer.LL
#humer . EBL + humer.DL

bigo.WM <- data$bigo.W
bizyg.WM <- data$bizyg.W

n <- length(bigo.WM) # 75

alpha <- 0.05

rsS <- cor(bigo.WM, bizyg.WM, method = ’spearman’) # 0.4648327

Error in cor(bigo.WM, bizyg.WM, method = "spearman"): supply both ’x’ and ’y’ or a matrix-like ’x’
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1017



1018 sA <- rS * sqrt(n - 1) # 3.998642

Warning in sqrt(m - 1): NaNs produced 1019

1020 qnorm(1 - alpha) # 1.644854
1021 1 - pnorm(sA) # 3.185348e-05
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