
12 Dvouvýběrové neparametrické testy

12.1 Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test (Mann̊uv-Whitneẙuv U test) - exaktńı varianta

Necht’ X11, . . . , X1n1
, n1 ≥ 2 je náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F1(x) a X21, . . . , X2n2

,
n2 > 2 je na něm nezávislý náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F2(x). O distribučńıch
funkćıch F1(x) a F2(x) předpokládáme, že se navzájem lǐśı pouze posunut́ım. Necht’ dále x̃1 je medián náhodného
výběru X11, . . . , X1n1

a x̃2 je medián náhodného výběru X21, . . . , X2n2
a x̃0 je konstanta. Na hladině významnosti

α testujeme jednu z následuj́ıćıch tř́ı hypotéz oproti př́ıslušné alternativńı hypotéze.

H01 : x̃1 − x̃2 = x̃0 oproti H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 (oboustranná alt.)
H02 : x̃1 − x̃2 ≤ x̃0 oproti H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 (pravostranná alt.)
H03 : x̃1 − x̃2 ≥ x̃0 oproti H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 (levostranná alt.)

Název testu neńı v tomto př́ıpadě jednotný. Některé zdroje uvád́ı název Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test, jiné
zdroje použ́ıvaj́ı název Mann̊uv-Whitneẙuv U test. Oba názvy jsou si rovnocenné a je velmi d̊uležité mı́t na
paměti, že za oběma se skrývá stejný test. V tomto textu budeme preferovat název Wilcoxon̊uv dvouvýběrový
test (konkrétně jeho exaktńı varianta). Tomu odpov́ıdá i zvolené značeńı testovaćı statistiky, která v př́ıpadě Wilco-
xonova dvouvýběrového testu bývá označována jako W nebo SE , zat́ımco v př́ıpadě Mannova-Whitneyova U testu
bývá značena jako U .

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2 (12.1)

kde n1 je rozsah prvńıho náhodného výběru, n2 je rozsah druhého náhodného výběru a T2 =
∑n2

j=1 Sj , kde Sj ,
j = 1, . . . , n2, je pořad́ı náhodných veličin X21, . . . , X2n2

druhého náhodného výběru v seřazeném vektoru všech
n1 + n2 hodnot z obou náhodných výběr̊u. Statistika T2 je tedy součet pořad́ı hodnot X21, . . . , X2n2 , v seřazeném
vektoru všech n1 + n2 hodnot. Kritický obor podle zvolené alternativńı hypotézy má tvar

H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 W = (−∞ ; wn1,n2(α/2)〉 ∪ 〈wn1,n2(1− α/2) ; ∞)
H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 W = 〈wn1,n2(1− α) ; ∞)
H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 W = (−∞ ; wn1,n2

(α)〉

kde n1 je rozsah prvńıho náhodného výběru, n2 je rozsah druhého náhodného výběru a T2 =
∑n2

j=1 Sj , tj.
T2 je součet pořad́ı Sj , j = 1, . . . , n2, náhodných veličin X21, . . . , X2n2

druhého náhodného výběru v seřazeném
vektoru všech n1 +n2 hodnot z obou náhodných výběr̊u. Statistika W je tedy součet pořad́ı hodnot X21, . . . , X2n2

,
v seřazeném vektoru všech n1 + n2 hodnot. Kritický obor podle zvolené alternativńı hypotézy má tvar
kde wn1,n2

(α/2), wn1,n2
(1−α/2), wn1,n2

(α), wn1,n2
(1−α) jsou tabelované kvantily pro dvouvýběrový Wilcoxon̊uv

test, jejichž hodnoty źıskáme př́ıkazem qwilcox().

Interval spolehlivosti má podle zvolené alternativńı hypotézy jeden z následuj́ıćıch tvar̊u

H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 (d, h) =
(
U (wn1,n2 (α/2)) ; U (wn1,n2 (1−α/2)+1)

)
H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 (d,∞) =

(
U (wn1,n2

(α)) ; ∞
)

H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 (−∞, h) =
(
−∞ ; U (wn1,n2

(1−α)+1)
)

kde U (1) ≤ · · · ≤ U (n1n2) znač́ı vzestupně seřazené rozd́ıly X2j −X1i, i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2, a U (x) znač́ı x-tý
seřazený rozd́ıl.

p-hodnota má v závislosti na zvolené alternativńı hypotéze jeden z následuj́ıćıch tvar̊u

H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 p-hodnota = 2 min{Pr(SE ≤ sE) , Pr(SE ≥ sE)}
H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 p-hodnota = Pr(SE ≥ sE)
H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 p-hodnota = Pr(SE ≤ sE)

kde SE je náhodná veličina, sE je realizace testovaćı statistiky SE (viz vzorec 12.1), tedy konkrétńı č́ıslo, a
Pr(SE ≤ sE) je distribučńı funkce tabelovaného rozděleńı pro Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test, jej́ıž hodnotu
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źıskáme pomoćı a implementované funkce pwilcox().

1 # ZKONTROLOVAT BARVY
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Př́ıklad 12.1. Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test (oboustranná alternativa)
Mějme datový soubor 21-goldman-measures.txt obsahuj́ıćı údaje o délce holenńı kosti z pravé strany (tibia.LR) a z
levé strany (tibia-LL) u muž̊u a žen z dvou japonských populaćı Tsugumo Shell Mound a Yoshigo Shell Mound (viz
sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu o shodě délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z
populace Tsugumo Shell Mound a u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound.

Řešeńı př́ıkladu 12.1
Datový soubor 21-goldman-measures.txt načteme př́ıkazem read.delim(). Následně z načtených dat vybereme naměřené
hodnoty délky holenńı kosti z levé stranny (tibia.LL) u muž̊u (pop == ’m’) z japonské populace Tsugumo Shell
Mound (pop == ’Tsugumo Shell Mound’) a vlož́ıme je do proměnné tibia.LLMT. Dále z datové tabulky vybereme
naměřené hodnoty délky holenńı kosti z levé stranny (tibia.LL) u muž̊u (pop == ’m’) z japonské populace Yoshigo
Shell Mound (pop == ’Yoshigo Shell Mound’) a vlož́ıme je do proměnné tibia.LLMY. Př́ıkazem na.omit() odstrańıme
z vektor̊u tibia.LLMT a tibia.LLMY chyběj́ıćı pozorováńı, př́ıkazem length() zjist́ıme rozsahy obou náhodných výběr̊u
a př́ıkazem range() rozpět́ı naměřených hodnot v obou náhodných výběrech.

2 data <- read.delim(’00-Data//21-goldman -measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

3 tibia.LLMT <- data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Tsugumo Shell Mound ’, ’tibia.LL’]

4 tibia.LLMY <- data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Yoshigo Shell Mound ’, ’tibia.LL’]

5 tibia.LLMT <- na.omit(tibia.LLMT)

6 tibia.LLMY <- na.omit(tibia.LLMY)

7

8 n1 <- length(tibia.LLMT) # 8

9 n2 <- length(tibia.LLMY) # 7

10 range(tibia.LLMT) # 321.5 -368.0

11 range(tibia.LLMY) # 320 -356.5

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty délky holenńı kosti z levé strany u 8 muž̊u z japonské populace Tsu-
gumo Shell Mound a u 7 muž̊u z japonské populace Yoshigo Shell Mound. Naměřené délky holenńı kosti u muž̊u z
populace Tsugumo Shell Mound nabývaj́ı hodnot v rozsahu 321.5–368.0 mm, naměřené délky holenńı kosti u muž̊u
z populace Yoshigo Shell Mound nabývaj́ı hodnot v rozsahu 320.0–356.5 mm.

Naš́ım úkolem je porovnat středńı hodnoty dvou japonských populaćı, přičemž u obou populaćı máme k dispozici
naměřené hodnoty. Řešeńı př́ıkladu vede na parametrický test o rozd́ılu středńıch hodnot µ1−µ2 (viz sekce ?? nebo
sekce ??). Před provedeńım tohoto parametrického testu však muśıme ověřit, zda oba náhodné výběry pocháźı z
normálńıch rozděleńı. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme nejprve hypotézu H01 : Náhodný výběr délek
holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alter-
nativńı hypotéze: H11 : Náhodný výběr délek holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound
nepocháźı z normálńıho rozděleńı. Protože rozsah náhodného výběru délek holenńıch kost́ı je roven 8, což je méně než
30, použijeme na otestováńı hypotézy o normalitě náhodného výběru Shapir̊uv-Wilk̊uv test. Graficky zhodnot́ıme
normalitu náhodného výběru pomoćı histogramu superponovaného křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-diagramem
(viz obrázek 1). Pro účely histogramu rozděĺıme náhodný výběr délek holenńıch kost́ı do 4 ekvidistantńıch tř́ıdićıch
interval̊u o š́ı̌rce 12 mm pomoćı stanovených hranic 320, 332, . . . , 368 mm.

Protože p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.3147 je větš́ı než 0.05, hypotézu H0 nezamı́táme na hladině
významnosti α = 0.05. Při takto malém rozahu náhodného výběru (n1 = 8) je velmi těžké rozpoznat normálńıch
charakter dat na základě grafické vizualizace. Porušeńı normality by při takto malém rozsahu náhodného výběru
mohlo zp̊usobit maximálně tak nějaké extrémně odlehlé pozorováńı, nebo rozděleńı datového souboru do dvou
shluk̊u, které by od sebe byly dostatečně vzdálené. Nicméně v histogramu ani v QQ-diagramu žádné z těchto
porušeńı normality nepozorujeme. Náhodný výběr délek holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo
Shell Mound pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Analogicky testujeme hypotézu H02 : Náhodný výběr délek holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo
Shell Mound pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H12 : Náhodný výběr délek holenńıch kost́ı
z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound nepocháźı z normálńıho rozděleńı. Protože rozsah náhodného
výběru délek holenńıch kost́ı (n2 = 7) je menš́ı než 30, použijeme na otestováńı hypotézy o normalitě náhodného
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Shapir<f9>v−Wilk<f9>v test: p−hodnota = 0.3147

Obrázek 1: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace
Tsugumo Shell Mound

výběru opět Shapir̊uv-Wilk̊uv test. Graficky zhodnot́ıme normalitu náhodného výběru pomoćı histogramu a QQ-
diagramu (viz obrázek 2). Pro účely histogramu rozděĺıme náhodný výběr délek holenńıch kost́ı do 4 ekvidistantńıch
interval̊u o š́ı̌rce 10 mm pomoćı stanovených hranic 320, 330, . . . , 360 mm.
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Shapir<f9>v−Wilk<f9>v test: p−hodnota = 0.0098

Obrázek 2: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace
Yoshigo Shell Mound

Protože p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.0098 je menš́ı než 0.05, hypotézu H0 zamı́táme na hladině
významnosti α = 0.05. V grafu histogramu jsou viditelné dva shluky dat, které jsou od sebe poměrně vzdálené.
Toto odloučeńı je pravděpodobně d̊uvodem porušeńı normality náhodného výběru. Porušeńı normality je viditelné
také v QQ-diaramu, kde se vykreslené body při sebelepš́ı v̊uli nedrž́ı referenčńı př́ımky. Náhodný výběr délek holenńı
kosti z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

Protože náhodný výběr délek holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound nepocháźı
z normálńıho rozděleńı, nemůžeme hypotézu ze zadáńı př́ıkladu otestovat pomoćı parametrického testu o rozd́ılu
středńıch hodnot µ1 − µ2. K otestováńı hypotézy muśıme použ́ıt neparametrický test. Vzhledem k ńızkých roz-
sah̊um obou náhodných výběr̊u otestujeme hypotézu ze zadáńı pomoćı Wilcoxonova dvouvýběrového exaktńıho
testu. Tento test nevyžaduje, aby byl u obou náhodných výběr̊u splněn předpoklad normálńıho rozděleńı (de facto
u tohoto testu nemuśı ani jeden náhodný výběr pocházet z normálńıho rozděleńı). Jediným předpokladem, který
muśı být pro použit́ı Wilcoxonova dvouvýběrového testu splněn, je shoda distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (s
výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆), kde F1(x) je distribučńı funkce náhodného výběru z populace Tsugumo Shell
Mound a F2(x) je distribučńı funkce náhodného výběru z populace Yoshigo Shell Mound. Shodu distribučńıch funkćı
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F1(x) a F2(x) ověř́ıme pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu (viz sekce ??).

Oba náhodné výběry nejprve metodou centrováńı posuneme do nuly, č́ımž odfiltrujeme vliv posunut́ı o vzdálenost ∆
mezi oběma distribučńımi funkcemi. Na hladině významnosti α = 0.05 potom testujeme hypotézu H03 : Distribučńı
funkce centrované délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound a z populace Yoshigo
Shell Mound jsou shodné. oproti alternativńı hypotéze: H13 : Distribučńı funkce centrované délky holenńı kosti z levé
strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound a z populace Yoshigo Shell Mound nejsou shodné. Ze sekce ?? již
v́ıme, že nulová hypotéza H03 odpov́ıdá hypotéze o shodě dvou distribučńıch funkćı p̊uvodńıch náhodných výběr̊u
s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆. Kolmogor̊uv-Smirnov̊uv test provedeme pomoćı funkce ks.test() analogicky
jako v sekci ??. Graficky př́ıpadnou podobnost distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) znázorńıme dvěma histogramy
superponovanými př́ıslušnými jádrovými odhady hustot a grafem zobrazuj́ıćım výběrové distribučńı funkce F1(x) a
F2(x) (viz obrázek 3).
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Obrázek 3: Porovnáńı histogramů (vlevo) a graf distribučńıch funkćı (vpravo) délky holenńı kosti z levé strany u
muž̊u z populaćı Tsugumo Shell Mound a Yoshigo Shell Mound

Protože p-hodnota K-S testu p = 0.3131 je větš́ı než 0.05, nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı
centrovaných náhodných výběr̊u nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. To tedy znamená, že distribučńı
funkce náhodného výběru délek holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound a z populace
Yoshigo Shell Mound se lǐśı pouze posunut́ım.

Předpoklad umožňuj́ıćı otestováńı hypotézy uvedené v zadáńı pomoćı Wilcoxonova dvouvýběrového testu je splněn.
Můžeme tedy přistoupit k samotnému procesu testováńı hypotézy ze zadáńı. Naš́ım úkolem je otestovat hypotézu
o shodě délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound a z populace Yoshigo Shell
Mound. Jak již bylo několikrát naznačeno, věta ze zadáńı je zněńım nulové hypotézy, a to jednak proto, že v
zadáńı se př́ımo vyskytuje slovo hypotéza, které je synonymem pro nulovou hypotézu, a dále proto, že v zadáńı
mluv́ıme o shodě, která je synonymem rovnosti a rovnost je vždy součást́ı nulové hypotézy. Zbývá dodefinovat zněńı
alternativńı hypotézy tak, aby bylo přesným doplňkem zněńı nulové hypotézy. Závěrem poznamenejme, že zat́ımco
u parametrických test̊u (viz kapitola ??) figuruje v hypotézách pojem středńı hodnota, u neparametrických test̊u
tento pojem nahrazujeme neparametrických ekvivalentem, kterým je medián. Testováńı provedeme v posloupnosti
sedmi krok̊u.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Medián délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound je shodný s
mediánem délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound.
H1 : Medián délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound neńı shodný s
mediánem délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound.
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• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : x̃1 = x̃2 → x̃1 − x̃2 = x̃0, kde x̃0 = 0
H0 : x̃1 6= x̃2 → x̃1 − x̃2 6= x̃0, kde x̃0 = 0 (oboustranná alternativa)

2. Volba hladiny významnosti

• Hladinu významnosti voĺıme v souladu se zadáńım jako α = 0.05.

3. Testováńı kritickým oborem

• Testovaćı statistika
Nejprve vytvoř́ıme společný vektor délek holenńı kosti z levé strany u muž̊u z obou populaćı tak, že za sebe
poskládáme hodnoty délky holenńı kosti naměřené na muž́ıch z populace Tsugumo Shell Mound (X1i,
i = 1, . . . , 8) a následně na muž́ıch z populace Yoshigo Shell Mound (X2j , j = 1, . . . , 7). Délka společného
vektoru n = n1 + n2 = 8 + 7 = 15. Následně každému pozorováńı přǐrad́ıme hodnotu indikačńı funkce
I, která nabývá hodnoty 1, pokud měřeńı pocháźı z druhého náhodného výběru, nebo hodnoty 0, pokud
měřeńı pocháźı z prvńıho náhodného výběru. Nakonec stanov́ıme pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 15 všech 15
hodnot od nejmenš́ı po největš́ı (viz tabulka 1).

Tabulka 1: Naměřené hodnoty X1i, i = 1, . . . , 8, a X2j , j = 1, . . . , 7, obou náhodných výběr̊u, indikačńı funkce
I př́ıslušnosti k druhému náhodnému výběru a pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 15, naměřených hodnot seřazených
vzestupně

měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X1i, X2j 340 368 321.5 334 332 340.5 346.5 331 320 356.5 354 350 356 352 324
I 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
Sk 7 15 2 6 5 8 9 4 1 14 12 10 13 11 3

Z tabulky 1 vid́ıme, že sedmi hodnotám př́ısluš́ıćım druhému náhodnému výběru patř́ı ve vektoru patnácti
seřazených hodnot pořad́ı 1, 14, 12, 10, 13, 11 a 3. Statistiku T2 źıskáme sečteńım těchto pořad́ı. Hodnotu
testovaćı statistiky SE potom záskáme dosazeńım hodnot n1, n2 a statistiky T2 do vzorce 12.1.

T2 =

n2∑
j=1

Sj = 1 + 14 + 12 + 10 + 13 + 11 + 3 = 64

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2

= 8× 7 +
7(7 + 1)

2
− 64

= 56 +
56

2
− 64

= 56 + 28− 64

= 20

Výpočet testovaćı statistiky si provedeme také pomoćı softwaru . Vzestupné pořad́ı 15 naměřených
hodnot obou náhodných výběr̊u stanov́ıme pomoćı funcke rank(). Indikačńı funkci I vytvoř́ıme spojeńım
osmi nul a sedmi jedniček. Opakuj́ıćı se posloupnost nul a jedniček vytvoř́ıme pomoćı funkce rep). Vek-
tor měřeńı, indikačńıch hodnot a pořad́ı potom spoj́ıme př́ıkazem rbind() do matice, kterou př́ıkazem
data.frame() převedeme na tabulku. Výpočet statistiky T2 je potom součtem pořad́ı S na těch pozićıch,
na nichž jsou ve vektoru indikačńıch hodnot I jedničky. Stanoveńı hodnoty testovaćı statistiky SE je
potom pouhým přepisem vzorce 12.1.

• Kritický obor

6



12 S <- rank(c(tibia.LLMT , tibia.LLMY))

13 I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

14 tab <- rbind("Xi , Yj" = c(tibia.LLMT , tibia.LLMY), "I" = I, "Si, Sj" = S)

15 tab <- data.frame(tab)

16 names(tab) <- 1 : 15

17 # 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

18 # Xi , Yj 340 368 321.5 334 332 340.5 346.5 331 320 356.5 354 350 356 352 324

19 # I 0 0 0.0 0 0 0.0 0.0 0 1 1.0 1 1 1 1 1

20 # Sk 7 15 2.0 6 5 8.0 9.0 4 1 14.0 12 10 13 11 3

21 T2 <- sum(S[I == 1]) # 64

22 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 20

W = (−∞ ; wn1,n2
(α/2)〉 ∪ 〈wn1,n2

(1− α/2) ; ∞)

= (−∞ ; w8,7(0.05/2)〉 ∪ 〈w8,7(1− 0.05/2) ; ∞)

= (−∞ ; w8,7(0.025)〉 ∪ 〈w8,7(0.975) ; ∞)

= (−∞ ; 11〉 ∪ 〈45 ; ∞)

K výpočtu kvantil̊u wn1,n2(α/2) a wn1,n2(1 − α/2) použijeme funkci qwilcox(). Vstupńımi argumenty
funkce jsou hodnota kvantilu (α/2, resp. 1− α/2) a rozsahy náhodných výběr̊u n1 a n2.

23 alpha <- 0.05

24 qwilcox(alpha / 2, n1 , n2) # 11

25 qwilcox (1 - alpha / 2, n1, n2) # 45

• Závěr testováńı
Protože realizace testovaćı statistiky sE = 20 nenálež́ı do kritického oboru, tj. sE /∈ W , H0 nezamı́táme
na hladině významnosti α = 0.05.

4. Testováńı intervalem spolehlivosti

• Interval spolehlivosti
Ke stanoveńı dolńı a horńı hranice 95 % intervalu spolehlivosti je třeba nejprve vypoč́ıtat n1 × n2 =
8 × 7 = 56 rozd́ıl̊u X1i − X2j , i = 1, . . . , 8, j = 1, . . . , 7, a ty následně vzestupně seřadit. Rozd́ıly
X1i−X2j vypoč́ıtáme hromadně pomoćı funkce outer(). Prvńımi dvěma vstuńımi argumenty této funkce
budou vektory délek holenńıch kost́ı tibia.LLMT a tibia.LLMY. Nakonec specifikujeme hodnotu argumentu
FUN, kde defaultńı nastaveńı FUN = ’*’ změńıme na nastaveńı FUN = ’-’. T́ım zajist́ıme výpočet rozd́ıl̊u
X1i − X2j namı́sto defaultně nastaveného výpočtu součin̊u X1iX2j , i = 1, . . . , 8, j = 1, . . . , 7. Źıskané
rozd́ıly X1i −X2j , i = 1, . . . , 8, j = 1, . . . , 7 seřad́ıme př́ıkazem sort() a vlož́ıme do proměnné U.

26 rozdily <- outer(tibia.LLMT , tibia.LLMY , FUN = ’-’)

27 U <- sort(rozdily)

28 # [1] -35.0 -34.5 -32.5 -30.5 -28.5 -25.5 -25.0 -24.5 -24.0 -23.0 -22.5 -22.0 -22.0

29 # [14] -21.0 -20.0 -20.0 -19.0 -18.0 -18.0 -16.5 -16.0 -16.0 -16.0 -15.5 -14.0 -13.5

30 # [27] -12.0 -11.5 -10.0 -10.0 -9.5 -9.5 -7.5 -5.5 -3.5 -2.5 1.5 7.0 8.0

31 # [40] 10.0 11.0 11.5 12.0 12.0 14.0 14.0 16.0 16.0 16.5 18.0 20.0 20.5

32 # [53] 22.5 26.5 44.0 48.0

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoř́ı ty hodnoty, které se v seřazeném vektoru rozd́ıl̊u U nacháźı
na (wn1,n2(α/2))-té pozici a na (wn1,n2(1 − α/2))-té pozici. Hodnoty wn1,n2(α/2)) a wn1,n2(1 − α/2))
nalezneme opět pomoćı funkce qwilcox().
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(d, h) =
(
U (wn1,n2

(α/2)) ; U (wn1,n2
(1−α/2))

)
=
(
U (w8,7(0.05/2)) ; U (w8,7(1−0.05/2))

)
=
(
U (w8,7(0.025)) ; U (w8,7(0.975)

)
=
(
U (11) ; U (45)

)
= (−22.5 ; 14)

33 qwilcox(alpha / 2, n1 , n2) # 11

34 qwilcox (1 - alpha / 2, n1, n2) # 45

35 U[11] # -22.5

36 U[45] # 14

• Závěr testováńı
Protože x̃0 = 0 nálež́ı do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. x̃0 = 0 ∈ IS, H0

nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Testováńı p-hodnotou
Př́ıslušnou p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı vzorce 2 min{Pr(SE ≤ sE) , Pr(SE ≥ sE)}. Zde si uvědomme, že re-
alizace testovaćı statistiky sE = 20. Zároveň SE je diskrétńı náhodná veličina. Z vlastnost́ı pravděpodobnostńı
funkce diskrétńıch náhodných veličin v́ıme, že Pr(SE ≥ 20) = 1 − Pr(SE < 20) = Pr(SE ≤ 19). Viz kapitola
??.

• p-hodnota

p-hodnota = 2 min{Pr(SE ≤ sE) , Pr(SE ≥ sE)}
= 2 min{Pr(SE ≤ 20) , 1− Pr(SE ≤ 19)}
= 2 min{0.198446 , 0.8321678}
= 2× 0.198446 = 0.396892

.
= 0.3969

Hodnoty distribučńı funkce rozděleńı Wilcoxonovy testovaćı statistiky SE , tj. Pr(SE ≤ 20) a Pr(SE ≤ 19)
vypoč́ıtáme pomoćı funkce pwilcox(). Na prvńı pozici zde bude hodnota testovaćı statistiky SE , na druhé
pozici rozsah prvńıho náhodného výběru n1 a na druhé pozici rozsah druhého náhodného výběru n2.

37 p.hodn <- 2 * min(pwilcox(SE, n1, n2), 1 - pwilcox(SE - 1, n1, n2)) # 0.396892

• Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.3969 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

6. Interpretace výsledk̊u
Za základě všech tř́ı typ̊u testováńı nezamı́táme nulovou hypotézu na hladině významnosti α = 0.05. Mezi
délkou holenńı kosti z levé strany u muž̊u z japonské populace Tsugumo Shell Mound a muž̊u z japonské
populace Yoshigo Shell Mound neexistuje statisticky významný rozd́ıl.

7. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Vhodným grafem porovnávaj́ıćım oba náhodné výběry a jejich mediány je krabicový diagram (viz obrázek 4).

Poznámka: Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test můžeme provést také pomoćı funkce wilcox.test(). Vstupńımi
parametry budou vektor měřeńı délek holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Tsugumo Shell Mound
(tibia.LLMT), vektor měřeńı délek holenńıch kost́ı z levé strany u muž̊u z populace Yoshigo Shell Mound (tibia.LLMY),
požadavek na výpočet hranic intervalu spolehlivosti zadaný nastaveńım argumentu conf.int = T, hodnota hladiny
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Obrázek 4: Krabicový diagram délky holenńı kosti z levé strany u muž̊u z populaćı Tsugumo Shell Mound a Yoshigo
Shell Mound

významnosti α zadaná prostřednictv́ım koeficientu spolehlivosti 1− α nastaveńım hodnoty argumentu conf.level =
0.95, typ zvolené alternativńı hypotézy (oboustranná) zadaný pomoćı argumentu alternative = ’two.sided’ a argument
correct = F, který zakazuje aplikováńı spojité korekce na výsledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu.

38 wilcox.test(tibia.LLMT , tibia.LLMY , conf.int = T, conf.level = 0.95,

39 alternative = ’two.sided ’, correct = F)

40
41Wilcoxon rank sum exact test

42
43data: tibia.LLMT and tibia.LLMY

44W = 20, p-value = 0.3969

45alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

4695 percent confidence interval:

47-22.5 14.0

48sample estimates:

49difference in location

50-10.75

Součást́ı výstupu funkce je hodnota rozd́ılu medián̊u obou náhodných výběr̊u -10.75, hodnota testovaćı statistiky
SE značená jako W , tj. W = 20, hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti -22.5 a
14.0 a p-hodnota p-value = 0.3969. Jediné, co muśıme stanovit zvlášt’, jsou dolńı a horńı hranice kritického oboru.

F
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Př́ıklad 12.2. Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test (pravostranná alternativa)
Mějme datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahuj́ıćı údaje o interorbitálńı š́ı̌rce (intorb.B) u muž̊u
z bantuské, č́ınské, malajské, německé a peruánské populace (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.01 otes-
tujte, zda je interorbitálńı š́ı̌rka u muž̊u bantuské populace menš́ı nebo rovna interorbitáńı š́ı̌rce u muž̊u peruánské
populace.

Řešeńı př́ıkladu 12.2
Z načteného datového souboru 19-more-samples-correlations-skull.txt vybereme naměřené hodnoty interorbitálńı š́ı̌rky
(intorb.B) u muž̊u z bantuské populace pop == ’ban’), které vlož́ıme je do proměnné intorb.BB, a naměřené hodnoty
interorbitálńı š́ı̌rky (intorb.B) u muž̊u z peruánské populace pop == ’per’), které vlož́ıme je do proměnné intorb.BP. Z
obou proměnných odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı (na.omit()) a zjist́ıme rozsahy obou náhodných výběr̊u (length()
a rozpět́ı naměřených hodnot (range()) v obou náhodných výběrech.

51 data <- read.delim(’00-Data//19-more -samples -correlations -skull.txt’)

52 intorb.BB <- data[data$pop == ’ban’, ’intorb.B’]

53 intorb.BB <- na.omit(intorb.BB)

54 intorb.BP <- data[data$pop == ’per’, ’intorb.B’]

55 intorb.BP <- na.omit(intorb.BP)

56 n1 <- length(intorb.BB) # 14

57 n2 <- length(intorb.BP) # 46

58 range(intorb.BB) # 21-30

59 range(intorb.BP) # 19-28

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty interorbitálńı š́ı̌rky u 14 muž̊u bantuské populace a u 46 muž̊u peruánské
populace. Naměřená interorbitálńı š́ı̌rka u muž̊u bantuské populace nabývá hodnot v rozsahu 21–30 mm, naměřená
interorbitálńı š́ı̌rka u muž̊u peruánské populace nabývá hodnot v rozsahu 19–28 mm.

V př́ıkladu máme za úkol porovnat středńı hodnoty dvou populaćı, přičemž u obou populaćı máme k dispozici
naměřené hodnoty. Nulovou hypotézu bychom ideálně chtěli otestovat parametrickým testem o rozd́ılu středńıch
hodnot µ1 − µ2 (viz sekce ?? nebo sekce ??). Nejprve však muśıme ověřit, zda oba náhodné výběry pocháźı z
normálńıch rozděleńı. Bez splněńı tohoto předpokladu nemůžeme parametrický test použ́ıt. Na hladině významnosti
α = 0.05 testujeme nejprve hypotézu H01 : Náhodný výběr interorbitálńıch š́ıřek u muž̊u bantuské populace pocháźı
z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H11 : Náhodný výběr interorbitálńıch š́ıřek u muž̊u ban-
tuské populace nepocháźı z normálńıho rozděleńı. K otestováńı hypotézy použijeme Shapir̊uv-Wilk̊uv test, nebot’

rozsah náhodného výběru interorbitálńıch š́ı̌rek bantuské populace n1 = 14 < 30. Graficky zhodnot́ıme norma-
litu náhodného výběru pomoćı histogramu superponovaného křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-diagramem (viz
obrázek 9). Pro účely histogramu rozděĺıme náhodný výběr interorbitálńıch š́ı̌rek do 5 ekvidistantńıch tř́ıdićıch
interval̊u o š́ı̌rce 2 mm stanoveńım hranic 20, 22, . . . , 30 mm.

Protože p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.4537 je větš́ı než 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti
α = 0.05. Z histogramu ani QQ-diagramu nepozorujeme žádné porušeńı normálńıho rozděleńı náhodného výběru.
Vzhledem k malému počtu pozorováńı je vzhlem histogramu uspokojuj́ıćı. V qq-diagramu zase vid́ıme, že body se
pěkně drž́ı referenčńı př́ımky. Náhodný výběr interorbitálńıch š́ı̌rek u muž̊u bantuské populace pocháźı z normálńıho
rozděleńı.

Analogicky testujeme hypotézu H02 : Náhodný výběr interorbitálńıch š́ıřek u muž̊u z peruánské populace pocháźı z
normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H12 : Náhodný výběr interorbitálńıch š́ıřek u muž̊u z peruánské
populace nepocháźı z normálńıho rozděleńı. K otestováńı H02 použijeme vzhledem k rozsahu náhodného výběru
(n2 = 46 > 30) Lilliefors̊uv test. Pro účely grafické vizualizace prostřednictv́ım histogramu rozděĺıme náhodný
výběr interorbitálńıch š́ı̌rek do 6 ekvidistantńıch interval̊u o š́ı̌rce 2 mm stanoveńım hranic 17, 19, . . . , 29 mm. Na-
konec vykresĺıme QQ-diagram (oba grafy viz obrázek 6).

Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0023 je menš́ı než 0.05, hypotézu H0 zamı́táme na hladině významnosti
α = 0.05. Vykresleńı grafu histogramu by nás na prvńı pohled mohlo překvapit, protože histogram vypadá docela
rozumně. Nenechme se však zmást. Při bližš́ım pohledu vid́ıme, že histogram je oproti křivce hustoty posunutý
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Shapir<f9>v−Wilk<f9>v test: p−hodnota = 0.4537

Obrázek 5: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) interorbitálńı š́ı̌rky u muž̊u bantuské populace
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Obrázek 6: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) interorbitálńı š́ı̌rky u muž̊u peruánské populace

směrem doleva. Interval se středem 28 potom obsahuje jediné pozorováńı, které je odlehlé. Porušeńı normality je
potom lépe viditelné v QQ-diagramu, kde pozorujeme, že body umı́stěné vlevo se výrazněji odchyluj́ı od referenčńı
př́ımky. Stejně tak se od referenčńı př́ımky vzdaluje bod umı́stěný v pravém horńım rohu. Při rozsahu náhodného
výběru n2 = 46 máme na normalitu náhodného výběru již větš́ı nároky. Náhodný výběr interorbitálńıch š́ı̌rek u
muž̊u z peruánské populace tedy nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

Protože náhodný výběr interorbitálńıch š́ı̌rek u muž̊u peruánské populace nepocháźı z normálńıho rozděleńı, nemůžeme
hypotézu ze zadáńı testovat pomoćı parametrického testu o rozd́ılu středńıch hodnot µ1 − µ2. Nmáısto toho tedy
použijeme neparametrický test. Vzhledem k ńızkému rozsahu náhodného výběru bantuské populace otestujeme hy-
potézu ze zadáńı Wilcoxonovým dvouvýběrovým exaktńım testem. Jediným předpokladem tohoto testu, je shoda
distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆), kde F1(x) je distribučńı funkce náhodného
výběru z bantuské populace a F2(x) je distribučńı funkce náhodného výběru z peruánské populace. Shodu dis-
tribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) ověř́ıme pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu (viz sekce ??).

Oba náhodné výběry nejprve metodou centrováńı posuneme do nuly, č́ımž odfiltrujeme vliv posunut́ı o vzdálenost ∆
mezi oběma distribučńımi funkcemi. Na hladině významnosti α = 0.05 potom testujeme hypotézu H03 : Distribučńı
funkce centrované interorbitálńı š́ıřky u muž̊u z bantuské a peruánské populace jsou shodné. oproti alternativńı hy-
potéze: H13 : Distribučńı funkce centrované interorbitálńı š́ıřky u muž̊u z bantuské a peruánské populace nejsou
shodné. Ze sekce ?? již v́ıme, že tato hypotéza odpov́ıdá hypotéze o shodě dvou distribučńıch funkćı p̊uvodńıch
náhodných výběr̊u s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆. Kolmogor̊uv-Smirnov̊uv test provedeme pomoćı funkce
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ks.test(). Př́ıpadnou podobnost distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) vizualizujeme dvěma histogramy superpono-
vanými př́ıslušnými jádrovými odhady hustot a grafem zobrazuj́ıćım výběrové distribučńı funkce F1(x) a F2(x) (viz
obrázek 7).
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Obrázek 7: Porovnáńı histogramů (vlevo) a graf distribučńıch funkćı (vpravo) interorbitálńı š́ı̌rky u muž̊u banstuské
a peruánské populace

Protože p-hodnota K-S testu p = 0.2958 je větš́ı než 0.05, nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı
centrovaných náhodných výběr̊u nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. To tedy znamená, že distribučńı
funkce náhodného výběru interorbitálńıch š́ı̌rek u muž̊u z bantuské a peruánské populace se lǐśı pouze posunut́ım.

Předpoklad umožňuj́ıćı testováńı hypotézy ze zadáńı pomoćı Wilcoxonova dvouvýběrového testu je splněn. Můžeme
tedy přistoupit k testováńı této hypotézy. Naš́ım úkolem je otestovat, zda je interorbitálńı š́ı̌rka u muž̊u bantuské
populace menš́ı nebo rovna interorbitáńı š́ı̌rce u muž̊u peruánské populace. Věta ze zadáńı je zněńım nulové hypotézy.
Navedou nás na to dvě indicie. Jednak slovo otestovat zmı́něné v zadáńı vždy implikuje testováńı nulové hypotézy
a jednak zmı́něná rovnost, která je vždy součást́ı nulové hypotézy. Zbývá dodefinovat alternativńı hypotézu tak,
aby byla doplňkem k nulové hypotéze. Závěrem připomeňme, že zat́ımco u parametrických test̊u (viz kapitola ??)
figuruje v hypotézách pojem středńı hodnota, u neparametrických test̊u tento pojem nahrazujeme neparametrických
ekvivalentem, kterým je medián. Testováńı provedeme opět v posloupnosti sedmi krok̊u.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Medián interorbitálńı š́ıřky u muž̊u bantuské populace je menš́ı nebo roven mediánu interorbitáńı
š́ıřky u muž̊u peruánské populace.
H1 : Medián interorbitálńı š́ıřky u muž̊u bantuské populace je věťśı než medián interorbitáńı š́ıřky u muž̊u
peruánské populace.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : x̃1 ≤ x̃2 → x̃1 − x̃2 ≤ x̃0, kde x̃0 = 0
H0 : x̃1 > x̃2 → x̃1 − x̃2 > x̃0, kde x̃0 = 0 (pravostranná alternativa)

2. Volba hladiny významnosti

• Hladina významnosti α = 0.01 (viz zadáńı př́ıkladu).

3. Testováńı kritickým oborem

• Testovaćı statistika
Nejprve vytvoř́ıme společný vektor interorbitálńıch š́ı̌rek u muž̊u z obou populaćı tak, že za sebe po-
skládáme hodnoty délky interorbitálńı š́ı̌rky naměřené na muž́ıch z bantuské populace (X1i, i = 1, . . . , 14)
a následně na muž́ıch z peruánské populace (X2j , j = 1, . . . , 46). Délka společného vektoru n = n1+n2 =
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14+46 = 60. Následně každému pozorováńı přǐrad́ıme hodnotu indikačńı funkce I, která nabývá hodnoty
1, pokud měřeńı pocháźı z druhého náhodného výběru, nebo hodnoty 0, pokud měřeńı pocháźı z prvńıho
náhodného výběru. Nakonec stanov́ıme pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 60 všech 60 hodnot od nejmenš́ı po největš́ı
(viz tabulka 2).

Tabulka 2: Naměřené hodnoty X1i, i = 1, . . . , 14, a X2j , j = 1, . . . , 46, obou náhodných výběr̊u, indikačńı
funkce I př́ıslušnosti k druhému náhodnému výběru a pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 60, naměřených hodnot seřazených
vzestupně

měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X1i, X2j 23 28 30 24 28 22 21 30 27 29 26 24 25 23 25
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Si, Sj 28.5 56 59.5 41.5 56 16.5 9.5 59.5 54 58 52 41.5 48.5 28.5 48.5

měřeńı 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

X1i, X2j 24 24 22 21 23 22 23 19 23 23 23 25 22 24 21
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 41.5 41.5 16.5 9.5 28.5 16.5 28.5 2 28.5 28.5 28.5 48.5 16.5 41.5 9.5

měřeńı 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

X1i, X2j 23 28 24 20 24 23 22 19 25 23 26 24 21 23 22
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 28.5 56 41.5 5 41.5 28.5 16.5 2 48.5 28.5 52 41.5 9.5 28.5 16.5

měřeńı 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

X1i, X2j 26 20 22 21 21 19 20 23 23 24 23 22 23 24 23
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 52 5 16.5 9.5 9.5 2 5 28.5 28.5 41.5 28.5 16.5 28.5 41.5 28.5

Z tabulky 2 vid́ıme, že 46 hodnotám př́ısluš́ıćım druhému náhodnému výběru patř́ı ve vektoru patnácti
seřazených hodnot pořad́ı 48.5, 41.5, 41.5, 16.5, 9.5, 28.5, 16.5, 28.5, 2, 28.5, 28.5, 28.5, 48.5, 16.5, 41.5,
9.5, 28.5, 56, 41.5, 5, 41.5, 28.5, 16.5, 2, 48.5, 28.5, 52, 41.5, 9.5, 28.5, 16.5, 52, 5, 16.5, 9.5, 9.5, 2, 5, 28.5,
28.5, 41.5, 28.5, 16.5, 28.5, 41.5, 28.5. Statistiku T2 źıskáme sečteńım těchto pořad́ı. Hodnotu testovaćı
statistiky SE potom záskáme dosazeńım hodnot n1, n2 a statistiky T2 do vzorce 12.1.

T2 =

n2∑
j=1

Sj = 48.5 + 41.5 + 41.5 + 16.5 + · · ·+ 16.5 + 28.5 + 41.5 + 28.5 = 1220.5

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2

= 14× 46 +
46(46 + 1)

2
− 1220.5

= 644 +
2162

2
− 64

= 644 + 1081− 1220.5

= 504.5

Výpočet testovaćı statistiky si provedeme také pomoćı softwaru . Nejprve stanov́ıme vzestupné pořad́ı
60 naměřených hodnot obou náhodných výběr̊u (rank()). Indikačńı funkci I vytvoř́ıme spojeńım 14 nul a
46 jedniček (kombinace funkćı c() a rep()). Vektor měřeńı, indikačńıch hodnot a pořad́ı potom spoj́ıme do
matice (rbind()), kterou převedeme na tabulku (data.frame()). Výpočet statistiky T2 je potom součtem
pořad́ı S na těch pozićıch, na nichž jsou ve vektoru indikačńıch hodnot I jedničky. Nakonec stanov́ıme
hodnotu testovaćı statistiky SE přepisem vzorce 12.1.

13



60 S <- rank(c(intorb.BB, intorb.BP))

61 I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

62 tab <- rbind("Xi , Yj" = c(intorb.BB, intorb.BP), "I" = I, "Si, Sj" = S)

63 tab <- data.frame(tab)

64 names(tab) <- 1 : 60

65 # 1 2 3 4 5 6 7 ... 53 54 55 56 57 58 59 60

66 # Xi , Yj 23.0 28 30.0 24.0 28 22.0 21.0 ... 23.0 23.0 24.0 23.0 22.0 23.0 24.0 23.0

67 # I 0.0 0 0.0 0.0 0 0.0 0.0 ... 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

68 # Si , Sj 28.5 56 59.5 41.5 56 16.5 9.5 ... 28.5 28.5 41.5 28.5 16.5 28.5 41.5 28.5

69 T2 <- sum(S[I == 1]) # 1220.5

70 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 504.5

• Kritický obor

W = 〈wn1,n2
(1− α) ; ∞)

= 〈w14,46(1− 0.01) ; ∞)

= 〈w14,46(0.99) ; ∞)

= 〈454 ; ∞)

K výpočtu kvantilu wn1,n2
(1−α) použijeme funkci qwilcox(). Vstupńımi argumenty funkce jsou hodnota

kvantilu 1− α) a rozsahy náhodných výběr̊u n1 a n2.

71 alpha <- 0.01

72 qwilcox (1 - alpha , n1 , n2) # 454

• Závěr testováńı
Protože realizace testovaćı statistiky sE = 504.5 nálež́ı do kritického oboru, tj. sE ∈ W , H0 zamı́táme
na hladině významnosti α = 0.01.

4. Testováńı intervalem spolehlivosti

• Interval spolehlivosti
Ke stanoveńı dolńı hranice 95 % levostranného intervalu spolehlivosti je třeba nejprve vypoč́ıtat n1×n2 =
14 × 46 = 644 rozd́ıl̊u X1i −X2j , i = 1, . . . , 14, j = 1, . . . , 46, a ty následně vzestupně seřadit. Rozd́ıly
X1i − X2j vypoč́ıtáme hromadně pomoćı funkce outer(). Prvńımi dvěma vstuńımi argumenty funkce
budou vektory interorbitálńıch š́ı̌rek intorb.BB a intorb.BP. Nakonec specifikujeme hodnotu argumentu
FUN = ’-’. T́ım zajist́ıme výpočet rozd́ıl̊u X1i − X2j namı́sto defaultně nastaveného výpočtu součin̊u
X1iX2j , i = 1, . . . , 14, j = 1, . . . , 46. Źıskané rozd́ıly X1i − X2j , i = 1, . . . , 14, j = 1, . . . , 46 seřad́ıme
vzestupně př́ıkazem sort() a vlož́ıme do proměnné U.

73 rozdily <- outer(intorb.BB, intorb.BP, FUN = ’-’)

74 U <- sort(rozdily)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoř́ı hodnota, které se v seřazeném vektoru rozd́ıl̊u U nacháźı na
(wn1,n2(α))-té pozici a nekonečno. Hodnotu wn1,n2(α)) nalezneme opět pomoćı funkce qwilcox().
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(d, h) =
(
U (wn1,n2

(α)) ; ∞
)

=
(
U (w14,46(0.01)) ; ∞

)
=
(
U (190) ; ∞

)
= (1 ; ∞)

75 qwilcox(alpha , n1 , n2) # 190

76 U[190] # 1

• Závěr testováńı
Protože x̃0 = 0 nenálež́ı do 99% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. x̃0 = 0 /∈ IS, H0

zamı́táme na hladině významnosti α = 0.01.

5. Testováńı p-hodnotou
Př́ıslušnou p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı vzorce Pr(SE ≥ sE)}. Zde si uvědomme, že realizace testovaćı
statistiky sE = 504.5. Zároveň SE je diskrétńı náhodná veličina. Z vlastnost́ı pravděpodobnostńı funkce
diskrétńıch náhodných veličin v́ıme, že Pr(SE ≥ 504.5) = Pr(SE ≥ 505) = 1−Pr(SE < 505) = Pr(SE ≤ 504).
Viz kapitola ??.

• p-hodnota

p-hodnota = Pr(SE ≥ sE) = 1− Pr(SE ≤ 504) = 0.0004942813
.
= 0.0004943

Hodnotu distribučńı funkce rozděleńı Wilcoxonovy testovaćı statistiky SE , tj. Pr(SE ≤ 504), vypoč́ıtáme
pomoćı funkce pwilcox(). Na prvńı pozici zde bude hodnota testovaćı statistiky SE , na druhé pozici rozsah
prvńıho náhodného výběru n1 a na druhé pozici rozsah druhého náhodného výběru n2.

77 p.hodn <- 1 - pwilcox (504, n1, n2) # 0.0004942813

• Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.0004943 je menš́ı než α = 0.01, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.01.

6. Interpretace výsledk̊u
Za základě všech tř́ı typ̊u testováńı zamı́táme na hladině významnosti α = 0.01 nulovou hypotézu, že interor-
bitálńı š́ı̌rka u muž̊u bantuské populace je menš́ı nebo rovna interorbitálńı š́ı̌rce u muž̊u peruánské populace.
Interorbitálńı š́ı̌rka u muž̊u bantuské populace je tedy statisticky významně větš́ı než interorbitálńı š́ı̌rka u
muž̊u peruánské populace.

7. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozd́ıl ve středńıch hodnotách (reprezentovaných mediány) interorbitálńı š́ı̌rky bantuské a peruánské mužské
populace vizualizujeme pomoćı krabicových diagramů (viz obrázek 8).

Poznámka: Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test můžeme provést také pomoćı funkce wilcox.test(). Vstupńımi
parametry funkce budou vektor měřeńı interorbitálńıch š́ı̌rek u muž̊u bantuské populace (intorb.BB), vektor měřeńı
interorbitálńıch š́ı̌rek u muž̊u peruánské populace (intorb.BP), požadavek na výpočet hranic intervalu spolehlivosti
(conf.int = T, hodnota hladiny významnosti α zadaná prostřednictv́ım koeficientu spolehlivosti 1− α (conf.level =
0.99), typ zvolené alternativńı hypotézy (pravostranná; alternative = ’greater’) a zákaz aplikováńı spojité korekce
na výsledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu (correct = F).
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Obrázek 8: Krabicový diagram interorbitálńı š́ı̌rky u muž̊u bantuské a peruánské populace

78 wilcox.test(intorb.BB, intorb.BP, conf.int = T, conf.level = 0.99,

79 alternative = ’greater ’, correct = F)

80
81Wilcoxon rank sum test

82
83data: intorb.BB and intorb.BP

84W = 504.5, p-value = 0.0006093

85alternative hypothesis: true location shift is greater than 0

8699 percent confidence interval:

870.9999884 Inf

88sample estimates:

89difference in location

902.999984

Součást́ı výstupu funkce je hodnota rozd́ılu medián̊u obou náhodných výběr̊u 2.999984, hodnota testovaćı statistiky
SE značená jako W , tj. W = 504.5, interpolované hranice 99% Waldova empirického levostranného intervalu spo-
lehlivosti 0.9999884 a Inf a interpolovaná p-hodnota p-value = 0.0006093, adaptovaná na situaci, kdy jsou některé
hodnoty X1i, i = 1, . . . , 14 mezi sebou shodné, X2j , j = 1, . . . , 46 mezi sebou shodné nebo X1i, X2j , i = 1, . . . , 14,
j = 1, . . . , 46 navzájem mezi sebou shodné. Jediné, co muśıme stanovit zvlášt’, jsou dolńı a horńı hranice kritického
oboru.

Poznámka: Výstup funkce wilcox.test() prováźı tentokrát dvě varovné hlášky. Prvńı hláška ve zněńı: In wilcox.test.de-
fault(intorb.BB, intorb.BP, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact p-value with ties. nás upozorňuje na
výskyt duplicitńıch hodnot v kombinaci s ńızkým počtem pozorováńı obou náhodných výběr̊u X11 = X14 = X26 =
X28 = X210 = X211 = X212 = X217 = X222 = X226 = X230 = X239 = X240 = X242 = X244 = X246 = 23, X12 =
X15 = X218 = 28, X13 = X18 = 30, X14 = X112 = X22 = X23 = X215 = X219 = X221 = X228 = X241 = X245 = 24,
X16 = X24 = X27 = X214 = X223 = X231 = X234 = X243 = 22, X17 = X25 = X216 = X229 = X235 = X236 = 21,
X111 = X227 = X232 = 26, X113 = X21 = X213 = X225 = 25, X29 = X224 = X237 = 19, X220 = X233 = X238 = 20,
a na použit́ı modifikovaného postupu při výpočtu p-hodnoty. Druhá hláška ve zněńı: In wilcox.test.default(intorb.BB,
intorb.BP, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact confidence intervals with ties nás opět upozorňuje
na výskyt duplicitńıch rozd́ıl̊u v kombinaci s ńızkým počtem pozorováńı obou náhodných výběr̊u a na použit́ı
modifikovaného postupu při výpočtu hranic intervalu spolehlivosti.

F
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Př́ıklad 12.3. Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test (levostranná alternativa)
Mějme datový soubor 16-anova-head.txt obsahuj́ıćı údaje o š́ı̌rce tváře (byzig.W) mladých dospělých jedinc̊u, převážně
student̊u z Brna a Ostravy. Dále máme údaje o sexuálńı orientaci (sexor; výlučně heretosexuálńı nebo jiná než výlučně
heterosexuálńı) a o počtu starš́ıch sourozenc̊u těchto jedinc̊u (obra; jeden nebo žádný). Vı́ce informaćı o datovém
souboru viz sekce ??. Na hladině významnosti α = 0.05 zjistěte, zda je š́ı̌rka tváře žen s výlučně heterosexuálńı
orientaćı menš́ı než š́ı̌rka tváře žen s jinou než výlučně heterosexuálńı orientaćı.

Řešeńı př́ıkladu 12.3
Z načteného datového souboru 16-anova-head.txt vybereme naměřené hodnoty š́ı̌rky tváře (bizyg.W) žen sex == ’f’
s výlučně heterosexuálńı orientaćı (sexor == ’op’) a vlož́ıme je do proměnné bizyg.WFO. Dále vybereme naměřené
hodnoty š́ı̌rky tváře (bizyg.W) žen sex == ’f’ s jinou než heterosexuálńı orientaćı (sexor == ’se’) a vlož́ıme je do
proměnné bizyg.WFS. Z obou proměnných odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı a zjist́ıme počet pozorováńı a rozpět́ı
naměřených hodnot v obou náhodných výběrech.

91 data <- read.delim(’00-Data//16-anova -head.txt’)

92 bizyg.WFO <- data[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’op’, ’bizyg.W’]

93 bizyg.WFS <- data[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’sa’, ’bizyg.W’]

94 bizyg.WFO <- na.omit(bizyg.WFO)

95 bizyg.WFS <- na.omit(bizyg.WFS)

96 n1 <- length(bizyg.WFO) # 62

97 n2 <- length(bizyg.WFS) # 23

98 range(bizyg.WFO) # 124 -151

99 range(bizyg.WFS) # 120 -148

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty š́ı̌rky tváře 62 žen s heterosexuálńı orientaćı a 23 žen s jinou sexuálńı
orientaćı. Naměřená š́ı̌rka tváře žen s heterosexuálńı orientaćı nabývá hodnot v rozsahu 124–151 mm, naměřená
š́ı̌rka tváře žen s jinou sexuálńı orientaćı nabývá hodnot v rozsahu 120–148 mm.

V př́ıkladu máme za úkol porovnat středńı hodnoty dvou populaćı, přičemž u obou populaćı máme k dispozici
naměřené hodnoty. Nulovou hypotézu bychom chtěli primárně testovat parametrickým testem o rozd́ılu středńıch
hodnot µ1 − µ2. Opět tedy nejprve ověř́ıme předpoklad normálńıho rozděleńı obou náhodných výběr̊u. Na hladině
významnosti α = 0.05 testujeme nejprve hypotézu H01 : Náhodný výběr š́ıřek tváře žen s heterosexuálńı orientaćı
pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H11 : Náhodný výběr š́ıřek tváře žen s heterosexuálńı
orientaćı nepocháźı z normálńıho rozděleńı. K otestováńı hypotézy použijeme vzhledem k rozsahu náhodného výběru
n1 = 62 > 30 Lilliefors̊uv test. Pro účely vizualizace náhodného výběru pomoćı histogramu rozděĺıme naměřené
hodnoty do 7 ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 4 mm stanoveńım hranic 124, 131, . . . , 152 mm (viz obrázek
9).
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Lilliefors<f9>v test: p−hodnota = 0.0175

Anderson<f9>v−Darling<f9>v test: p−hodnota = 0.0024

Obrázek 9: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) interorbitálńı š́ı̌rky u muž̊u bantuské populace
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Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0175 je menš́ı než 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.
Zamı́tnut́ı bychom nicméně mohli považovat za hraničńı, protože p-hodnota je větš́ı než hladina významnosti
α = 0.01. Kontrolně tedy otestujeme normalitu náhodného výběru také pomoćı Andersonova-Darlingova testu
př́ıkazem ad.test() z knihovny nortest (viz sekce ??). Protože p-hodnota Andersonova-Darlingova testu p = 0.0175 je
menš́ı než 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. Anderson̊uv-Darling̊uv test tedy možnost hraničně
normálńıho rozděleńı náhodného výběru nepotvrdil. Grafická vizualizace taktéž ukazuje na porušeńı normality. Z
histogramu na obrázku 9 pozorujeme nesymetrické rozděleńı naměřených hodnot, které jsou kladně vyšikmené s
prodlouženým pravým koncem. Taktéž QQ-diagram ukazuje odlehlé hodnoty na pravém chvostu. Náhodný výběr
š́ı̌rek tváře u žen s heterosexuálńı orientaćı nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

Již v tomto okamžiku v́ıme, že k ověřeńı otázky ze zadáńı budeme muset použ́ıt neparametrický test o rozd́ılu
medián̊u. Pro pořádek (a také proto, že před samotným testováńım bychom vždy měli mı́t alespoň základńı přehled
o rozděleńı naměřených hodnot) si ověř́ıme také normalitu druhého náhodného výběru.

Otestujeme tedy hypotézu H02 : Náhodný výběr š́ıřek tváře u žen jiné než heterosexuálńı orientace pocháźı z
normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H12 : Náhodný výběr š́ıřek tváře u žen jiné než heterosexuálńı
orientace nepocháźı z normálńıho rozděleńı. K otestováńı H02 použijeme vzhledem k rozsahu náhodného výběru
(n2 = 23 < 30) Shapir̊uv-Wilk̊uv test. Pro účely grafické vizualizace prostřednictv́ım histogramu rozděĺıme náhodný
výběr š́ı̌rek tváře do 5 ekvidistantńıch interval̊u o š́ı̌rce 6 mm stanoveńım hranic 119, 125, . . . , 149 mm. Nakonec
vykresĺıme QQ-diagram (oba grafy viz obrázek 10).
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Shapir<f9>v−Wilk<f9>v test: p−hodnota = 0.6457

Obrázek 10: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) š́ı̌rky tváře žen s heterosexuálńı orientaćı a žen s
jinou sexuálńı orientaćı

Protože p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.6457 je menš́ı než 0.05, hypotézu H0 nezamı́táme na hladině
významnosti α = 0.05. Pohledem na histogram vid́ıme symetrické rozděleńı naměřených hodnot, které vykazuje
jasn prvky normality. V QQ-digramu vid́ıme mı́rné odchýleńı krajńıch bod̊u od referenčńı křivky, které však nemá
vzhledem k ńıžš́ımu rozsahu náhodného výběru fatálńı vliv na normalńı rozděleńı naměřených hodnot. Náhodný
výběr š́ı̌rek tváře žen s jinou než heterosexuálńı orientaćı pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Jak jsme zmı́nili výše, kv̊uli porušeńı normality prvńıho náhodného výběru použijeme na ověřeńı otázky ze zadáńı
neparametrický test. Vzhledem k ńızkému počtu pozorováńı v druhém náhodném výběru použijeme Wilcoxon̊uv
dvouvýběrový exaktńı test. Jediným předpokladem tohoto testu, je shoda distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (s
výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆), kde F1(x) je distribučńı funkce náhodného výběru žen s heterosexuálńı ori-
entaćı a F2(x) je distribučńı funkce náhodného výběru žen s jinou sexuálńı orientaćı. Shodu distribučńıch funkćı
F1(x) a F2(x) ověř́ıme pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu.

Oba náhodné výběry nejprve metodou centrováńı posuneme do nuly, č́ımž odfiltrujeme vliv posunut́ı o vzdálenost ∆
mezi oběma distribučńımi funkcemi. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme hypotézu H03 : Distribučńı funkce
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centrované š́ıřky tváře žen s heterosexuálńı orientaćı a žen s jinou sexuálńı orientaćı jsou shodné. oproti alterna-
tivńı hypotéze: H13 : Distribučńı funkce centrované š́ıřky tváře žen s heterosexuálńı orientaćı a žen s jinou sexuálńı
orientaćı nejsou shodné. Tato hypotéza odpov́ıdá hypotéze o shodě dvou distribučńıch funkćı p̊uvodńıch náhodných
výběr̊u s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆. Kolmogor̊uv-Smirnov̊uv test provedeme pomoćı funkce ks.test(). Náhled
na distribučńı funkce F1(x) a F2(x) vizualizujeme dvěma histogramy superponovanými př́ıslušnými jádrovými od-
hady hustot a grafem zobrazuj́ıćım výběrové distribučńı funkce F1(x) a F2(x) (viz obrázek 11).
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Obrázek 11: Porovnáńı histogramů (vlevo) a graf distribučńıch funkćı (vpravo) š́ı̌rky tváře žen s heterosexuálńı
orientaćı a žen s jinou sexuálńı orientaćı

Protože p-hodnota K-S testu p = 0.4607 je větš́ı než 0.05, nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı
centrovaných náhodných výběr̊u nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. To tedy znamená, že distribučńı
funkce náhodného výběru š́ı̌rek tváře žen s heterosexuálńı orientaćı a žen s jinou sexuálńı orientaćı se lǐśı pouze
posunut́ım.

Předpoklad umožňuj́ıćı ověřeńı otázky ze zadáńı pomoćı Wilcoxonova dvouvýběrového testu je splněn. Naš́ım úkolem
ze zadáńı je zjistit, zda je š́ı̌rka tváře žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı menš́ı než š́ı̌rka tváře žen s jinou než
výlučně heterosexuálńı orientaćı. Věta ze zadáńı je zněńım alternativńı hypotézy, a to proto, že zde neńı zmı́nka
ani o nulové hypotéze, ani o testováńı, ani se ve větě nevyskytuje zmı́nka o rovnosti, která je vždy součást́ı nulové
hypotézy. Nulovou hypotézu tedy dodefinujeme tak, aby byla doplňkem k alternativńı hypotéze. Ve finálńım zněńı
hypotéz bude opět figurovat pojem medián namı́sto pojmu středńı hodnota.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Medián š́ıřky tváře žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı je věťśı nebo roven mediánu š́ıřky tváře
žen s jinou než výlučně heterosexuálńı orientaćı.
H1 : Medián š́ıřky tváře žen s výlučně heterosexuálńı orientaćı je menš́ı než medián š́ıřky tváře žen s
jinou než výlučně heterosexuálńı orientaćı.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : x̃1 ≥ x̃2 → x̃1 − x̃2 ≥ x̃0, kde x̃0 = 0
H0 : x̃1 < x̃2 → x̃1 − x̃2 < x̃0, kde x̃0 = 0 (pravostranná alternativa)

2. Volba hladiny významnosti

• Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı kritickým oborem

• Testovaćı statistika
V prvńım kroku vytvoř́ıme společný vektor š́ı̌rek tváře žen tak, že za sebe poskládáme hodnoty š́ı̌rek

19



tváře žen s heterosexuálńı orientaćı (X1i, i = 1, . . . , 62) a následně žen s jinou sexuálńı orientaćı (X2j , j =
1, . . . , 23). Délka společného vektoru n = n1+n2 = 62+23 = 85. Následně každému pozorováńı přǐrad́ıme
hodnotu indikačńı funkce I, která nabývá hodnoty 1, pokud měřeńı pocháźı z druhého náhodného výběru,
nebo hodnoty 0, pokud měřeńı pocháźı z prvńıho náhodného výběru. Nakonec stanov́ıme pořad́ı Sk,
k = 1, . . . , 85 všech 85 hodnot od nejmenš́ı po největš́ı (viz tabulka 3).

Tabulka 3: Naměřené hodnoty X1i, i = 1, . . . , 62, a X2j , j = 1, . . . , 23, obou náhodných výběr̊u, indikačńı
funkce I př́ıslušnosti k druhému náhodnému výběru a pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 85, naměřených hodnot seřazených
vzestupně

měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

X1i, X2j 127 128 127 137 131 130 127 140 133 135 128 135 128 130 128 135 136
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Si, Sj 11.5 19.5 11.5 68 35 27.5 11.5 75 49.5 60 19.5 60 19.5 27.5 19.5 60 65.5

měřeńı 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

X1i, X2j 132 142 127 143 132 136 140 130 131 131 131 126 127 135 127 135 134
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Si, Sj 43.5 79.5 11.5 81 43.5 65.5 75 27.5 35 35 35 7.5 11.5 60 11.5 60 54

měřeńı 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51

X1i, X2j 134 134 124 124 132 131 128 141 130 132 128 133 151 142 125 139 131
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Si, Sj 54 54 3.5 3.5 43.5 35 19.5 77.5 27.5 43.5 19.5 49.5 85 79.5 6 72.5 35

měřeńı 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68

X1i, X2j 135 128 131 135 128 128 149 130 139 126 124 134 138 141 138 120 145
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 60 19.5 35 60 19.5 19.5 84 27.5 72.5 7.5 3.5 54 70 77.5 70 1 82

měřeńı 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85

X1i, X2j 128 140 124 131 130 132 136 136 138 132 131 132 134 133 148 132 133
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 19.5 75 3.5 35 27.5 43.5 65.5 65.5 70 43.5 35 43.5 54 49.5 83 43.5 49.5

Z tabulky 3 vid́ıme, že 23 hodnotám př́ısluš́ıćım druhému náhodnému výběru patř́ı ve vektoru 85
seřazených hodnot pořad́ı 54, 70, 77.5, 70, 1, 82, 19.5, 75, 3.5, 35, 27.5, 43.5, 65.5, 65.5, 70, 43.5, 35, 43.5,
54, 49.5, 83, 43.5 a 49.5. Statistiku T2 źıskáme sečteńım těchto pořad́ı. Hodnotu testovaćı statistiky SE
źıskáme dosazeńım hodnot n1, n2 a statistiky T2 do vzorce 12.1.

T2 =

n2∑
j=1

Sj = 54 + 72 + 77.5 + 70 + · · ·+ 49.5 + 83 + 43.5 + 49.5 = 1161

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2

= 62× 23 +
23(23 + 1)

2
− 1161

= 1426 +
552

2
− 1161

= 1426 + 276− 1161

= 541

Výpočet testovaćı statistiky si provedeme také pomoćı softwaru . Nejprve stanov́ıme vzestupné pořad́ı
60 naměřených hodnot obou náhodných výběr̊u (rank()). Indikačńı funkci I vytvoř́ıme spojeńım 62 nul a
23 jedniček (kombinace funkćı c() a rep()). Vektor měřeńı, indikačńıch hodnot a pořad́ı potom spoj́ıme do
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matice (rbind()), kterou převedeme na tabulku (data.frame()). Výpočet statistiky T2 je potom součtem
pořad́ı S na těch pozićıch, na nichž jsou ve vektoru indikačńıch hodnot I jedničky. Nakonec stanov́ıme
hodnotu testovaćı statistiky SE.

100 S <- rank(c(bizyg.WFO , bizyg.WFS))

101 I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

102 tab <- rbind("Xi , Yj" = c(bizyg.WFO , bizyg.WFS), "I" = I, "Si, Sj" = S)

103 tab <- data.frame(tab)

104 names(tab) <- 1 : 85

105 # 1 2 3 4 5 6 7 ... 79 80 81 82 83 84 85

106 # Xi , Yj 127.0 128.0 127.0 137 131 130.0 127.0 ... 131 132.0 134 133.0 148 132.0 133.0

107 # I 0.0 0.0 0.0 0 0 0.0 0.0 ... 1 1.0 1 1.0 1 1.0 1.0

108 # Si , Sj 11.5 19.5 11.5 68 35 27.5 11.5 ... 35 43.5 54 49.5 83 43.5 49.5

109 T2 <- sum(S[I == 1]) # 1161

110 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 541

• Kritický obor

W = (−∞ ; wn1,n2(α)〉
= (−∞ ; w62,23(0.05)〉
= (−∞ ; 547〉

K výpočtu kvantilu wn1,n2(α) použijeme funkci qwilcox(). Vstupńımi argumenty funkce jsou hodnota
kvantilu α a rozsahy náhodných výběr̊u n1 a n2.

111 alpha <- 0.05

112 qwilcox(alpha , n1 , n2) # 547

• Závěr testováńı
Protože realizace testovaćı statistiky sE = 541 nálež́ı do kritického oboru, tj. sE ∈ W , H0 zamı́táme na
hladině významnosti α = 0.05.

4. Testováńı intervalem spolehlivosti

• Interval spolehlivosti
Ke stanoveńı dolńı hranice 95 % pravostranného intervalu spolehlivosti je třeba nejprve vypoč́ıtat n1 ×
n2 = 62 × 23 = 1426 rozd́ıl̊u X1i − X2j , i = 1, . . . , 62, j = 1, . . . , 23, a ty následně vzestupně seřadit.
Rozd́ıly X1i − X2j vypoč́ıtáme hromadně pomoćı funkce outer(). Prvńımi dvěma vstuńımi argumenty
funkce budou vektory š́ı̌rek tváře bizyg.WFO a bizyg.WFS, třet́ı argumentem bude argument FUN =
’-’, kterým zajist́ıme výpočet rozd́ıl̊u X1i − X2j i = 1, . . . , 14, j = 1, . . . , 46. Źıskané rozd́ıly seřad́ıme
vzestupně př́ıkazem sort() a vlož́ıme do proměnné U.

113 rozdily <- outer(bizyg.WFO , bizyg.WFS , FUN = ’-’)

114 U <- sort(rozdily)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoř́ı mı́nus nekonečno a hodnota, která se v seřazeném vektoru
rozd́ıl̊u U nacháźı na (wn1,n2

(1− α))-té pozici. Hodnotu kvantilu wn1,n2
(1− α) nalezneme opět pomoćı

funkce qwilcox().
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(d, h) =
(
−∞ ; U (wn1,n2

(1−α))
)

=
(
−∞ ; U (w62,23(1−0.05))

)
=
(
−∞ ; U (w62,23(0.95)

)
=
(
−∞ ; U (45)

)
= (−∞ ; 0)

115 qwilcox (1 - alpha , n1 , n2) # 879

116 U[879] # 0

• Závěr testováńı
Protože x̃0 = 0 nenálež́ı do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. x̃0 = 0 /∈ IS, H0

zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

Poznámka: Připomeňme, že kulaté závorky okolo intervalu spolehlivosti (d ; h) znač́ı, že do intervalu
spolehlivosti spadaj́ı veškeré hodnoty v rozmeźı hranici d–h s výjimkou samotných hranic d a h. Z toho
d̊uvodu hodnota x̃0 = 0 /∈ (−∞ ; 0).

5. Testováńı p-hodnotou
Př́ıslušnou p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı vzorce Pr(SE ≤ sE)}, kde sE je realizace testovaćı statistiky sE =
541diskrétńı náhodné veličiny SE .

• p-hodnota

p-hodnota = Pr(SE ≤ sE) = Pr(SE ≤ 541) = 0.04494765
.
= 0.04495

Hodnotu distribučńı funkce rozděleńı Wilcoxonovy testovaćı statistiky SE , tj. Pr(SE ≤ 541), vypoč́ıtáme

v softwaru pomoćı funkce pwilcox().

117 p.hodn <- pwilcox(SE , n1 , n2) # 0.04494765

• Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.04495 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

6. Interpretace výsledk̊u
Za základě všech tř́ı typ̊u testováńı zamı́táme nulovou hypotézu na hladině významnosti α = 0.05. Š́ı̌rka tváře
žen s heterosexuálńı orientaćı je statisticky významně menš́ı než ž́ı̌rka tváře žen s jinou sexuálńı orientaćı.

7. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Rozd́ıl ve středńıch hodnotách (reprezentovaných mediány) š́ı̌rky tváře žen s heterosexuálńı orientaćı a žen s
jinou sexuálńı orientaćı vizualizujeme pomoćı krabicových diagramů (viz obrázek 12).

Poznámka: Wilcoxon̊uv dvouvýběrový exaktńı test provedeme také pomoćı funkce wilcox.test(). Vstupńımi parame-
try funkce budou vektor měřeńı š́ı̌rek tváře žen s heterosexuálńı orientaćı (bizyg.WFO) a s jinou sexuálńı orientaćı
(bizyg.WFS), požadavek na výpočet hranic intervalu spolehlivosti (conf.int = T, hodnota hladiny významnosti α
zadaná prostřednictv́ım koeficientu spolehlivosti 1 − α (conf.level = 0.95), typ zvolené alternativńı hypotézy (le-
vostranná; alternative = ’less’) a zákaz aplikováńı spojité korekce na výsledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu
(correct = F).
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Obrázek 12: Krabicový diagram š́ı̌rky tváře žen s heterosexuálńı orientaćı a žen s jinou sexuálńı orientaćı

118 wilcox.test(bizyg.WFO , bizyg.WFS , conf.int = T, conf.level = 0.95,

119 alternative = ’less’, correct = F)

120
121Wilcoxon rank sum test

122
123data: bizyg.WFO and bizyg.WFS

124W = 541, p-value = 0.044

125alternative hypothesis: true location shift is less than 0

12695 percent confidence interval:

127-Inf -6.897118e-05

128sample estimates:

129difference in location

130-2.000094

Mezi výstupy funkce můžeme nalézt hodnotu rozd́ılu medián̊u obou náhodných výběr̊u -0.200094, hodnota testo-
vaćı statistiky SE značená jako W , tj. W = 541, interpolované hranice 95% Waldova empirického pravostranného
intervalu spolehlivosti -Inf a -6.897118e-05 a interpolovanou p-hodnotu p-value = -6.897118e-05. Jediné, co muśıme
stanovit zvlášt’, jsou dolńı a horńı hranice kritického oboru.

Poznámka: Ačkoli oba náhodné výběry X11, . . . , X1n1
a X21, . . . X2n2

obsahuj́ı shodná měřeńı (ties) uvnitř sebe
i navzájem mezi sebou, výstup funkce wilcox.test() neprováźı tentokrát žádná varovná hláška. Je to proto, že
náhodný výběr š́ı̌rek tváře žen s jinou sexuálńı orientaćı obsahuje v́ıce než 50 pozorováńı. V takovém př́ıpadě
funkce wilcox.test() nebere shody jako potenciálńı riziko při výpočtu exaktńı p-hodnoty či exaktńıch hranic intervalu
spolehlivosti a chybové hlášky tedy nevypisuje. Aby se chybové hlášky analogické hláškám v př́ıkladu 12.2 nevypsaly,
stač́ı, aby byl počet pozorováńı v alespoň jednom náhodném výběru větš́ı nebo roven 50.

F
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12.2 Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test (Mann̊uv-Whitneẙuv U test) – asymptotická
varianta

Pro náhodné výběry o rozsaźıch n1 > 30 a n2 > 30 máme možnost použ́ıt k otestováńı nulové hypotézy asympto-
tickou variantu Wilcoxonova dvouvýběrového testu (resp. Mannova-Whitneyova U testu). Testovaćı statistika

SA =
SE − n1n2

2√
n1n2(n1+n2+1)

12

(12.2)

kde SE je testovaćı statistika definovaná vztahem 12.1, n1 je rozsah prvńıho náhodného výběru, n2 je rozsah druhého
náhodného výběru. Za platnosti nulové hypotézy pocháźı statistika UA ze standardizovaného normálńıho rozděleńı,
tj.

SA =
SE − n1n2

2√
n1n2(n1+n2+1)

12

H0∼ N(0, 1).

Kritický obor podle zvolené alternativńı hypotézy má tvar

H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 W =
(
−∞ ; uα/2

〉
∪
〈
u1−α/2 ; ∞

)
H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 W = 〈u1−α ; ∞)
H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 W = (−∞ ; uα〉

kde uα/2, u1−α/2, uα, u1−α jsou kvantily standardizovaného normálńıho rozděleńı, jejichž hodnoty źıskáme pomoćı

a implementované funkce qnorm().

Interval spolehlivosti má podle zvolené alternativńı hypotézy jeden z následuj́ıćıch tvar̊u

H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 (d, h) =
(
U (C1−α/2) ; U (n1n2+1−C1−α/2)

)
H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 (d,∞) =

(
U (C1−α) ; ∞

)
H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 (−∞, h) =

(
−∞ ; U (n1n2+1−C1−α)

)
kde C1−α/2 = n1n2

2 − u1−α/2
√

n1n2(n1+n2+1)
12 , C1−α = n1n2

2 − u1−α
√

n1n2(n1+n2+1)
12 a U (1) ≤ · · · ≤ U (n1n2) znač́ı

vzestupně seřazené rozd́ıly X2j−X1i, i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2, a U (x) znač́ı x-tý seřazený rozd́ıl. Neńı-li C1−α/2,
resp. C1−α celé č́ıslo, zaokrouhujeme jej vždy dol̊u na nejbližš́ı nižš́ı celé č́ıslo.

p-hodnota má v závislosti na zvolené alternativńı hypotéze jeden z následuj́ıćıch tvar̊u

H11 : x̃1 − x̃2 6= x̃0 p-hodnota = 2 min{Pr(SA ≤ sA) , Pr(SA > sA)}
H12 : x̃1 − x̃2 > x̃0 p-hodnota = Pr(SA > sA) = 1− Pr(SA ≤ sA)
H13 : x̃1 − x̃2 < x̃0 p-hodnota = Pr(SA ≤ sA)

kde SA je náhodná veličina, sA je realizace testovaćı statistiky SA (viz vzorec 12.2), tedy konkrétńı č́ıslo, a

Pr(SA ≤ sA) je distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı, jej́ıž hodnotu źıskáme pomoćı a
implementované funkce pnorm().
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Př́ıklad 12.4. Wilcoxon̊uv dvouvýběrový asymptotický test (oboustranná alternativa)
Mějme datový soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt obsahuj́ıćı údaje o délce kĺıčńı kosti z pravé strany (cla.L)
u muž̊u z indické populace z Amritsaru, z indické populace z Varanasi a z řecké populace z Atén (viz sekce ??). Na
hladině významnosti α = 0.10 zjistěte, zda existuje rozd́ıl mezi délkou kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z indické
populace z Amritsaru a u muž̊u z indické populace z Varanasi.

Řešeńı př́ıkladu 12.4
Datový soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt načteme př́ıkazem read.delim(). Následně z načtených dat vy-
bereme naměřené hodnoty délky kĺıčńı kosti z pravé stranny (cla.L) u muž̊u z indické populace z Amritsaru (pop
== ’ind1’) a vlož́ıme je do proměnné cla.LA. Dále z datové tabulky vybereme naměřené hodnoty délky kĺıčńı kosti
z pravé strany u muž̊u z indické populace z Varanasi (pop == ’ind2’) a vlož́ıme je do proměnné cla.LV. Z obou
proměnných cla.LA a cla.LV odstrańıme př́ıkazem na.omit() chyběj́ıćı pozorováńı, dále př́ıkazem length() zjist́ıme
počet pozorováńı v obou náhodných výběrech a př́ıkazem range() rozpět́ı naměřených hodnot.

131 data <- read.delim(’00-Data//18-more -samples -variances -clavicle.txt’)

132 cla.LA <- data[data$pop == ’ind1’, ’cla.L’]

133 cla.LA <- na.omit(cla.LA)

134 cla.LV <- data[data$pop == ’ind2’, ’cla.L’]

135 cla.LV <- na.omit(cla.LV)

136 n1 <- length(cla.LA) # 120

137 n2 <- length(cla.LV) # 81

138 range(cla.LA) # 123 -169

139 range(cla.LV) # 126 -165

Datový soubor obsahuje naměřené hodnoty délky kĺıčńı kosti z pravé strany u 120 muž̊u z indické populace z Amrit-
saru u 81 muž̊u z indické populace z Varanasi. Naměřené délky kĺıčńıch kost́ı z pravé strany u muž̊u z Amritsaru
nabývaj́ı hodnot v rozmeźı od 123 mm do 169 mm, naměřené délky kĺıčńıch kosti z pravé strany u muž̊u Varanasi
nabývaj́ı hodnot v rozmeźı od 126 mm do 165 mm.

V rámci př́ıkladu budeme cht́ıt porovnat středńı hodnoty dvou indických populaćı, přičemž u obou populaćı máme k
dispozici naměřené hodnoty. Řešeńı př́ıkladu vede primárně na parametrický test o rozd́ılu středńıch hodnot µ1−µ2

(viz sekce ?? nebo sekce ??). Nejprve však muśıme ověřit, zda oba náhodné výběry pocháźı z normálńıch rozděleńı.
Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme tedy nejprve hypotézu H01 : Náhodný výběr délek kĺıčńıch kost́ı z pravé
strany u muž̊u z indické populace z Amritsaru pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H11 :
Náhodný výběr délek kĺıčńıch kost́ı z pravé strany u muž̊u z indické populace z Amritsaru nepocháźı z normálńıho
rozděleńı. Normalitu náhodného výběru otestujeme pomoćı Lillieforsova testu a graficky zhodnot́ıme histogramem
superponovaným křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-diagramem (viz obrázek 13). Pro účely histogramu rozděĺıme
náhodný výběr délek kĺıčńıch kost́ı do 8 ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 6 mm pomoćı stanovených hranic
122, 128, . . . , 170 mm.

Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.2702 je větš́ı než 0.05,H01 nuzamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.
Ani v histogramu ani v QQ-diagramu potom nepozorujeme žádné výrazné porušeńı předpokladu normality. Náhodný
výběr délek kĺıčńıch kost́ı z pravé strany u muž̊u z populace z Amritsaru pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Analogicky testujeme hypotézu H02 : Náhodný výběr délek kĺıčńıch kost́ı z pravé strany u muž̊u z indické populace
z Varanasi pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H12 : Náhodný výběr délek kĺıčńıch kost́ı z
pravé strany u muž̊u z indické populace z Varanasi nepocháźı z normálńıho rozděleńı. Normalitu náhodného výběru
otestujeme pomoćı Lillieforsova testu a graficky zhodnot́ıme histogramem superponovaným křivkou normálńıho
rozděleńı a QQ-diagramem (viz obrázek 14). Pro účely histogramu rozděĺıme náhodný výběr do 7 ekvidistantńıch
tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 6 mm prostřednictv́ım stanovených hranic 125, 131, . . . , 167 mm.

Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0274 je menš́ı než 0.05, hypotézu H02 zamı́táme na hladině významnosti
α = 0.05. Zamı́tnut́ı normality je však hraničńı, protože p-hodnota neklesla pod hladinu významnosti α = 0.01. Proto
pro kontrolu otestujeme normalitu také pomoćı Andersonova-Darlingova testu. Protože p-hodnota Andersonova-
Darlingova testu p = 0.0628 je větš́ı než 0.05, hypotézu H02 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. An-
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Lilliefors<f9>v test: p−hodnota = 0.2702

Obrázek 13: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) délky kĺıvcńı kosti z pravé strany u muž̊u z indické
populace z Amritsaru
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Lilliefors<f9>v test: p−hodnota = 0.0274

Anderson<f9>v−Darling<f9>v test: p−hodnota = 0.0628

Obrázek 14: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) délky kĺıvcńı kosti z pravé strany u muž̊u z indické
populace z Varanasi

derson̊uv-Darling̊uv test tedy hraničně normalitu náhodného výběru nezamı́tá. Bezpochyby se rozděleńı náhodného
výběru délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z indické populace z Varanasi pohybuje na pomeźı normality.
Grafické zhodnoceńı normality je v tomto př́ıpadě velmi subjektivńı. Z histogramu je patrná normalita náhodného
výběru, nicméně je zde viditelné také kladné vyšikmeńı hodnot s prodlouženým pravým koncem. QQ-diagram potom
zobrazuje stejnou vlastnost prostřednictv́ım bod̊u v pravém horńım rohu, které se odchyluj́ı od referenčńı př́ımky.
Situace je tedy opravdu hraničńı a zálež́ı pouze na nás, jak se o normalitě náhodného výběru rozhodneme. V praxi
bychom pravděpodobně nad normalitou přimhouřili oko a hypotézu bychom vzhledem k siněǰśım vlastnostem para-
metrického testu otestovali pomoćı klasického dvouvýběrového t-testu o rozd́ılu středńıch hodnot µ1 − µ2 tak, jako
jsme to provedli v sekci ?? v př́ıkladu ??. Zde si však ukážeme, jak bychom postupovali, kdybychom se rozhodli
striktně držet výsledku Lillieforsova testu a přiklonili se k závěru, že náhodný výběr délek kĺıčńıch kost́ı z pravé
strany u muž̊u z indické populace z Varanasi nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

Otázku ze zadáńı v takovémto př́ıpadě otestujeme pomoćı neparametrického Wilcoxonova dvouvýběrového testu,
zde konkrétně vzhledem k vysokým rozsah̊um obou náhodných výběr̊u (n1 > 30 i n2 > 30) pomoćı jeho asympto-
tické varianty. Jediným předpokladem, který muśı být pro použit́ı tohoto testu splněn, je shoda distribučńıch funkćı
F1(x) a F2(x) (s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆), kde F1(x) je distribučńı funkce náhodného výběru z populace
z Amritsaru a F2(x) je distribučńı funkce náhodného výběru z populace z Varanasi. Shodu distribučńıch funkćı
F1(x) a F2(x) ověř́ıme pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu (viz sekce ??).
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Oba náhodné výběry nejprve metodou centrováńı posuneme do nuly, č́ımž odfiltrujeme vliv posunut́ı o vzdálenost ∆
mezi oběma distribučńımi funkcemi. Na hladině významnosti α = 0.05 potom testujeme hypotézu H03 : Distribučńı
funkce centrované délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z Amritsaru a u muž̊u z Varanasi jsou shodné. oproti
alternativńı hypotéze: H13 : Distribučńı funkce centrované délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z Amritsaru a
u muž̊u z Varanasi nejsou shodné. Ze sekce ?? již v́ıme, že nulová hypotéza H03 odpov́ıdá hypotéze o shodě dvou
distribučńıch funkćı p̊uvodńıch náhodných výběr̊u s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆. Shodu distribučńıch funkćı
F1(x) a F2(x) otestujeme pomoćı př́ıkazu ks.test() a následně vizualizujeme dvěma histogramy superponovanými
př́ıslušnými jádrovými odhady hustot a grafem zobrazuj́ıćım obě výběrové distribučńı funkce vedle sebe (viz obrázek
15).
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Obrázek 15: Porovnáńı histogramů (vlevo) a graf distribučńıch funkćı (vpravo) délky kĺıvcńı kosti z pravé strany u
muž̊u z indické populace z Varanasi

Protože p-hodnota K-S testu p = 0.919 je větš́ı než 0.05, nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı cent-
rovaných náhodných výběr̊u nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. To tedy znamená, že distribučńı funkce
náhodného výběru délek kĺıčńıch kost́ı z pravé strany u muž̊u z populace z Amritsaru a z populace z Varanasi se
lǐśı pouze posunut́ım.

Předpoklad umožňuj́ıćı použit́ı Wilcoxonova dvouvýběrového asymptotického testu je splněn. Můžeme tedy přistoupit
k samotnému procesu testováńı. Naš́ım úkolem ze zadáńı je zjistit, zda existuje rozd́ıl mezi délkou kĺıčńı kosti z
pravé strany u muž̊u z indické populace z Amritsaru a u muž̊u z indické populace z Varanasi. Tato věta je zněńım
alternativńı hypotézy, a to zejména proto, že slovo rozd́ıl implikuje nerovnost, která se nikdy nevyskytuje v nulové
hypotéze. Druhou indicíı by potom mohlo být, že nikde v zadáńı se nevyskytuje slovo hypotéza, ani zmı́nka o tes-
továńı. Nav́ıc v zadáńı neńı nikde zmı́nka o zněńı nulové hypotézy. a to jednak proto, že v zadáńı se př́ımo vyskytuje
slovo hypotéza, Zbývá tedy dodefinovat nulovou hypotézu tak, aby byla doplňkem k zadané alternativńı hypotéze.
Závěrem poznamenejme, že pojem středńı hodnota figuruj́ıćı v hypotézách, které testujeme parametrickým testem,
zde nahrazujeme mediánem. Testováńı provedeme v posloupnosti sedmi krok̊u.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Medián délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z populace z Amritsaru je shodný s mediánem délky
kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z populace z Varanasi.
H1 : Medián délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z populace z Amritsaru neńı shodný s mediánem
délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z populace z Varanasi.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : x̃1 = x̃2 → x̃1 − x̃2 = x̃0, kde x̃0 = 0
H1 : x̃1 6= x̃2 → x̃1 − x̃2 6= x̃0, kde x̃0 = 0 (oboustranná alternativa)
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2. Volba hladiny významnosti

• Hladina významnosti α = 0.10.

3. Testováńı kritickým oborem

• Testovaćı statistika
V prvńım kroku vytvoř́ıme společný vektor délek kĺıčńıch kost́ı tak, že za sebe poskládáme hodnoty
délek kĺıčńıch kost́ı z pravé strany muž̊u z Amritsru (X1i, i = 1, . . . , 120) a následně muž̊u z Varanasi
(X2j , j = 1, . . . , 81). Délka společného vektoru n = n1 + n2 = 120 + 81 = 201. Následně každému pozo-
rováńı přǐrad́ıme hodnotu indikačńı funkce I, která nabývá hodnoty 1, pokud měřeńı pocháźı z druhého
náhodného výběru, nebo hodnoty 0, pokud měřeńı pocháźı z prvńıho náhodného výběru. Nakonec sta-
nov́ıme pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 201 všech 201 hodnot od nejmenš́ı po největš́ı (viz tabulka 4).

Tabulka 4: Naměřené hodnoty X1i, i = 1, . . . , 120, a X2j , j = 1, . . . , 81, obou náhodných výběr̊u, in-
dikačńı funkce I př́ıslušnosti k druhému náhodnému výběru a pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 201, naměřených hodnot
seřazených vzestupně

měřeńı 1 2 . . . 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130

Xi, Yj 142 146 . . . 149 148 143 136 147 141 148 141 145 137 143 139
I 0 0 . . . 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 85.5 125 . . . 147 138.5 96.5 36 131.5 74.5 138.5 74.5 116.5 41.5 96.5 56

měřeńı 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 143 144 145

Xi, Yj 132 142 150 150 138 135 136 127 149 138 145 128 155 140 138
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 19 85.5 155 155 46.5 31 36 4 147 46.5 116.5 6 180.5 66.5 46.5

měřeńı 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160

Xi, Yj 136 140 140 140 142 132 147 129 140 159 134 142 137 140 126
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 36 66.5 66.5 66.5 85.5 19 131.5 9.5 66.5 191.5 27 85.5 41.5 66.5 3

měřeńı 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175

Xi, Yj 144 139 144 138.5 145 153 153 146 138 152 141.5 130.5 131 144 151
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 105.5 56 105.5 51 116.5 173 173 125 46.5 169 78.5 12.5 15 105.5 162

měřeńı 176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189 190

Xi, Yj 136 137 157.5 165 159 148 129 139.5 132 140 144 139 161 133 151
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 36 41.5 187 198 191.5 138.5 9.5 60.5 19 66.5 105.5 56 195 24 162

měřeńı 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200 201

Xi, Yj 138 141 134.5 136 141 131 129 140 146 142 154
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 46.5 74.5 29 36 74.5 15 9.5 66.5 125 85.5 176.5

Z tabulky 4 vid́ıme, že 81 hodnotám př́ısluš́ıćım druhému náhodnému výběru patř́ı ve vektoru 201
seřazených hodnot pořad́ı 96.5, 36, 131.5, 74.5, 138.5, 74.5, 116.5, 41.5, 96.5, 56, 19, 85.5, 155, 155, 46.5,
31, 36, 4, 147, 46.5, 116.5, 6, 180.5, 66.5, 46.5, 36, 66.5, 66.5, 66.5, 85.5, 19, 131.5, 9.5, 66.5, 191.5, 27,
85.5, 41.5, 66.5, 3, 105.5, 56, 105.5, 51, 116.5, 173, 173, 125, 46.5, 169, 78.5, 12.5, 15, 105.5, 162, 36, 41.5,
187, 198, 191.5, 138.5, 9.5, 60.5, 19, 66.5, 105.5, 56, 195, 24, 162, 46.5, 74.5, 29, 36, 74.5, 15, 9.5, 66.5,
125, 85.5 a 176.5. Součtem těchto pořad́ı źıskáme hodnotu statistiky T2. Následně dosazeńım hodnot n1,
n2 a statistiky T2 do vzorce 12.1 źıskáme statistiku SE . Konečně, dosazeńım statistiky SE a rozsah̊u n1
a n2 do vzorce 12.2 źıskáme hodnotu testovaćı statistiky Wilcoxonova dvouvýběrového asymptotického
testu SA.
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T2 =

n2∑
j=1

Sj = 96.5 + 36 + 131.5 + 74.5 + · · ·+ 66.5 + 125 + 85.5 + 176.5 = 6689.5

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2

= 120× 81 +
81(81 + 1)

2
− 6689.5

= 9720 +
6642

2
− 6689.5

= 9720 + 3321− 6689.5

= 6351.5

SA =
SE − n1n2)

2√
n1n2(n1+n2+1)

12

=
6351.5− 81×120

2√
120×81(120+81+1)

12

=
6351.5− 9720

2√
120×81×202

12

=
6351.5− 4860√

163620

=
1491.5

404.4997
= 3.687271

Výpočet testovaćı statistiky si provedeme také pomoćı softwaru . Nejprve stanov́ıme vzestupné pořad́ı
201 naměřených hodnot obou náhodných výběr̊u pomoćı funkce rank(). Indikačńı funkci I vytvoř́ıme spo-
jeńım 120 nul a 81 jedniček prostřednictv́ım kombinace funkćı c() a rep(). Vektor měřeńı, indikačńıch
hodnot a pořad́ı potom spoj́ıme do matice, kterou převedeme na tabulku. Výpočet statistiky T2 je potom
součtem pořad́ı S na těch pozićıch, na nichž jsou ve vektoru indikačńıch hodnot I jedničky. Dále stanov́ıme
hodnotu testovaćı statistiky SE př́ımým přepisem vzorce 12.1 a nakonec hodnotu testovaćı statistiky SA
př́ımým přepisem vzorce 12.2.

140 S <- rank(c(cla.LA , cla.LV))

141 I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

142 tab <- rbind("Xi , Yj" = c(cla.LA , cla.LV), "I" = I, "Si, Sj" = S)

143 tab <- data.frame(tab)

144 names(tab) <- 1 : 201

145 # 1 2 3 4 5 6 ... 195 196 197 198 199 200 201

146 # Xi , Yj 142.0 146 136 138.5 129.0 141.0 ... 141.0 131 129.0 140.0 146 142.0 154.0

147 # I 0.0 0 0 0 0 0 ... 1 1 1 1 1 1 1

148 # Si , Sj 85.5 125 36 51.0 9.5 74.5 ... 74.5 15 9.5 66.5 125 85.5 176.5

149 T2 <- sum(S[I == 1]) # 6689.5

150 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 6351.5

151 SA <- (SE - n1 * n2 / 2) / sqrt(n1 * n2 * (n1 + n2 + 1) / 12) # 3.687271
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• Kritický obor

W =
(
−∞ ; uα/2

〉
∪
〈
u1−α/2 ; ∞

)
=
(
−∞ ; u0.10/2

〉
∪
〈
u1−0.10/2 ; ∞

)
= (−∞ ; u0.05〉 ∪ 〈u0.95 ; ∞)

= (−∞ ; −1.644854〉 ∪ 〈1.644854 ; ∞)

K výpočtu kvantil̊u uα/2 a u1−α/2 použijeme funkci qnorm() poč́ıtaj́ıćı hodnotu α/2-kvantilu (resp.
(1−α/2)-kvantilu) standardizovaného normálńıho rozděleńı. Vstupńım argumentem funkce qnorm() bude
pouze hodnota α/2, resp. (1− α/2).

152 alpha <- 0.10

153 qnorm(alpha / 2) # -1.644854

154 qnorm(1 - alpha / 2) # 1.644854

• Závěr testováńı
Protože realizace testovaćı statistiky sA = 3.687271 nálež́ı do kritického oboru, tj. sA ∈W , H0 zamı́táme
na hladině významnosti α = 0.10.

4. Testováńı intervalem spolehlivosti

• Interval spolehlivosti
Ke stanoveńı dolńı a horńı hranice 90 % intervalu spolehlivosti je třeba nejprve vypoč́ıtat n1 × n2 =
120 × 81 = 9720 rozd́ıl̊u X1i − X2j , i = 1, . . . , 120, j = 1, . . . , 81, a ty následně vzestupně seřadit.
Rozd́ıly X1i − X2j vypoč́ıtáme hromadně pomoćı funkce outer(). Prvńımi dvěma vstuńımi argumenty
této funkce budou vektory délek kĺıčńıch kost́ı cla.LA a cla.LV. Dále specifikujeme hodnotu argumentu
FUN, kde nastaveńım FUN = ’-’ změńıme výpočet součin̊u X1iX2j (defaultńı nastaveńı) na výpočet
rozd́ıl̊u X1i −X2j , i = 1, . . . , 120, j = 1, . . . , 81. Źıskané rozd́ıly X1i −X2j , i = 1, . . . , 120, j = 1, . . . , 81
seřad́ıme př́ıkazem sort() a vlož́ıme do proměnné U. Následně vypoč́ıtáme pozicové souřadnice C1−α/2 a
n1n2 + 1− C1−α/2.

C1−α/2 =
n1n2

2
− u1−α/2

√
n1n2(n1 + n2 + 1)

12

=
120× 81

2
− u1−0.10/2

√
120× 81(120 + 81 + 1)

12

= 4860− u0.95

√
9720× 202

12

= 4860− 1.644854

√
9720× 202

12

= 4860− 1.644854
√

163620

= 4860− 1.644854× 404.4997

= 4194.657
.
= 4194

n1n2 + 1− C1−α/2 = 120× 81 + 1− 4194

= 9720 + 1− 4194 = 5527

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoř́ı ty hodnoty, které se v seřazeném vektoru rozd́ıl̊u U nacháźı
na 4194. pozici a na 5527. pozici.
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155 rozdily <- outer(cla.LA , cla.LV , FUN = ’-’)

156 U <- sort(rozdily)

(d, h) =
(
U (C1−α/2) ; Un1n2+1−C1−α/2)

)
=
(
U (4194)) ; U (5527))

)
= (3 ; 6.5)

157 C1 <- floor(n1 * n2 / 2 - qnorm(1 - alpha / 2) * sqrt(n1 * n2 * (n1 + n2 + 1) / 12)) #

4194

158 C2 <- n1 * n2 + 1 - C1 # 5527

159 U[4194] # 3

160 U[5527] # 6.5

• Závěr testováńı
Protože x̃0 = 0 nenálež́ı do 90% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. x̃0 = 0 /∈ IS, H0

zamı́táme na hladině významnosti α = 0.10.

5. Testováńı p-hodnotou
Př́ıslušnou p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı vzorce 2 min{Pr(SA ≤ sA) , Pr(SA ≥ sA)}. Zde si uvědomme,
že realizace testovaćı statistiky sA = 3.6873. Zároveň SA je spojitá náhodná veličina, nebot’ pocháźı ze
spojitého (standardizovaného normálńıho) rozděleńı N(0, 1). Z vlastnost́ı pravděpodobnostńı funkce spojitých
náhodných veličin v́ıme, že Pr(SA ≥ 3.6873) = 1− Pr(SA < 3.6873)1− Pr(SA ≤ 3.6873). Viz kapitola ??.

• p-hodnota

p-hodnota = 2 min{Pr(SA ≤ sA) , Pr(SA ≥ sA)}
= 2 min{Pr(SA ≤ 3.687271) , 1− Pr(SA ≤ 3.687271)}
= 2 min{0.9998867 , 0.0001133359}
= 2× 0.0001133359 = 0.0002266718

.
= 0.0002267

Hodnoty distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı v hodnotě sA = −4.522871, tj.
Pr(SA ≤ −4.522871) vypoč́ıtáme pomoćı funkce pnorm() (viz sekce ??).

161 p.hodn <- 2 * min(pnorm(SA), 1 - pnorm(SA)) # 0.0002266719

• Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.0002267 je menš́ı než α = 0.10, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.10.

6. Interpretace výsledk̊u
Na základě všech tř́ı typ̊u testováńı zamı́táme nulovou hypotézu na hladině významnosti α = 0.10. Mezi
délkou kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z indické populace z Amritsaru a u muž̊u z indické populace z
Varanasi existuje statisticky významný rozd́ıl. Ke stejnému závěru jsme došli také v př́ıkladu ??, kde jsme se
přiklonili k normalitě náhodného výběru délky kĺıčńı kosti z pravé strany u muž̊u z populace z Varanasi a na
otestováńı nulové hypotézy jsme použili parametrický klasický dvouvýběrový t-test.

7. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Vhodným grafem porovnávaj́ıćım oba náhodné výběry právě z hlediska medián̊u je krabicový diagram (viz
obrázek 16).
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Obrázek 16: Krabicový diagram délky kĺıvcńı kosti z pravé strany u muž̊u z indických populaćı z Amritsaru a z
Varanasi

Poznámka: Funkce wilcox.test() neposkytuje výsledky pro asymptotickou variantu Wilcoxonova dvouvýběrového
testu. Funkci můžeme využ́ıt maximálně na výpočet testovaćı statistiky SE , pomoćı které pak snadno vypoč́ıtáme
přepisem vzorce 12.2 hodnotu testovaćı statistiky SA. Hranice kritického oboru, intervalu spolehlivosti a p.hodnoty
však muśıme vypoč́ıtat samostatně. F
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Př́ıklad 12.5. Wilcoxon̊uv dvouvýběrový asymptotický test (pravostranná alternativa)
Mějme datový soubor 22-two-samples-whr-mf.csv obsahuj́ıćı údaje o věku (age) a poměru obvodu pasu a bok̊u
(WHR) u dět́ı (d́ıvek a chlapc̊u) ve věku 6–16 let (viz sekce ??). Na hladině významnosti α = 0.05 zjistěte, zda
je obvod poměru pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let (včetně) větš́ı než u d́ıvek ve věku do deseti let (včetně).

Řešeńı př́ıkladu 12.5
Nejprve načteme datový soubor 22-two-samples-whr-mf.csv. Následně z načtených dat vybereme hodnoty obvodu
pasu a bok̊u (WHR) u chlapc̊u (sex == ’m’) ve věku do deseti let (age ≤ 10) a vlož́ıme je do proměnné WHR.M.
Dále vybereme z datové tabulky hodnoty obvodu pasu a bok̊u (WHR) u d́ıvek (sex == ’f’) ve věku do deseti let (age
≤ 10) a vlož́ıme je do proměnné WHR.F. Z obou proměnných WHR.M a WHR.F odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı.
Nakonec zjist́ıme rozsahy obou náhodných výběr̊u a rozpět́ı naměřených hodnot v obou výběrech.

162 data <- read.delim(’00-Data//22-two -samples -whr -mf.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

163 WHR.M <- data[data$sex == ’m’ & data$age <= 10, ’WHR’]

164 WHR.F <- data[data$sex == ’f’ & data$age <= 10, ’WHR’]

165 WHR.M <- na.omit(WHR.M)

166 WHR.F <- na.omit(WHR.F)

167 n1 <- length(WHR.M) # 42

168 n2 <- length(WHR.F) # 47

169 range(WHR.M) # 0.7620438 -1.0175439

170 range(WHR.F) # 0.6873315 -0.8878981

Datový soubor obsahuje hodnoty poměru obvodu pasu a bok̊u u 42 chlapc̊u a 47 d́ıvek ve věku do 10 let. Poměr
obvodu pasu a bok̊u u měřených chlapc̊u se pohybuje v rozmeźı přibližně 0.76–1.02, poměr obvodu pasu a bok̊u u
měřených d́ıvek se pohybuje v rozmeźı přibližně 0.69–0.89.

V rámci př́ıkladu budeme cht́ıt porovnat středńı hodnotu populace chlapc̊u se středńı hodnotou populace d́ıvek,
přičemž u obou populaćı máme k dispozici naměřené hodnoty. Řešeńı př́ıkladu vede primárně na parametrický test
o rozd́ılu středńıch hodnot µ1 − µ2. Nejprve však muśıme ověřit, zda je splněn nezbytný předpoklad normality
obou náhodných výběr̊u. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme tedy nejprve hypotézu H01 : Náhodný výběr
poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do 10 let pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze:
H11 : Náhodný výběr poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do 10 let nepocháźı z normálńıho rozděleńı.
Normalitu náhodného výběru otestujeme vzhledem k rozsahu náhodného výběru (n1 = 42 > 3) Lillieforsovým tes-
tem. Graficky ji potom zhodnot́ıme histogramem superponovaným křivkou normálńıho rozděleńı a QQ-diagramem
(viz obrázek 17). V rámci histogramu rozděĺıme náhodný výběr poměr̊u obvodu pasu a bok̊u do 6 ekvidistantńıch
tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 0.05 pomoćı stanovených hranic 0.74, 0.79, . . . , 1.04.

pom<ec>r obvodu pasu a bok<f9>

re
la

tiv
n<

ed
>

 <
e8

>
et

no
st

0.765 0.865 0.965

0

2

4

6

8

−2 −1 0 1 2

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

v<
fd

>
b<

ec
>

ro
v<

fd
>

 k
va

nt
il

teoretick<fd> kvantil
Lilliefors<f9>v test: p−hodnota = 0.0011

Obrázek 17: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) poměru obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do
deseti let
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Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0011 je větš́ı než 0.05, H01 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.
Jak v histogramu, tak v QQ-diagramu pozorujeme porušeńı normality prostřednictv́ım napravo umı́stěných od-
lehlých pozorováńı. Náhodný výběr poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let nepocháźı z
normálńıho rozděleńı.

Již v tomto okamžiku můžeme usoudit, že parametrický test nebude možné použ́ıt z d̊uvodu výše uvedeného porušeńı
předpokladu normality. Pro pořádek a kompletńı náhled na situaci otestujeme a vizualizujeme také normalitu v
náhodném výběru d́ıvek. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme nyńı hypotézu H02 : Náhodný výběr poměr̊u
obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek ve věku do 10 let pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H11 :
Náhodný výběr poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek ve věku do 10 let nepocháźı z normálńıho rozděleńı. Normalitu
náhodného výběru otestujeme vzhledem k rozsahu náhodného výběru (n2 = 47 > 30) opět pomoćı Lillieforsova
testu. Grafická vizualizace sestávaj́ıćı z histogramu a QQ-diagramu je potom vyobrazena na obrázku 18. Pro účely
histogramu rozděĺıme náhodný výběr do 7 ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 0.03 prostřednictv́ım stano-
vených hranic 0.68, 0.71, . . . , 0.89.
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Lilliefors<f9>v test: p−hodnota = 0.5734

Obrázek 18: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) poměru obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek ve věku do
deseti let

Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.5734 je větš́ı než 0.05, hypotézu H02 nezamı́táme na hladině významnosti
α = 0.05. Pohled na histogram by nás možná mohl vést k závěru, že normalita náhodného výběru neńı př́ılǐs
přesvědčivá a že vykazuje podobné rysy jako vykazoval náhodný výběr poměr̊u měřených u chlapc̊u. Nicméně,
oproti předchoźımu náhodnému výběru, obsahuje náhodný výběr poměr̊u u d́ıvek menš́ı množstv́ı odlehlých pozo-
rováńı a větš́ı koncentraci hodnot okolo středńı hodnoty. Z QQ-diagramu je potom patrná téměř ukázková normalita,
nebot’ zobrazené body se drž́ı ve velmi těsné bĺızkosti referenčńı př́ımky. Náhodný výběr poměr̊u obvodu pasu a
bok̊u u d́ıvek ve věku do 10 let tedy pocháźı z normálńıho rozděleńı.

Vzhledem k zamı́tnut́ı hypotézy o normalitě náhodného výběru poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u budeme
otázku ze zadáńı prověřovat pomoćı neparametrického testu. Vzhledem k vyšš́ım rozsah̊um obou náhodných výběr̊u
(n1 > 30 i n2 > 30) použijeme Wilcoxon̊uv dvouvýběrový asymptotický test. Před jeho použit́ım ověř́ıme shodu
distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (s výjimkou posunut́ı o vzdálenost ∆), kde F1(x) je distribučńı funkce náhodného
výběru chlapc̊u a F2(x) je distribučńı funkce náhodného výběru d́ıvek.
Oba náhodné výběry nejprve metodou centrováńı posuneme do nuly, č́ımž odfiltrujeme vliv posunut́ı o vzdálenost ∆.
Na hladině významnosti α = 0.05 potom testujeme hypotézu H03 : Distribučńı funkce poměru obvodu pasu a bok̊u u
chlapc̊u ve věku do deseti let a u d́ıvek ve věku do 10 let jsou shodné. oproti alternativńı hypotéze: H13 : Distribučńı
funkce poměru obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let a u d́ıvek ve věku do 10 let nejsou shodné. Nulová
hypotéza H03 odpov́ıdá hypotéze o shodě dvou distribučńıch funkćı p̊uvodńıch náhodných výběr̊u s výjimkou posu-
nut́ı o vzdálenost ∆. Shodu distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) otestujeme pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu
a následně vizualizujeme dvěma histogramy superponovanými př́ıslušnými jádrovými odhady hustot a grafem obou
výběrových distribučńıch funkćı (viz obrázek 19).
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Obrázek 19: Porovnáńı histogramů (vlevo) a graf distribučńıch funkćı (vpravo) poměru obvodu pasu a bok̊u u
chlapc̊u ve věku do deseti let a u d́ıvek ve věku do deseti let

Protože p-hodnota K-S testu p = 0.5146 je větš́ı než 0.05, nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı
centrovaných náhodných výběr̊u nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. To tedy znamená, že distribučńı
funkce poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u do deseti let a u d́ıvek do deseti let se lǐśı pouze posunut́ım.

Předpoklad umožňuj́ıćı použit́ı Wilcoxonova dvouvýběrového asymptotického testu je splněn. Naš́ım úkolem ze
zadáńı je zjistit, zda je obvod poměru pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let větš́ı než u d́ıvek ve věku
do deseti let. Tato věta je zněńım alternativńı hypotézy, nebot’ ve větě neńı zmı́nka o zněńı nulové hypotézy, ani
o testováńı hypotézy, ani o rovnosti. Zbývá pouze dodefinovat zněńı nulové hypotézy tak, aby byla doplňkem k
alternativńı hypotéze. Pojem středńı hodnota figuruj́ıćı v hypotézách, které testujeme parametrickým testem, opět
nezapomeneme nahradit mediánem.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Medián poměru obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let je menš́ı nebo roven mediánu
poměru obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek ve věku do deseti let.
H1 : Medián poměru obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let je věťśı než medián poměru
obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek ve věku do deseti let.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : x̃1 ≤ x̃2 → x̃1 − x̃2 ≤ x̃0, kde x̃0 = 0
H1 : x̃1 > x̃2 → x̃1 − x̃2 > x̃0, kde x̃0 = 0 (pravostranná alternativa)

2. Volba hladiny významnosti

• Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı kritickým oborem

• Testovaćı statistika
V prvńım kroku vytvoř́ıme společný vektor poměru obvodu pasu a bok̊u tak, že za sebe poskládáme hod-
noty poměr̊u obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u (X1i, i = 1, . . . , 42) a následně u d́ıvek (X2j , j = 1, . . . , 47).
Délka společného vektoru n = n1 + n2 = 42 + 47 = 89. Následně každému pozorováńı přǐrad́ıme hod-
notu indikačńı funkce I, která nabývá hodnoty 1, pokud měřeńı pocháźı z druhého náhodného výběru,
nebo hodnoty 0, pokud měřeńı pocháźı z prvńıho náhodného výběru. Nakonec stanov́ıme pořad́ı Sk,
k = 1, . . . , 89 všech 89 hodnot od nejmenš́ı po největš́ı (viz tabulka 5, kde naměřené hodnoty poměru
obvodu pasu a bok̊u pro přehlednost zaokrouhlujeme na čtyři desetinná mı́sta).
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Tabulka 5: Naměřené hodnoty X1i, i = 1, . . . , 42, a X2j , j = 1, . . . , 47, obou náhodných výběr̊u, indikačńı
funkce I př́ıslušnosti k druhému náhodnému výběru a pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 89, naměřených hodnot seřazených
vzestupně

měřeńı 1 2 . . . 41 42 43 44 45 46 47 48

Xi, Yj 0.7984 0.7667 . . . 0.8382 0.828 0.7913 0.7836 0.8855 0.8545 0.8308 0.7624
I 0 0 . . . 0 0 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 31 11 . . . 58 46 27 21 82 69 52.5 8

měřeńı 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

Xi, Yj 0.8098 0.8297 0.7728 0.8750 0.7485 0.8466 0.7915 0.7956 0.7884 0.8039 0.7836
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 39 49 15 80 5 64 28 29 25 35 20

měřeńı 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

Xi, Yj 0.7451 0.8209 0.7418 0.8097 0.7839 0.7817 0.7687 0.763 0.8552 0.8879 0.8289
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 4 43 3 38 22 19 12 9 71 83 48

měřeńı 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81

Xi, Yj 0.8314 0.7705 0.7573 0.8103 0.8284 0.8514 0.8456 0.7786 0.7664 0.8581 0.6873
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 55 13 6 40 47 65.5 62 18 10 73.5 1

měřeńı 82 83 84 85 86 87 88 89

Xi, Yj 0.871 0.7105 0.7721 0.7749 0.7881 0.8006 0.8056 0.8514
I 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 78 2 14 16 24 34 36 65.5

Z tabulky 5 vid́ıme, že 47 hodnotám př́ısluš́ıćım druhému náhodnému výběru patř́ı ve vektoru 89
seřazených hodnot pořad́ı 27, 21, 82, 69, 52.5, 8, 39, 49, 15, 80, 5, 64, 28, 29, 25, 35, 20, 4, 43, 3,
38, 22, 19, 12, 9, 71, 83, 48, 55, 13, 6, 40, 47, 65.5, 62, 18, 10, 73.5, 1, 78, 2, 14, 16, 24, 34, 36 a 65.5.
Součtem těchto pořad́ı źıskáme hodnotu statistiky T2. Následně dosazeńım hodnot n1, n2 a statistiky
T2 do vzorce 12.1 źıskáme hodnotu statistiky SE . Konečně, dosazeńım statistiky SE a rozsah̊u n1 a n2
do vzorce 12.2 źıskáme hodnotu testovaćı statistiky Wilcoxonova dvouvýběrového asymptotického testu
SA.

T2 =

n2∑
j=1

Sj = 31 + 11 + 51 + 77 + · · ·+ 24 + 34 + 36 + 65.5 = 1661

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2

= 42× 47 +
47(47 + 1)

2
− 1661

= 1974 +
2256

2
− 1661

= 1974 + 1128− 1661

= 1441
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SA =
SE − n1n2

2√
n1n2(n1+n2+1)

12

=
1441− 42×47

2√
42×47(42+47+1)

12

=
1441− 1974

2√
42×47×90

12

=
1441− 987√

14805

=
454

121.6758
= 3.731227

Výpočet testovaćı statistiky si provedeme také pomoćı softwaru . Nejprve stanov́ıme vzestupné pořad́ı
89 naměřených hodnot obou náhodných výběr̊u (funkce rank()). Indikačńı funkci I vytvoř́ıme spojeńım
42 nul a 47 jedniček (kombinace funkćı c() a rep()). Výpočet statistiky T2 je potom součtem pořad́ı S
na těch pozićıch, na nichž jsou ve vektoru indikačńıch hodnot I jedničky. Dále př́ımým přepisem vzorce̊u
12.1 a 12.2 stanov́ıme hodnoty testovaćıch statistik SE a SA.

171 S <- rank(c(WHR.M, WHR.F))

172 I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

173 tab <- rbind("Xi , Yj" = c(WHR.M, WHR.F), "I" = I, "Si, Sj" = S)

174 tab <- data.frame(tab)

175 names(tab) <- 1 : 89

176 # 1 2 3 4 ... 86 87 88 89

177 # Xi , Yj 0.7984 0.7667 0.8306 0.8673 ... 0.7881 0.8006 0.8056 0.8514

178 # I 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 ... 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

179 # Si , Sj 31.0000 11.0000 51.0000 77.0000 ... 24.0000 34.0000 36.0000 65.5000

180 T2 <- sum(S[I == 1]) # 1661

181 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 1441

182 SA <- (SE - n1 * n2 / 2) / sqrt(n1 * n2 * (n1 + n2 + 1) / 12) # 3.731227

• Kritický obor

W = 〈u1−α ; ∞)

= 〈u1−0.05 ; ∞)

= 〈u0.95 ; ∞)

= 〈1.644854 ; ∞)

K výpočtu kvantilu u1−α použijeme funkci qnorm() poč́ıtaj́ıćı hodnotu 1−α-kvantilu standardizovaného
normálńıho rozděleńı.

183 alpha <- 0.05

184 qnorm(1 - alpha) # 1.644854
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• Závěr testováńı
Protože realizace testovaćı statistiky sA = 3.7312 nálež́ı do kritického oboru, tj. sA ∈ W , H0 zamı́táme
na hladině významnosti α = 0.05.

4. Testováńı intervalem spolehlivosti

• Interval spolehlivosti
Oproti pravostranné alternativě postav́ıme levostranný interval spolehlivosti. Ke stanoveńı dolńı hranice
95 % intervalu spolehlivosti je třeba nejprve vypoč́ıtat n1 × n2 = 42 × 47 = 1974 rozd́ıl̊u X1i − X2j ,
i = 1, . . . , 42, j = 1, . . . , 47, a ty následně vzestupně seřadit. Rozd́ıly X1i − X2j vypoč́ıtáme hromadně
pomoćı funkce outer(). Prvńımi dvěma vstuńımi argumenty této funkce budou vektory hodnot poměr̊u
obvodu pasu a bok̊u WHR.M a WHR.F. Dále specifikujeme výpočet rozd́ıl̊u X1i − X2j , i = 1, . . . , 42,
j = 1, . . . , 47 nastaveńım argumentu FUN = ’-’. Źıskané rozd́ıly X1i −X2j , i = 1, . . . , 42, j = 1, . . . , 47
seřad́ıme (sort()) a vlož́ıme do proměnné U. Následně vypoč́ıtáme pozicovou souřadnici C1−α.

C1−α =
n1n2

2
− u1−α

√
n1n2(n1 + n2 + 1)

12

=
42× 47

2
− u1−0.05

√
42× 47(42 + 47 + 1)

12

= 987− u0.95

√
1974× 90

12

= 987− 1.644854

√
1974× 90

12

= 987− 1.644854
√

14805

= 987− 1.644854× 121.6758

= 786.8611
.
= 786

185 rozdily <- outer(WHR.M, WHR.F, FUN = ’-’)

186 U <- sort(rozdily)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoř́ı ty hodnoty, které se v seřazeném vektoru rozd́ıl̊u U nacháźı
na 786. pozici a nekonečno.

(d, h) =
(
U (C1−α) ; ∞

)
=
(
U (786)) ; ∞

)
= (0.02197848 ; ∞)

187 C1 <- floor(n1 * n2 / 2 - qnorm(1 - alpha) * sqrt(n1 * n2 * (n1 + n2 + 1) / 12)) # 786

188 U[786] # 0.02197848

• Závěr testováńı
Protože x̃0 = 0 nenálež́ı do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. x̃0 = 0 /∈ IS, H0

zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Testováńı p-hodnotou
Př́ıslušnou p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı vzorce Pr(SA ≥ sA)}, kde sA = −5.53931 je realizace testo-
vaćı statistiky SA. Zároveň SA je spojitá náhodná veličina, nebot’ pocháźı ze spojitého (standardizovaného
normálńıho) rozděleńı N(0, 1). Z vlastnost́ı pravděpodobnostńı funkce spojitých náhodných veličin v́ıme, že
Pr(SA ≥ −5.53931) = 1− Pr(SA < −5.53931)1− Pr(SA ≤ −5.53931).
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• p-hodnota

p-hodnota = Pr(SA ≥ sA) = 1− Pr(SA ≤ −5.53931) = = 2× 0.198446 = 6.100637× 10−6

Hodnotu distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı v hodnotě sA = 3.731227, tj.
Pr(SA ≤ 3.731227) vypoč́ıtáme pomoćı funkce pnorm(). Z ńıže uvedeného výstupu vid́ıme, že software
zaokrouhlil p-hodnotu na 1. Z kapitoly ?? však již v́ıme, že distribučńı funkce nabývá hodnoty 1 pouze
v limitńım př́ıpadě, když náhodná veličina SA → ∞. Abychom tedy byli korektńı, budeme výslednou
p-hodnotu prezentovat jako č́ıslo > 0.9999.

189 p.hodn <- 1 - pnorm(SA) # 9.527479e-05

• Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 9.5275×10−5 je menš́ı než α = 0.05, H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

6. Interpretace výsledk̊u
Na základě všech tř́ı typ̊u testováńı zamı́táme nulovou hypotézu na hladině významnosti α = 0.05. Poměr
obvodu pasu a bok̊u u chlapc̊u ve věku do deseti let je statisticky významně větš́ı než poměr obvodu pasu a
bok̊u u d́ıvek ve věku do deseti let.

7. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Statisticky významný rozd́ıl mezi oběma náhodnými výběry vizualizujeme porovnáńım krabicových diagramů
(viz obrázek 20).
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Př́ıklad 12.6. Wilcoxon̊uv dvouvýběrový asymptotický test (levostranná alternativa)
Mějme datový soubor 10-two-samples-means-birth.txt obsahuj́ıćı údaje o porodńı hmotnosti (birth.W) a počtu starš́ıch
sourozenc̊u (o.sib.N) u novorozenc̊u narozených v krajské nemocnici v pr̊uběhu jednoho roku (viz sekce ??). Na hla-
dině významnosti α = 0.05 zjistěte, zda je porodńı hmotnost prvorozených novorozenc̊u nižš́ı než porodńı hmotnost
druhorozených novorozenc̊u.

Řešeńı př́ıkladu 12.6
Z načteného datového souboru 10-two-samples-means-birth.txt vybereme nejprve hodnoty porodńı hmotnosti (birth.W)
u prvorozených novorozenc̊u (o.sib.N == ’0’) a vlož́ıme je do proměnné birth.W0. Dále z načtených dat vybe-
reme hodnoty porodńı hmotnosti (birth.W) u druhorozených novorozenc̊u (o.sib.N == 1) a vlož́ıme je do proměnné
birth.W1. Z obou proměnných birth.W0 a birth.W1 odstrańıme chyběj́ıćı pozorováńı a zjist́ıme rozsahy obou náhodných
výběr̊u a rozpět́ı naměřených hodnot v těchto náhodných výběrech.

190 data <- read.delim(’00-Data//10-two -samples -means -birth.txt’)

191 birth.W0 <- data[data$o.sib.N == ’0’, ’birth.W’]

192 birth.W1 <- data[data$o.sib.N == ’1’, ’birth.W’]

193 birth.W0 <- na.omit(birth.W0)

194 birth.W1 <- na.omit(birth.W1)

195 n1 <- length(birth.W0) # 297

196 n2 <- length(birth.W1) # 276

197 range(birth.W0) # 890 -4960

198 range(birth.W1) # 990 -4970

Datový soubor obsahuje porodńı hmotnosti 297 prvorozených novorozenc̊u a 276 druhorozených novorozenc̊u. Po-
rodńı hmotnost prvorozených novorozenc̊u se pohybuje v rozmeźı 890–4960 g, porodńı hmotnost druhorozených
novorozenc̊u se pohybuje v rozmeźı přibližně 990–4970 g.

V rámci př́ıkladu budeme cht́ıt porovnat středńı hodnotu porodńı hmtonosti prvorozených novorozenc̊u se středńı
hodnotou porodńı hmotnosti druhorozených novorozenc̊u. Jelikož u obou populaćı máme k dispozici naměřené hod-
noty, chtěli bychom odpověd’ na otázku ze zadáńı hledat primárně pomoćı parametrického testu o rozd́ılu středńıch
hodnot µ1 − µ2. K tomu je však třeba ověřit, zda oba náhodné výběry pocháźı z normálńıch rozděleńı. Na hladině
významnosti α = 0.05 testujeme nejprve hypotézu H01 : Náhodný výběr porodńıch hmotnost́ı prvorozených novo-
rozenc̊u pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H11 : Náhodný výběr porodńıch hmotnost́ı
prvorozených novorozenc̊u nepocháźı z normálńıho rozděleńı. Normalitu náhodného výběru otestujeme Lilliefor-
sovým testem (n1 = 297 > 30) a zhodnot́ıme graficky (viz obrázek 21). Pro účely histogramu rozděĺıme náhodný
výběr porodńıch hmotnost́ı prvorozených novorozenc̊u do 9 ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 453 g pomoćı
stanovených hranic 886, 1339, . . . , 4963 g.

Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 2×10−4 je menš́ı než 0.05,H01 zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.
Při hodnoceńı grafické vizualizace je třeba si hned zkraje ovědomit, že rozsah náhodného výběru je velmi vysoký
(n1 = 297). V takovém př́ıpadě již muśı histogram velmi věrně koṕırovat křivku hustoty normálńıho rozděleńı. Z
obrázku 21 vid́ıme, že tomu tak neńı. Naměřené hodnoty jsou oproti křivce hustoty normálńıho rozděleńı posunuté
doprava a vykaruj́ı tedy nezanedbatelné množstv́ı odlehlých pozorováńı na levém chvostu. QQ-diagram potom lépe
ukazuje, že k porušeńı normality docháźı na obou stranách okrajových hodnot, které se výrazně odchyluj́ı od refe-
renčńı př́ımky. Náhodný výběr porodńıch hmotnost́ı prvorozených novorozenc̊u nepocháźı z normálńıho rozděleńı.

Již v tomto okamžiku je zjevné, že parametrický test nebude možné použ́ıt z d̊uvodu porušeńı normality v prvńım
náhodném výběru. Pro kompletńı náhled na situaci otestujeme a vizualizujeme také normalitu v drhém náhodném
výběru. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme nyńı hypotézu H02 : Náhodný výběr porodńıch hmotnost́ı druho-
rozených novorozenc̊u pocháźı z normálńıho rozděleńı. oproti alternativńı hypotéze: H11 : Náhodný výběr porodńıch
hmotnost́ı druhorozených novorozenc̊u nepocháźı z normálńıho rozděleńı. Normalitu náhodného výběru otestujeme
opět pomoćı Lillieforsova testu (n2 = 276 > 30) a zhodnot́ıme graficky (viz obrázek 22). Pro účely histogramu
rozděĺıme náhodný výběr porodńıch hmotnost́ı do 9 ekvidistantńıch tř́ıdićıch interval̊u o š́ı̌rce 443 g prostřednictv́ım
stanovených hranic 986, 1429, . . . , 4973 g.
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Obrázek 21: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) porodńı hmotnosti novorozenc̊u s žádným starš́ım
sourozencem
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Lilliefors<f9>v test: p−hodnota = 0

Obrázek 22: Histogram (vlevo) a kvantilový diagram (vpravo) porodńı hmotnosti novorozenc̊u s jedńım starš́ım
sourozencem

Protože p-hodnota Lillieforsova testu p = 5.7885 × 10−7 je menš́ı než 0.05, hypotézu H02 zamı́táme na hladině
významnosti α = 0.05. Závažné porušeńı předpokladu normality je tentokrát patrné hned z pohledu na histogram.
Naměřené hodnoty zdaleka nekoṕıruj́ı tvar křivky hustoty normálńıho rozděleńı, vykazuj́ı vyšš́ı koncentraci hodnot
okolo středńı hodnoty, než je únosné, a naopak úbytek hodnot na chvostech. Celkově jsou data vyšikmená do-
prava s prodlouženým levým koncem. V QQ-diagramu potom vid́ıme značné odchýleńı bod̊u od referenčńı př́ımky
minimálně v polovině jej́ı délky. Náhodný výběr porodńıch hmotnost́ı druhorozených novorozenc̊u nepocháźı z
normálńıho rozděleńı.

Vzhledem k suvereńımu zamı́tnut́ı hypotézy o normalńım rozděleńı obou náhodných výběr̊u neńı možné otázku ze
zadáńı prověřovat pomoćı parametrického testu. Použijeme tedy neparamerický test, konkrétně potom (vzhledem k
velkému rozsahu obou náhodných výběr̊u) asymptotickou variantu Wilcoxonova neparametrického dvouvýběrového
testu. Před jeho použit́ım pouze ověř́ıme shodu distribučńıch funkćı F1(x) a F2(x) (s výjimkou posunut́ı o vzdálenost
∆), kde F1(x) je distribučńı funkce náhodného výběru porodńıch hmotnost́ı prvorozených novorozenc̊u a F2(x) je
distribučńı funkce porodńıch hmotnost́ı druhorozených novorozenc̊u.
Oba náhodné výběry nejprve metodou centrováńı posuneme do nuly, č́ımž odfiltrujeme vliv posunut́ı o vzdálenost ∆.
Na hladině významnosti α = 0.05 potom testujeme hypotézu H03 : Distribučńı funkce porodńıch hmotnost́ı prvoro-
zených novorozenc̊u a druhorozených novorozenc̊u jsou shodné. oproti alternativńı hypotéze: H13 : Distribučńı funkce
porodńıch hmotnost́ı prvorozených novorozenc̊u a druhorozených novorozenc̊u nejsou shodné. Nulová hypotéza H03
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odpov́ıdá hypotéze o shodě dvou distribučńıch funkćı p̊uvodńıch náhodných výběr̊u s výjimkou posunut́ı o vzdálenost
∆. Shodu distribučńıch funkćı otestujeme pomoćı Kolmogorova-Smirnovova testu a následně vizualizujeme dvojićı
histogramů superponovaných př́ıslušnými jádrovými odhady hustot a grafem obou výběrových distribučńıch funkćı
(viz obrázek 23).
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Obrázek 23: Porovnáńı histogramů (vlevo) a graf distribučńıch funkćı (vpravo) porodńı hmotnosti novorozenc̊u s
žádným starš́ım sourozencem a s jedńım starš́ım sourozencem

Protože p-hodnota K-S testu p = 0.8326 je větš́ı než 0.05, nulovou hypotézu o shodě dvou distribučńıch funkćı cent-
rovaných náhodných výběr̊u nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05. Distribučńı funkce porodńıch hmotnost́ı
u prvorozených novorozenc̊u a u druhorozených novorozenc̊u se lǐśı pouze posunut́ım.

Předpoklad umožňuj́ıćı použit́ı Wilcoxonova dvouvýběrového asymptotického testu je splněn. Naš́ım úkolem ze
zadáńı je zjistit, zda je porodńı hmotnost prvorozených novorozenc̊u nižš́ı než porodńı hmotnost druhorozených
novorozenc̊u. Tato věta je zněńım alternativńı hypotézy, nebot’ ve větě neńı zmı́nka ani o zněńı nulové hypotézy, ani
o testováńı, ani o rovnosti. Dodefinujeme tedy zněńı nulové hypotézy tak, aby byla doplňkem k alternativńı hypotéze.
Pojem středńı hodnota figuruj́ıćı v hypotézách, které testujeme parametrickým testem, nahrad́ıme mediánem.

1. Stanoveńı hypotéz

• slovńı formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : Medián porodńı hmotnosti prvorozených novorozenc̊u je věťśı nebo roven mediánu porodńı hmotnosti
druhorozených novorozenc̊u.
H1 : Medián porodńı hmotnosti prvorozených novorozenc̊u je menš́ı než porodńı hmotnosti druhorozených
novorozenc̊u.

• matematická formulace nulové a alternativńı hypotézy
H0 : x̃1 ≥ x̃2 → x̃1 − x̃2 ≥ x̃0, kde x̃0 = 0
H1 : x̃1 < x̃2 → x̃1 − x̃2 < x̃0, kde x̃0 = 0 (levostranná alternativa)

2. Volba hladiny významnosti

• Hladina významnosti α = 0.05.

3. Testováńı kritickým oborem

• Testovaćı statistika
V prvńım kroku vytvoř́ıme společný vektor porodńıch hmotnost́ı tak, že za sebe poskládáme porodńı
hmotnosti prvorozených novorozenc̊u (X1i, i = 1, . . . , 297) a následně porodńı hmotnosti druhorozených
novorozenc̊u (X2j , j = 1, . . . , 276). Délka společného vektoru n = n1 + n2 = 297 + 276 = 573. Následně
každému pozorováńı přǐrad́ıme hodnotu indikačńı funkce I nabývaj́ıćı hodnoty 1, pokud měřeńı pocháźı
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z druhého náhodného výběru, nebo hodnoty 0, pokud měřeńı pocháźı z prvńıho náhodného výběru. Na-
konec stanov́ıme pořad́ı Sk, k = 1, . . . , 573 všech 573 hodnot seřazených od nejmenš́ı po největš́ı.

199 S <- rank(c(birth.W0 , birth.W1))

200 I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

201 tab <- rbind("Xi , Yj" = c(birth.W0 , birth.W1), "I" = I, "Si, Sj" = S)

202 tab <- data.frame(tab)

203 names(tab) <- 1 : 573

204 # 1 2 ... 296 297 298 299 300 301 ... 570 571 572 573

205 # Xi , Yj 3470 3240 ... 3430 3160.0 3650.0 2940 2460 2350.0 ... 3160.0 3440 2950.0 3050.0

206 # I 0 0 ... 0 0 0 1 1 1 ... 1 1 1 1

207 # Si , Sj 369 273 ... 348 244.5 430.5 184 97 79.5 ... 244.5 353 186.5 214.5

Jednotlivým 276 hodnotám př́ısluš́ıćım druhému náhodnému výběru patř́ı ve vektoru 573 seřazených
hodnot pořad́ı 430.5, 184, 97, 79.5, . . . , 244.5, 353, 186.5, 214.5. Hodnotu statistiky T2 źıskáme sečteńım
těchto pořad́ı. Následně dosazeńım hodnot n1, n2 a statistiky T2 do vzorce 12.1 źıskáme hodnotu statistiky
SE a následným dosazeńım statistiky SE a rozsah̊u n1 a n2 do vzorce 12.2 źıskáme hodnotu testovaćı
statistiky Wilcoxonova dvouvýběrového asymptotického testu SA.

T2 =

n2∑
j=1

Sj = 430.5 + 184 + 97 + 79.5 + · · ·+ 244.5 + 353 + 186.5 + 214.5 = 82199.5

SE = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− T2

= 297× 276 +
276(276 + 1)

2
− 82199.5

= 81972 +
76452

2
− 82199.5

= 81972 + 38226− 82199.5

= 37998.5

SA =
SE − n1n2

2√
n1n2(n1+n2+1)

12

=
37998.5− 297×276

2√
297×276(297+276+1)

12

=
37998.5− 81972

2√
297×276×574

12

=
37998.5− 40986√

3920994

=
−2987.5

1980.15
= −1.508724

• Kritický obor
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208 T2 <- sum(S[I == 1]) # 82199.5

209 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 37998.5

210 SA <- (SE - (n1 * n2) / 2) / sqrt(n1 * n2 * (n1 + n2 + 1) / 12) # -1.508724

W = (−∞ ; uα〉
= (−∞ ; u0.05〉
= (−∞ ; −1.644854〉

K výpočtu kvantilu uα použijeme funkci qnorm() poč́ıtaj́ıćı hodnotu α-kvantilu standardizovaného normálńıho
rozděleńı.

211 alpha <- 0.05

212 qnorm(alpha) # -1.644854

• Závěr testováńı
Protože realizace testovaćı statistiky sA = −1.508724 nenálež́ı do kritického oboru, tj. sA /∈ W , H0

nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

4. Testováńı intervalem spolehlivosti

• Interval spolehlivosti
Proti levostranné alternativě postav́ıme pravostranný interval spolehlivosti. Ke stanoveńı horńı hranice
95 % intervalu spolehlivosti je třeba nejprve vypoč́ıtat n1 × n2 = 297 × 276 = 81972 rozd́ıl̊u X1i −
X2j , i = 1, . . . , 297, j = 1, . . . , 276, a ty následně vzestupně seřadit. Rozd́ıly X1i − X2j vypoč́ıtáme
hromadně pomoćı funkce outer(), následně je seřad́ıme př́ıkazem (sort()) a vlož́ıme do proměnné U.
Nakonec vypoč́ıtáme pozicovou souřadnici C1−α, pomoćı které vypoč́ıtáme pozicovou souřadnici Cα. Ta
potom figuruje ve výpočtu horńı hranice pravostranného intervalu spolehlivosti.

C1−α =
n1n2

2
− u1−α

√
n1n2(n1 + n2 + 1)

12

=
297× 276

2
− u1−0.05

√
297× 276(297 + 276 + 1)

12

= 40986− u0.95

√
297× 276× 574

12

= 40986− 1.644854
√

3920994

= 40986− 1.644854× 1980.15

= 37728.94
.
= 37728

n1n2 + 1− C1−α = 297× 276 + 1− 37728

= 81972 + 1− 37728 = 44245

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoř́ı mı́nus nekonečno a hodnota, která se v seřazeném vektoru
rozd́ıl̊u U nacháźı na 44 245. pozici.
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213 rozdily <- outer(birth.W0 , birth.W1 , FUN = ’-’)

214 U <- sort(rozdily)

(d, h) =
(
−∞ ; U (n1n2+1−C1−α) ; ∞

)
=
(
−∞ ; U (44245) ; ∞

)
= (−∞ ; 10)

215 C1 <- floor(n1 * n2 / 2 - qnorm(1 - alpha) * sqrt(n1 * n2 * (n1 + n2 + 1) / 12)) # 37728

216 C2 <- n1 * n2 + 1 - C1 # 44245

217 U[44245] # 10

• Závěr testováńı
Protože x̃0 = 0 nálež́ı do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. x̃0 = 0 ∈ IS, H0

nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

5. Testováńı p-hodnotou
Př́ıslušnou p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı vzorce Pr(SA ≥ sA)}, kde sA = −1.508724 je realizace testo-
vaćı statistiky SA. Zároveň SA je spojitá náhodná veličina, nebot’ pocháźı ze spojitého (standardizovaného
normálńıho) rozděleńı N(0, 1). Z vlastnost́ı pravděpodobnostńı funkce spojitých náhodných veličin v́ıme, že
Pr(SA ≥ −1.508724) = 1− Pr(SA < −1.508724) = 1− Pr(SA ≤ −1.508724).

• p-hodnota

p-hodnota = Pr(SA ≥ sA) = 1− Pr(SA ≤ −1.508724) = 2× 0.198446 = 6.100637× 10−6

Hodnotu distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı v hodnotě sA = −1.508724, tj.
Pr(SA ≤ −1.508724) vypoč́ıtáme pomoćı funkce pnorm().

218 p.hodn <- pnorm(SA) # 0.06568465

• Závěr testováńı
Protože p-hodnota = 0.06568 je větš́ı než α = 0.05, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0.05.

6. Interpretace výsledk̊u
Na základě všech tř́ı typ̊u testováńı nezamı́táme nulovou hypotézu na hladině významnosti α = 0.05. Porodńı
hmotnost prvorozených novorozenc̊u neńı statisticky významně menš́ı než porodńı hmotnost druhorozených
novorozenc̊u.

7. Grafická vizualizace výsledk̊u testováńı
Nakonec vykresĺıme krabicový diagram (viz obrázek 24).

F
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Obrázek 24: Krabicový diagram porodńı hmotnosti novorozenc̊u s žádným starš́ım sourozencem a s jedńım starš́ım
sourozencem
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