12 Dvouvybérové neparametrické testy

12.1 Wilcoxonuv dvouvybérovy test (Manntv-Whitneyuv U test) - exaktni varianta

Necht Xi1,... , X1n,, m1 > 2 je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkci Fi(x) a Xo1,..., Xon,,
ny > 2 je na ném nezdvisly ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribuéni funkei Fy(z). O distribuénich
funkcich Fy(x) a Fy(z) pifedpokldddme, Ze se navzdjem lisi pouze posunutim. Necht déle #; je medidn ndhodného
vybéru Xi1,..., X1, a T2 je medidn ndhodného vybéru Xo1, ..., Xo,, a Zo je konstanta. Na hladiné vyznamnosti
a testujeme jednu z nasledujicich tii hypotéz oproti prislusné alternativni hypotéze.

Hoi : Z1 — T2 = Zo oproti Hyi:%1— T2 # To (oboustrannd alt.)
Hoy : 1 — T9 < Zg oproti His: %1 — T3 > Ty (pravostrannd alt.)
Hoyz : 1 — T2 > o oproti Hiz:T1 — T2 < I (1evostranné alt)

Nézev testu neni v tomto piipadé jednotny. Nékteré zdroje uvadi ndzev Wilcoxonuv dvouvybérovy test, jiné
zdroje pouzivaji ndzev Mannuv-Whitneyuv U test. Oba nézvy jsou si rovnocenné a je velmi dulezité mit na
paméti, ze za obéma se skryvd stejny test. V tomto textu budeme preferovat nazev Wilcoxonuv dvouvybérovy
test (konkrétné jeho exaktn{ varianta). Tomu odpovid4 i zvolené znacen{ testovaci statistiky, kterd v piipadé Wilco-
xonova dvouvybérového testu byva oznacovana jako W nebo Sg, zatimco v piripadé Mannova-Whitneyova U testu
byva znacena jako U.

na(n 1
SE:nlng—l—%—Tz (12.1)
kde ny je rozsah prvniho ndhodného vybéru, no je rozsah druhého ndhodného vybéru a Tp, = E;; S, kde Sy,
j =1,...,n9, je pofadi ndhodnych veli¢in Xs;, ..., X9,, druhého ndhodného vybéru v sefazeném vektoru vsech
n1 + ng hodnot z obou ndhodnych vybéra. Statistika 75 je tedy soucet poradi hodnot X, ..., Xs,,, v sefazeném

vektoru vSech n; + ny hodnot. Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hyy 0 3 — T2 # Zo W = (=003 wn, ny (@/2)) U (Wny 1y (1 — /2) 5 00)
His:T1 —To > %o W:<wn1,n2(1_a);oo)
His: 31 — 29 < g W = (700; wn17n2(a)>

kde n1 je rozsah prvniho ndhodného vybéru, ns je rozsah druhého ndhodného vybéru a Tp = Z;; S;, tj.
T je soucet pofadi Sj, j = 1,...,n9, ndhodnych veli¢in Xo1,..., Xo,, druhého ndhodného vybéru v sefazeném
vektoru v8ech n; + ny hodnot z obou ndhodnych vybéra. Statistika W je tedy soucet pofadi hodnot Xoai, ..., Xop,,
v sefazeném vektoru vSech ni + ny hodnot. Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy mé tvar
kde wp, n, (0/2), Why ny (1 — /2), Wiy ny (@), Wiy ny (1 — @) jsou tabelované kvantily pro dvouvybérovy Wilcoxonuv
test, jejichz hodnoty ziskdme pitkazem qwilcox().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z nésledujicich tvara

Hyi:21 — T2 # X (d,h) = (U(wnl,n2 (a/2)) U(wnl,w(l_a/z)ﬂ))
ng : 571 — :f?g > IEO (d, oo) = (U(wnpnz(a)) ; OO)
Hiz: %1 — 72 <o (=00, h) = (—o00; UWnins(1=a)+1))
kde UM < ... < UM"2) znagf vzestupné sefazené rozdily Xo; — X1, i=1,...,n1, j =1,...,n2, a U™ znadf z-ty
J J

sefazeny rozdil.
p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru
Hyy 31— T9 # To p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}

Hys:Z1 — T > Io p-hodnota = Pr(Sg > sg)
Hy3:2Z1 — T < Zo p-hodnota = Pr(Sg < sg)

kde Sg je ndhodnd velicina, sp je realizace testovaci statistiky Sg (viz vzorec 12.1), tedy konkrétni éislo, a
Pr(Sg < sg) je distribuéni funkce tabelovaného rozdéleni pro Wilcoxonuv dvouvybérovy exaktni test, jejiz hodnotu



ziskdme pomoci @ a implementované funkce pwilcox().
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Priklad 12.1. Wilcoxonuv dvouvybérovy exaktni test (oboustrannd alternativa)

Mgjme datovy soubor 21-goldman-measures.txt obsahujici idaje o délce holenni kosti z pravé strany (tibia.LR) a z
levé strany (tibia-LL) u muzu a Zen z dvou japonskych populaci Tsugumo Shell Mound a Yoshigo Shell Mound (viz
sekce ??7). Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu o shodé délky holenn{ kosti z levé strany u muzu z
populace Tsugumo Shell Mound a u muzu z populace Yoshigo Shell Mound.

Reseni piikladu 12.1

Datovy soubor 21-goldman-measures.txt nacteme piikazem read.delim(). Nésledné z nactenych dat vybereme namérené
hodnoty délky holenni kosti z levé stranny (tibia.LL) u muzi (pop == 'm’) z japonské populace Tsugumo Shell
Mound (pop == '"Tsugumo Shell Mound’) a vlozime je do proménné tibia.LLMT. Déle z datové tabulky vybereme
naméfené hodnoty délky holenni kosti z levé stranny (tibia.LL) u muza (pop == 'm’') z japonské populace Yoshigo
Shell Mound (pop == "Yoshigo Shell Mound') a vlozime je do proménné tibia.LLMY. Pi{kazem na.omit() odstranime
z vektortu tibia.LLMT a tibia.LLMY chybégjici pozorovani, pifkazem length() zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru
a pifkazem range() rozpéti naméfenych hodnot v obou ndhodnych vybérech.

data <- read.delim(’00-Data//21-goldman-measures.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7%)
tibia.LLMT <- data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Tsugumo Shell Mound’, ’tibia.LL’]
tibia.LLMY <- datal[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Yoshigo Shell Mound’, ’tibia.LL’]

tibia.LLMT <- na.omit(tibia.LLMT)
tibia.LLMY <- na.omit(tibia.LLMY)

nl <- length(tibia.LLMT) # 8
n2 <- length(tibia.LLMY) # 7
range (tibia.LLMT) # 321.5-368.0
range (tibia.LLMY) # 320-356.5

Datovy soubor obsahuje naméfené hodnoty délky holenni kosti z levé strany u 8 muzu z japonské populace Tsu-
gumo Shell Mound a u 7 muzu z japonské populace Yoshigo Shell Mound. Naméfené délky holenni kosti u muzu z
populace Tsugumo Shell Mound nabyvaji hodnot v rozsahu 321.5-368.0 mm, naméiené délky holenni kosti u muzu
z populace Yoshigo Shell Mound nabyvaji hodnot v rozsahu 320.0-356.5 mm.

Nasim ukolem je porovnat stfedni hodnoty dvou japonskych populaci, pficemz u obou populaci mame k dispozici
naméfené hodnoty. Resenf piikladu vede na parametricky test o rozdilu stiednich hodnot ji; — o (viz sekce ?? nebo
sekce 77). Pfed provedenim tohoto parametrického testu vSak musime ovéfit, zda oba ndhodné vybéry pochdzi z
normalnich rozdéleni. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme nejprve hypotézu Hy; : Ndhodny vybér délek
holennich kosti z levé strany u muzu z populace Tsugumo Shell Mound pochazi z normdlniho rozdéleni. oproti alter-
nativni hypotéze: Hy1 : Ndhodny vybér délek holennich kosti z levé strany w muzu z populace Tsugumo Shell Mound
nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Protoze rozsah nahodného vybéru délek holennich kost{ je roven 8, coz je méné nez
30, pouzijeme na otestovani hypotézy o normalité ndhodného vybéru Shapiruv-Wilkuv test. Graficky zhodnotime
normalitu ndhodného vybéru pomoci histogramu superponovaného kiivkou normaélniho rozdéleni a QQ-diagramem
(viz obrazek 1). Pro tucely histogramu rozdélime ndhodny vybér délek holennich kosti do 4 ekvidistantnich tfidicich
intervall o §ifce 12 mm pomoci stanovenych hranic 320, 332, ..., 368 mm.

Protoze p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.3147 je vétsi nez 0.05, hypotézu Hy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti a = 0.05. Pfi takto malém rozahu ndhodného vybéru (n; = 8) je velmi tézké rozpoznat normdlnich
charakter dat na zdkladé grafické vizualizace. PoruSeni normality by pii takto malém rozsahu nahodného vybéru
mohlo zpusobit maximalné tak néjaké extrémmné odlehlé pozorovani, nebo rozdéleni datového souboru do dvou
shlukt, které by od sebe byly dostateéné vzdalené. Nicméné v histogramu ani v QQ-diagramu zadné z téchto
poruseni normality nepozorujeme. Nahodny vybér délek holenni kosti z levé strany u muzu z populace Tsugumo
Shell Mound pochézi z norméalniho rozdéleni.

Analogicky testujeme hypotézu Hos : Ndahodnij vijbér délek holennich kosti z levé strany u muzi z populace Yoshigo
Shell Mound pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze: Hio : Ndhodny vybér délek holennich kosti
z levé strany uw muzi z populace Yoshigo Shell Mound nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Protoze rozsah ndhodného
vybéru délek holennich kosti (ny = 7) je mensi nez 30, pouzijeme na otestovani hypotézy o normalité ndhodného
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Obrézek 1: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) délky holenn{ kosti z levé strany u muzu z populace
Tsugumo Shell Mound

vybéru opét Shapirav-Wilkuv test. Graficky zhodnotime normalitu ndhodného vybéru pomoci histogramu a QQ-
diagramu (viz obrdzek 2). Pro tcely histogramu rozdélime ndhodny vybér délek holennich kost{ do 4 ekvidistantnich

intervalu o §ffce 10 mm pomoci stanovenych hranic 320, 330, ..., 360 mm.
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Obrézek 2: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) délky holenni kosti z levé strany u muzu z populace
Yoshigo Shell Mound

Protoze p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.0098 je mensi nez 0.05, hypotézu Hy zamitdme na hladiné
vyznamnosti « = 0.05. V grafu histogramu jsou viditelné dva shluky dat, které jsou od sebe pomérné vzdélené.
Toto odlouceni je pravdépodobné divodem poruseni normality ndhodného vybéru. PoruSeni normality je viditelné
také v QQ-diaramu, kde se vykreslené body pii sebelep§i vili nedrzi referenéni ptimky. Ndhodny vybér délek holenni
kosti z levé strany u muzu z populace Yoshigo Shell Mound nepochézi z normalniho rozdéleni.

Protoze ndhodny vybér délek holennich kosti z levé strany u muzu z populace Yoshigo Shell Mound nepochdzi
z normélniho rozdéleni, nemuzeme hypotézu ze zadéni piikladu otestovat pomoci parametrického testu o rozdilu
stfednich hodnot p; — pe. K otestovani hypotézy musime pouzit neparametricky test. Vzhledem k nizkych roz-
sahim obou ndhodnych vybéri otestujeme hypotézu ze zaddni pomoci Wilcoxonova dvouvybérového exaktniho
testu. Tento test nevyzaduje, aby byl u obou ndhodnych vybéru splnén pedpoklad normélniho rozdéleni (de facto
u tohoto testu nemusi ani jeden ndhodny vybér pochdzet z normélniho rozdéleni). Jedinym predpokladem, ktery
musi byt pro pouziti Wilcoxonova dvouvybérového testu splnén, je shoda distribuénich funkei Fj(x) a Fa(zx) (s
vyjimkou posunuti o vzddlenost A), kde Fi(z) je distribu¢ni funkce ndhodného vybéru z populace Tsugumo Shell
Mound a Fy(z) je distribuéni funkce ndhodného vybéru z populace Yoshigo Shell Mound. Shodu distribu¢nich funkei



Fi(z) a Fy(z) ovéiime pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu (viz sekce 77).

Oba nadhodné vybéry nejprve metodou centrovani posuneme do nuly, ¢imz odfiltrujeme vliv posunuti o vzdalenost A
mezi obéma distribu¢nimi funkcemi. Na hladiné vyznamnosti &« = 0.05 potom testujeme hypotézu Hyg : Distribucni
funkce centrované délky holenni kosti z levé strany u muzi z populace Tsugumo Shell Mound a z populace Yoshigo
Shell Mound jsou shodné. oproti alternativni hypotéze: His : Distribucni funkce centrované délky holenni kosti z levé
strany u muzu z populace Tsugumo Shell Mound a z populace Yoshigo Shell Mound nejsou shodné. Ze sekce 77 jiz
vime, ze nulova hypotéza Hys odpovidd hypotéze o shodé dvou distribuénich funkci puvodnich ndhodnych vybéra
s vyjimkou posunuti o vzdélenost A. Kolmogoruv-Smirnoviv test provedeme pomoci funkce ks.test() analogicky
jako v sekci ??. Graficky pfipadnou podobnost distribuénich funkei Fy(z) a Fy(z) zndzornime dvéma histogramy
superponovanymi prislusnymi jadrovymi odhady hustot a grafem zobrazujicim vybérové distribucni funkce F;(z) a
Fy(z) (viz obrazek 3).
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Obrézek 3: Porovnani histogramu (vlevo) a graf distribu¢nich funkei (vpravo) délky holenni kosti z levé strany u
muzu z populaci Tsugumo Shell Mound a Yoshigo Shell Mound

Protoze p-hodnota K-S testu p = 0.3131 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé dvou distribu¢nich funkei
centrovanych ndhodnych vybéru nezamitdme na hladiné vyznamnosti & = 0.05. To tedy znamend, ze distribu¢ni
funkce ndhodného vybéru délek holennich kosti z levé strany u muzu z populace Tsugumo Shell Mound a z populace
Yoshigo Shell Mound se li${ pouze posunutim.

Predpoklad umoznujici otestovani hypotézy uvedené v zadani pomoci Wilcoxonova dvouvybérového testu je splnén.
Muzeme tedy pristoupit k samotnému procesu testovani hypotézy ze zadani. Nasim tkolem je otestovat hypotézu
o shodé délky holenni kosti z levé strany u muzu z populace Tsugumo Shell Mound a z populace Yoshigo Shell
Mound. Jak jiz bylo nékolikrat naznaceno, véta ze zadani je znénim nulové hypotézy, a to jednak proto, ze v
zadani se piimo vyskytuje slovo hypotéza, které je synonymem pro nulovou hypotézu, a déle proto, ze v zadani
mluvime o shodé, kterd je synonymem rovnosti a rovnost je vzdy soucasti nulové hypotézy. Zbyva dodefinovat znéni
alternativni hypotézy tak, aby bylo pfesnym doplinkem znéni nulové hypotézy. Zavérem poznamenejme, ze zatimco
u parametrickych testu (viz kapitola ??) figuruje v hypotézach pojem stredni hodnota, u neparametrickych testa
tento pojem nahrazujeme neparametrickych ekvivalentem, kterym je medidn. Testovani provedeme v posloupnosti
sedmi kroku.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn délky holenni kosti z levé strany u muzu z populace Tsugumo Shell Mound je shodny s
medidnem délky holenni kosti z levé strany u muzu z populace Yoshigo Shell Mound.
Hy : Medidn délky holenni kosti z levé strany u muzi z populace Tsugumo Shell Mound neni shodny s
medidnem délky holennt kosti z levé strany uw muzi z populace Yoshigo Shell Mound.



e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H()Ziflzifﬁg—)fi‘l—:i‘ngfo, kde 2o =0
Hy: &1 # Tg — &1 — T3 # To, kde g = 0 (oboustrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladinu vyznamnosti volime v souladu se zaddnim jako a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

Nejprve vytvorime spole¢ny vektor délek holenni kosti z levé strany u muzi z obou populaci tak, ze za sebe
poskldddme hodnoty délky holenn{ kosti naméfené na muzich z populace Tsugumo Shell Mound (X7,
i=1,...,8) anésledné na muzich z populace Yoshigo Shell Mound (Xs;, j = 1,...,7). Délka spole¢ného
vektoru n = nj + ng = 8 + 7 = 15. Nésledné kazdému pozorovéani pritadime hodnotu indika¢ni funkce
I, ktera nabyva hodnoty 1, pokud méreni pochazi z druhého ndhodného vybéru, nebo hodnoty 0, pokud
méfeni pochdzi z prvniho ndhodného vybéru. Nakonec stanovime poradi S, & = 1,...,15 vSech 15
hodnot od nejmensi po nejvétsi (viz tabulka 1).

Tabulka 1: Naméfené hodnoty X1, =1,...,8,a Xy, j =1,...,7, obou ndhodnych vybért, indikaéni funkce

I ptislusnosti k druhému ndhodnému vybéru a poradi Sk, & = 1,...,15, naméfenych hodnot sefazenych
vzestupné

méfeni || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X, Xoj || 340 368 321.5 334 332 340.5 346.5 331 320 356.5 354 350 356 352 324

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

Sk 7 15 2 6 5 8 9 4 1 14 12 10 13 11 3

Z tabulky 1 vidime, ze sedmi hodnotam pfislusicim druhému ndhodnému vybéru patii ve vektoru patnacti
sefazenych hodnot potradi 1, 14, 12, 10, 13, 11 a 3. Statistiku 75 ziskame se¢tenim téchto poradi. Hodnotu
testovaci statistiky Sg potom zaskdme dosazenim hodnot ny, no a statistiky 75 do vzorce 12.1.

N2
Ty=)Y 8 =1+14+12+10+13+11+3 = 64

Jj=1

1
SE:W%%

T(7T+1
b))

2
:%+%—m

— T2

— 64

=564 28 — 64
=20

Vypocet testovaci statistiky si provedeme také pomoci softwaru @ . Vzestupné potradi 15 naméienych
hodnot obou ndhodnych vybéru stanovime pomoci funcke rank(). Indikaén{ funkei I vytvoifme spojenim
osmi nul a sedmi jednic¢ek. Opakujici se posloupnost nul a jedni¢ek vytvoiime pomoci funkce rep). Vek-
tor méfeni, indikaénich hodnot a poradi potom spojime piikazem rbind() do matice, kterou ptikazem
data.frame() pfevedeme na tabulku. Vypocet statistiky 7% je potom souc¢tem pofadi S na téch pozicich,
na nichz jsou ve vektoru indika¢nich hodnot | jednic¢ky. Stanoveni hodnoty testovaci statistiky SE je
potom pouhym pfepisem vzorce 12.1.

e Kriticky obor
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S <- rank(c(tibia.LLMT, tibia.LLMY))

I <- c(rep(0, n1), rep(1, n2))

tab <- rbind("Xi, Yj" = c(tibia.LLMT, tibia.LLMY), "I" = I, "Si, Sj" = S)
tab <- data.frame(tab)

names (tab) <- 1 : 15

#

# X1,
# I

# Sk
T2 <-
SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 20

sum (S[I

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Yj 340 368 321.5 334 332 340.5 346.5 331 320 356.5 354 350 356 352 324

o o 00 o0 o0 00 0.0 o0 1 1.0 1 1 1 1 1
7 15 2.0 6 5 8.0 9.0 4 1 14.0 12 10 13 11 3
== 1]) # 64

w

(700 3 Wnyno (a/2)> U <wn1,n2(1 - O‘/Q) ) OO)
(—00; ws7(0.05/2)) U (ws,7(1 — 0.05/2) ; o0)
(—o0; ws 7(0.025)) U (ws 7(0.975) ; o)
(—o0; 11) U (455 o0)

K vypoétu kvantili wy, n,(@/2) & wn, n, (1 — @/2) pouzijeme funkei qwilcox(). Vstupnimi argumenty
funkce jsou hodnota kvantilu (a/2, resp. 1 — a/2) a rozsahy ndhodnych vybéru n; a na.

alpha <- 0.05
24 qwilcox(alpha / 2, nl, n2) # 11
gqwilcox (1 - alpha / 2, nl, n2) # 45

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sg = 20 nendlezi do kritického oboru, tj. sg ¢ W, Hy nezamitdme
na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Ke stanoveni dolni a horn{ hranice 95 % intervalu spolehlivosti je tieba nejprve vypocitat ny X ng =
8 x 7 = 56 rozdilia Xy1; — Xoj, ¢ = 1,...,8, j = 1,...,7, a ty nasledné vzestupné sefadit. Rozdily
X1; — X5j vypocitdme hromadné pomoci funkce outer(). Prvnimi dvéma vstunimi argumenty této funkce
budou vektory délek holennich kost{ tibia.LLMT a tibia.LLMY. Nakonec specifikujeme hodnotu argumentu

FUN, kde defaultni nastaven{ FUN = '*' zmén{me na nastaven{ FUN = '-'. Tim zajistime vypocet rozdilu
X1; — X9; namisto defaultné nastaveného vypoctu soucint X1; X5, ¢ = 1,...,8, j = 1,...,7. Ziskané
rozdily X1; — Xoj,i=1,...,8, j=1,...,7 sefadime piikazem sort() a vlozime do proménné U.

rozdily <- outer(tibia.LLMT, tibia.LLMY, FUN = °’-’)

U <- sort(rozdily)

# [1] -35.0 -34.5 -32.5 -30.5 -28.5 -25.5 -25.0 -24.5 -24.0 -23.0 -22.5 -22.0 -22.0

# [14] -21.0 -20.0 -20.0 -19.0 -18.0 -18.0 -16.5 -16.0 -16.0 -16.0 -15.5 -14.0 -13.5

# [27] -12.0 -11.5 -10.0 -10.0 -9.5 -9.5 -7.5 -5.5 -3.5 -2.5 1.5 7.0 8.0

# [40] 10.0 11.0 11.5 12.0 12.0 14.0 14.0 16.0 16.0 16.5 18.0 20.0 20.5

# [53] 22.5 26.5 44.0 48.0

s

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru rozdili U nachazi
na (Wn, n,(a/2))-té pozici a na (wp, n, (1 — a/2))-té pozici. Hodnoty wy, n,(/2)) a W, n, (1 — @/2))
nalezneme opét pomoci funkce qwilcox().
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(d,h) = (Uwn1na@/2) U(wn,l,n,2<1—a/2>>)
— (y(ws.70.05/2)) . U(u;g,7(1—oio5/2)))

(
(

_ (77(ws,7(0.025)) . 77(ws,7(0.975)
(s )
(

O4SE0 U<45>)
= (—22.5; 14)

qwilcox (alpha / 2, nl, n2) # 11
gqwilcox (1 - alpha / 2, nl, n2) # 45
U[11] # -22.5

UL45] # 14

e Zavér testovani
Protoze o = 0 nalez{ do 95% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. Zg = 0 € IS, Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
Ptislusnou p-hodnotu vypoéitdme pomoci vzorce 2 min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}. Zde si uvédomme, Ze re-
alizace testovaci statistiky sp = 20. Zaroven Sg je diskrétni ndhodna veli¢ina. Z vlastnosti pravdépodobnostni
funkce diskrétnich ndhodnych velicin vime, ze Pr(Sg > 20) = 1 — Pr(Sg < 20) = Pr(Sg < 19). Viz kapitola
79

e p-hodnota

p-hodnota = 2min{Pr(Sg < sg), Pr(Sg > sg)}
= 2min{Pr(Sg < 20), 1 — Pr(Sg < 19)}
= 2min{0.198446 , 0.8321678}
=2 x 0.198446 = 0.396892 = 0.3969

Hodnoty distribuéni funkce rozdéleni Wilcoxonovy testovaci statistiky Sg, tj. Pr(Sg < 20) a Pr(Sg < 19)
vypocitdme pomoci funkee pwilcox(). Na prvni pozici zde bude hodnota testovaci statistiky Sg, na druhé
pozici rozsah prvnitho ndhodného vybéru n; a na druhé pozici rozsah druhého ndhodného vybéru ns.

p-hodn <- 2 * min(pwilcox(SE, nl, n2), 1 - pwilcox(SE - 1, nl, n2)) # 0.396892

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.3969 je vétsi nez o = 0.05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zakladé v8ech ti{ typu testovdni nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.05. Mezi
délkou holenni kosti z levé strany u muzu z japonské populace Tsugumo Shell Mound a muzu z japonské
populace Yoshigo Shell Mound neexistuje statisticky vyznamny rozdil.

7. Graficka vizualizace vysledki testovani
Vhodnym grafem porovnavajicim oba ndhodné vybéry a jejich medidny je krabicovy diagram (viz obrazek 4).

Pozndmka: Wilcoxonuv dvouvybérovy exaktni test muzeme provést také pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi
parametry budou vektor méfeni délek holennich kosti z levé strany u muzu z populace Tsugumo Shell Mound
(tibia.LLMT), vektor méfeni délek holennich kosti z levé strany u muzu z populace Yoshigo Shell Mound (tibia.LLMY),
pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti zadany nastavenim argumentu conf.int = T, hodnota hladiny
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Obrazek 4: Krabicovy diagram délky holenni kosti z levé strany u muzu z populaci Tsugumo Shell Mound a Yoshigo
Shell Mound

vyznamnosti « zadand prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « nastavenim hodnoty argumentu conf.level =
0.95, typ zvolené alternativni hypotézy (oboustrannd) zadany pomoci argumentu alternative = 'two.sided’ a argument
correct = F, ktery zakazuje aplikovani spojité korekce na vysledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu.

wilcox.test(tibia.LLMT, tibia.LLMY, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’two.sided’, correct = F)

Wilcoxon rank sum exact test

data: tibia.LLMT and tibia.LLMY
W = 20, p-value = 0.3969
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
95 percent confidence interval:
-22.5 14.0
sample estimates:
difference in location

=i, 7B

Souéasti vystupu funkce je hodnota rozdilu medidni obou ndhodnych vybéru -10.75, hodnota testovaci statistiky
Sg znacend jako W, tj. W = 20, hranice 95% Waldova empirického oboustranného intervalu spolehlivosti -22.5 a
14.0 a p-hodnota p-value = 0.3969. Jediné, co musime stanovit zvl4st, jsou dolni a horn{ hranice kritického oboru.

*
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Priklad 12.2. Wilcoxonuv dvouvybérovy exaktni test (pravostranni alternativa)

Méjme datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahujici idaje o interorbitalni sffce (intorb.B) u muzu
z bantuské, éinské, malajské, némecké a perudnské populace (viz sekce ?7). Na hladiné vyznamnosti o = 0.01 otes-
tujte, zda je interorbitdlni siftka u muzu bantuské populace mensi nebo rovna interorbitani sifce u muzu peruanské
populace.

Reseni piikladu 12.2

Z nacteného datového souboru 19-more-samples-correlations-skull.txt vybereme naméiené hodnoty interorbitdlni sitky
(intorb.B) u muzu z bantuské populace pop == 'ban’), které vlozime je do proménné intorb.BB, a naméfené hodnoty
interorbitdln{ iiky (intorb.B) u muzu z perudnské populace pop == "per’), které vlozime je do proménné intorb.BP. Z
obou proménnych odstranime chybéjici pozorovani (na.omit()) a zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéra (length()
a rozpét{ naméfenych hodnot (range()) v obou ndhodnych vybérech.

data <- read.delim(’00-Data//19-more-samples-correlations-skull.txt’)

intorb.BB <- data[data$pop == ’ban’, ’intorb.B’]
intorb.BB <- na.omit(intorb.BB)
intorb.BP <- datal[data$pop == ’per’, ’intorb.B’]

intorb.BP <- na.omit(intorb.BP)
nl <- length(intorb.BB) # 14

n2 <- length(intorb.BP) # 46
range (intorb.BB) # 21-30

range (intorb.BP) # 19-28

Datovy soubor obsahuje namétené hodnoty interorbitdlni §itky u 14 muzu bantuské populace a u 46 muzu peruanské
populace. Naméfend interorbitalni sitka u muzu bantuské populace nabyva hodnot v rozsahu 21-30 mm, naméfend
interorbitalni sitka u muzu peruanské populace nabyva hodnot v rozsahu 19-28 mm.

V prikladu mame za tkol porovnat stfedni hodnoty dvou populaci, pfic¢emz u obou populaci méame k dispozici
naméfené hodnoty. Nulovou hypotézu bychom idealné chtéli otestovat parametrickym testem o rozdilu stfednich
hodnot py — pe (viz sekce ?? nebo sekce ?7?). Nejprve vSak musime ovéfit, zda oba ndhodné vybéry pochdzi z
normalnich rozdéleni. Bez splnéni tohoto predpokladu nemuzeme parametricky test pouzit. Na hladiné vyznamnosti
a = 0.05 testujeme nejprve hypotézu Hyy : Ndhodny vybér interorbitdlnich $itek uw muzi bantuské populace pochdzi
z normdlniho rozdélend. oproti alternativni hypotéze: Hi; : Ndhodny vygbér interorbitdlnich Sitek u muzi ban-
tuské populace nepochdzi z normdlniho rozdéleni. K otestovdni hypotézy pouZijeme Shapirtiv-Wilkiv test, nebot
rozsah ndhodného vybéru interorbitalnich sifek bantuské populace ny = 14 < 30. Graficky zhodnotime norma-
litu ndhodného vybéru pomoci histogramu superponovaného kiivkou normélniho rozdéleni a QQ-diagramem (viz
obrazek 9). Pro tcely histogramu rozdélime ndhodny vybér interorbitdlnich sfiek do 5 ekvidistantnich ti{dicich
intervall o §ifce 2 mm stanovenim hranic 20, 22, ..., 30 mm.

Protoze p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.4537 je vétsi nez 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Z histogramu ani QQ-diagramu nepozorujeme zidné poruseni normélniho rozdéleni ndhodného vybéru.
Vzhledem k malému poc¢tu pozorovani je vzhlem histogramu uspokojujici. V qq-diagramu zase vidime, ze body se
pékné drzi referenéni primky. Nahodny vybér interorbitalnich sitek u muzu bantuské populace pochazi z normalniho
rozdéleni.

Analogicky testujeme hypotézu Hys : Ndhodny vybér interorbitdlnich Sirek uw muzu z perudnské populace pochdzi z
normdalniho rozdélent. oproti alternativni hypotéze: Hio : Ndhodnyg vybér interorbitdlnich $ifek u muzu z perudnské
populace nepochazi z normdlniho rozdéleni. K otestovani Hps pouzijeme vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru
(ng = 46 > 30) Lillieforsuv test. Pro ucely grafické vizualizace prostfednictvim histogramu rozdélime ndhodny
vybér interorbitalnich sifek do 6 ekvidistantnich intervali o §ifce 2 mm stanovenim hranic 17, 19, ..., 29 mm. Na-
konec vykreslime QQ-diagram (oba grafy viz obrazek 6).

Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0023 je mensi nez 0.05, hypotézu Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti

a = 0.05. Vykresleni grafu histogramu by nas na prvni pohled mohlo prekvapit, protoze histogram vypada docela
rozumné. Nenechme se vSak zmaést. Pii bliz§im pohledu vidime, Ze histogram je oproti kfivce hustoty posunuty
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Obréazek 6: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) interorbitdln{ itky u muzi perudnské populace

smérem doleva. Interval se stfedem 28 potom obsahuje jediné pozorovani, které je odlehlé. Poruseni normality je
potom 1épe viditelné v QQ-diagramu, kde pozorujeme, ze body umisténé vlevo se vyraznéji odchyluji od referencni
piimky. Stejné tak se od referenéni piimky vzdaluje bod umistény v pravém hornim rohu. Pii rozsahu ndhodného
vybéru ny = 46 mame na normalitu ndhodného vybéru jiz vétsi naroky. Ndhodny vybér interorbitalnich sitek u
muzu z peruanské populace tedy nepochézi z normélniho rozdéleni.

Protoze nahodny vybér interorbitalnich §itek u muzu perudnské populace nepochdzi z normélniho rozdéleni, nemuzeme
hypotézu ze zadani testovat pomoci parametrického testu o rozdilu stfednich hodnot @ — ps. Nmaisto toho tedy
pouzijeme neparametricky test. Vzhledem k nizkému rozsahu nahodného vybéru bantuské populace otestujeme hy-
potézu ze zadani Wilcoxonovym dvouvybérovym exaktnim testem. Jedinym predpokladem tohoto testu, je shoda
distribuénich funkei Fy (z) a Fz(x) (s vyjimkou posunuti o vzddlenost A), kde Fi(x) je distribuéni funkce ndhodného
vybéru z bantuské populace a Fy(z) je distribuéni funkce ndhodného vybéru z perudnské populace. Shodu dis-
tribuénich funkei Fj(z) a F(z) ovéfime pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu (viz sekce ?7).

Oba nadhodné vybéry nejprve metodou centrovani posuneme do nuly, ¢imz odfiltrujeme vliv posunuti o vzdalenost A
mezi obéma distribu¢nimi funkcemi. Na hladiné vyznamnosti & = 0.05 potom testujeme hypotézu Hyg : Distribucni
funkce centrované interorbitdlni §irky u muZu z bantuské a perudnské populace jsou shodné. oproti alternativni hy-
potéze: Hq3 : Distribucni funkce centrované interorbitdlni $itky u muzu z bantuské a perudnské populace nejsou
shodné. Ze sekce 77 jiz vime, Ze tato hypotéza odpovida hypotéze o shodé dvou distribuénich funkei puvodnich
ndhodnych vybéru s vyjimkou posunuti o vzdalenost A. Kolmogoruv-Smirnoviv test provedeme pomoci funkce
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ks.test(). Pfipadnou podobnost distribu¢nich funkei Fj(x) a Fy(z) vizualizujeme dvéma histogramy superpono-
vanymi pifslusnymi jddrovymi odhady hustot a grafem zobrazujicim vybérové distribuén{ funkce Fy(x) a Fp(x) (viz

obrézek 7).
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Obrézek 7: Porovnédn{ histogrami (vlevo) a graf distribu¢nich funkei (vpravo) interorbitdlni §ifky u muzu banstuské
a peruanské populace

Protoze p-hodnota K-S testu p = 0.2958 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé dvou distribuénich funkci
centrovanych ndhodnych vybéru nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05. To tedy znamena, ze distribu¢ni
funkce nahodného vybéru interorbitalnich sifek u muzu z bantuské a peruanské populace se lisi pouze posunutim.

Predpoklad umoznujici testovani hypotézy ze zadani pomoci Wilcoxonova dvouvybérového testu je splnén. Muzeme
tedy pfistoupit k testovani této hypotézy. Nasim tikolem je otestovat, zda je interorbitdlni sifka u muzu bantuské
populace mensi nebo rovna interorbitani Sitce u muzu perudnské populace. Véta ze zadani je znénim nulové hypotézy.
Navedou nds na to dvé indicie. Jednak slovo otestovat zminéné v zadani vzdy implikuje testovani nulové hypotézy
a jednak zminéna rovnost, kterd je vzdy soucdsti nulové hypotézy. Zbyva dodefinovat alternativni hypotézu tak,
aby byla dopliikem k nulové hypotéze. Zavérem pfipomeiime, Ze zatimco u parametrickych testu (viz kapitola 77)
figuruje v hypotézach pojem stiedni hodnota, u neparametrickych testu tento pojem nahrazujeme neparametrickych
ekvivalentem, kterym je median. Testovani provedeme opét v posloupnosti sedmi kroku.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn interorbitdlni $irky v muzu bantuské populace je mensi nebo roven medidnu interorbitani
Sirky u muzu perudnské populace.
H, : Medidn interorbitdlni $itky u muzi bantuské populace je vétsi nez medidn interorbitani §irky u muzu
perudnské populace.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HO::E1§§32—>;%1—332§§:0,kde5:0:0
Hy: %1 > &g — &1 — T3 > To, kde g = 0 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti o = 0.01 (viz zadani pifkladu).
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
Nejprve vytvoiime spoleény vektor interorbitdlnich sifek u muzi z obou populaci tak, Ze za sebe po-
skldddme hodnoty délky interorbitaln{ sifky naméfené na muzich z bantuské populace (X1;,¢=1,...,14)
a nasledné na muzich z perudnské populace (Xo;, j = 1,...,46). Délka spoletného vektoru n = ny+ny =
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14446 = 60. Nésledné kazdému pozorovani prifadime hodnotu indikaéni funkce I, ktera nabyva hodnoty
1, pokud méteni pochazi z druhého ndhodného vybéru, nebo hodnoty 0, pokud méreni pochazi z prvniho
nahodného vybéru. Nakonec stanovime potadi Si, k = 1,...,60 vSech 60 hodnot od nejmensi po nejvétsi
(viz tabulka 2).

Tabulka 2: Naméfené hodnoty Xi;, ¢ = 1,...,14, a Xaj, j = 1,...,46, obou nahodnych vybért, indika¢ni

funkce I pfislusnosti k druhému ndhodnému vybéru a poradi Sk, k = 1,. .., 60, naméfenych hodnot sefazenych
vzestupneé

méfeni || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X1, Xoj 23 28 30 24 28 22 21 30 27 29 26 24 25 23 25

I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si, S; 285 56 595 415 56 16,5 9.5 59.5 54 58 52 415 485 285 485

méfeni 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

X4, Xaj 24 24 22 21 23 22 23 19 23 23 23 25 22 24 21

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Si, S 415 415 165 9.5 285 16.5 28.5 2 28.5 28.5 285 485 16.5 41.5 9.5

méfeni 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

X, Xoj 23 28 24 20 24 23 22 19 25 23 26 24 21 23 22

I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 285 56 415 5 415 285 165 2 485 285 52 415 95 285 165
mérenf 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
X, Xo; || 26 20 22 21 21 19 20 23 23 24 23 22 23 24 23
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 5 5 165 95 95 2 5 285 285 415 285 165 285 41.5 285

Z tabulky 2 vidime, ze 46 hodnotam piislusicim druhému nahodnému vybéru patii ve vektoru patnacti
sefazenych hodnot poradi 48.5, 41.5, 41.5, 16.5, 9.5, 28.5, 16.5, 28.5, 2, 28.5, 28.5, 28.5, 48.5, 16.5, 41.5,
9.5, 28.5, 56, 41.5, 5, 41.5, 28.5, 16.5, 2, 48.5, 28.5, 52, 41.5, 9.5, 28.5, 16.5, 52, 5, 16.5, 9.5, 9.5, 2, 5, 28.5,
28.5, 41.5, 28.5, 16.5, 28.5, 41.5, 28.5. Statistiku T3 ziskdme sec¢tenim téchto poradi. Hodnotu testovaci
statistiky Sg potom zaskame dosazenim hodnot nq, no a statistiky 7o do vzorce 12.1.

n2
Tp=) S;=485+41.5+41.5416.5+ -+ 16.5+ 285 + 41.5 + 28.5 = 1220.5
j=1

Tlg(ng + 1) _T
9 2

46(46 + 1)

SE =mning +

=14 x 46 +

2162
=644 + 5 64

—1220.5

= 644 + 1081 — 1220.5
= 504.5

Vypocet testovaci statistiky si provedeme také pomoci softwaru @ . Nejprve stanovime vzestupné poradi
60 naméfenych hodnot obou ndhodnych vybéru (rank()). Indika¢ni funkei I vytvorime spojenim 14 nul a
46 jednicek (kombinace funkei c() a rep()). Vektor méfent, indika¢nich hodnot a pofadi potom spojime do
matice (rbind()), kterou pifevedeme na tabulku (data.frame()). Vypocet statistiky T5 je potom souctem
poradi S na téch pozicich, na nichz jsou ve vektoru indika¢nich hodnot | jednicky. Nakonec stanovime
hodnotu testovaci statistiky SE prepisem vzorce 12.1.
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60 S <- rank(c(intorb.BB, intorb.BP))

61 I <- c(rep(0, n1l), rep(l, n2))

62 tab <- rbind("Xi, Yj" = c(intorb.BB, intorb.BP), "I" = I, "Si, Sj" = S)
63 tab <- data.frame(tab)

64 names(tab) <- 1 : 60

65 # 1 2 3 4 5 6 7 ... 53 54 55 56 57 58 59 60
66 # Xi, Yj 23.0 28 30.0 24.0 28 22.0 21.0 ... 23.0 23.0 24.0 23.0 22.0 23.0 24.0 23.0
67 # I 0.0 0 0.0 0.0 0 0.0 0.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
68 # Si, Sj 28.5 56 59.5 41.5 56 16.5 9.5 28.5 28.5 41.5 28.5 16.5 28.5 41.5 28.5
69 T2 <- sum(S[I == 1]) # 1220.5

700 SE <- nl * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 504.5

e Kriticky obor

W = (Wn, n, (1 —a); 00)
(w14,46(1 — 0.01) ; 00)
(

(

W14,46 (099) ; OO)

K vypoctu kvantilu wy, »,(1 — ) pouzijeme funkei qwilcox(). Vstupnimi argumenty funkce jsou hodnota
kvantilu 1 — &) a rozsahy ndhodnych vybéru n; a ns.

71 alpha <- 0.01
72 qwilcox (1 - alpha, nl, n2) # 454

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sp = 504.5 nélezi do kritického oboru, tj. sp € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.01.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Ke stanoveni dolni hranice 95 % levostranného intervalu spolehlivosti je tFeba nejprve vypocitat ny xny =
14 x 46 = 644 rozdilt Xi; — Xoj,9=1,...,14, 5 = 1,...,46, a ty ndsledné vzestupné sefadit. Rozdily
X1; — X9; vypocitdme hromadné pomoci funkce outer(). Prvnimi dvéma vstunimi argumenty funkce
budou vektory interorbitalnich sifek intorb.BB a intorb.BP. Nakonec specifikujeme hodnotu argumentu
FUN = '-. Tim zajistime vypocet rozdili X;; — Xo; namisto defaultné nastaveného vypoctu soucint
X”ng, i = 1, ey 14, j = 1, NN 746 Ziskané I‘OZdﬂy Xli — ng, i = 1, sy 14, j = 1, NN 746 sefadime
vzestupné piikazem sort() a vlozime do proménné U.

73 rozdily <- outer(intorb.BB, intorb.BP, FUN = ’-7)
74 U <- sort(rozdily)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii hodnota, které se v sefazeném vektoru rozdila U nachazi na
(Wny n, (@))-té pozici a nekoneéno. Hodnotu wy, n,(c)) nalezneme opét pomoci funkce gwilcox().
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(d,h) = (UWn1na(@) oo)

(
— (U(w14,46(0.01)) : Oo)
(

75 qwilcox(alpha, nl, n2) # 190
76 U[190] # 1

e Zaveér testovani
Protoze o = 0 nenélezi do 99% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 0 ¢ I.S, Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

5. Testovani p-hodnotou
Piislusnou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce Pr(Sgp > sg)}. Zde si uvédomme, Ze realizace testovaci
statistiky sgp = 504.5. Zaroven Sg je diskrétni ndhodné veli¢ina. Z vlastnosti pravdépodobmnostni funkce
diskrétnich ndhodnych velicin vime, ze Pr(Sg > 504.5) = Pr(Sg > 505) = 1 —Pr(Sg < 505) = Pr(Sg < 504).
Viz kapitola ?7.

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sg > sg) = 1 — Pr(Sp < 504) = 0.0004942813 = 0.0004943

Hodnotu distribuéni funkce rozdéleni Wilcoxonovy testovaci statistiky Sg, tj. Pr(Sg < 504), vypocitdme
pomoci funkce pwilcox(). Na prvnf pozici zde bude hodnota testovaci statistiky Sg, na druhé pozici rozsah
prvniho ndhodného vybéru ny a na druhé pozici rozsah druhého ndhodného vybéru ns.

77 p.hodn <- 1 - pwilcox (504, nl, n2) # 0.0004942813

e Zaveér testovani
Protoze p-hodnota = 0.0004943 je mensi nez o = 0.01, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01.

6. Interpretace vysledka
Za zakladé viech tif typu testovani zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.01 nulovou hypotézu, ze interor-
bitalni sifka u muzu bantuské populace je mensi nebo rovna interorbitalni sifce u muzu peruinské populace.
Interorbitalni sitka u muzu bantuské populace je tedy statisticky vyznamné vétsi nez interorbitalni sitka u
muzu peruanské populace.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Rozdil ve stfednich hodnotéch (reprezentovanych medidny) interorbitdln{ siiky bantuské a perudnské muzské
populace vizualizujeme pomoc{ krabicovych diagramu (viz obrazek 8).

Pozndmka: Wilcoxonuv dvouvybérovy exaktni test muzeme provést také pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi
parametry funkce budou vektor méfeni interorbitdlnich sitek u muzu bantuské populace (intorb.BB), vektor méfent
interorbitalnich sffek u muzu perudnské populace (intorb.BP), pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti
(conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti a zadand prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « (conf.level =
0.99), typ zvolené alternativni hypotézy (pravostranng; alternative = 'greater’) a zdkaz aplikovéni spojité korekce
na vysledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu (correct = F).
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Obrazek 8: Krabicovy diagram interorbitdlni $ifky u muzu bantuské a peruanské populace

wilcox.test (intorb.BB, intorb.BP, conf.int = T, conf.level = 0.99,
alternative = ’greater’, correct = F)

Wilcoxon rank sum test

data: intorb.BB and intorb.BP
W = 504.5, p-value = 0.0006093
alternative hypothesis: true location shift is greater than O
99 percent confidence interval:
0.9999884 Inf
sample estimates:
difference in location
2.999984

Soucésti vystupu funkce je hodnota rozdilu medidnu obou ndhodnych vybéru 2.999984, hodnota testovaci statistiky
S znacend jako W, tj. W = 504.5, interpolované hranice 99% Waldova empirického levostranného intervalu spo-
lehlivosti 0.9999884 a Inf a interpolovand p-hodnota p-value = 0.0006093, adaptovana na situaci, kdy jsou nékteré
hodnoty Xy;, ¢ = 1,...,14 mezi sebou shodné, X5;, j = 1,...,46 mezi sebou shodné nebo Xy;, Xo;, i =1,...,14,
j=1,...,46 navzdjem mezi sebou shodné. Jediné, co musime stanovit zv14ast, jsou dolni a horni hranice kritického
oboru.

Pozndmka: Vystup funkce wilcox.test() provazi tentokrét dvé varovné hldsky. Prvn{ hldska ve znéni: In wilcox.test.de-
fault(intorb.BB, intorb.BP, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact p-value with ties. nds upozoriuje na
vyskyt duplicitnich hodnot v kombinaci s nizkym poctem pozorovani obou ndhodnych vybéru X1 = X4 = Xog =
Xog = Xo10 = Xo11 = Xo12 = Xo17 = Xooo = Xoog = Xo30 = Xo39 = Xogo = Xogp = Xogg = Xoyge = 23, Xip =
X15 = X918 = 28, X13 = X158 = 30, X14 = Xq12 = Xop = Xog = Xo15 = Xo19 = Xog1 = Xoog = Xog1 = Xoys = 24,
Xie = Xog = Xo7 = Xo1g = Xoo3 = Xo31 = Xogg = Xoy3 = 22, X17 = Xo5 = X916 = Xozg = Xo35 = Xo36 = 21,
X111 = Xogr = Xogzz = 26, X113 = Xo1 = Xo13 = Xoog = 25, Xog = Xoog = Xo37 = 19, Xaz9 = Xa33 = Xa3z = 20,
a na pouziti modifikovaného postupu pii vypoctu p-hodnoty. Druhé hldska ve znéni: In wilcox.test.default(intorb.BB,
intorb.BP, conf.int = T, conf.level = 0.95,: cannot compute exact confidence intervals with ties nds opét upozornuje
na vyskyt duplicitnich rozdila v kombinaci s nizkym poctem pozorovani obou ndhodnych vybéru a na pouziti
modifikovaného postupu pii vypoctu hranic intervalu spolehlivosti.

*
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Priklad 12.3. Wilcoxonuv dvouvybérovy exaktni test (levostrannd alternativa)

Méjme datovy soubor 16-anova-head.txt obsahujici idaje o sifce tvafe (byzig.W) mladych dospélych jedinct, prevéazné
studentt z Brna a Ostravy. Déle mame tidaje o sexudlni orientaci (sexor; vyluéné heretosexudlni nebo jind nez vyluéné
heterosexudln{) a o poctu starsich sourozencu téchto jedincu (obra; jeden nebo zédny). Vice informaci o datovém
souboru viz sekce ?7?7. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda je $ifka tvafe zen s vylucné heterosexudlni
orientaci mensi nez sitka tvare zen s jinou nez vyluéné heterosexudlni orientaci.

Reseni piikladu 12.3

Z nacteného datového souboru 16-anova-head.txt vybereme naméfené hodnoty sitky tvaie (bizyg.W) zen sex == 'f’
s vyluéné heterosexudln{ orientaci (sexor == 'op’) a vlozime je do proménné bizyg. WFO. Déle vybereme naméfené
hodnoty sitky tvafe (bizyg.W) Zen sex == 'f' s jinou nez heterosexudlni orientaci (sexor == 'se') a vlozime je do

proménné bizyg.WFS. Z obou proménnych odstranime chybéjici pozorovani a zjistime pocet pozorovani a rozpéti
naméienych hodnot v obou nahodnych vybérech.

data <- read.delim(’00-Data//16-anova-head.txt’)

bizyg.WF0 <- datal[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’op’, ’bizyg.W’]
bizyg.WFS <- datal[data$sex == ’f’ & data$sexor == ’sa’, ’bizyg.W’]
bizyg.WF0 <- na.omit(bizyg.WFO0)

bizyg.WFS <- na.omit(bizyg.WFS)

nl <- length(bizyg.WF0) # 62

n2 <- length(bizyg.WFS) # 23

range (bizyg.WF0) # 124-151

range (bizyg.WFS) # 120-148

Datovy soubor obsahuje naméfené hodnoty siiky tvare 62 zen s heterosexudlni orientaci a 23 Zen s jinou sexudalni
orientaci. Namétend §itka tvafe zen s heterosexudlni orientaci nabyva hodnot v rozsahu 124-151 mm, naméfend
Sitka tvare zen s jinou sexualni orientaci nabyvéa hodnot v rozsahu 120-148 mm.

V piikladu mame za tkol porovnat stfedni hodnoty dvou populaci, pfi¢emz u obou populaci mame k dispozici
naméfené hodnoty. Nulovou hypotézu bychom chtéli primarné testovat parametrickym testem o rozdilu stfednich
hodnot p; — p2. Opét tedy nejprve ovéiime predpoklad norméalniho rozdéleni obou ndhodnych vybértu. Na hladiné
vyznamnosti @ = 0.05 testujeme nejprve hypotézu Hyi : Ndhodny vybér Sirek tvdre Zen s heterosexudlni orientact
pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze: Hyq1 : Ndhodny vybér sirek tvdre Zen s heterosexudlni
orientact nepochdzi z normdlniho rozdéleni. K otestovani hypotézy pouzijeme vzhledem k rozsahu nahodného vybéru
n; = 62 > 30 Lillieforsuv test. Pro tdcely vizualizace ndhodného vybéru pomoci histogramu rozdélime naméiené

hodnoty do 7 ekvidistantnich tfidicich intervali o sifce 4 mm stanovenim hranic 124, 131, ..., 152mm (viz obrédzek
9).
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Anderson<f9>v-Darling<f9>v test: p—hodnot®)00

Obrazek 9: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) interorbitéln{ sitky u muzu bantuské populace
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Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0175 je mensi nez 0.05, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a = 0.05.
Zamitnuti bychom nicméné mohli povazovat za hraniéni, protoze p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti
a = 0.01. Kontrolné tedy otestujeme normalitu ndhodného vybéru také pomoci Andersonova-Darlingova testu
piikazem ad.test() z knihovny nortest (viz sekce ?7?). Protoze p-hodnota Andersonova-Darlingova testu p = 0.0175 je
mensi nez 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti & = 0.05. Andersonuv-Darlinguv test tedy moznost hrani¢né
normélniho rozdéleni ndhodného vybéru nepotvrdil. Grafickd vizualizace taktéz ukazuje na poruseni normality. Z
histogramu na obrazku 9 pozorujeme nesymetrické rozdéleni naméfenych hodnot, které jsou kladné vysSikmené s
prodlouzenym pravym koncem. Taktéz QQ-diagram ukazuje odlehlé hodnoty na pravém chvostu. Nahodny vybér
sitek tvare u zen s heterosexudlni orientaci nepochézi z normélniho rozdéleni.

Jiz v tomto okamziku vime, ze k ovéfeni otazky ze zadani budeme muset pouzit neparametricky test o rozdilu
medidnu. Pro poradek (a také proto, ze pfed samotnym testovanim bychom vzdy méli mit alespon zdkladni prehled
o rozdéleni namétenych hodnot) si ovéfime také normalitu druhého ndhodného vybéru.

Otestujeme tedy hypotézu Hgoe : Ndhodny vybér sitek tvdie uw Zem jiné meZ heteroserudlni orientace pochdzi z
normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze: Hyo : Nahodny vibér $itek tvdre u Zen jiné meZ heteroserudini
orientace nepochdzi z normdlniho rozdéleni. K otestovani Hyy pouzijeme vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru
(ng = 23 < 30) Shapiruv-Wilkuv test. Pro dcely grafické vizualizace prostfednictvim histogramu rozdélime ndhodny
vybér sitek tvare do 5 ekvidistantnich intervala o $ifce 6 mm stanovenim hranic 119, 125, ..., 149 mm. Nakonec
vykreslime QQ-diagram (oba grafy viz obrdzek 10).
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<U+009A><ed><f8>ka tv<el><f8>e (v mm) Shapir<f9>v-Wilk<f9>v test: p—hodnota®6457

Obrézek 10: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) sitky tvdfe Zen s heterosexudlni orientaci a Zen s
jinou sexudlni orientaci

Protoze p-hodnota Shapirova-Wilkova testu p = 0.6457 je mensi nez 0.05, hypotézu Hy nezamitame na hladiné
vyznamnosti « = 0.05. Pohledem na histogram vidime symetrické rozdéleni namérenych hodnot, které vykazuje
jasn prvky normality. V QQ-digramu vidime mirné odchyleni krajnich bodu od referenéni kiivky, které vsak neméd
vzhledem k nizSimu rozsahu nadhodného vybéru fatalni vliv na normalni rozdéleni naméfenych hodnot. Nahodny
vybér §ifek tvafe zen s jinou nez heterosexualni orientaci pochazi z norméalniho rozdéleni.

Jak jsme zminili vyse, kvuli poruSeni normality prvniho ndhodného vybéru pouzijeme na ovéreni otazky ze zadani
neparametricky test. Vzhledem k nizkému poc¢tu pozorovani v druhém ndhodném vybéru pouzijeme Wilcoxonuv
dvouvybérovy exaktni test. Jedinym piedpokladem tohoto testu, je shoda distribuénich funkei Fy(x) a Fa(x) (s
vyjimkou posunuti o vzdalenost A), kde Fj(x) je distribuéni funkce ndhodného vybéru Zen s heterosexudlni ori-
entac{ a Fy(z) je distribuéni funkce ndhodného vybéru zen s jinou sexudlni orientaci. Shodu distribu¢nich funkef
Fi(z) a Fy(z) ovéfime pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu.

Oba nédhodné vybéry nejprve metodou centrovani posuneme do nuly, ¢imz odfiltrujeme vliv posunuti o vzdélenost A
mezi obéma distribuénimi funkcemi. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme hypotézu Hos : Distribucni funkce
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centrované $itky tvdre Zen s heterosexudlni orientaci a Zen s jinou sexudini orientact jsou shodné. oproti alterna-
tivni hypotéze: Hi3 : Distribucni funkce centrované §itky tvdie Zen s heterosexudlni orientaci a Zen s jinou sexudini
orientact nejsou shodné. Tato hypotéza odpovida hypotéze o shodé dvou distribuénich funkei ptivodnich ndhodnych
vybért s vyjimkou posunuti o vzdélenost A. Kolmogoruv-Smirnoviv test provedeme pomoci funkce ks.test(). Nédhled
na distribuéni funkce Fi(z) a Fy(x) vizualizujeme dvéma histogramy superponovanymi piislusnymi jadrovymi od-
hady hustot a grafem zobrazujicim vybérové distribuéni funkce Fy(x) a Fa(z) (viz obrézek 11).
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Obrézek 11: Porovnédni histogramu (vlevo) a graf distribuénich funkei (vpravo) sitky tvére zen s heterosexudlni
orientaci a zen s jinou sexualni orientaci

Protoze p-hodnota K-S testu p = 0.4607 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé dvou distribu¢nich funkeci
centrovanych ndhodnych vybéru nezamitdme na hladiné vyznamnosti & = 0.05. To tedy znamend, ze distribu¢ni
funkce ndhodného vybéru sifek tvare Zen s heterosexualni orientaci a Zen s jinou sexudlni orientaci se lisi pouze
posunutim.

Predpoklad umoznujici ovéreni otazky ze zadani pomoci Wilcoxonova dvouvybérového testu je splnén. Nasim tkolem
ze zadéani je zjistit, zda je Sitka tvafe zen s vyluéné heterosexudalni orientaci mensi nez sitka tvare zen s jinou nez
vyluéné heterosexudlni orientaci. Véta ze zadani je znénim alternativni hypotézy, a to proto, ze zde neni zminka
ani o nulové hypotéze, ani o testovani, ani se ve vété nevyskytuje zminka o rovnosti, kterd je vzdy soucasti nulové
hypotézy. Nulovou hypotézu tedy dodefinujeme tak, aby byla dopliikem k alternativni hypotéze. Ve findlnim znéni
hypotéz bude opét figurovat pojem medidn namisto pojmu stiedni hodnota.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn sitky tvdre Zen s vyjlucné heterosexudlni orientact je vétsi nebo roven medidnu §itky tvdre
zen s jinou neZ vylucné heterosexudlni orientact.
H, : Medidn sitky tvdre Zen s vyluéné heterosexudlni orientact je mensi neZ medidan $irky tvdre Zen s
jJinou nezZ vylucné heterosexudlni orientact.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HotilZi‘g—)i‘l—i‘QZfo,kdefozo
Hy: ¥ < Ty — &1 — Tg < Ty, kde £y = 0 (pravostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V prvnim kroku vytvoiime spolecny vektor sitek tvaie zen tak, ze za sebe poskldaddme hodnoty sitek
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tvéfe zen s heterosexudlni orientaci (X1;, 4 = 1,...,62) a nésledné zen s jinou sexudlni orientaci (Xo;, j =
1,...,23). Délka spole¢ného vektoru n = nj+ng = 62423 = 85. Nasledné kazdému pozorovani prifadime
hodnotu indikaéni funkce I, ktera nabyvéa hodnoty 1, pokud méfeni pochézi z druhého ndhodného vybéru,
nebo hodnoty 0, pokud métfeni pochazi z prvniho ndhodného vybéru. Nakonec stanovime potadi Sk,
k=1,...,85 viech 85 hodnot od nejmensi po nejvétsi (viz tabulka 3).

Tabulka 3: Naméfené hodnoty Xy;, ¢ = 1,...,62, a Xy, j = 1,...,23, obou ndhodnych vybért, indika¢ni

funkce I prislusnosti k druhému ndhodnému vybéru a poradi Sk, k = 1, ..., 85, naméfenych hodnot sefazenych

vzestupné
méfeni || 1 2 3.4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
X1, Xoj 127 128 127 137 131 130 127 140 133 135 128 135 128 130 128 135 136
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Si, Sj 115 195 115 68 35 275 115 75 495 60 195 60 195 275 195 60 65.5
méien{ 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
X1i, Xoj 132 142 127 143 132 136 140 130 131 131 131 126 127 135 127 135 134
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Si, Sj 435 795 115 81 435 655 75 275 35 35 3 75 115 60 11.5 60 54

méfeni 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51

X4, Xoj 134 134 124 124 132 131 128 141 130 132 128 133 151 142 125 139 131

I o o o o o0 ©0 0 O0O O 0 0 0 0 0 0 0 0

Si, S; 54 54 35 35 435 35 195 775 275 435 195 495 8 795 6 725 35
mérenf 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68
X, Xo; || 135 128 131 135 128 128 149 130 139 126 124 134 138 141 138 120 145
I o 0o o ©0O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

Si, S; 60 195 35 60 195 195 84 275 725 75 35 54 70 775 70 1 82
méfenf 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 8 8 84 8

Xii, Xoj 128 140 124 131 130 132 136 136 138 132 131 132 134 133 148 132 133
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S 195 75 35 35 275 435 655 655 70 435 35 435 54 495 83 435 495

t

Z tabulky 3 vidime, ze 23 hodnotam piislusicim druhému ndhodnému vybéru patii ve vektoru 85
sefazenych hodnot poradi 54, 70, 77.5, 70, 1, 82, 19.5, 75, 3.5, 35, 27.5, 43.5, 65.5, 65.5, 70, 43.5, 35, 43.5,
54, 49.5, 83, 43.5 a 49.5. Statistiku Ty ziskdme se¢tenim téchto poradi. Hodnotu testovaci statistiky Sg
ziskame dosazenim hodnot ni, ny a statistiky T, do vzorce 12.1.

no
Tg:ZSj:54—|—72+77.5—|—70+---—|—49.5—|—83—|—43.5—|—49.5:1161

j=1

na(ng + 1)
namer ) g
3 2

23(23 + 1)

Sg =ning +

=62 x 23+

2
= 1426 + % — 1161

— 1161

= 1426 + 276 — 1161
= 541

Vypocet testovaci statistiky si provedeme také pomoci softwaru @ . Nejprve stanovime vzestupné poradi
60 nameéfenych hodnot obou ndhodnych vybéru (rank()). Indikaén{ funkei I vytvofime spojenim 62 nul a
23 jednicek (kombinace funkei ¢() a rep()). Vektor méteni, indika¢nich hodnot a potadi potom spojime do
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103
104
105
106
107
108
109
110

111
112

113

matice (rbind()), kterou pifevedeme na tabulku (data.frame()). Vypocet statistiky 75 je potom souctem
poradi S na téch pozicich, na nichz jsou ve vektoru indika¢nich hodnot | jednicky. Nakonec stanovime
hodnotu testovaci statistiky SE.

S <- rank(c(bizyg.WFO, bizyg.WFS))

I <- c(rep(O,

tab

#

# Xi,
# I
# St,

nl), rep(l, n2))
<- rbind("Xi, Yj" = c(bizyg.WF0, bizyg.WFS), "I" = I, "Si, Sj" = S)
tab <- data.frame(tab)
names (tab) <- 1 85
1 2 3 4 5 6 7 ... 79 80 81 82 83 84 85
Yj 127.0 128.0 127.0 137 131 130.0 127.0 131 132.0 134 133.0 148 132.0 133.0
0.0 0.0 0.0 0 0 0.0 0.0 ... 1 1.0 1 1.0 1 1.0 1.0
Sj 11.5 19.5 11.5 68 35 27.5 11.5 35 43.5 54 49.5 83 43.5 49.5
sum(S[I == 1]) # 1161

T2 <-
SE <-

nl * n2 + n2 *x (n2 + 1) / 2 - T2 # 541

e Kriticky obor

w

(_OO; Wny,no (a)>
= (700, w62,23(0.05)>
(—o0; 547)

K vypoétu kvantilu wy, n,(a) pouzijeme funkei qwilcox(). Vstupnimi argumenty funkce jsou hodnota
kvantilu « a rozsahy nahodnych vybéru nqy a no.

alpha <- 0.05

gwilcox (alpha,

nl, n2) # 547

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky sp = 541 ndlezi do kritického oboru, tj. sg € W, Hy zamitame na
hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

rozdily <- outer(bizyg.WFO0,

e Interval spolehlivosti
Ke stanoveni dolni hranice 95 % pravostranného intervalu spolehlivosti je tieba nejprve vypoéitat n; x
ng = 62 x 23 = 1426 rozdila Xi; — Xoj, i = 1,...,62, j = 1,...,23, a ty nasledné vzestupné sefadit.
Rozdily X1; — Xo; vypocitdme hromadné pomoci funkce outer(). Prvnimi dvéma vstunimi argumenty
funkce budou vektory Sitek tvéie bizyg.WFO a bizyg.WFS, tfeti argumentem bude argument FUN =
"', kterym zajistime vypocet rozdila Xi; — Xo; ¢ = 1,...,14, j = 1,...,46. Ziskané rozdily sefadime
vzestupné pifkazem sort() a vlozime do proménné U.

V=)

bizyg.WFS, FUN =

114 U <- sort(rozdily)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvofi minus nekone¢no a hodnota, kterd se v sefazeném vektoru
rozdild U nachdzi na (wn, n, (1 — @))-té pozici. Hodnotu kvantilu wy, n,(1 — @) nalezneme opét pomoci
funkce qwilcox().
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—00: U(U’62,23(1—0.05)))

115 qwilcox (1 - alpha, nl, n2) # 879
116 U[879]1 # 0

e Zaveér testovani
Protoze £y = 0 nendlezi do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 0 ¢ 1.5, Hy
zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Pozndmka: Pripomenme, ze kulaté zdvorky okolo intervalu spolehlivosti (d; k) znaéi, ze do intervalu
spolehlivosti spadaji veskeré hodnoty v rozmezi hranici d-h s vyjimkou samotnych hranic d a h. Z toho
diuvodu hodnota g =0 ¢ (—o0; 0).

5. Testovani p-hodnotou
Pfislusnou p-hodnotu vypoéitdme pomoci vzorce Pr(Sg < sg)}, kde sg je realizace testovaci statistiky sp =
541diskrétni ndhodné velic¢iny Sg.

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sg < sp) = Pr(Sg < 541) = 0.04494765 = 0.04495

Hodnotu distribuéni funkce rozdéleni Wilcoxonovy testovaci statistiky Sg, tj. Pr(Sg < 541), vypocitame
v softwaru @@ pomoci funkce pwilcox().

117 p.hodn <- pwilcox(SE, nl, n2) # 0.04494765

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.04495 je mensi nez o« = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Za zdkladé vsech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o« = 0.05. Sitka tvaie
zen s heterosexudlni orientaci je statisticky vyznamné mensi nez zitka tvafe zen s jinou sexudlni orientaci.

7. Graficka vizualizace vysledki testovani
Rozdil ve stfednich hodnotéch (reprezentovanych medidny) siiky tvére Zen s heterosexudlni orientaci a zen s
jinou sexudln{ orientaci vizualizujeme pomoci krabicovych diagramu (viz obrdzek 12).

Pozndmka: Wilcoxontv dvouvybérovy exaktni test provedeme také pomoci funkce wilcox.test(). Vstupnimi parame-
try funkce budou vektor méfeni sitek tvafe zen s heterosexudlni orientaci (bizyg.WFO) a s jinou sexudlni orientact
(bizyg.WFS), pozadavek na vypocet hranic intervalu spolehlivosti (conf.int = T, hodnota hladiny vyznamnosti «
zadand prostiednictvim koeficientu spolehlivosti 1 — « (conf.level = 0.95), typ zvolené alternativn{ hypotézy (le-
vostrannd; alternative = 'less') a zdkaz aplikovani spojité korekce na vysledné intervaly spolehlivosti a p-hodnotu
(correct = F).
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Obréazek 12: Krabicovy diagram Sitky tvare Zen s heterosexudlni orientaci a zen s jinou sexudlni orientaci

wilcox.test(bizyg.WFO, bizyg.WFS, conf.int = T, conf.level = 0.95,
alternative = ’less’, correct = F)

Wilcoxon rank sum test

data: bizyg.WFO0 and bizyg.WFS
W = 541, p-value = 0.044
alternative hypothesis: true location shift is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf -6.897118e-05

sample estimates:
difference in location

-2.000094

Mezi vystupy funkce muzeme nalézt hodnotu rozdilu medidnt obou nahodnych vybéra -0.200094, hodnota testo-
vaci statistiky S znacend jako W, tj. W = 541, interpolované hranice 95% Waldova empirického pravostranného
intervalu spolehlivosti -Inf a -6.897118e-05 a interpolovanou p-hodnotu p-value = -6.897118e-05. Jediné, co musime
stanovit zvlast, jsou dolni a horni hranice kritického oboru.

Pozndmka: Ackoli oba ndhodné vybéry Xii,...,X1,, & Xoi,...Xo,, obsahuji shodnd méfen{ (ties) uvnitt sebe
i navzdjem mezi sebou, vystup funkce wilcox.test() neprovazi tentokrét zadnd varovnd hldska. Je to proto, Ze
ndhodny vybér sitek tvare zen s jinou sexudlni orientaci obsahuje vice nez 50 pozorovani. V takovém piipadé
funkce wilcox.test() nebere shody jako potencidlni riziko pfi vypoétu exaktni p-hodnoty ¢i exaktnich hranic intervalu
spolehlivosti a chybové hlasky tedy nevypisuje. Aby se chybové hlasky analogické hlaskam v piikladu 12.2 nevypsaly,
staci, aby byl pocet pozorovani v alesponi jednom ndhodném vybéru vétsi nebo roven 50.

*
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12.2 Wilcoxoniv dvouvybérovy test (Mannuv-Whitneyav U test) — asymptoticka
varianta

Pro ndhodné vybéry o rozsazich ny > 30 a ng > 30 mame moznost pouzit k otestovani nulové hypotézy asympto-
tickou variantu Wilcoxonova dvouvybérového testu (resp. Mannova-Whitneyova U testu). Testovaci statistika

SE _ ning

Sy=-—72_2 (12.2)

ning(ni+na+1)
12

kde Sg je testovaci statistika definovana vztahem 12.1, n; je rozsah prvniho ndhodného vybéru, ns je rozsah druhého
nahodného vybéru. Za platnosti nulové hypotézy pochézi statistika U, ze standardizovaného normaélniho rozdélent,
tj.

S — nung
Sp=—0t——2 1 N(o,1).
1’7,17’7,2(711+’I’L2+1)
12

Kriticky obor podle zvolené alternativni hypotézy ma tvar

Hyy 13 —T9 #Tg W = (—00; tqy2) U (Ui_qa/2; 0)
Hio: 21 — T2 > X W:<U,1_a;00)
Hi3: @1 — 22 < X WZ(—OO;UQ>

kde uq /2, U1—a/2, Ua, U1—qo jsou kvantily standardizovaného normdlniho rozdélent, jejichz hodnoty ziskdme pomoci
@ a implementované funkce qnorm().

Interval spolehlivosti mé podle zvolené alternativni hypotézy jeden z néasledujicich tvara

Hyy 02 — T2 # 2o (d,h) = (U(leﬂ”); U("1"2+1_le‘1/2))

Hip 12 — 22 > T (d,00) = (UC1-2); o0

Hiz:T1 — T2 < o (—oo7h) = (—OO; U(”1"2+1—Cl_a)>
kde C) oo = ™2 —uy_ o0y /%’ Chog = M2 — oy, /% a UL < ... < Umne) gnact
vzestupné sefazené rozdily Xo; — X15,i=1,...,n1,5=1,...,n2, 2 U@ znaéi z-ty sefazeny rozdil. Neni-li Ci—a/2,

resp. Cp_, celé ¢islo, zaokrouhujeme jej vzdy dolu na nejblizsi nizsi celé ¢&islo.

p-hodnota mé v zavislosti na zvolené alternativni hypotéze jeden z nésledujicich tvaru

Hyy @1 — To # To p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(S4 > s4)}
His : 31 — 3o > Ig p-hodnota = Pr(S4 > s4) =1 —Pr(S4 < s4)
Hi3:31 — T2 < I p-hodnota = Pr(S4 < s4)

kde S4 je ndhodnd velicina, sa je realizace testovaci statistiky Sa (viz vzorec 12.2), tedy konkrétni ¢islo, a
Pr(Sa < s4) je distribuéni funkce standardizovaného normélniho rozdéleni, jejiz hodnotu ziskdme pomoci @ a
implementované funkce pnorm().
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Priklad 12.4. Wilcoxonuv dvouvybérovy asymptoticky test (oboustranna alternativa)

Méjme datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt obsahujici idaje o délce klién{ kosti z pravé strany (cla.L)
u muzu z indické populace z Amritsaru, z indické populace z Varanasi a z Fecké populace z Atén (viz sekce 77). Na
hladiné vyznamnosti o = 0.10 zjistéte, zda existuje rozdil mezi délkou kli¢ni kosti z pravé strany u muzi z indické
populace z Amritsaru a u muzu z indické populace z Varanasi.

Reseni piikladu 12.4

Datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt nacteme pifkazem read.delim(). Nésledné z nactenych dat vy-
bereme namérené hodnoty délky klien{ kosti z pravé stranny (cla.L) u muzu z indické populace z Amritsaru (pop
== "ind1") a vlozime je do proménné cla.LA. Déle z datové tabulky vybereme namétrené hodnoty délky kli¢n{ kosti
z pravé strany u muzu z indické populace z Varanasi (pop == 'ind2') a vlozime je do proménné cla.LV. Z obou
proménnych cla.LA a cla.LV odstranime pifkazem na.omit() chybéjici pozorovéni, ddle pifkazem length() zjistime
pocet pozorovani v obou ndhodnych vybérech a pifkazem range() rozpéti namérenych hodnot.

data <- read.delim(’00-Data//18-more-samples-variances-clavicle.txt’)

cla.LA <- datal[data$pop == ’indl’, ’cla.L’]
cla.LA <- na.omit(cla.LA)
cla.LV <- datal[data$pop == ’ind2’, ’cla.L’]

cla.LV <- na.omit(cla.LV)
nl <- length(cla.LA) # 120
n2 <- length(cla.LV) # 81
range (cla.LA) # 123-169
range (cla.LV) # 126-165

Datovy soubor obsahuje naméfrené hodnoty délky kli¢ni kosti z pravé strany u 120 muzu z indické populace z Amrit-
saru u 81 muzu z indické populace z Varanasi. Namérené délky kli¢nich kosti z pravé strany u muzu z Amritsaru

nabyvaji hodnot v rozmezi od 123 mm do 169 mm, namérené délky kli¢nich kosti z pravé strany u muzu Varanasi
nabyvaji hodnot v rozmezi od 126 mm do 165 mm.

V ramci ptikladu budeme chtit porovnat stfedni hodnoty dvou indickych populaci, pficemz u obou populaci mame k
dispozici naméfené hodnoty. Resenf piikladu vede primarné na parametricky test o rozdilu stiednich hodnot ji; — po
(viz sekce 77 nebo sekce ?7). Nejprve véak musime ovéfit, zda oba ndhodné vybéry pochdzi z normdlnich rozdéleni.
Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme tedy nejprve hypotézu Hy; : Ndhodny vybér délek klicnich kosti z pravé
strany u muzi z indické populace z Amritsaru pochdzi z normdlniho rozdélend. oproti alternativni hypotéze: Hy; :
Ndhodny vybér délek klicnich kosti z pravé strany v muzi z indické populace z Amritsaru nepochdzi z normdlniho
rozdéleni. Normalitu ndhodného vybéru otestujeme pomoci Lillieforsova testu a graficky zhodnotime histogramem
superponovanym kiivkou normélniho rozdéleni a QQ-diagramem (viz obrazek 13). Pro ticely histogramu rozdélime
ndhodny vybér délek kli¢nich kosti do 8 ekvidistantnich tiidicich intervala o §ifce 6 mm pomoci stanovenych hranic
122,128, ..., 170 mm.

Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.2702 je vétsi nez 0.05, Hyp; nuzamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.
Ani v histogramu ani v QQ-diagramu potom nepozorujeme zadné vyrazné poruseni predpokladu normality. Ndhodny
vybér délek kli¢nich kosti z pravé strany u muzu z populace z Amritsaru pochazi z normalniho rozdéleni.

Analogicky testujeme hypotézu Hyo : Ndhodnij vijbér délek klicnich kosti z pravé strany uw muzi z indické populace
z Varanasi pochdzi z normadlniho rozdeélend. oproti alternativni hypotéze: Hyo : Ndhodny vybér délek klicnich kosti z
pravé strany uw muzu z indické populace z Varanasi nepochazi z normalniho rozdélend. Normalitu ndhodného vybéru
otestujeme pomoci Lillieforsova testu a graficky zhodnotime histogramem superponovanym kiivkou normélniho
rozdéleni a QQ-diagramem (viz obrdzek 14). Pro ticely histogramu rozdélime ndhodny vybér do 7 ekvidistantnich

ti{dicich intervalt o §ifce 6 mm prostfednictvim stanovenych hranic 125, 131, ..., 167 mm.

Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0274 je mensi nez 0.05, hypotézu Hyy zamitame na hladiné vyznamnosti
a = 0.05. Zamitnuti normality je vSak hrani¢ni, protoze p-hodnota neklesla pod hladinu vyznamnosti a = 0.01. Proto
pro kontrolu otestujeme normalitu také pomoci Andersonova-Darlingova testu. Protoze p-hodnota Andersonova-
Darlingova testu p = 0.0628 je vétsi nez 0.05, hypotézu Hpe nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05. An-
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Obrézek 13: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) délky kliven{ kosti z pravé strany u muzu z indické
populace z Amritsaru
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Obrézek 14: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) délky kliven{ kosti z pravé strany u muzu z indické
populace z Varanasi

dersonuv-Darlingtv test tedy hrani¢né normalitu ndhodného vybéru nezamita. Bezpochyby se rozdéleni ndhodného
vybéru délky kliéni kosti z pravé strany u muzu z indické populace z Varanasi pohybuje na pomezi normality.
Grafické zhodnoceni normality je v tomto pripadé velmi subjektivni. Z histogramu je patrna normalita ndhodného
vybéru, nicméné je zde viditelné také kladné vysikmeni hodnot s prodlouzenym pravym koncem. QQ-diagram potom
zobrazuje stejnou vlastnost prostfednictvim bodu v pravém hornim rohu, které se odchyluji od referenéni primky.
Situace je tedy opravdu hrani¢ni a zdlez{ pouze na nés, jak se o normalité ndhodného vybéru rozhodneme. V praxi
bychom pravdépodobné nad normalitou pfimhoufili oko a hypotézu bychom vzhledem k sinéjsim vlastnostem para-
metrického testu otestovali pomoci klasického dvouvybérového t-testu o rozdilu stiednich hodnot p; — pg tak, jako
jsme to provedli v sekci ??7 v prikladu ??7. Zde si vSak ukdzeme, jak bychom postupovali, kdybychom se rozhodli
striktné drzet vysledku Lillieforsova testu a pfiklonili se k zavéru, ze ndhodny vybér délek kli¢nich kosti z pravé
strany u muzu z indické populace z Varanasi nepochdzi z normalniho rozdéleni.

Otézku ze zadani v takovémto piipadé otestujeme pomoci neparametrického Wilcoxonova dvouvybérového testu,
zde konkrétné vzhledem k vysokym rozsahum obou ndhodnych vybéru (n; > 30 i ng > 30) pomoci jeho asympto-
tické varianty. Jedinym ptredpokladem, ktery musi byt pro pouziti tohoto testu splnén, je shoda distribu¢nich funkeci
Fi(x) a Fy(x) (s vyjimkou posunuti o vzddlenost A), kde Fi(z) je distribuéni funkce ndhodného vybéru z populace
z Amritsaru a F(x) je distribuéni funkce ndhodného vybéru z populace z Varanasi. Shodu distribuénich funkei
Fi(z) a Fy(z) ovéifme pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu (viz sekce 77).
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Oba nédhodné vybéry nejprve metodou centrovani posuneme do nuly, ¢imz odfiltrujeme vliv posunuti o vzdalenost A
mezi obéma distribu¢nimi funkcemi. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 potom testujeme hypotézu Hys : Distribucni
funkce centrované délky klicni kosti z pravé strany u muzu z Amritsaru a uw muzu z Varanasi jsou shodné. oproti
alternativni hypotéze: Hygz : Distribucéni funkce centrované délky klicni kosti z pravé strany u muzu z Amritsaru a
u muzu z Varanasi nejsou shodné. Ze sekce 7?7 jiz vime, ze nulova hypotéza Hyz odpovida hypotéze o shodé dvou
distribuénich funkci ptivodnich ndhodnych vybérua s vyjimkou posunuti o vzdalenost A. Shodu distribu¢nich funkei
Fi(z) a Fy(z) otestujeme pomoci pifkazu ks.test() a ndsledné vizualizujeme dvéma histogramy superponovanymi
piislusnymi jaddrovymi odhady hustot a grafem zobrazujicim obé vybérové distribuéni funkce vedle sebe (viz obrazek
15).
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Obrazek 15: Porovnani histogramu (vlevo) a graf distribu¢nich funkei (vpravo) délky kliveni kosti z pravé strany u
muzu z indické populace z Varanasi

Protoze p-hodnota K-S testu p = 0.919 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé dvou distribuénich funkci cent-
rovanych ndhodnych vybéri nezamitdme na hladiné vyznamnosti e = 0.05. To tedy znamen4, ze distribuéni funkce
nghodného vybéru délek kliénich kosti z pravé strany u muzu z populace z Amritsaru a z populace z Varanasi se
lis{ pouze posunutim.

Predpoklad umoznujici pouziti Wilcoxonova dvouvybérového asymptotického testu je splnén. Muzeme tedy pristoupit
k samotnému procesu testovani. Nasim tkolem ze zadani je zjistit, zda existuje rozdil mezi délkou kli¢ni kosti z

pravé strany u muzu z indické populace z Amritsaru a u muzu z indické populace z Varanasi. Tato véta je znénim

alternativni hypotézy, a to zejména proto, ze slovo rozdil implikuje nerovnost, ktera se nikdy nevyskytuje v nulové

hypotéze. Druhou indicii by potom mohlo byt, Zze nikde v zadani se nevyskytuje slovo hypotéza, ani zminka o tes-

tovani. Navic v zadani neni nikde zminka o znéni nulové hypotézy. a to jednak proto, Ze v zadani se piimo vyskytuje

slovo hypotéza, Zbyva tedy dodefinovat nulovou hypotézu tak, aby byla doplikem k zadané alternativni hypotéze.

Zavérem poznamenejme, ze pojem stredni hodnota figurujici v hypotézach, které testujeme parametrickym testem,

zde nahrazujeme medidnem. Testovani provedeme v posloupnosti sedmi krokiu.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Median délky klicni kosti z pravé strany u muzi z populace z Amritsaru je shodny s medidnem délky
klicni kosti z pravé strany uw muzi z populace z Varanasi.
H, : Median délky klicnd kosti z pravé strany u muzu z populace z Amritsaru neni shodny s medidnem
délky klicni kosti z pravé strany u muzi z populace z Varanasi.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H()fol:i'g—)i'l—i'ngfo, kdeiO:O
Hy: & # T9 — &1 — T2 # To, kde o = 0 (oboustrannd alternativa)
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2. Volba hladiny vyznamnosti

Hladina vyznamnosti o = 0.10.

3. Testovani kritickym oborem

Testovaci statistika

V prvnim kroku vytvoiime spole¢ny vektor délek klicnich kosti tak, ze za sebe poskladdame hodnoty
délek kliénich kost{ z pravé strany muzu z Amritsru (X4, ¢ = 1,...,120) a ndsledné muzu z Varanasi
(Xa4, j =1,...,81). Délka spoletného vektoru n = ny + ny = 120 + 81 = 201. Nésledné kazdému pozo-
rovani pritadime hodnotu indikaéni funkce I, kterd nabyva hodnoty 1, pokud méfeni pochézi z druhého
nadhodného vybéru, nebo hodnoty 0, pokud méfeni pochazi z prvnitho ndhodného vybéru. Nakonec sta-
novime pofadi Sk, k = 1,...,201 vSech 201 hodnot od nejmensi po nejvétsi (viz tabulka 4).

Tabulka 4: Naméfené hodnoty Xi;, ¢+ = 1,...,120, a Xy;, 7 = 1,...,81, obou nahodnych vybérua, in-
dikac¢ni funkce I piislusnosti k druhému ndhodnému vybéru a poradi S, k = 1,...,201, naméfenych hodnot
sefazenych vzestupné

méfeni || 1 2 ... 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
X, Y, || 142 146 ... 149 148 143 136 147 141 148 141 145 137 143 139
I 0 0o ... 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, S; || 8.5 125 ... 147 1385 965 36 1315 745 1385 745 1165 415 965 56
méfenf || 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 143 144 145
X, Y; || 132 142 150 150 138 135 136 127 149 138 145 128 155 140 138
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 19 8.5 155 155 465 31 36 4 147 465 1165 6 1805 66.5 46.5
méfeni || 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160
X,,Y; || 136 140 140 140 142 132 147 129 140 159 134 142 137 140 126
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 36 665 665 665 8.5 19 1315 95 665 1915 27 855 415 665 3
méfeni || 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175
X,, Y, || 144 139 144 1385 145 153 153 146 138 152 1415 1305 131 144 151
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, S; || 1055 56 1055 51 1165 173 173 125 465 169 785 125 15 1055 162
méfeni || 176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189 190
X,,Y; || 136 137 1575 165 159 148 129 1395 132 140 144 139 161 133 151
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 36 415 187 198 1915 1385 95 605 19 665 1055 56 195 24 162
méfeni || 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200 201

X, Y, |[ 138 141 1345 136 141 131 129 140 146 142 154

I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

S, S; || 465 745 29 36 745 15 95 665 125 855 1765

Z tabulky 4 vidime, ze 81 hodnotam pfislusicim druhému nadhodnému vybéru patii ve vektoru 201
sefazenych hodnot potadi 96.5, 36, 131.5, 74.5, 138.5, 74.5, 116.5, 41.5, 96.5, 56, 19, 85.5, 155, 155, 46.5,
31, 36, 4, 147, 46.5, 116.5, 6, 180.5, 66.5, 46.5, 36, 66.5, 66.5, 66.5, 85.5, 19, 131.5, 9.5, 66.5, 191.5, 27,
85.5, 41.5, 66.5, 3, 105.5, 56, 105.5, 51, 116.5, 173, 173, 125, 46.5, 169, 78.5, 12.5, 15, 105.5, 162, 36, 41.5,
187, 198, 191.5, 138.5, 9.5, 60.5, 19, 66.5, 105.5, 56, 195, 24, 162, 46.5, 74.5, 29, 36, 74.5, 15, 9.5, 66.5,
125, 85.5 a 176.5. Souctem téchto poradi ziskdme hodnotu statistiky 75. Nasledné dosazenim hodnot ng,
ng a statistiky 75 do vzorce 12.1 ziskdme statistiku Sg. Konetné, dosazenim statistiky Sg a rozsahu nq
a no do vzorce 12.2 ziskdme hodnotu testovaci statistiky Wilcoxonova dvouvybérového asymptotického
testu S4.
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no
Ty = Z S; =96.5+ 36 + 131.5 + 74.5 + - - - + 66.5 + 125 + 85.5 + 176.5 = 6689.5

j=1

1
Sk annz-i—%—jﬂg
1(81+1
=120 x 81 + M — 6689.5
6642

= 9720 + - 6689.5

= 9720 + 3321 — 6689.5
= 6351.5

ning)
SE — mn2)

ning(ni+ns+1)
12

81x120
6351.5 — 81x120

120x81(120+81+1)
12

63515 — 270

120x81x202
12

_ 6351.5 — 4860
/163620
14915

T 404.4997

= 3.687271

Sa =

Vypocet testovaci statistiky si provedeme také pomoci softwaru @ . Nejprve stanovime vzestupné pofadi
201 namétenych hodnot obou ndhodnych vybéru pomoci funkce rank(). Indikaéni funkei I vytvorime spo-
jenim 120 nul a 81 jednicek prostfednictvim kombinace funkef c() a rep(). Vektor méfeni, indika¢nich
hodnot a pofadi potom spojime do matice, kterou pfevedeme na tabulku. Vypocet statistiky 75 je potom
souctem pofradi S na téch pozicich, na nichz jsou ve vektoru indika¢nich hodnot | jednicky. Déle stanovime
hodnotu testovaci statistiky SE piimym prepisem vzorce 12.1 a nakonec hodnotu testovaci statistiky S 4
primym piepisem vzorce 12.2.

140 S <- rank(c(cla.LA, cla.LV))

141 I <- c(rep(0, n1), rep(l, n2))

142 tab <- rbind ("Xi, Yj" = c(cla.LA, cla.LV), "I" = I, "Si, Sj" = S)
143 tab <- data.frame(tab)

144 names(tab) <- 1 : 201

145 # 1 2 3 4 5 6 195 196 197 198 199 200 201
146 # Xi, Yj 142.0 146 136 138.5 129.0 141.0 141.0 131 129.0 140.0 146 142.0 154.0
147 # I 0.0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
148 # Si, Sj 85.5 125 36 51.0 9.5 74.5 74.5 15 9.5 66.5 125 85.5 176.5
149 T2 <- sum(S[I == 1]) # 6689.5

150 SE <- nl * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 6351.5
1561 SA <- (SE - n1 * n2 / 2) / sqrt(ml * n2 * (nl + n2 + 1) / 12) # 3.687271

29



e Kriticky obor

K vypoctu kvantili u,/ a u1_o/2 pouzijeme funkci gnorm() poéitajici hodnotu a/2-kvantilu (resp.
(1—a/2)-kvantilu) standardizovaného normalniho rozdéleni. Vstupnim argumentem funkce qnorm() bude
pouze hodnota «/2, resp. (1 — a/2).

152 alpha <- 0.10
163 qgnorm(alpha / 2) # -1.64485/
154 qgnorm (1 - alpha / 2) # 1.64485/4

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s 4 = 3.687271 nélezi do kritického oboru, tj. sy € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Ke stanoven{ dolni a horni hranice 90 % intervalu spolehlivosti je tfeba nejprve vypocitat ny x ng =
120 x 81 = 9720 rozdila Xy; — Xo4, ¢ = 1,...,120, j = 1,...,81, a ty ndsledné vzestupné sefadit.
Rozdily Xq; — Xo; vypocitdme hromadné pomoci funkce outer(). Prvnimi dvéma vstunimi argumenty
této funkce budou vektory délek klicnich kosti cla.LA a cla.LV. Dale specifikujeme hodnotu argumentu
FUN, kde nastavenim FUN = '-' zménime vypocet soucini Xi;Xo; (defaultni nastaveni) na vypocet
rozdilu XU _X2j, 1= 1,...7120, ] = 1,781 Ziskané I'OZdﬂy Xli - XQj, 1= 1,...,120, _] = 1,,81
sefadime piikazem sort() a vlozime do proménné U. Nésledné vypocitdme pozicové soufadnice Cy_, /2 a
'I’Ll?’l2 +1-— lea/Q'

ning ning(ny +ng +1
C'1701/2 = - ula/Z\/ ( )

2 12
120 x 81 \/120 x 81(120 4 81 + 1)
=T 9 U1-0.10/2 12

9720 x 202
= 4 —_ —_—mm
860 — uo.95 B
20 x 202
— 4860 — 1.644854 %

= 4860 — 1.6448541/163620
= 4860 — 1.644854 x 404.4997
=4194.657 = 4194

ning +1—C)_pjo =120 x 81 4+ 1 — 4194
= 9720 + 1 — 4194 = 5527

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru rozdili U nachazi
na 4194. pozici a na 5527. pozici.
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155
156

157
158

159
160

161

rozdily <- outer(cla.LA, cla.LV, FUN = ’-’)
U <- sort(rozdily)

(d,h) = (U(Cl—a/z); U"1"2+1—C1w/2))
_ (U(4194)); U(5527))>

= (3;6.5)

Cl1 <- floor(ml * n2 / 2 - gnorm(1l - alpha / 2) * sqrt(nl * n2 * (nl + n2 + 1) / 12)) #
4194

C2 <- nl1 * n2 + 1 - C1 # 5527

U[4194] # 3

U[5527] # 6.5

e Zavér testovani
Protoze &y = 0 nenélezi do 90% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 ¢ IS, Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

5. Testovani p-hodnotou
Piislusnou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce 2min{Pr(Sa < sa), Pr(Sa > sa)}. Zde si uvédomme,
7e realizace testovaci statistiky s = 3.6873. Zdroveii S4 je spojitd ndhodnd veli¢ina, nebot pochdzi ze
spojitého (standardizovaného normélniho) rozdéleni N (0, 1). Z vlastnosti pravdépodobnostni funkce spojitych
ndhodnych velic¢in vime, ze Pr(S4 > 3.6873) = 1 — Pr(S4 < 3.6873)1 — Pr(S4 < 3.6873). Viz kapitola ?7?.

e p-hodnota
p-hodnota = 2min{Pr(S4 < sa), Pr(Sa > sa)}
= 2min{Pr(S4 < 3.687271), 1 — Pr(S4 < 3.687271)}
= 2min{0.9998867, 0.0001133359}
=2 % 0.0001133359 = 0.0002266718 = 0.0002267
Hodnoty distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni v hodnoté s, = —4.522871, t;j.

Pr(S4 < —4.522871) vypocitdme pomoci funkce pnorm() (viz sekce 7).

p-hodn <- 2 * min(pnorm(SA), 1 - pnorm(SA)) # 0.0002266719

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.0002267 je mensi nez o = 0.10, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.10.

6. Interpretace vysledku
Na zdkladé vSech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.10. Mezi
délkou kliéni kosti z pravé strany u muzu z indické populace z Amritsaru a u muzu z indické populace z
Varanasi existuje statisticky vyznamny rozdil. Ke stejnému zavéru jsme dosli také v piikladu 77, kde jsme se
priklonili k normalité ndhodného vybéru délky kli¢ni kosti z pravé strany u muzu z populace z Varanasi a na
otestovani nulové hypotézy jsme pouzili parametricky klasicky dvouvybérovy t-test.

7. Graficka vizualizace vysledkl testovani
Vhodnym grafem porovnavajicim oba ndhodné vybéry préavé z hlediska medidntu je krabicovy diagram (viz
obréazek 16).
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Obrazek 16: Krabicovy diagram délky kliveni kosti z pravé strany u muzu z indickych populaci z Amritsaru a z
Varanasi

Pozndamka: Funkce wilcox.test() neposkytuje vysledky pro asymptotickou variantu Wilcoxonova dvouvybérového
testu. Funkci muzeme vyuzit maximélné na vypocet testovaci statistiky Sg, pomoci které pak snadno vypocitame
prepisem vzorce 12.2 hodnotu testovaci statistiky S 4. Hranice kritického oboru, intervalu spolehlivosti a p.hodnoty
vS8ak musime vypocitat samostatné. *
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Priklad 12.5. Wilcoxonuv dvouvybérovy asymptoticky test (pravostrannd alternativa)

Méjme datovy soubor 22-two-samples-whr-mf.csv obsahujici tidaje o véku (age) a poméru obvodu pasu a boku
(WHR) u déti (divek a chlapcu) ve véku 6-16 let (viz sekce ?7). Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zjistéte, zda
je obvod pomeéru pasu a boku u chlapct ve véku do deseti let (véetné) vétsi nez u divek ve véku do deseti let (véetné).

Reseni piikladu 12.5

Nejprve nac¢teme datovy soubor 22-two-samples-whr-mf.csv. Nésledné z nactenych dat vybereme hodnoty obvodu
pasu a boku (WHR) u chlapcu (sex == 'm’) ve véku do deseti let (age < 10) a vlozime je do proménné WHR.M.
Déle vybereme z datové tabulky hodnoty obvodu pasu a boku (WHR) u divek (sex == 'f") ve véku do deseti let (age
< 10) a vlozime je do proménné WHR.F. Z obou proménnych WHR.M a WHR.F odstranime chybéjici pozorovani.
Nakonec zjistime rozsahy obou ndhodnych vybéru a rozpéti namétrenych hodnot v obou vybérech.

data <- read.delim(’00-Data//22-two-samples-whr-mf.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7)
WHR.M <- datal[data$sex == ’m’ & data$age <= 10, ’WHR’]
WHR.F <- datal[data$sex == ’f’ & data$age <= 10, °WHR’]

WHR.M <- na.omit (WHR.M)

WHR.F <- na.omit(WHR.F)

nl <- length(WHR.M) # 42

n2 <- length(WHR.F) # 47

range (WHR.M) # 0.7620438-1.0175439
range (WHR.F) # 0.6873315-0.8878981

Datovy soubor obsahuje hodnoty poméru obvodu pasu a boku u 42 chlapcu a 47 divek ve véku do 10 let. Pomér
obvodu pasu a bokt u méfenych chlapcu se pohybuje v rozmezi pfiblizné 0.76-1.02, pomér obvodu pasu a boki u
meéfenych divek se pohybuje v rozmezi ptiblizné 0.69-0.89.

V ramci piikladu budeme chtit porovnat stfedni hodnotu populace chlapcu se stfedni hodnotou populace divek,
piicemz u obou populaci méme k dispozici naméfené hodnoty. Reseni pifkladu vede primarné na parametricky test
o rozdilu stfednich hodnot pu; — pe. Nejprve vSak musime ovéfit, zda je splnén nezbytny predpoklad normality
obou ndhodnych vybérti. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme tedy nejprve hypotézu Hy; : Ndhodny vybér
poméri obvodu pasu a boki u chlapci ve véku do 10 let pochdzi z normdlniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze:
Hy1 : Ndhodny vybér poméru obvodu pasu a boku u chlapcti ve véku do 10 let nepochdzi z normdadlniho rozdélend.
Normalitu ndhodného vybéru otestujeme vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru (n; = 42 > 3) Lillieforsovym tes-
tem. Graficky ji potom zhodnotime histogramem superponovanym kiivkou normaélniho rozdéleni a QQ-diagramem
(viz obrézek 17). V rdmci histogramu rozdélime ndhodny vybér poméra obvodu pasu a boku do 6 ekvidistantnich

ti{dicich intervalu o sifce 0.05 pomoci stanovenych hranic 0.74, 0.79, ..., 1.04.
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teoretick<fd> kvantil
pom<ec>r obvodu pasu a bok<f9> Lilliefors<fo>v test: p—hodnota 6.0011

Obrézek 17: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) poméru obvodu pasu a boku u chlapct ve véku do
deseti let
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Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.0011 je vétsi nez 0.05, Hy; zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.
Jak v histogramu, tak v QQ-diagramu pozorujeme poruseni normality prostfednictvim napravo umisténych od-
lehlych pozorovéani. Nahodny vybér poméru obvodu pasu a boku u chlapcu ve véku do deseti let nepochdazi z
normalniho rozdéleni.

Jiz v tomto okamziku muzeme usoudit, ze parametricky test nebude mozné pouzit z duvodu vyse uvedeného poruseni
pfedpokladu normality. Pro pofadek a kompletni nahled na situaci otestujeme a vizualizujeme také normalitu v
nidhodném vybéru divek. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 testujeme nyni hypotézu Hgo : Ndhodny vijbér poméri
obvodu pasu a boki u divek ve véku do 10 let pochdzi z normalniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze: Hy; :
Nahodngj vijbér poméri obvodu pasu a boku u divek ve véku do 10 let nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Normalitu
ndhodného vybéru otestujeme vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru (ng = 47 > 30) opét pomoci Lillieforsova
testu. Grafickd vizualizace sestavajici z histogramu a QQ-diagramu je potom vyobrazena na obrazku 18. Pro ucely
histogramu rozdélime nahodny vybér do 7 ekvidistantnich t¥idicich intervali o $ifce 0.03 prostiednictvim stano-
venych hranic 0.68, 0.71, ..., 0.89.
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pom<ec>r obvodu pasu a bok<f9> Lilliefors<f9>v test: p—hodnota 8.5734

Obrézek 18: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) poméru obvodu pasu a boku u divek ve véku do
deseti let

Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 0.5734 je vétsi nez 0.05, hypotézu Hgy nezamitame na hladiné vyznamnosti
« = 0.05. Pohled na histogram by nds mozna mohl vést k zavéru, ze normalita ndhodného vybéru neni piilis
presvédéiva a ze vykazuje podobné rysy jako vykazoval ndhodny vybér poméri méfenych u chlapci. Nicméné,
oproti pfedchozimu ndhodnému vybéru, obsahuje ndhodny vybér poméru u divek mensi mnozstvi odlehlych pozo-
rovani a vétsi koncentraci hodnot okolo stfedni hodnoty. Z QQ-diagramu je potom patrna témér ukazkova normalita,
nebot zobrazené body se drz ve velmi tésné blizkosti referenéni pifmky. Ndhodny vybér pomérii obvodu pasu a
boku u divek ve véku do 10 let tedy pochézi z normélniho rozdéleni.

Vzhledem k zamitnuti hypotézy o normalité ndhodného vybéru poméru obvodu pasu a boku u chlapci budeme
otdzku ze zaddni provérovat pomoci neparametrického testu. Vzhledem k vyssim rozsahum obou ndhodnych vybéru
(n1 > 301 ny > 30) pouzijeme Wilcoxonuv dvouvybérovy asymptoticky test. Pfed jeho pouzitim ovéfime shodu
distribuénich funkef F (z) a Fy(x) (s vyjimkou posunuti o vzddlenost A), kde Fj () je distribuén{ funkece ndhodného
vybéru chlapcu a Fy(x) je distribuéni funkce ndhodného vybéru divek.

Oba nédhodné vybéry nejprve metodou centrovéani posuneme do nuly, ¢imz odfiltrujeme vliv posunuti o vzdalenost A.
Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 potom testujeme hypotézu Hys : Distribucni funkce poméru obvodu pasu a boki u
chlapci ve véku do deseti let a u divek ve véku do 10 let jsou shodné. oproti alternativni hypotéze: Hyg : Distribucni
funkce poméru obvodu pasu a boki u chlapci ve véku do deseti let a u divek ve véku do 10 let nejsou shodné. Nulova
hypotéza Hys odpovidd hypotéze o shodé dvou distribuénich funkci pivodnich ndhodnych vybéru s vyjimkou posu-
nuti o vzdalenost A. Shodu distribuénich funkei Fy(z) a Fs(z) otestujeme pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu
a nasledné vizualizujeme dvéma histogramy superponovanymi piislusnymi jadrovymi odhady hustot a grafem obou
vybérovych distribuénich funkei (viz obrazek 19).
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Obrézek 19: Porovndni histogramu (vlevo) a graf distribu¢nich funkei (vpravo) poméru obvodu pasu a boku u
chlapcu ve véku do deseti let a u divek ve véku do deseti let

Protoze p-hodnota K-S testu p = 0.5146 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé dvou distribu¢nich funkeci
centrovanych ndhodnych vybéru nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05. To tedy znamend, ze distribuéni
funkce poméru obvodu pasu a boki u chlapct do deseti let a u divek do deseti let se 1is{ pouze posunutim.

Predpoklad umoznujici pouziti Wilcoxonova dvouvybérového asymptotického testu je splnén. Nasim tkolem ze
zadani je zjistit, zda je obvod pomeéru pasu a boku u chlapcti ve véku do deseti let vétsi nez u divek ve véku
do deseti let. Tato véta je znénim alternativni hypotézy, nebot ve vété neni zminka o znéni nulové hypotézy, ani
o testovani hypotézy, ani o rovnosti. Zbyva pouze dodefinovat znéni nulové hypotézy tak, aby byla doplnkem k
alternativni hypotéze. Pojem stredni hodnota figurujici v hypotézach, které testujeme parametrickym testem, opét
nezapomeneme nahradit medidnem.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidan poméru obvodu pasu a boku u chlapcu ve véku do deseti let je mensi nebo roven medidnu
poméru obvodu pasu a boku u divek ve véku do deseti let.
H, : Median poméru obvodu pasu a boku u chlapcu ve veéku do deseti let je vétsi neZ medidn poméru
obvodu pasu a boku u divek ve véku do deseti let.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
H0:5c1§§'32—>;%1—§:2§§:0,kde§70:0
Hy : 3y > Ty — T1 — Tg > T, kde o = 0 (pravostranng alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti o = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika

V prvnim kroku vytvoiime spole¢ny vektor poméru obvodu pasu a boku tak, ze za sebe poskladdme hod-
noty pomért obvodu pasu a boku u chlapcu (Xq;, i =1,...,42) a nésledné u divek (Xo;, j =1,...,47).
Délka spole¢ného vektoru n = n; + ny = 42 + 47 = 89. Nésledné kazdému pozorovani piifadime hod-
notu indikac¢ni funkce I, kterd nabyva hodnoty 1, pokud méfeni pochazi z druhého ndhodného vybéru,
nebo hodnoty 0, pokud méfeni pochazi z prvniho ndhodného vybéru. Nakonec stanovime potadi Sk,
k=1,...,89 viech 89 hodnot od nejmensi po nejvétsi (viz tabulka 5, kde naméfené hodnoty poméru
obvodu pasu a bokt pro piehlednost zaokrouhlujeme na ¢tyfi desetinnd mista).
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Tabulka 5: Naméfené hodnoty Xi;, @ = 1,...,42, a Xaj, j = 1,...,47, obou nahodnych vybéri, indika¢ni

funkce I piislusnosti k druhému ndhodnému vybéru a poradi Sg, k = 1,. .., 89, naméfenych hodnot sefazenych
vzestupné
méfeni | 1 2 41 42 43 44 45 46 47 48
X;,Y; || 0.7984  0.7667 0.8382 0.828 0.7913 0.7836 0.8855 0.8545 0.8308 0.7624
1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
Si, S 31 11 58 46 27 21 82 69 52.5 8
méfeni 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
X, Y 0.8098 0.8297 0.7728 0.8750 0.7485 0.8466 0.7915 0.7956 0.7884 0.8039 0.7836
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 39 49 15 80 5 64 28 29 25 35 20
méfeni 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
X5, Yy || 0.7451  0.8209 0.7418 0.8097 0.7839 0.7817 0.7687 0.763  0.8552 0.8879 0.8289
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 4 43 3 38 22 19 12 9 71 83 48
méfeni 71 72 73 74 75 76 7 78 79 80 81
X;, Y; || 0.8314 0.7705 0.7573 0.8103 0.8284 0.8514 0.8456 0.7786 0.7664 0.8581 0.6873
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, S; 55 13 6 40 47 65.5 62 18 10 73.5 1
méfeni 82 83 84 85 86 87 88 89
X, Y 0.871 0.7105 0.7721 0.7749 0.7881 0.8006 0.8056 0.8514
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si, Sj 78 2 14 16 24 34 36 65.5

Z tabulky 5 vidime, ze 47 hodnotam piislusicim druhému ndhodnému vybéru patii ve vektoru 89
sefazenych hodnot potadi 27, 21, 82, 69, 52.5, 8, 39, 49, 15, 80, 5, 64, 28, 29, 25, 35, 20, 4, 43, 3,
38, 22, 19, 12, 9, 71, 83, 48, 55, 13, 6, 40, 47, 65.5, 62, 18, 10, 73.5, 1, 78, 2, 14, 16, 24, 34, 36 a 65.5.
Souctem téchto poradi ziskdme hodnotu statistiky 7. Nasledné dosazenim hodnot nq, ny a statistiky
Ty do vzorce 12.1 ziskdme hodnotu statistiky Sg. Koneéné, dosazenim statistiky Sg a rozsahu n; a no
do vzorce 12.2 ziskdme hodnotu testovaci statistiky Wilcoxonova dvouvybérového asymptotického testu

Sa.

na
TQ:ZS]-:31+11+51+77+~--+24+34+36+65.5:1661

Jj=1

=42 x 47+

2

2256

na(ng + 1
SE:anL2+M

= 1974 + 5 1661

= 1974 + 1128 — 1661

= 1441
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"74177«2

711712(”1+n2+1
12

42x47
1441 — 42247

[42x47(42+47+1)
12
1974
1441 — 1974

42x47x90
12

1441 — 987
V14805
454
121.6758
= 3.731227

Sa

Vypocet testovaci statistiky si provedeme také pomoci softwaru @ . Nejprve stanovime vzestupné pofadi
89 namérenych hodnot obou ndhodnych vybéru (funkce rank()). Indika¢ni funkci I vytvofime spojenim
42 nul a 47 jednicek (kombinace funkei c() a rep()). Vypocet statistiky T5 je potom souctem pofadi S
na téch pozicich, na nichz jsou ve vektoru indika¢nich hodnot | jedni¢ky. Déale piimym piepisem vzorceu
12.1 a 12.2 stanovime hodnoty testovacich statistik SE a SA.

171 S <- rank(c(WHR.M, WHR.F))

172 I <- c(rep(0, nl), rep(l, n2))

173 tab <- rbind("Xi, Yj" = c(WHR.M, WHR.F), "I" = I, "Si, Sj" = S)
174 tab <- data.frame(tab)

175 names(tab) <- 1 : 89

176 # 1 2 3 4 ... 86 87 88 89
177 # Xi, Yj 0.7984 0.7667 0.8306 0.8673 ... 0.7881 0.8006 0.8056 0.8514
178 # I 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 ... 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
179 # Si, Sj 31.0000 11.0000 51.0000 77.0000 ... 24.0000 34.0000 36.0000 65.5000
180 T2 <- sum(S[I == 1]) # 1661

181 SE <- nl * n2 + n2 *x (n2 + 1) / 2 - T2 # 1441
182 SA <- (SE - n1 * n2 / 2) / sqrt(ml * n2 * (nl + n2 + 1) / 12) # 3.731227

e Kriticky obor

W =

<u1 as )

= (u1-0.05; ©0)
= (up.95; 00)

= (1.644854 ; o0)

K vypoctu kvantilu u; _, pouzijeme funkci gnorm() poéitajici hodnotu 1 — a-kvantilu standardizovaného
normalniho rozdéleni.

183 alpha <- 0.05
184 qgnorm(1 - alpha) # 1.644854
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e ZAvér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = 3.7312 ndlezi do kritického oboru, tj. s, € W, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti

Oproti pravostranné alternativé postavime levostranny interval spolehlivosti. Ke stanoveni dolni hranice
95 % intervalu spolehlivosti je tfeba nejprve vypocitat ny x ny = 42 x 47 = 1974 rozdili Xi; — Xoj,
t=1,...,42, j = 1,...,47, a ty nésledné vzestupné sefadit. Rozdily X;; — X5; vypo¢itdme hromadné
pomoci funkce outer(). Prvnimi dvéma vstunimi argumenty této funkce budou vektory hodnot pomeéru
obvodu pasu a bokit WHR.M a WHR.F. Dale specifikujeme vypocet rozdila X1; — Xoj, i = 1,...,42,
j =1,...,47 nastavenim argumentu FUN = '-'. Ziskané rozdily X; — Xo;, i = 1,...,42, j =1,...,47
sefadime (sort()) a vlozime do proménné U. Nédsledné vypocitdme pozicovou soufadnici C1_q.

nin9 w \/nlng(nl —+ no + 1)
— Ul-«o

Cima =75 12
_42x47 \/42><47(42+47+1)
- 9 U1-0.05 192
1974 x 90
= 987 — ug.95 —1

— 087 — 1644854,/ w

= 987 — 1.644854+/14805
= 987 — 1.644854 x 121.6758
= 786.8611 = 786

185 rozdily <- outer (WHR.M, WHR.F, FUN = ’-7)
186 U <- sort(rozdily)

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii ty hodnoty, které se v sefazeném vektoru rozdili U nachazi
na 786. pozici a nekonecno.

(d,h) = (U(C““) ; oo)
_ (U(786>>; Oo)
= (0.02197848; o0)

187 €1 <- floor(ml * n2 / 2 - gnorm (1l - alpha) * sqrt(nl * n2 * (nl + n2 + 1) / 12)) # 786
188 U[786] # 0.02197848

e Zaveér testovani
Protoze o = 0 nenélezi do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. Zo = 0 ¢ I.S, Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
Pifslusnou p-hodnotu vypocéitdme pomoci vzorce Pr(Sa > s4)}, kde sy = —5.53931 je realizace testo-
vaci statistiky S4. Zaroveii S je spojitd ndhodn4a veli€ina, nebof pochédzi ze spojitého (standardizovaného
normélniho) rozdéleni N(0,1). Z vlastnosti pravdépodobnostni funkce spojitych ndhodnych velicin vime, ze
Pr(Sa > —5.53931) =1 — Pr(S4 < —5.53931)1 — Pr(S4 < —5.53931).
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e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Sy > sa) = 1 — Pr(S4 < —5.53931) = =2 x 0.198446 = 6.100637 x 106

Hodnotu distribu¢ni funkce standardizovaného normaélniho rozdéleni v hodnoté s4 = 3.731227, tj.
Pr(S4 < 3.731227) vypoéitdame pomoci funkce pnorm(). Z nize uvedeného vystupu vidime, Ze software @
zaokrouhlil p-hodnotu na 1. Z kapitoly 7?7 vsak jiz vime, ze distribu¢ni funkce nabyva hodnoty 1 pouze
v limitnim pfipadé, kdyz ndhodnd veli¢ina S4 — oo. Abychom tedy byli korektni, budeme vyslednou
p-hodnotu prezentovat jako ¢islo > 0.9999.

189 p.hodn <- 1 - pnorm(SA) # 9.527/79e-05

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 9.5275x 10~° je mensi nez o = 0.05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Na zdkladé vSech ti{ typu testovani zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti @ = 0.05. Pomér
obvodu pasu a boku u chlapci ve véku do deseti let je statisticky vyznamné vétsi nez pomér obvodu pasu a
boku u divek ve véku do deseti let.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Statisticky vyznamny rozdil mezi obéma ndhodnymi vybéry vizualizujeme porovnanim krabicovych diagramu
(viz obrazek 20).

I\
2]
Y [e)
§ 1.00 1 o
© o
= 0.95 o
2} l
8 0.90 ;
> ' 1
Bo84 [ 1] :
> L
Q I—,
© 0.80 :
N i T
o 0.75 - !
Vv '
§ 0.70 '
o

T I

chlapci d<ed>vky

pohlav<ed>

Obrézek 20: Krabicovy diagram poméru obvodu pasu a bokt u chlapcu ve véku do deseti let a u divek ve véku do
deseti let
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Priklad 12.6. Wilcoxonuv dvouvybérovy asymptoticky test (levostrannd alternativa)

Méjme datovy soubor 10-two-samples-means-birth.txt obsahujici iidaje o porodn{ hmotnosti (birth.W) a poc¢tu starsich
sourozencu (0.sib.N) u novorozenct narozenych v krajské nemocnici v prubéhu jednoho roku (viz sekce ??). Na hla-
diné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda je porodni hmotnost prvorozenych novorozencu nizsi nez porodni hmotnost
druhorozenych novorozenci.

Reseni piikladu 12.6

Z nacteného datového souboru 10-two-samples-means-birth.txt vybereme nejprve hodnoty porodni hmotnosti (birth.W)
u prvorozenych novorozencu (o.sib.N == '0") a vlozime je do proménné birth.WO0. Déle z nactenych dat vybe-
reme hodnoty porodni hmotnosti (birth.W) u druhorozenych novorozencu (o.sib.N == 1) a vlozime je do proménné
birth.W1. Z obou proménnych birth.W0 a birth.W1 odstranime chybéjici pozorovani a zjistime rozsahy obou nahodnych
vybéru a rozpéti namérenych hodnot v téchto ndhodnych vybérech.

data <- read.delim(’00-Data//10-two-samples-means-birth.txt’)
birth.W0 <- datal[data$o.sib.N == ’0’, ’birth.W’]

birth.W1 <- datal[data$o.sib.N == ’1’, ’birth.W’]

birth.W0 <- na.omit (birth.W0)

birth.Wl <- na.omit (birth.W1)

nl <- length(birth.W0) # 297

n2 <- length(birth.W1l) # 276

range (birth.W0) # 890-4960

range (birth.W1) # 990-4970

Datovy soubor obsahuje porodni hmotnosti 297 prvorozenych novorozenct a 276 druhorozenych novorozencu. Po-
rodni hmotnost prvorozenych novorozencu se pohybuje v rozmezi 890-4960¢g, porodni hmotnost druhorozenych
novorozencu se pohybuje v rozmezi ptiblizné 990-4970 g.

V réamci pitkladu budeme chtit porovnat stiedni hodnotu porodni hmtonosti prvorozenych novorozencu se stiedni
hodnotou porodni hmotnosti druhorozenych novorozencti. Jelikoz u obou populaci méme k dispozici namétené hod-
noty, chtéli bychom odpovéd na otdzku ze zaddni hledat primarné pomoci parametrického testu o rozdilu stfednich
hodnot p; — po. K tomu je vsak tieba ovéfit, zda oba ndhodné vybéry pochézi z normélnich rozdéleni. Na hladiné
vyznamnosti o = 0.05 testujeme nejprve hypotézu Hyi : Ndhodng vybér porodnich hmotnosti prvorozenych novo-
rozenct pochdzi z mormdlntho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze: Hyy : Ndhodny vybér porodnich hmotnosti
prvorozengjch novorozencu nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Normalitu ndhodného vybéru otestujeme Lilliefor-
sovym testem (n; = 297 > 30) a zhodnotime graficky (viz obrézek 21). Pro ucely histogramu rozdélime ndhodny
vybér porodnich hmotnosti prvorozenych novorozencu do 9 ekvidistantnich tiidicich intervali o §ifce 453 g pomoci
stanovenych hranic 886, 1339, ..., 4963 g.

Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 2x 10~ je mensi nez 0.05, Hy; zamitdme na hladiné vyznamnosti oo = 0.05.
Pti hodnoceni grafické vizualizace je tieba si hned zkraje ovédomit, ze rozsah ndhodného vybéru je velmi vysoky
(n1 = 297). V takovém piipadé jiz musi histogram velmi vérné kopirovat kfivku hustoty normdlniho rozdéleni. Z
obrazku 21 vidime, ze tomu tak neni. Naméfené hodnoty jsou oproti kfivce hustoty norméalniho rozdéleni posunuté
doprava a vykaruji tedy nezanedbatelné mnozstvi odlehlych pozorovani na levém chvostu. QQ-diagram potom lépe
ukazuje, ze k poruseni normality dochazi na obou stranach okrajovych hodnot, které se vyrazné odchyluji od refe-
ren¢ni piimky. Ndhodny vybér porodnich hmotnosti prvorozenych novorozenct nepochdzi z normélniho rozdéleni.

Jiz v tomto okamziku je zjevné, ze parametricky test nebude mozné pouzit z divodu poruseni normality v prvnim
niahodném vybéru. Pro kompletni nahled na situaci otestujeme a vizualizujeme také normalitu v drhém ndhodném
vybéru. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme nyni hypotézu Hgo : Ndhodny vybér porodnich hmotnosti druho-
rozengjch novorozenct pochdzi z normalniho rozdéleni. oproti alternativni hypotéze: Hyy : Ndhodny vijbér porodnich
hmotnosti druhorozenyjch novorozencu nepochdzi z normdlniho rozdéleni. Normalitu ndhodného vybéru otestujeme
opét pomoci Lillieforsova testu (ny = 276 > 30) a zhodnotime graficky (viz obrazek 22). Pro ucely histogramu
rozdélime ndhodny vybér porodnich hmotnosti do 9 ekvidistantnich tiidicich intervalu o Sifce 443 g prostiednictvim
stanovenych hranic 986, 1429, ..., 4973 g.
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Obrézek 21: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) porodni hmotnosti novorozencu s zddnym starsim
sourozencem
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Obrézek 22: Histogram (vlevo) a kvantilovy diagram (vpravo) porodni hmotnosti novorozencu s jednim starsim
sourozencem

Protoze p-hodnota Lillieforsova testu p = 5.7885 x 10~7 je mensi nez 0.05, hypotézu Hy, zamitdme na hladiné
vyznamnosti o = 0.05. Zavazné porusSeni predpokladu normality je tentokrat patrné hned z pohledu na histogram.
Namétené hodnoty zdaleka nekopiruji tvar kiivky hustoty normalniho rozdéleni, vykazuji vyssi koncentraci hodnot
okolo stfedni hodnoty, nez je tinosné, a naopak tbytek hodnot na chvostech. Celkové jsou data vysikmend do-
prava s prodlouzenym levym koncem. V QQ-diagramu potom vidime zna¢né odchyleni bodu od referenéni piimky
minimdalné v poloviné jeji délky. Nahodny vybér porodnich hmotnosti druhorozenych novorozencu nepochazi z
normalniho rozdéleni.

Vzhledem k suverenimu zamitnuti hypotézy o normalnim rozdéleni obou ndhodnych vybérti neni mozné otazku ze
zaddn{ provérovat pomoci parametrického testu. Pouzijeme tedy neparamericky test, konkrétné potom (vzhledem k
velkému rozsahu obou ndhodnych vybértu) asymptotickou variantu Wilcoxonova neparametrického dvouvybérového
testu. Pied jeho pouzitim pouze ovéfime shodu distribuénich funkef F (x) a Fy(z) (s vyjimkou posunuti o vzdélenost
A), kde Fy(x) je distribuéni funkce ndhodného vybéru porodnich hmotnost{ prvorozenych novorozencu a Fsz(x) je
distribuéni funkce porodnich hmotnosti druhorozenych novorozenciu.

Oba ndhodné vybéry nejprve metodou centrovéani posuneme do nuly, ¢imz odfiltrujeme vliv posunuti o vzdalenost A.
Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 potom testujeme hypotézu Hys : Distribucni funkce porodnich hmotnosti prvoro-
zengch novorozencu a druhorozenych novorozenci jsou shodné. oproti alternativni hypotéze: Hy3 : Distribucni funkce
porodnich hmotnosti prvorozeniyjch novorozenct a druhorozengch novorozenci nejsou shodné. Nulova hypotéza Hys
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odpovidd hypotéze o shodé dvou distribuénich funkei puvodnich ndhodnych vybéru s vyjimkou posunuti o vzdélenost
A. Shodu distribuénich funkei otestujeme pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu a nésledné vizualizujeme dvojici
histogramu superponovanych piislusnymi jadrovymi odhady hustot a grafem obou vybérovych distribuénich funkci
(viz obrazek 23).

1.0
3 0O <U+009E><el>dn<fd> st. sourozen
289_04 7| O jeden st. sourozenec 0.8 -
(O]
N N
®6e-04 0.6
\
A X 04
B4e-04 - :n =
S 0.2 /
T2e-04 | / 0.0 —| ooepmrea™
9] [7 XN e~ <U+009E><el>dn<fd> st. sourozen
00400 = _ -0.2 - jeden st. sourozenec
1 T 1T 1T T T T T 1 T T T T 1
800 1700 2600 3500 4400 1000 2000 3000 4000 5000
porodn<ed> hmotnost (v g)
porodn<ed> hmotnost K-S test: p-hodnota 8.8326

Obrézek 23: Porovnani histogramu (vlevo) a graf distribuénich funke{ (vpravo) porodni hmotnosti novorozencu s
zadnym starsim sourozencem a s jednim star$im sourozencem

Protoze p-hodnota K-S testu p = 0.8326 je vétsi nez 0.05, nulovou hypotézu o shodé dvou distribuénich funkei cent-
rovanych ndhodnych vybérti nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Distribuéni funkce porodnich hmotnosti
u prvorozenych novorozencu a u druhorozenych novorozencu se lisi pouze posunutim.

Ptedpoklad umoznujici pouziti Wilcoxonova dvouvybérového asymptotického testu je splnén. Nasim tkolem ze
zaddni je zjistit, zda je porodni hmotnost prvorozenych novorozencu nizs$i nez porodni hmotnost druhorozenych
novorozencii. Tato véta je znénim alternativni hypotézy, nebot ve vété neni zminka ani o znéni nulové hypotézy, ani
o testovani, ani o rovnosti. Dodefinujeme tedy znéni nulové hypotézy tak, aby byla doplitkem k alternativni hypotéze.
Pojem stredni hodnota figurujici v hypotézach, které testujeme parametrickym testem, nahradime medidnem.

1. Stanoveni hypotéz

e slovni formulace nulové a alternativni hypotézy
Hy : Medidn porodni hmotnosti prvorozenijch novorozencu je vétsi nebo roven medidnu porodni hmotnosti
druhorozenych novorozenci.
H, : Medidn porodni hmotnosti prvorozenyjch novorozenci je mensi nez porodni hmotnosti druhorozengch
novorozencu.

e matematicka formulace nulové a alternativni hypotézy
HOZflzi'gg)i'lfi’gz"fo,kde(foio
Hy: 3 < Tg — &1 — T2 < Zo, kde g = 0 (levostrannd alternativa)

2. Volba hladiny vyznamnosti
e Hladina vyznamnosti a = 0.05.
3. Testovani kritickym oborem

e Testovaci statistika
V prvnim kroku vytvoiime spoleény vektor porodnich hmotnosti tak, ze za sebe poskladdme porodni
hmotnosti prvorozenych novorozencu (Xy;, ¢ = 1,...,297) a nésledné porodni hmotnosti druhorozenych
novorozencu (Xo;, j = 1,...,276). Délka spole¢ného vektoru n = ny + ny = 297 + 276 = 573. Néasledné
kazdému pozorovani prifadime hodnotu indika¢ni funkce I nabyvajici hodnoty 1, pokud méfeni pochézi
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199
200
201
202
203
204
205
206
207

I <- c(rep(O,

#

# Xi,
# I
# St,

z druhého ndhodného vybéru, nebo hodnoty 0, pokud méfeni pochézi z prvniho ndhodného vybéru. Na-
konec stanovime potadi Sk, k =1,...,573 v8ech 573 hodnot sefazenych od nejmensi po nejveétsi.

S <- rank(c(birth.WO0, birth.W1))
nl), rep(1, n2))
tab <- rbind("Xi, Yj" = c(birth.WO0, birth.wWi), "I" = I,
tab <- data.frame(tab)
names (tab) <- 1 : 573
1 2 ... 296 297 298 299 300 301
Y§ 3470 3240 3430 3160.0 3650.0 2940 2460 2350.0
0 o ... 0 0 0 1 1 1
Sj 369 273 348 244.5 430.5 184 97 79.5

"Si,

Sj" = 8)
570 571 572 573
3160.0 3440 2950.0 3050.0
1 1 1 1
244.5 353 186.5 214.5

Jednotlivym 276 hodnotédm piislusicim druhému ndhodnému vybéru patii ve vektoru 573 sefazenych
hodnot potadi 430.5, 184, 97, 79.5, ..., 244.5, 353, 186.5, 214.5. Hodnotu statistiky 75 ziskdme sectenim
téchto poradi. Nasledné dosazenim hodnot nq, nsy a statistiky 75 do vzorce 12.1 ziskdme hodnotu statistiky
SEg a naslednym dosazenim statistiky Sg a rozsahu n; a ny do vzorce 12.2 ziskdme hodnotu testovaci

statistiky Wilcoxonova dvouvybérového asymptotického testu S4.

na

Ty = Z S; =430.54+ 184+ 97+ 79.5 + - - - 4+ 244.5 4 353 4 186.5 4 214.5 = 82199.5

j=1
na(ng + 1
SE:n1n2+¥*T2

:297x276+w

452
= 81972 + % —82199.5

= 81972 + 38226 — 82199.5

= 37998.5
SE — mm
Sqg— -2 2
nln2(nl4+n2+1)
12
297x276
| 37998.5 — 297216
\/297><276(297+276+1)
12

379985 — 3312

297x276x574
12

_37998.5 — 40986

V3920994
—2987.5

1980.15
= —1.508724

e Kriticky obor
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208 T2 <- sum(S[I == 1]) # 82199.5
209 SE <- n1 * n2 + n2 * (n2 + 1) / 2 - T2 # 37998.5
210 SA <- (SE - (n1 * n2) / 2) / sqrt(nl * n2 * (nl + n2 + 1) / 12) # -1.508724

w

(=005 Uq)

(—OO; U0.05>
(—oo; —1.644854>

K vypoctu kvantilu u, pouzijeme funkei gnorm() poéitajici hodnotu a-kvantilu standardizovaného normélniho
rozdéleni.

211 alpha <- 0.05
212 qgnorm(alpha) # -1.644854

e Zavér testovani
Protoze realizace testovaci statistiky s4 = —1.508724 nendlezi do kritického oboru, tj. s4 ¢ W, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

4. Testovani intervalem spolehlivosti

e Interval spolehlivosti
Proti levostranné alternativé postavime pravostranny interval spolehlivosti. Ke stanoveni horni hranice
95 % intervalu spolehlivosti je tfeba nejprve vypocitat m; x no = 297 x 276 = 81972 rozdilu Xi; —
Xoj, 1 =1,...,297, j = 1,...,276, a ty nasledné vzestupné sefadit. Rozdily X1; — X5; vypocitame
hromadné pomoci funkce outer(), ndsledné je sefadime piikazem (sort()) a vlozime do proménné U.
Nakonec vypoéitame pozicovou soufadnici C;_,, pomoci které vypocitdme pozicovou soutadnici Cy,. Ta
potom figuruje ve vypoctu horni hranice pravostranného intervalu spolehlivosti.

O = ning _ ul_a\/nlng(nl —+ no + 1)

2 12
297 x 276 \/ 297 x 276(297 + 276 + 1)
= ——F0—— —U1-0.05
2 12
207 x 2 4
10086 — g g | 20T X 276X 5T

12
= 40986 — 1.644854v 3920994
= 40986 — 1.644854 x 1980.15
= 37728.94 = 37728

ning +1—Ci_, =297 x 276 + 1 — 37728
= 81972 + 1 — 37728 = 44245

Hranice intervalu spolehlivosti potom tvoii minus nekone¢no a hodnota, kterd se v sefazeném vektoru
rozdilu U nachdzi na 44 245. pozici.
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213 rozdily <- outer(birth.WO, birth.Wi, FUN = ’-’)
214 U <- sort(rozdily)

(d,h) = (—oo; ylmnet1=Cia) . oo)
_ (—oo' [y (44245) . oo)

(—o0; 10)

215 C1 <- floor(ml * n2 / 2 - gnorm(l - alpha) * sqrt(ml * n2 * (nl + n2 + 1) / 12)) # 37728
216 €2 <- nl * n2 + 1 - C1 # 44245
217 U[44245] # 10

e Zavér testovani
Protoze Zg = 0 nélez{ do 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti, tj. o = 0 € IS, Hy
nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

5. Testovani p-hodnotou
Pifslusnou p-hodnotu vypocitdme pomoci vzorce Pr(Sq > sa)}, kde sy, = —1.508724 je realizace testo-
vaci statistiky S4. Zéroveii S4 je spojitd ndhodnd veli¢ina, nebof pochézi ze spojitého (standardizovaného
normélniho) rozdéleni N (0, 1). Z vlastnost{ pravdépodobnostni funkce spojitych ndhodnych velicin vime, ze
Pr(Sa > —1.508724) =1 — Pr(S4 < —1.508724) = 1 — Pr(S4 < —1.508724).

e p-hodnota

p-hodnota = Pr(Ss > s4) =1 — Pr(Ss < —1.508724) = 2 x 0.198446 = 6.100637 x 10~°

Hodnotu distribuéni funkce standardizovaného normdélniho rozdéleni v hodnoté s4 = —1.508724, t;j.
Pr(Sa < —1.508724) vypocitdame pomoci funkce pnorm().

218 p.hodn <- pnorm(SA) # 0.06568465

e Zavér testovani
Protoze p-hodnota = 0.06568 je vétsi nez o = 0.05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0.05.

6. Interpretace vysledku
Na zdkladé vsech ti{ typu testovani nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « = 0.05. Porodni{
hmotnost prvorozenych novorozencu neni statisticky vyznamné mensi nez porodni hmotnost druhorozenych
novorozencu.

7. Graficka vizualizace vysledku testovani
Nakonec vykreslime krabicovy diagram (viz obrédzek 24).
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Obréazek 24: Krabicovy diagram porodni hmotnosti novorozencu s zadnym starsim sourozencem a s jednim starsim
sourozencem
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