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1. Geometricka zobrazeni

Zopakujte si pojmy souvisejici s pojmem zobrazeni, napf. zobrazeni, vzor, obraz, definicni
obor, obor hodnot zobrazeni, zobrazeni (z) mnoZiny, zobrazeni na mnoZinu, zobrazeni do
mnoZiny, prosté zobrazent, vzdjemné jednoznacné zobrazeni, inverzni zobrazeni, sloZené zob-
razent.

V tomto textu se budeme zabyvat geometrickymi zobrazenimi, coz jsou zobrazeni,
jejichz defini¢nim oborem a oborem hodnot je celd rovina, pfipadné podmnoZina mnoZiny
viech bodi v roving. Je-li / geometrické zobrazeni, bod X je z defini¢niho oboru zobrazeni f
a bod Y je jeho obraz, piseme ¥ = AX). Neékdy misto f{.X) piseme X', je-li jasné, o jake zob-
razeni se jedna.

o P¥iklad 1. Jsou dany riiznobéZky p. ¢ a usetka AB. Oznaéme K mmoZinu viech
bodd UseCky 4B, L mnoZinu viech bodi piimky p, f zobrazeni K do L, které kaZzdému
bodu X z K pfifadi ten bod ¥ z L, pro ktery plati: X = Y nebo pfimka XY je rovnob&Zna
s piimkou ¢. Urete definini obor a obor hodnot zobrazeni a zjistéte, zda je toto zobrazeni
prosté nebo zobrazeni K na L. Je vzddlenost libovolnych dvou bodli z K rovna vzdalenosti
jejich obraza?

Reseni.

a) Pifimka AB neni rovnobéznd s piimkou g. Zobrazeni f je prosté zobrazeni K do L,
defini&ni obor je Gseka 4B, obor hodnot je usecka fi4)f(B) (obr. la).

b) Pfimka 4B je rovnob&Zna s pfimkou g. V tomto pfipadé se viechny body usetky
AB zobrazi do jednoho bodu na pfimce p, proto se nejednd o zobrazeni prosté. Oborem
hodnot je jednobodova mnoZina obsahujici bod f{4) (obr. 1b).

V piipadg, Ze usecka 4B je rovnob&Zna s ptimkou p, je vzdalenost dvou libovolnych bodd
z K rovna vzddlenosti jejich obrazi.

 J A

B

f(A) =Y = f(B)
________ X T T 1

Otr. la Obr. 1b

o Priklad 2. Je dan &tverec ABCD, pfimka o, je osa strany AB, pfimka o, je osa stra-
ny AD, mnoZina K je mnoZina viech vrcholil ¢étverce 4BCD. Zobrazeni F, G v mnoZiné K jsou
definovana:



F Y= F(X), jestlize pfimka XV je kolma na piimku o; a X # ¥,
G : Y=G(X), jestlize ptimka XY je kolmd na pfimku o a X # Y.
Urcete zobrazeni H sloZené ze zobrazeni / a G (obr. 2).

Reeni. Vidime, 7¢ F(4) =B, F(B)=A,
F(O)=D, FID)=C, GA)=D, GB=C,
G(C)= B, G(D)=A, z &hoz plyne H(4)=C, D C
H(B) =D, H(C) = A, H(D) = B.

o Priklad 3. Zobrazeni, které kazdému
bodu roviny piifadi tentyZ bod, se nazyva iden-

* r r v 't - - O
tické zobrazeni nebo strucné identita. 2

Néktera dalsi geometricka zobrazeni prav-
dépodobné znate, je to napf. posunuti, otoceni,
osovou soumérnost. Struéné je piipomeneme
v ndsledujicich kapitolach. A B

01
o Cvi¢eni 1. Rozhodnéte, zda se jedna Obr.
o zobrazeni prosta, urCete jejich definiéni obory a ;
obory hodnot:
a) kazdému bodu roviny je pfifazen jeden pevny bod 4 v roving,
b) kazdému bodu roviny je pfifazen jeho kolmy pramét na pfimku p leZici v roving.

o Cviteni 2. Body 4, B, C jsou vrcholy trojihelniku.
a) Kolik existuje zobrazeni mnoZiny K = {4, B, C} do mnoZiny K?
b) Pro zobrazeni f, g mnoziny K do K plati f4)=A4, AB)=C, AC)=B, g(d)=218,
2(B) = C, g(C) = A. Slozte ob& zobrazeni v obou pofadich. Vzniknou stejna zobrazeni?
Jsou prosta?

2. Posunuti, oto¢eni

Jednoduché geometrické zobrazeni je posunuti. Pfipomefime jeho

zakladni vlastnosti. Vite, Ze posunuti je dano, jakmile znate obraz 4’ X!

jednoho bodu 4. Kazdému bodu X v roviné pak pfifadime bod X’

tak, aby use¢ky 44", XX’ byly rovnobézné, stejné dlouhé a aby ori-

entované usetky A4', XX' mély stejny (orientovany) smér (obr. 3). X

MiZeme také fici, Ze orientované usecky 4A4', XX* uréuyi stejny

(volny) vektor. Pokud bod X nelezi na pifimce 44", je 4A4X'X rov- Al

nobéznik. V kazdém piipadé urcuji i orientované useCky AX, A'X’

stejny vektor, to Zznamena, Ze jsou rovnobézné, stejné dlouhé a stejné

orientovang. % b,
Piipomefime, Ze o orientované Use¢ce mluvime tehdy, kdyz je ur-

¢eno, ktery krajni bod je jejim polatecnim bodem a ktery krajni

bod je jejim koncovym bodem. Mluvime-li o orientované Gsecce CD, je bod C jejim pocé-

te¢nim a bod D jejim koncovym bodem. Rikame, Ze orientované tisecky CD a EF (C # D,

E # F) maji stejny (orientovany) smér, jestlize jsou usecky CD, EF spolu rovnobéZné a

bud’ jedna z polopfimek CD, EF obsahuje druhou, nebo polopfimky CD, EF lezi na riznych



piimkéch, ale v téze poloroviné ohrani¢ené pfimkou CFE (obr. 4a,b). Nemaji-li orientované
usecky CD, EF (C £ D, E # F) stejny (orientovany) smér, ale jsou spolu rovnobézné, Fkame,

Ze maji opaény smér (obr. 5a.b).

@ E
Obr. 4a Obs. 4b

zobrazeni bod Y= X" na bod
'=X", ktery je rtzny od
bodu X (obr. 6). Vidime, Ze X
pfi neidentickém posunuti
neplati tvrzeni: Zobraz{-li se
bod X na bod ¥, zobrazi se |
bod ¥ na bod X. Musime tedy z
vzdy rozliovat vzor a obraz.
Zobrazi-li se bod X na
bod X7, #kame, Ze bod X je
vzorem bodu X', bod X' je
obrazem bodu X. Bod X' je
viak také vzorem, a to vzo-
rem bodu X" Kazdy bod
tedy hraje dvoji roli, je obrazem nékterého bo-
du a vzorem jiného bodu.

o Piiklad 4. V roviné¢ je dan Ctverec
ABCD s¢ sttedem S. Sestrojte jeho obraz
A'B'C'D" v posunuti, pfi kterém se zobrazi
bod A na bod S. Dale sestrojte obraz 4"B"C"D"
&tverce A'B'C'D' v posunuti, které zobrazi bod
S=A4"nabod A" = D. Presvédcte se, Ze vysled-
ny étverec miuzeme dostat t¢Z jako obraz Ctver-
ce ABCD v posunuti, zobrazujicim bod 4 na
bod A" (obr. 7).

o

F

Obr. Ha

/

¢ E
£
Obr. 5b

Mezi posunuti zahrnujeme také identitu — zobrazeni, které kazdému bodu v roviné pfifadi
tentyZ bod, tedy X’ = X pro kazdy bod X. Vime, Ze sloZenim dvou posunuti je opét posunuti a
Ze ke kazdému posunuti existuje posunuti opaéné. Zobrazi-li se pii posunuti bod X na
bod X", zobrazi se pfi opa¢ném posunuti bod X' na bod X. SloZenim posunuti a posunuti
opacného dostaneme tedy identitu. A jedt¢ jednu dileZitou vlastnost posunuti pfipomeneme.
Méme-li posunuti, které neni identitou, a zobrazi-li se bod X na bod X", zobrazi se pii tomtéz

Y _ X! Y.’ = X’!
A.’
Obr. G
D” Ch’
Ly o'
Aﬁ' — D C — Bf'
[
ST <
P N Obr. 7



O posunuti si budeme pamatovat:

Jsou-li 4, A" dva libovolné body roviny, pak existuje pravé jedno posunuti, zobrazujici
bod 4 na bod 4". Zobrazi-li se pfi tomtéZ posunuti bod B na bod B, jsou orientované Gisetky
AB, A'B' rovnobézne, stejné dlouhé a majf stejny (orientovany) smér. Je-li je§té obrazem
bodu C bod C", je |«4BC|=|«4'B'C.

Obréceng, jsou-li orientované usecky 4B, A'B' rovnobéZné, stejné dlouhé a stejné orien-
tované, existuje posunuti, které zobrazi bod 4 na bod A’ a bod B na bod B’ (obr. 8).

B
B!

Obr. 8 A

DalSim zobrazenim, které zndte, je otoeni. Opét pfipomeneme jeho zakladni vlastnosti.
OtocCeni je uréeno, jakmile zndme jeho stfed S a obraz 4’ jednoho bodu A4 # S. Pro bod A’
musi ov3em platit |S4 = |SA| (obr. 9). Stfed S je bodem samodruznym, §' = S. Ke kazdé-
mu bodu X # § sestrojime jeho obraz X' tak, aby leZel na kruZnici se stfedem S a polomé-
rem |SX], aby uhly 4S4'a XSX" mély stejnou velikost a aby |4X] = [4'X|. Posledni podminka
nam zarucuje, Ze smysl oto¢eni polopfimky SA4 o thel 454’ do polopfimky SA4' je stejny, jako
otoCeni polopfimky SX o tentyZ tthel do polopfimky SX.

o Priklad 5. Sestrojte obraz étverce ABCD v otogeni, které ma stied S totozny s bo-
dem A a zobrazi bod C do bodu, ktery lezi na polopfimee 4D.

Refeni. Obraz €’ bodu C ma leZet na poloptimce AD, a protoze musi platit
ISC1 = [SC], jsou bod C", a tim i oto¢eni jednozna&né uréeny (obr. 10). Velikost ahlu CSC"

je 45°, jde tedy o otodeni o 45°.

Zl
& f\
|

s /
D C »d o
i B L’
18
&
X'=Y /
\,
S=A=4A B _Zr
QObr. 10 Obr. 11
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Identické zobrazeni povazujeme za otofeni kolem libovolného bodu o nulovy thel. PEi
této umluvé pak plati, Ze slozenim dvou otoceni o témze stiedu S je opét otofeni se stie-
dem S.

Zvlastnim pfipadem otoceni je otoceni o 180°. Pfi otodeni o thel 180° kolem stiedu S se
kazdy bod X zobrazi na bod X’ soumérné sdruzeny s bodem X podle stfedu S, jde tedy
o stfedovou soumérnost podle stfedu S. Tento bod je stfedem kazdé usetky XX, kde X je
libovolny bod roviny a X’ jeho obraz v této roviné (obr. 11). Obrazem bodu ¥ = X' je
v tomio pfipadé bod Y'=X. Pii stfedové soumérnosti nemusime tedy rozli§ovat vzor a
obraz, Je-li bod Y obrazem bodu X, je¢ bod X obrazem bodu Y. Kazda useCka XZ se zob-
razi na Usecku X'Z’, ktera je stejne dlouha jako tisecka X7 a orientované usetky XZ X'Z'
maji opaény smér.

O otofeni si budeme pamatovat:

Jsou-li 4, A" dva libovolné body roviny a jestlize pro bod S plati [S4| =|S4] > 0, pak
existuje pravé jedno otoceni se stfedem S zobrazujici bod 4 na bod A4'. Zobrazi-li se pfi
ném bod B (B # A) na bod B’, jsou usecky AB, A'B’ stejné dlouhé, a pokud jsou navic rovno-
bézné, tak bud’ splyvaji (otoceni je identitou), nebo jsou sméry orientovanych useéek AB, A'B’
opalné (otoeni je stfedovou soumérnosti). Orientované usecky AB, 4'B' nemohou mit ten-
tyZ (orientovany) smér a nebyt totozné. Zobrazi-li se pfi otoceni body 4,B.C po fadé na
body 4", B', C', je |[«ABC|=|«4'B'C.

Obrécené, jsou-li orientované usecky 48, A'B' stejné dlouhé a nemaji-li stejny (oriento-
vany) smér, existuje pravé jedno otodeni, které zobrazi bod 4 na bod 4 a bod B na bod B".
Jsou-li navic orientované usecky 48, A'B' rovnobézné, a opa¢nych (orientovanych) sméri, je
timto otofenim stfedova soumeérnost, stfedem je stfed Usecky 44", ktery splyva se stitedem
usecky BB' (obr. 12a, 12b). Nejsou-li use¢ky 4B, 4'B’ rovnobézné, dostaneme stied otodeni
jako prisecik os nise¢ek 44, BB' (pokud tyto osy nesplyvaji — obr. 12¢), nebo jako prisecik
ptimek AB, A'B' (splyvaji-li osy aseéek A4', BB'— obr. 12d).

QObr. 12a

B
Obr. 12b

Obr. 12c

Uvedené vysledky o posunutich a otogenich muZeme shrmout: Jsou-li usecky 4B, A'B’
shodné, tj. [4B] = |4'B"), existuje pravé jedno posunuti nebo ototeni /' zobrazujici bod 4 na
bod 4"a bod B na bod B".

o Cviceni 1. Je dan ctverec ABCD. Sestrojte jeho obraz v posunuti zobrazujicim
bod 4 na bod C. Obdrzeny ¢tverec zobrazte ve stiedové soumérnosti podle stfedu C. V ja-
kém vztahu jsou vysledny ¢tverec a ¢tverec ABCD?

11



o Cvifeni 2. V roviné jsou dany dva riizné body S, 7. Jaké zobrazeni dostaneme sloze-
nim stfedové soumérnosti podle stiedu S a stfedové souméernosti podle stiedu 77

o Cvieni 3. Body 4, B jsou dva rizné body roviny. Kazdému bodu X roviny pfifadime
bod X" tak, aby stfed usecky BX splynul se sttedem usecky AX" (uvazujeme zde i isecky nu-
lové délky). Jaké zobrazeni jsme dostali?

3. Osova soumérnost, posunuta osova soumeérnost

Dal3i typ zobrazeni je osova soumérnost.

O osové soumérnosti si budeme pamatovat:

Zvolme v roviné pfimku o a pfifadme kazdému bodu X roviny bod X' takto: Je-li
Xeo,je X=X, apro X ¢ o je pfimka XX' kolma na pfimku o a stfed usecky XX" lezi
na pfimce o (obr. 13). Obrazem tsecky AB je usecka A'B’, pfimky 4B, A'B’ se protinaji na
piimce o, kterd se nazyva osou soumérnosti, nebo jsou s ni ob& rovnobé&zné. Osova soumér-
nost je dana svou osou, nebo také nékterou dvojici 4. A’ vzoru a obrazu, které vsak nesmeji
byt totozné. Osou soumérnosti je pak osa tusetky A4’ (obr. 14a, 14b).

[v)
B
Xz o /
X1 = X'lr i =
Obz. 13 Obr. 142 OPr- 14

Je-1i bod X" obrazem bodu X v osové soumérnosti, je v téZe osové soumérnosti obrazem
bodu ¥'=X"bod }'=X. Nemusime zde tedy opét rozliSovat vzor a obraz.

!o (01
o p=p lg = oo c

Bl I‘A o A.f [B AH . BH‘



o Priklad 6. Je dan étverec ABCD. Sestrojte jeho obraz A'B'C'D’ v osové soumérnosti
podle osy o = AD. Déle sestrojte obraz A"B"C"D" &tverce A'B’C'D' v osové soumérnosti
podle osy 01 = BC (obr. 15). Presvédéte se, Ze vysledny &tverec dostanete ze étverce ABCD
posunutim,

o Piiklad 7. Je dén Gtve- lo .
t 2]
oy |D = G C -

rec ABCD. Sestrojte jeho ob-
raz A'B'C'D' v osové soumér-
nosti podle osy 0 =A4D a pak
obraz ABCD ¢tverce
A'B'C'D'" v osové soumeérnos-
ti podle osy o =AC. Pfe-
sv&dlte se, Ze vysledny Ctve-
rec dostanete ze ¢tverce ABCD
otoCenim kolem bodu 4 o 90°
(obr. 16).

Vysledek ptikladu 6 ma-
Zeme zobecnit; dostaneme tak
tvrzeni: SloZenim dvou oso-
vych soumémosti s rovnobéz-
nymi osami je posunuti.
Ozna¢me o0; osu prvni soumér-
nosti, oz osu druhé soumeérnosti
a predpokladejme, Ze jsou
piimky o), 0, rizné a rovno-
bé7né (obr. 17). Je-li obrazem
bodu X vprvni soumérnosti
bod X' a obrazem bodu X’
v druhé soumé&rnosti bod X",
je piimka XX" kolmd na
osu o) a |[XX" = 2d, kde d zna-
¢i vzdalenost ptimek oy, 0;. To
plati pro kazdy bod X a jeho
obrazy X', X" nezavisle na tom,
kde bod X lezi. zda napriklad
lezi vpasu mezi pfimkami
o1, 02, nebo zda tam neleZi.
SloZzené zobrazeni phifazujici
kazdému bodu X bod X" je
posunuti, a sice to posunuti,
které zobrazi kazdy bod Z
osy ¢1 na bod Z" soumérné
sdruzeny k bodu Z podle piim-
ky 0. Vidime, Ze zalezi na po-
fadi, v jakém ob& osové soumeérnosti skladame. V ptipadé, ze bychom body zobrazovali
nejdfive v osové soumérnosti podle pfimky o, a pak v osové soumé&rnosti podle osy oy,
dostali bychom posunuti opa¢né, tedy posunuti, které by bodu Z” pfifadilo bod Z. Pokud
by byly osy oy, 0, totozné, je sloZené zobrazeni samoziejmé identitou.

Obr. 17



Ukazali jsme. Ze sloZzenim dvou oso-
vych soumeérnosti s rovnobéZznymi osami je
posunuti. Muzeme ale téZ obracené kazdé
posunuti rozlozit na dvé osové soumérnostt
s rovnob&Zznymi osami. Je-1i posunuti dano
napfiklad bodem A4 a jeho obrazem A"
(A" # A), stai vzit za piimku o, pfimku
.kolmou na piimku 44" a prochazejici bo-
dem A4, za 0, osu usetky 44" SloZenim
soumémosti podle osy o; se soumérnosti
podle osy 02 dostaneme pravé dané posunuti
(obr. 18). Misto 04, 02 bychom mohli zvolit
jakoukoliv uspofadanou dvojici o', 02" rov-
nobéznych piimek, kterou bychom dostali
z dvojice o1, 0: libovolnym posunutim,
TakZe posunuti z pfikladu 6 dostaneme téz
sloZenim soum&rnosti podle piimek C'B"a AD.

Opét se muzeme pokusit situaci popsanou v pfi-
kladu 7 zobecnit a ptat se, co je slozenim dvou oso-
vych soumémosti s riznobéZnymi osami o), o2
(obr. 19). Na zakladé rozboru dochazime k zavéru, ze
slozenim osovych soumérnosti podle osy o; a podle
0sy 02 je otoeni kolem priseéiku § piimek o1, 02
o thel 2y, kde y je tGhel ptimek o1, 02, a to otoeni
v tom smyslu, aby obrazem kaZdého bodu Z piim-
ky 01 byl bod Z" soumérné sdruzeny k bodu Z podle
ptimky o;. Opét zaleZi na pofadi, v jakém soumér-
nosti skladame. Kdybychom vzali nejdiive soumér-
nost podle osy o; a slozili ji se soumérnosti podle
piimky o;, dostali bychom otoceni kolem téhoz stfedu
o tentyz uhel, aviak v opa¢ném smysly, tedy otocen,
pii kterém se bod Z" zobrazi na bod Z. Pouze v pfipa-
dé kolmosti piimek o1, 0y nezélezi na pofadi soumér-
nosti, sloZzené zobrazeni je vidy stiedova soumérnost
podle bodu S.

Tak jak jsme sloZenim dvou osovych soumérnosti
s riznobéZnymi osami dostali otofeni, miZzeme obra-
cené kazdé otoceni rozlozit na dvé osové soumérnosti.
Je-li oto€eni dano svym stiedem S a obrazem A" bodu
A# S8 (obr. 20), miZzeme zvolit za osu o, piim-
ku AS, za osu oz pfimku, ktera je osou uhlu ASA”.
SloZzenim osové soumérnosti podle osy 01 s osovou
soumérnosti podle osy 0, dostaneme praveé dané oto-
ceni. Bod § je totiz ziejmé pevny (samodruzny) a
bod A je pfi prvni soumérnosti téZ pevny, tj. 4'= 4,
pti druhé soumérnosti se bod 4’ zobrazi na bod 4"

Misto o4, 0; miZeme oviem vzit libovolnou uspo-
fadanou dvojici 0, 0y, kterou dostaneme z dvojice
01. 0z otoCenim kolem bodu S o libovolny thel
(obr. 20).
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V piedchozim ¢lanku jsme vidéli, ze ke
stejné dlouhym useckam 4B, 4'B’ v roviné
existuje pravé jedno zobrazeni, jeZ je posu-
nutim nebo otofenim a zobrazuje bod 4 na
bod A" a bod £ na bod B'. Existuje také oso-
va soumérnost s touto vlastnosti? Osa o
takové soumémnosti by musela prochazet
sttedem useCky 44' i stfedem usecky BB
Sestrojme tedy obraz Usetky 48 v osové
soumérnosti podle pfimky ¢ spojujici stie-
dy usecek A4', BB'(obr. 21). Dostaneme tak
usecku AgBy. Neni-li A'= 4q, je trojihelnik
AA'Ay pravouhly a piimky A4'dy, B'By jsou Obr. 21
rovnob&Zné s pfimkou o, takze A4¢ByB'4’ je ’
rovnobéznik. Usecku A48’  dostaneme
z useCky ApBp posunutim ve sméru osy o. Je-li A'= 4, je 1 B"= By, a Gsecka A'B’ je obrazem
usetky 4B v osové soumérnosti podle osy o.

Promyslete si pfipad 4 = 4' nebo B = B" a kone¢né i pfipad, pfi kterém splyva stied
useCky A4’ se stfedem usecky BB' (obr. 22). V tomto pfipad¢ zvolime pfimku o kolmou
na AB. Vzdy plati: je-li |[4B| = |4'B], pak jsou 4, A" a B, B’ dvé dvojice bodd soumérné sdruze-
nych podle ngjaké piimky o, nebo jsou body 4', B’ obrazy bodu A4q, By v posunuii ve sméru
piimky o a 4o, By jsou obrazy bodii 4, B v osové soumérnosti podle pfimky ¢. Mluvime pak
0 posunuté osové soumérnosti.

Plati tedy: Jsou-li Gisecky 4B, 4'B’' stejné dlouhé, pak existuje pravé jedna osova soumér-
nost nebo posunuta osova soumérnost (tedy osova soumérnost sloZend s posunutim ve sméru
osy) zobrazujici bod A na bod 4'a bod B na bod B’

B I o

Bo 4 P
lo Ao B >

Ol 22 Obr. 23
o Priklad 8. Zobrazte pismeno L na obr. 23 v posunuté osové soumérnosti, jez je dana

osou ¢ a posunutim o vektor ¢ ve sméru osy. Zobrazite-li vysledek v téZe osové sou-
meérnosti a budete-li tak stale dal pokraGovat, dostanete ornament (obr. 23).

o Cvifeni 1. Posunuta osova soumérnost je sloZena z osové soumérnosti s osou ¢ a po-
sunuti o vektor @ ve sméru osy. DokaZte, Ze stejné zobrazeni dostaneme, provedeme-li
nejdiive posunuti o vektor @ a pak osovou soumérnost podle osy o.

o Cvifeni2. Je dan &tverec ABCD. Sestrojte jeho obraz v posunuté osové soumérnosti
s osou v pfimce B(C a vektorem 4D .
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o Cviteni 3. Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Sestrojte obraz tohoto 3estiuhel-
niku podle osy AB a tento pak zobrazte podle osy AC. Totéz provedite pro osy AC a AD.
Porovnejte oba vysledky a zdivodnéte je.

o Cviteni 4. Reste ulohu z cvideni 3 nejprve pro dvojici os AF, BE a pak pro dvojici os
BE, CD.

4. Shodna zobrazeni

V piedchozich odstavcich jsme se seznamili s nékolika dalezitymi geometrickymi zobrazeni-
mi. Byly to identita, posunuti, otoeni (specidlni pfipad stfedova soumérnost), osovd sou-
mérnost, posunuti osova soumé&rmost. VSechna uvedena zobrazeni roviny do sebe maji
jednu spole¢nou vlastnost — vzdalenost obrazil kazdych dvou bodi se rovna vzdalenosti
t&chto dvou bodd. Jinymi slovy, Usetka s krajnimi body A, B je stejné dlouha jako uselka
s krajnimi body A', B', coz jsou obrazy bodd A, B, tj. useCka A'B' je shodna s useckou 4B.
Proto se zobrazenim s touto vlastnosti fika shodnosti (nebo shodna zobrazeni).

Je ihned zfejmé, Ze kazda shodnost roviny je zobrazeni prosté, jinak by se dva rlizné
body zobrazily na tenty? bod, a nebyla by tedy splnéna vySe uvedena podminka shodnosti.
Jsou-li dany body 4, B, 4', B'tak, Ze |4AB} # |A'B'|, pak samoziejmé neexistuje Zadné shodné
zobrazeni, které by zobrazovalo bod 4 na bod 4’ a bod B na bod B’ Je-li obraceng
|AB| = |4'B’], existuji shodna zobrazeni, zobrazujici bod 4 na bod 4’ a bod B na bod B".
V kapitole 2 jsme ukdzali, Ze jednim takovym zobrazenim je posunuti nebo otoCeni, a v
kapitole 3 jsme 167 ukazali, Ze existuje takova osova soumérnost nebo posunutd osova sou-
mérnost.

Vidime, ze vzdy existuji dv& shodna zobrazeni roviny, pfi kterych se dana orientovana
ise¢ka 4B v dané roving zobrazi na orientovanou usecku 4'B' téze délky, lezici v téZe rovi-
né jako usetka 4B. UkaZeme, 7e to jsou viechna shodna zobrazeni, zobrazujici bod 4 na
bod 4'a bod B na bod B".

Je-li X daldi bod uvaZované roviny, je [AB| < |4X]| + |BX] a zéroveni |4B| > ||AX] - |BX]|.
V prvni nerovnosti plati rovnost pravé tehdy, kdyZ je bod X bodem use¢ky 4B, ve druhé
nerovnosti plati rovnost pravé tehdy. kdyZ bod X leZi na piimce AB a neni vnitinim bodem
usecky AB. ProtoZe kazda shodnost zobrazuje kazdou uisetku na tsecku shodné délky, zobrazi
se pi ni body pfimky 4B na body piimky A4'B’, kde A", B' jsou obrazy bodii 4, B.

Nelezi-li bod X na pfimce 4B, existuji dva body X", pro které plati |4X1 = {4'X"] a zdro-
vett BX| = | B'X'|. Jeden z nich je obrazem bodu X v otofeni nebo posunuti, pfi kterém se
orientovand usetka 4B zobrazi na orientovanou usecku 4'B’, druhy je k nému soumérné
sdruzeny podle pfimky A'B’, a je tudiZ obrazem bodu X v zobrazeni, jeZ je sloZenim uvede-
ného otodeni nebo posunuti a 0sové soumeérnosti.

MiiZeme tedy shrnout: Jsou-li v roviné dany body 4, B, 4", B' tak, Ze |4B| = |A'B'|. pak
existuji pravé dvé shodnosti této roviny, pfi kterych se zobrazi bod 4 na bod 4"a bod B na
bod B'. Jedna z nich je otoeni nebo posunuti, fikdme ji shodnost pFima (obr. 24), druha
je osova soumérnost nebo posunutd osovd soumérnost, fikdme ji shodnost nepFima
(obr. 25).

Nyni se ptesvédéime o tom, Ze shodnost v roving je zobrazeni této roviny na sebe.
Necht' se totiz dva rtizné body A, B zobrazi v dané shodnosti na body A, B". Vezméme nej-
prve bod Y, ktery leZi na piimce A'B". ProtoZze [4B| = |4'B’|, existuje bod X v na$i roviné
tak, Zze |AX] = |4'Y], |[BX] = |B'Y] a bod X je vzorem bodu Y v uvazované shodnosti. Nvni
vezméme bod Y, ktery neleZi na pfimce 4'B’. Pak existuji dva body X v roviné, pro které
jsou trojuhelniky ABX a 4'B'Y shodné. Ale jen prave jeden z bodu X je vzorem bodu I
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Tim jsme dokazali, ze kazdé shodné zobrazeni je zobrazeni celé roviny na tutéz rovinu.
Pridame-li k pfedchozi uvaze poznatek, Ze kazda shodnost je zobrazeni prosté, miiZzeme
fici, ze kazda shodnost je vzijemné jednoznacné zobrazeni roviny na sebe.

X

X

X.f

B."

i Obr. 24 Obr. 25

Diéle tedy plati, Ze ke kazdé shodnosti existuje zobrazen{ inverzni, které je téZ shodnos-
ti. Co je inverznim zobrazenim k danému posunuti, k danému oto¢eni, k dané osové soumér-
nosti, k dané posunuté osové soumérnosti?

Dalsi poznatek o shodnostech vyplyva z piedchozich tvah. A sice: Usetka se shodnym
zobrazenim zobrazi na usecku, pfimka na pfimku. shodnosti se zachova rovnobéznost piimek,
zachova se velikost uhli.

Dulezitym pojmem jsou tzv. samodruzné body zobrazeni. Jednd se o body, které se
v daném zobrazeni zobrazi samy na sebe. SamodruZzné dtvary jsou utvary, které se zobrazi
samy na sebe; v tomto pfipadé mohou viak byt jen n&které body Utvaru samodruzné nebo
dokonce Zadny bod samodruzny. Jako piiklad uved'me: stfed otoceni je samodruzny bod
v tomto otoceni, kazdy bod osy osové soumérnosti je samodruzny v této soumérnosti, kazda
piimka kolmd na osu osové soumérnosti je samodruzna (ale ma jen jeden samodruZny bod),
kazd4 ptimka rovnob&zna s vektorem posunuti je samodruzna (ale nemd ani jeden bod samod-
ruzny, pokud se nejedna o identitu).

Sami nyni uréete viechny samodruzné body viech typi shodnych zobrazeni a najdéte téz
pfiklady daldich samodruZznych Gtvaril v téchto shodnych zobrazenich, hlavné hledejte samod-
ruzné pfimky.

V geometrii se také uréuji samodruzné sméry. Pfitom o rovnob&znych pfimkach ilkame,
7e maji stejny (neorientovany) smér. Rovnobézné piimky se shodnosti zobrazi na rovnob&zné
piimky. Pokud se pfimka zobrazi na ptimku s ni rovnobéznou, #kame, Ze jeji (neorientovany)
smér je samodruzny. V identité a posunuti jsou v8echny sméry samodruzné, v otogeni (které
neni stfedovou soumérnosti) neni samodruzny Z?adny smér, ve stfedové soumérnosti jsou sa-
modruzné viechny sméry, v osové soumérnosti a v posunuté osové soumérnosti jsou samod-
ruzné dva sméry (kolmy na osu a rovnobé&zny s osou).



Shodna zobrazeni lze klasifikovat podle poctu samodruznych bodi v roviné a podle sa-
modruznych smértt. To ukazuje ndsledujici tabulka.

posunuti osova posunuti
soumeérnost (ne identita)

otoceni (ne identita stfedova soumérnost
a stfed. soumérnost)

0sS0Vva Soumernost

identita

V nésledujicim odstavci se budeme zabyvat shodnosti trojihelniki. Reknéme si obecng,
Ze dva Gtvary P, P; jsou shodné, pravé kdyz existuje shodnost, ktera zobrazi utvar P, na
utvar Ps.

o Cvi€eni 1. Necht p je pfimka. Urete viechny posunuté osové soumérnosti s nenu-
lovym vektorem posunuti, v nichz je tato pfimka samodruzna.

o Cvi¢eni 2. Necht' 4. B jsou dva rizné body. Uréete (vzhledem k inkluzi) nejmen3
mnozinu P, ktera je samodruzna v kazdém otodeni se stfedem v B a patii do ni bod A.

o Cvifeni 3. Je dan ¢tverec ABCD. Udélejte pichled o viech shodnostech, které zob-
razuji ¢tverec ABCD na sebe.

o Cvifeni 4. Pfedstavme si celou rovinu pokrytou beze zbytku nepiekryvajicimi se
pravidelnymi Sestitthelniky; nazvéme toto 3estithelnikovou siti v roving. Uréete ptiklady
shodnosti, v nichZ je tato sit’ samodruzna.

o Cviteni 5. Necht fje shodnost a necht’ 4, B, C jsou tfi riizné body neleZici v p¥{mce,
pro n€Z je fd) = A, AB) = B. AC) = C. O jaké zobrazeni se jedna?

o Cvideni 6. Dokazte:
a) Kazdy atvar P v roviné je shodny sam se sebou.
b) Je-li utvar P, shodny s Utvarem P», je P; shodny s P;.
¢) Je-li utvar P, shodny s utvarem P; a P; shodny s Gtvarem Ps, je Py shodny s P,

5. Shodnost trojahelniku

Podle definice jsou trojuhelniky 4BC a KLM pravé tehdy shodné, kdy?z existuje shodné
zobrazeni zobrazujici bod 4 na bod K, bod B na bod L a bod C na bod M. Piseme pak
AABC=AKIM .

V8imnéte si, Ze pokud mluvime jen o trojuhelniku ABC, nezaleZi na pofadi vrcholi
trojahelniku, trojihelnik 4BC je stejny jako trojihelnik BAC. Rekneme-li viak, e troji-
helnik ABC je shodny s trojihelnikem KLM, zalezi na pofadi vrcholi! Cheeme tim toti
fici, Ze existuje shodné zobrazeni, v némz se body 4, B, C v tomto potadi zobrazi na body
K, L, M
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A

4 B C

N
A K L M L
Plati-li, ¢ A ABC'=A KLM , nemusi platit, e 4 B
A BAC = A KLM . Existuje-li totiz shodné zobrazeni,
v némZ se body 4, B, C zobrazi po fadé na body
K, L, M, je napriklad nutné |4C| =|KM), nemusi viak
platit [BC|=|KM], a tudiZ nemusi existovat shodné Obr. 26
zobrazeni zobrazujici bod B na bod K a bod C na bod M. i

Vime, Ze kazdé shodné zobrazeni zachovava nejen
délky usecek, ale Ze se zachovévaji 1 velikosti uhl{. Jsou-li proto trojuhelniky 4BC a KLM
shodné, plati (obr. 26)

4B} =KL, |BC| = [LM], |CA| = |MK], (1
ale zaroven i
|CABC|=|«KLM|,  |«BCA|=|«LMK]|, |«CAB|=|«<MKI|. (2)

Cheeme-li obracené dokdzat, Ze jsou trojihelniky ABC a KLM shodné, nemusime ovéFit,
Ze jsou splnény vztahy (1) a (2). Sta¢i napiiklad dokazat, Ze plati vztahy (1). Plati-1i totiz
|[4B| = |KL|, vime, Ze pak existuji pravé dv& shodnd zobrazeni roviny ABC na rovinu KLM,
pii kterych se bod 4 zobrazi na bod K a bod B na bod L. Ze vztahil |BC| = |LM], |AC| = |[KM)
pak plyne, Ze pravé jedno z nich zobrazuje bod C na bod M.

Tim jsme si vlastné pripomnéli platnost véty, kterou jiz zname jako:

Véta (sss): Dva trofiihelniky jsou shodné, pravé kdyz se shoduji ve viech tfech strandch.
Piipomenime je3té dal$i znamé véty o shodnosti trojihelniki:

Véta (sus): Dva trojithelniky jsou shodné, pravé kdys se shoduji ve dvou strandch a tihlu
Jimi sevFeném.

N
Véta (usu): Dva trojihelniky jsou shodné, pravé
kdyz se shoduji v jedné strané a whlech k ni prilehlych. C
Véta (Ssu): Dva trojihelniky jsou shodné, pravé A 7 o M
kdyZ se shoduji ve dvou strandch a whiu proti vétsi < \ B
z nich.

e

o Pfiklad 9. Je dan trojuhelnik 4BC, uhel ABC
neni pravy. Nad stranou AB je sestrojen Etverec ABKL,
ktery nele2i v poloroviné ABC. Podobné& nad stranou BC
je sestrojen ¢étverec CBMN, ktery nelezi v poloroving
CBA. Dokazte, ze trojuhelniky 4BM a KBC jsou shodné.

o

ReSeni. Je |4B| = |KB|, protoze ABKL je &tverec Obr. 27
(obr. 27). Dale je |BM| = |BC|, protoze BCNM je Gtve-
rec. Koneéné je [«ABM|=|«<ABC|+|«CBM|=|«ABC|+|«KBA|=|«KBC
Trojuhelniky ABM a KBC jsou shodné podle véty (sus). Tento postup plati viak jen
v tom ptipadé, kdyZ je (thel ABC ostry. Nakreslete sami obrazek analogicky k obr. 27, ve
kterém je uhel ABC tupy, a upravte popsany ditkaz pro tento ptipad. Je-li thel ABC pravy, coZ
jsme vyloucili, netvoii body A, B, M trojihelnik.
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Véta (sus) o shodnosti trojuhelniki fikd, Ze dva shodné trojihelniky maji stejné dlouhé
ptisludné strany. Je mozné fici, Ze jde vlastné o jeden tvar trojuhelniku. Tento tvar je jedno-
zna¢né urcen tfemi ¢isly udavajicimi délky stran. Stejné je to v pfipadé ostatnich vét o shod-
nosti trojahelnikd. Proto se t&émto vétam také #ika véty o urdenosti trojihelnikii.

Jaka je ale podminka pro to, aby vibec trojihelnik existoval? Jednou takovou podminkou
je tzv. trojihelnikova nerovneost, kterd fika, Ze soucet délek kterychkoli dvou stran trojihel-
niku musi byt vétsi nez délka tieti strany. V trojuhelniku ABC se stranami délek a, b, ¢ tedy
musi platit viechny tfi nerovnosti

a<b+te, b<a-+ec, c<a+bh.
Tyto podminky mizZeme také psat ve tvaru
a—b<e, b—a<c, c<a+b,

nebo také ve tvaru
la—bl<c<a+b.

o Cvideni 1. Na zaklad¢ vét (sus), (usu) a (Ssu) vyslovte véty o shodnosti pravouth-
lych trojuhelnik s vyuzitim toho, Ze se tyto trojuhelniky shoduji v pravém uhlu.

o Cvi¢eni 2. Ukazte piiklad dvou trojuhelnikd, které se shoduji ve dvou straniach a
v jednom 1hlu a nejsou shodné. Tim dokazete, Ze ve vété (Ssu) neni mozné zaménit slova
proti vétsi z nich® slovy ,,proti jedné z nich®.

o Cvi¢eni 3. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC, D je stied jeho pfepony 4B a S je
stied kruznice trojuhelniku vepsané. Je-1i |{CS] = |DS|, pak m4 jeden z vnitinich ahli troji-
helniku ABC velikost 30°. Dokazte.

o Cviéeni 4. Nad stranami AC a BC ostrouhlého trojahelniku ABC jsou sestrojeny
rovnostranné trojihelniky ACD a BCE tak, Ze kazdy z nich lezi vné trojuhelniku ABC. Dokaz-
te, 7e je A AEC =A DBC.

o Cviceni 5. Necht ABCD je ¢tverec, jehoz uhlopiicky se protinaji v bodé S. Uvnitf
usetky SD zvolte bod P, potom k primce AP ved'te kolmici bodem B a jeji prisecik s thlo-
ptickou A4C oznacte Q. Dokazte, Ze je A ABP = A BCQ.

o Cviceni 6. Dokazte, Ze trojohelnik se stranami délek a, b, ¢ existuje, pravé kdyz plati
¢t —a? —b2| <2ab (coz je ekvivalentné vyjadiena trojihelnikova nerovnost).

o Cvifeni 7. Dokazte, 7e pro délky téZnic 1, , t, . t.a délky stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC

" 3
plati nerovnost (1, +1, +1 )<a+b+c.
4

6. Vyuziti shodnosti v konstrukénich dlohach
Shodna zobrazeni se s vyhodou pouziji pii feSeni konstrukénich aloh. Ve viech nasleduji-
cich ptikladech uvazujeme jen fesitelné situace.

o Priklad 10. Je déna piimka p a dva rtzné body 4, B lezici uvnitf jedné poloroviny

ohrani¢ené primkou p. Na piimce p urcete bod M tak, aby délka lomené ¢ary 4MB byla co
nejmensi.
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Reseni. Naptiklad bod B zobrazime v osové soumémosti s osou p: dostaneme bod B’
Hledany bod M je prlise¢ik piimky p a ptimky AB". Plati |AM| + |MB| = |AM| + |MB" = |48,
nebot” bod M lezi na useCce AB". Pro kazdy bod N pfimky p rizny od bodu M totiz plati
|[AN| + |NB{ = |AN| + [NB|> |AB" , cozZ je disledek trojuhelnikové nerovnost (obr. 28). Viim-
néte si navic, ze uhly @, £ jsou shodné.

r

M 7 N P

Obr. 28 B : Qbr. 29
Bh’
o Priklad 11. Je dédna piimka p. dale dva riizn¢ body A, B leZici uvnitf jedné poloro-
viny ohrani¢ené piimkou p a ¢islo d > 0. Najdéte na pfimce p body M, N tak, aby délka lo-
mene ¢ary AMNB byla co nejmensi a aby |MN| =d.

Refeni. Posuneme bod B rovnob&zné s piimkou p o délku d bliz k bodu 4 do bodu B,
bod B' pak zobrazime osové soumérné podle pfimky p na bod B (obr. 29). Bod M vznikne
jako prusecﬂ( prlmky p a piimky AB”. Bod N najdeme na pfimce p tak, aby |MN| d a aby

vektory MN a B'B byly souhlasné orientované; potom jsou téz vektory MB' a NB sou-
hlasng orientované a stejné dlouhé. Vyuzili jsme posunuté osové soumérnosti.

o Priklad 12, Na rdznych rovno- T
béznych bfezich feky jsou dvé mésta
A, B. Urete, kde je tfeba sestrojit kolmo
na tok feky most, aby silnice spojujici
meésta 4, B meéla nejkratsi délku.

ReSeni. Z obr. 30 je patrnd kon- ]
strukee bodu B’ (posunuti o §ifku d feky)
a nasledné konstrukce mostu MN, g B

o Priklad 13. Jsou dany dvé rGzné Y
rovnobéZné piimky a, b a pfimka ¢
s nimi rdznob&zna. Sestrojte rovnostran-
ny trojuhelnik, jehoZ strana ma délku d a
kazdy jeho vrchol leZi na jedné z danych B
pfimek, kazdy vrchol na jing. Obr. 30

d

Redeni. Sestrojime libovolny rovnostranny trojuhelnik AB8C o strané délky d tak, ze
bod 4 leZi na pfimce a, bod B na pfimce b. Tento trojuhelnik rovnobézng posuneme s pfim-
kou a tak, aby obraz €' bodu C byl bodem pfimky ¢. Ziskdme hledany trojuhelnik 4’B'C’,
Jeden takovy trojahelnik je na obr. 31. Kolik mize mit {(loha feseni?
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o

Obr. 31

Obr. 32

o Ptiklad 14. Jsou dany dvé rizné rovnob&iné piimky a, b a primka ¢ s nimi ritznobéz-
na. Sestrojte Ctverec ABCD tak, aby bod A lezel na pfimce a, bod C na pfimce ¢ a thlopficka

BD na ptimce b.

Refeni. Sestrojime piimku a’ 0sové soumérnou s piimkou a podle primky . Tim ziska-
me bod C jako prisecik piimek a', c. Body 4, B, D doplnime podle obr, 32.

o Piiklad 15. Sestrojte li-
chobéZnik 4BCD o zakladnich
AB, CD, znate-1i délky b, ¢, d jeho
stran a velikost thlue=a - > 0.

Refeni. Podle obr. 33 sestroji-
me nejprve trojuhelnik BD'C, ve
kterém zname délky stran b.d a
thel e. Potom doplnime na lichobgz-
nik ABCD. Vyuzili jsme osové sou-
meEmnosti s osou o strany AB.

o Priklad 16. Sestrojte obdél-
nik ABCD, jehoZ obvod je o a je-

hoZ uhlopticka ma délku e. .

Refeni. Nejprve  sestroji-
me trojuhelnik AC'C (obr. 34) —
zname velikost thlu pfi vrcho-
lu C" a délky stran 4C a AC'

(ta ma délku %). Dale sestro-

jime osu o strany CC', &mz
ziskame bod B. Pak uZ jen do- A
plnime bod D.

A

D

5 #E
N/

Obr. 34

N
|
PN
7 B c

o Priklad 17. V kartézské soustavé soufadnic je dén bod M[3; 2]. Bodem M ved'te
piimku p, ktera protne osu x v bodé ¥ a osu y v bod P tak, aby platilo |MN| = |MP|.



ReSeni. VyuZijeme stiedové soumérnosti se stiedem M. V této soumérnosti se pfimka x
zobrazi na pfimku x". Bod P je prisecikem osy y a pfimky x'. Konstrukce piimky p a bodu N
je Jiz zfejma z obr. 35.

y
P z’
4
| M
[
i P
|
! N
0 3 3 =
Obr. 35 Obr. 26

o Priklad 18. Sestrojte trojuhelnik 4BC, znéte-li délku strany ¢, t&Znice £, a thel ¢
mezi téZnici £, a stranou AC.

Refeni. Trojuhelnik 4BC doplnime na rovnobéznik ABA'C. Z obr. 36 vidime, Ze nej-
prve sestrojime trojuhelnik 434" Potom doplnénim na rovnobé&Znik snadno ziskdme bod C. Je
zde vyuzito stfedové soumeémnosti se stiedem S (stéed strany BC).

o Priklad 19. Je dana pfimka p a bod S, ktery
neleZi na piimce p. Otoéenim pfimky p kolem bo-
du S o tthel a = 30° vznikne pfimka p’. Jaky je Ghel
ptimek p, p' ?

Refeni. Oznaéme P prusecik ptimek p, p', déle
pismeny 4. A" paty kolmic z bodu S na piimky p, p'
(obr. 37). Plati rovnost [«4PA’|=180°-a. Proto

uhel piimek p, p'je roven a = 30°.

Pozniamka. Otocime-li pfimku p o uhel «,
0° < <180°, kolem bodu S, ziskame piimku p'; obé
piimky sviraji uhel a, je-li @ <90°, a thel 180° - @,
je-li & >90°.

Obr. 37

o Priklad 20. Je dan trojuhelnik ABC, Ghel ABC neni pravy. Nad stranami 4B, BC
jsou sestrojeny &tverce ABKL, CBMN tak, Ze¢ lezi vné trojthelniku ABC. Dokaite, Ze
|KC| = |AM) aptimka KC je kolma na piimku AM.

ReSeni. Jedna ¢ast tohoto piikladu byla vyfesena v piikladu 9 pomoci shodnych troju-
helniki. Zde je ptiklad feSen jinym zpisobem. Podivejme se na obr. 27. Uvazujme to ototeni
kolem bodu B 0 90°, v némz se bod A zobrazi na bod K, bod M se pak zobrazi na bod C, tj.
lseCka AM se zobrazi na secku KC a jelikoz se jedna o shodné zobrazeni, je |KC| = |4M,.
Déle podle ptedchoziho piikladu svira pavodni a otogena tise¢ka thel 90°.



o Priklad 21. Je déan ¢tverec ABCD a )
vnitini bod K strany 4B. Vepiste do &tver- ¢
ce rovnostranny trojuhelnik XLM.

Refeni. Otodime &tverec 4BCD ko-
lem bodu K o 60°. Bod M vznikne jako
pruseCik hranice &tverce ABCD a jeho
obrazu 4'B'C'D' {(obr. 38}. Zpétnym oto-
¢enim bodu M ziskdme bod L.

o Priklad 22. Sestrojte trojihelnik
ABC, znate-li délky jeho téZnic.

Reseni. Trojuhelnik ABC zobrazime
ve stiedové soumérnosti se stfedem S, kie-
ry je napf. ve stfedu strany BC (obr. 39).
Vznikne trojahelnik C7T", kde T je tézisté
trojuhelniku ABC, T’ jeho obraz v uvazo-
vané stfedové soumérnosti. Tedy nejprve sestroji-
me trojuhelnik C77" s délkami stran, které jsou
roviy dvéma tietindm zadanych déiek téZnic a
pak jiZ bez obtizi sestrojime trojuheinik 4 BC.

& A

A
Obr. 39 . Obr. 40

o Priklad 23. Sestrojte trojuhelnik 4BC, je-li ddna délka c, soucet délek a + b a Ghel y.

ReSeni. Nejprve sestrojime trojuhelnik ABB' z prvki ¢, a + b, % . Potom osa strany BB’

protne stranu 4B’ v bodeé C (obr. 40).

o Cvideni 1. Na kuletnikovém stole jsou dvé koule 4, B. Urlete smér koule 4, aby po
odraze
a) na jedné sténé,
b} na dvou sousednich sténach,
¢) na dvou protilehlych sténach,
d) na tfech sténach
narazila do koule B.

0 Cvifeni 2. Jsou dany riiznobéZky a, b a Gsetka MN. Sestrojte iise¢ku AB stejn¢ dlou-
hou a rovnobéZnou s usetkou MN tak, aby bod A leZel na pfimce @ a bod B na piimee b.

o Cvideni 3. Sestrojte kosoltverec ABCD, je-li dan soudet e + f délek dhlopiicek a
thel a.
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o Cviteni 4. Je déna kruznice £ se stfedem S, jeji te€na 7 a bod M leFici v polorovinég ¢S,

Sestrojte ptimku p prochazejici bodem M tak, ab v
) , rotnula t bods A — i
dé P a aby |MN| = (MP). Y protiwia tecnu v bodé ¥ a kruznici v bo

o Cvifeni 5. Jsou dany kruznice k. &, a pFmka p. Sestrojte piimku ¢ rovnob&Zznou
s ptimkou p, aby vytinala v obou kruznicich stejn& dlouhé tétivy.

o Cvifeni 6. Je dan rovnostranny trojuhelnik a uvniti ného bod M. Soudet vzdile-
nosti bodu A od jeho stran je roven vyice trojuhelniku. DokazZte.

o Cvi€eni 7. Sestrojte lichobéznik 4BCD, je-li dano
a) délky zakladen a, ¢, délky uhlopticek e, f,
b) délky stran a, b, ¢, d.

o Cviceni 8. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-It dano
a) a+b,c, vyska v,
b) a+b+c,vhlya, f

o Cviteni 9. Je dan &tverec ABCD a uvnitt strany 4B bod M. Sestrojte obdélnik
MNPQ (|MN] # |NP|), jehoz kazdy vrchol lezi na jiné strané ¢tverce.

o Cviceni 10. V kartézské soustavé soufadnic s pocatkem v bod€ P a s osami x, y je
dan bod A[3; 2]. Sestrojte na ose x bod O tak, aby délka lomené ¢ary PQA byla 8 jednotek.

o Cyiceni 11. Jsou dany tfi rizné body A4, B, S, které neleZi v ptimce. Sestrojte Etverec
MNPQ tak, aby mél stfed S a aby bod 4 lezel na pfimce MN a bod B na pfimee PQ.

o Cvideni 12, Jsou dany soustfedné kruznice &1, k> s poloméry | > > a na kruZni-
ci ki bod 4. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik 4ABC tak, aby bod B leZel na kruZnici & a
bod C na kruznici &.

7. Skladani shodnych zobrazeni

Pfimo z definice shodnosti plyne, Ze sloZenim dvou shodnosti je opét shodnost. Zobrazi-li se
totiz body X, ¥ v prvni shodnosti na body X', ¥’ a tyto body v druhé shodnosti na body
X" Y" je |X'Y" = [XY] (nebot’ prvni zobrazeni je shodnost) a také (XY = | X'}Y"| (nebot’ dru-
hé zobrazeni je shodnost). Pak je ale &% |X"'Y"| = |XT|, a protoze to plati pro kazdé dva body
X. Y, je sloZené zobrazeni shodnost.

Zatim jsme poznali tato shodna zobrazeni roviny:

posunuti — da se slozit ze dvou osovych soumérnosti,

otoceni — da se rovndZ sloZit ze dvou osovych soumérnosti (zvlastnim pfipadem je stiedo-
va soumérnost),

0s0va soumérnost,

posunuta osova soumérnost — da se slozit z osové soumérnosti a posunuti, a tedy té7 ze ti
osovych soumérnosti,

identita — da se slozit ze dvou totoZnych osovych soumérnosti, povaZujeme ji za zvlastni
piipad posunuti (posunuti o nulovy vektor) i za zvlastni pifpad otoCeni (kolem libovolného
bodu o nulovy uhel).

Jakou shodnost dostaneme slozenim dvou z uvedenych druhd shodnosti?
Vime jiz, Ze sloZzenim dvou posunuti je opét posunuti.




Obr. 41

SloZenim dvou otofeni s tymz stfedem je op&t otodeni s timto stfedem, ve zvla§tnim
ptipad¢ identita. Jsou-li stfedy S, S> obou otodeni rizné, miZeme prvni otodeni sloZit
z osovych soumérnosti podle os o), 01, kde o0; je pfimka S.S5, druhé otodeni sloFime
z osovych soumernosti pedle os 03 = 815, a 04 (obr. 41). SloZenim osovych soumérnosti
podle splyvajicich os 02, 03 je samoziejmé identita. Proto vyuZitim asociativnosti pri skla-
dani jakychkoli zobrazeni docha-
zime k zavéru, Ze sloZenim na-
Sich dvou otoéeni je zobrazeni
slozené z osovych soumérnosti
podle pfimek o1 a 04. A to je po-
sunuti  (je-li  oif|os, tj. kdyz
a+p=0° nebo a+f=2360°
nebo otofeni (stfedem otoceni je
praseéik ptimek o), 04, uhel oto-
Cenijea + ).

Co je slozenim posunuti a
otoCeni, které neni identitou?
Posunuti slozime z osovych sou-
mérnosti  podle os o), o
(e1 (] 02), pfi€éemz osu 0; zvoli-
me tak, aby prochdzela sttedem
oto¢eni {obr. 42). Otoceni pak
sloZzime z osovych soumé&rnosti
podle 0s 0, =03 aos. Dile po-
stupujeme jako v predchdzejicim

26



piipadg, vyslednym zobrazenim je otoleni.
Stepny vysledek bychom dostali pfi skladani
oto¢eni a posunuti.

SloZzenim posunuti a osové soumérnosti
je bud’ osova soumérnost nebo posunuti oso-
va soumérnost. Prvni piipad nastane, jde-li
o posunuti ve sméru kolmeém na osu o osové
soumérnosti (obr. 43). Dané posunuti pak
miiZzeme rozloZit na osové soumérnosti podle
0s 01 ao, vysledkem je soumérnost podle
osy 1. Neni-li smér posunuti kolmy na osu
dané soumérnosti, rozlozime dané posunuti
na posunuti ve sméru osy soumérnosti a na
posunuti kolmé k ose soumérnosti. Slozenim
pak dostaneme posunutou o0sovou sou-
mémost, Opét to plati 1 v pfipadé, kdyzZ po-
sunuti a osovou soumérnost sklddame
v obraceném pofadi. Dostaneme také oso-
vou soumérnost nebo posunutou osovou
soumérnost, ta oviem nemusi byt totoZzna s tou predchazejici, protoZe skladani zobrazeni je
sice asociativni, nikoli viak komutativni,

Vhodnym rozkladem na osové soumérnosti a jinym slozenim téchto osovych soumérnosti
pii vyuziti asociativniho zakona si podobné odvodite i dalsi vysledky, napiiklad co je sloZe-
nim dvou posunutych osovych soumérnosti.

Obr. 43

Jeste ukaZeme, Ze jiné druhy shodnosti roviny nez uvedené neexistuji. Je-h totiz f li-
bovolna shodnost roviny, zvolime v roving libovolné dva rtzné body A, B a jejich obrazy
ve shodnosti foznacime A4, B'. Je pak |AB| = [4'B'| a podle kapitole 4 vime, Ze f je bud po-
sunuti nebo otoceni, nebo je ftoto posunuti nebo otofeni sloZené jesté s osovou soumérnosti
podle piimky 4'B’, coz je osova soumérnost nebo posunuti osové soumémost.

Viechny vysledky jsou shrnuty do tabulky. ze které vyéteme, jaky druh shodnosti do-
staneme sloZzenim dvou shodnosti typil uvedenych v piislusném fadku a sloupci. Je nutné si
ale uvédomit, Ze nap¥. pii sloZeni posunuti a otoceni v tomto pofadi a pfi sloZeni téhoz otofeni
a posunut{ v opaéném potfadi neZ v predeslém piipadé vznikne v obou piipadech otodeni
o tentyz thel, ale obé otofeni maji jiné stiedy.

posunuti {véetng
identity)

otodent (vietng
identity)

050va nebo po-
sunuta osova
soumérnost . .

posunuti (véetné
identity)

posunuti (v&etné
.- identity)

otoceni nebo
posunuti (véetné
identity)

osova nebo po-
sunuta osova
soumérmnost

otoeni nebo
posunuti (véetné
identity)

oto€eni (vetné iden-

tity)

otodeni nebo
posunuti (véetné
identity)

0sova nebo po-
sunuta osova
soumernost

0s0va nebo po-
sunuta osova
soumeérnost

osovd nebo posunutd
.050Va soumernost

osova nebo po-
sunuta osova
soumernost

oto¢eni nebo
posunuti (véetné
identity)




o Priklad 24. V roving€ jsou dany shodné trojuhelniky 4BC a KLM. Ukazte, Ze lze
zvolit dvé, nebo tii osové soumérnosti tak, Ze jejich slozeni zobrazuje body 4, B, C po fadé na
body K, L, M.

Refeni. Jsou-li trojthelniky 4BC, KLM shodné, existuje shodnost, ktera zobrazi
trojuhelnik 4BC na trojuhelnik KLM pozadovanym zplisobem. To plyne z definice shod-
nosti trojuhelniki. Tato shodnost se d4 jako kazda shodnost slozit z jedné, dvou, nebo tfi
osovych soumérnosti, jak plyne z vy3e uvedeného piehledu vsech shodnosti. Tim je priklad
vyfesen, nebot’ osovou soumérnost lze dostat sloZzenim tii totoZnych osovych soumérnosti.

Piedchozi piiklad fika, Ze kazdou shodnost lze slozit z jedné, dvou, nebo tii osovych
soumérnosti. Ukazeme, jak miZeme zcela konkrétné osy uvazovanych soumérnosti najit.
Uvazujme, Ze trojihelnik KLM je obrazem trojihelniku ABC v né&jaké shodnosti.

Je-li A # K, zvolime os0-
vou soumérnost podle osy o, \ o1
use¢ky 4K (obr. 44), v opad- |
ném piipadé zvolime identitu. |
V obou pfipadech se zobrazi
bod 4 na bod K. body B, C na
néjaké body B', (', pfiCemz
|KB|=|AB|=|KL| a zarovei
[KC' = |4C| = |[KM|. Dale je-li
B'#£ L, zvolime osovou sou-
mémost podle osy o, usecky
B’L, jinak zvolime identitu.
V obou piipadech je bod K
samodruzny, bod B’ se zobrazi
na bod L a bod C' se zobrazi
na n¢jaky bod C”, pficemz
plati |KC"| = |KC = |KM|,
|LC"| = |B'C = |LM). Proto
jsou bud’ body C", M rizné a
body K. L leZi na ose usecky

"M, takZe osovd soumér-
nost podle osy o; usecky
C"M zobrazi bod C” na
bod M, nebo je C"=M.
Vtom ptipadé nahradime
posledni osovou soumérnost identitou. SloZzenim popsanych tfH osovych soumérnosti
(nebo identit) se body A, B, C zobrazi po fadé na body K. L, M, tak?e vyslednd shod-
nost je bud identita (ta se da slozit ze dvou totoZnych osovych soumérnosti), osova
soumérnost, nebo je sloZzena ze dvou, nebo tii osovych soumérnosti.

Obr. 44

o Priklad 25. Ukazte, Ze zobrazeni sloZené ze ¢tyf osovych soumérnosti se da slozit
ze dvou osovych soumeérnosti.

Re$eni. Zobrazeni sloZené z prvnich dvou osovych soumérnosti je posunuti nebo oto-
¢eni; totéZ plati pro zobrazeni slozené ze tieti a ¢tvrté osové soumérnosti. SloZenim dvou po-
sunuti nebo dvou oto¢eni nebo posunuti a oto¢ent (v libovolném pofadi) je vZdy posunuti ne-
bo otoceni. A kazdé posunuti nebo otodeni se da slozit ze dvou osovych soumérnosti.
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Tim jsme vlastné nékolika zplisoby ukazali platnost nasledujiciho tvrzeni.

Véta. KaZda shodnost roviny je bud identita, osovd soumérnost, nebo se dd slozit ze
dvou nebo tii osovych soumérnosti

Jesté se podivejme na mnozinu vsech shodnosti v roviné z pohledu algebraickych struk-
tur. Vime, Ze do mnoziny vSech shodnosti patfi identita, posunuti, otofeni, osova soumérnost
a posunuta osova soumérnost a Ze jejich sloZzenfm vzdy zase vznikne néjaka z té€chto shodnos-
ti. Uvazujme tedy struktury, kde nosi¢em je mnoZina viech shodnosti a operaci mezi nimi
je jejich skladani, a ptejme se, zda tato struktura neni grupou. Pfipomefime, Ze grupou nazy-
vame strukturu, kterda ma neprazdnou mnozinu uzavienou vzhledem k dané operaci, operace
je na dané mnoZiné asociativni, mezi prvky mnoZziny existuje tzv. neutralni prvek a ke kazd¢-
mu prvku mnoziny existuje tzv. prvek inverzni. Grupa mize byt komutativni, pokud je opera-
ce na dané mnoZiné komutativni,

MnoZina viech shodnosti je uzaviena na operaci skladani zobrazeni (viz véta a Gvahy vy-
$e). Skladani zobrazeni, a tedy i shodnosti, je asociativni. Neutralni prvek je identita, nebot
kazdé zobrazeni s ni sloZzené se nezméni. Inverznim prvkem k identité je identita, k posunuti
to je opa¢né posunuti, k otoceni to je otoéeni se steynym stfedem a opaénym thlem, k osové
soumé&rnosti to je tatdz osova soumérnost a k posunuté osové soumérnosti to je posunuta oso-
va soumernost se stejnou osou a opacnym vektorem.

Véta. MnoZina viech shodnosti v roviné s operaci skladani zobrazeni tvori grupu.

Tato grupa ale neni komutativni, nebot’ napt. sloZeni dvou osovych soumérnosti s rovno-
béZnymi osami 0;, 0, v tomto pofadi da posunuti a slozeni téchto osovych soumérnost{ v po-
fadi 03, 0; da posunuti opa¢né k tomu predchozimu.

Rozmyslete si sami, Ze mnozina viech pfimych shodnosti s operaci jejich skladani tvof{
grupu, tzv. podgrupu grupy shodnosti. Podgrupou této podgrupy jsou viechna posunuti a
sttedové soumérnosti. Déle podrupou posledné zminéné podrupy jsou viechna posunuti, ktera
maji jesté podgrupu obsahujici jediné zobrazeni, a to identitu.

Dopliime jesté jeden pojem, ktery souvisi se skldddnim zobrazeni. Zobrazeni se nazyva
involutorni (involuce), pravé kdyz sloZenim tohoto zobrazeni se sebou samym vznikne iden-
tita. Ze shodnych zobrazeni jsou involucemi identita, stfedova soumérnost a osova soumeér-
nost.

W

o Cvifeni 1. Rovnostranny trojihelnik ABC s t&Zistém 7 zobrazte nejprve v otoceni
se sttedem T, v némzZ se bod 4 zobrazi na bod B; vznikne trojihelnik 4'B'C". Tento pak
zobrazte v osoveé soumérnosti s osou AT; vznikne trojihelnik 4"8"C". Jakou shodnost do-
stanete sloZenim téchto shodnosti? Bude se jednat o stejné sloZzené zobrazeni, zobrazime-li
trojuhelnik nejprve osovou soumérnosti a jeho obraz pak otofenim?

o Cviceni 2. Rovnostranny trojuhelnik ABC otolte nejprve kolem bodu A tak, zZe
bod B se zobrazi do bodu C. Toto zobrazeni sloZte s oto¢enim kolem bodu C, ve kterém se
bod A4 zobrazi do bodu B. O jaké vysledné zobrazeni se jedna?

o Cviceni 3. V pravidelném SestiGhelniku ABCDEF se stfedem S uvazujme trojuhel-
nik £FS. Ten zobrazime nejprve v osové soumérnosti s osou v ose usecky ED a jeho obraz
v oto¢eni se stfedem C, v némz se zobrazi bod S na bod B. Jaké zobrazeni vznikne sloZzenim
vy$e uvedenych shodnosti?

o Cvideni 4. Je dan ¢tverec K. Skladejte shodnosti, v nichzZ je étverec K samodruZny.
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o Cvideni 5. Jaké zobrazeni vznikne sloZenim tii otoceni?

o Cviteni 6. Jaké zobrazeni vznikne sloZenim
a) péti, resp. Sesti osovych soum&mosti,
b) lichého, resp. sudého pottu osovych soumérnosti?

o Cvi¢eni 7. Nazvéme ,.oto¢enou osovou soumérnosti shodnost sloZenou z osove
soumé&mosti a otodeni o thel & # 0. Urdete, jaké zobrazeni vznikne sloZenim dvou ,,oto¢enych
osovych soumeérnosti®. -

8. Stejnolehlost

Doposud jsme se zabyvali zobrazenimi, kterd zobrazovala tise¢ku na use¢ku stejné delky.
Nyni uvedeme dal3i typ zobrazeni. Jedna se o stejnolehlost. Vyslovme jeji definici:

Stejnolehlost se sttedem S a koeficientem 4 # 0 je zobrazeni roviny na sebe, které pii-
fadi kazdému bodu X roviny bod X" podle téchto pravidel:
1. [SX7] = |A]-|SX],
2. je-liA>0aX#S, lezi bod X" na polopfimce SX,
3. je-liA<0aX#S, lezi bod X" na polopiimee opatné k polopfimce SX.
(Mohli bychom téz fici, Ze vektor SX’ je i-nasobkem vektoru SX. tj. SX'=4-SX.)
Z 1. vyplyva, e bodu S piifadi stejnolehlost opét bod S, stfed stejnolehlosti je jejim sa-

modruznym bodem. Pro 4 =1 dostaneme identitu. Tu tedy povaZujeme za stejnolehlost s li-
bovolnym stiedem. Je-li 4 = —1, dostaneme stfedovou soumérnost se stredem S.

Bn’

S '}/f
Obr. 45 Obr. 46

Ve stejnolehlosti plati: Je-li obrazem bodu 4 bod 4" a obrazem bodu B bod B' (4 # B).
jsou ptimky 4B, 4'B’ rovnob&zné a [4'B'| = |A|-|AB| (obr. 45). Odtud plyne, ze stejnolehlost
je urlena také svym stiedem S a jednou dvojici 4, A" vzoru a obrazu, pro kterou je
A% S+ A" Body S, 4, A' musi oviem lezet na pfimce. Ke kaZdému bodu pak snadno se-
strojime jeho obraz. NeleZi-li bod X na pfimce SA4, je jeho obraz prise¢ikem pfimky SX a
rovinob&zky s piimkou AX vedené bodem A4’ (obr. 46). Lezi-li bod ¥ na pfimce S4 (Y # ),
sestrojime nejdifve nékterou dvojici X, X', ve které bod X neleZi na pfimece S4, a s jeji
pomoci pak sestrojime bod Y’ (obr. 46). Je-li . > 0, maji vektory AX, A'X" stejnou orienta-
¢i, pro / < 0 maji orientaci opacnou (obr. 47a,b).

Krétce Ize tedy ici, Ze v kazdé stejnolehlosti jsou viechny (neorientované) sméry samod-
ruzné. Také se e stejnolehlostech zachovava velikost uhli.
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Obr. 472

o Priklad 26. Zakreslete ¢&tverec ABCD a
vné tohoto Ctverce zvolte bod S. Zobrazte &tve-
rec ABCD ve stejnolehlosti se stfedem S a koe-
ficientema) A =2, by A =-2.

CI

Refeni.

a) Vektor SD se zobrazi na vektor SD' a
plati SD'=2.SD (obr. 48a).

b) Zde
{obr. 48b).

analogicky plati SD'=-2.5D

Obr. 48a

o Priklad 27. Zvolte bo-
dy A, B, A", B" (A + B, 4"+ B
a najdéte stejnolehlost, ktera
zobraz{ bod 4 na bod 4'a bod B

o o

na bod A"

Reseni. Nutnou podminkou
pro to, aby takova stejnolehlost
existovala, je rovnobéZnost
usetek AB, 4'B’, coZ budeme
pfedpokladat. Daéle musime
rozli§it dva ptipady:

a) Usedky 4B, A'B’ nelezi
na tiéze piimece. Pak jsou
piimky AA', BB' rizn¢ a jejich
prusecik (pokud existuje) je
stfedem hledané stejnolehlosti
(obr. 49). Jsou-li pfimky 44",
BB’ rovnobé&zné, maji oriento-
vané usecky 4B, 4'B' stejnou
délku a stejny (orientovany)
smér a nejsou totozné. Pak
oviem neexistuje stejnolehlost
poZzadované vlastnosti (existuje

A

-
P

D

/
=-

S

—
Se—

.

L

Obr. 48b

Al
Obr. 49

viak posunuti této vlastnosti) (obr. 50).

Bl’

/

—_—
-

.

A!

Bl’

Obr. 50

b) Usecky 4B, A'B' lezi na té%e piimee. Je-li 4 = 4", B= B’, spliyje podminky identita.
Je-li A # A’ nebo B # B, vedeme riznymi body A4, A’ rovnob&Zné piimky a, a' rizné od
primky 4B a body B, B’ vedeme podobné rovnob&zky b, b'. Existuje-li stejnolehlost poZa-

~
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dované viastnosti, musi se pii ni bod C =a m b zobrazit na bod C'=a’n &' (obr. 51).
Stfed stejnolehlosti najdeme jako pritse¢ik piimek A4’ (BB"), CC', pokud tyto pfimky
nejsou spolu rovnobéZné. Rovnobézné jsou pravé tehdy, kdyz orientované usecky 4B, A'B’
ur¢uji tentyZ vektor. Maji-li orientované tisetky AB, A'B’ opaénou orientaci, rovna se koefici-
ent stejnolehlosti, ktera zobrazuje bod 4 na bod 4’ a bod B na bod B’, hodnoté
~-|4'B|
|4B]

; pii stejné orientaci je 4= ' l , pokud oviem neni [4'B| = |4B|.

|48

A=

Stejnolehlost, stejné jako shodnost, je prosté zobrazeni v roving, je také zobrazenim ro-
viny na sebe, a tudiZ je zobrazenim vzajemné jednoznacnym roviny na tutéZ rovinu. Pfi
dikazu vSech téchto tvrzeni pouZijeme skute¢nost, Zze pro kazdé dva riizné vzory 4, B a
jejich obrazy A', B' plati [4'B'| = 4|-|4B], kde 4 je koeficient stejnolehlosti. Dalsi fazi dika-
z0 lze vést analogicky jako pro shodna zobrazeni.

Stejnolehlost je prosté zobrazeni roviny na rovinu, proto k ni existuje zobrazeni inverzni,
které je téZ stejnolehlosti. Ma-li stejnoiehlost stfed S a koeficient 2 # 0, ma inverzni stejno-

lehlost téz stied S a koeficient r Co je inverznim zobrazenim ke stejnolehlosti s koeficien-

temA=-17

Piipomenime, Ze stejnolehlost, ktera neni identitou (4 # 1), ma pravé jeden samodruZny
bod, a to stied stejnolehlosti.

O dvou utvarech fekneme, Ze jsou stejnolehlé, jestlize existuje stejnolehlost, kterd zob-
razi jeden Utvar na druhy.

Na zavér této kapitoly si fekneme jesté néco o skladani stejnolehlosti.

Jsou-li dény dve stejnolehlosti s tymz stfedem S a koeficienty 2, Ay, je sloZzené zobrazeni
z téchto stejnolehlosti t€Z stejnolehlosti se stiedem S a koeficientem 4;°4>. V tomto piipadé
nezalezi, v jakém potadi se stejnolehlosti skladaji. Je jasné, Zze bod S je samodruzny pfi slo-
zeném zobrazeni. UvaZujme nyni bod X # S. Prvni stejnolehlosti se zobrazi na bod X" a plati
SX'=4-SX. Bod X' se pak druhou stejnolehlosti zobrazi na bod X" a plati

SX"=2,-SX'=4,-4,-SX . Jedna se tedy o stejnolehlost se stiedem S a koeficientem ;4.
Vidime, Ze vysledek nezavisi na pofadi, v jakém se stejnolehlosti skladaji.




Uvazujme nyni jednu stejnolehlost se stiedem S, a koeficientem 2, a druhou stejnoleh-
lost se stfedem S # §; a koeficientem 2;. SloZené zobrazeni z téchto stejnolehlosti je stej-
nolehlost v pfipadé, 7e 414> # 1; ma koeficient 4,-2; a stfed S leZici na pfimce SiSs. Je-li

Zr42= 1, je sloZené zobrazeni posunuti ve sméru S,S, .
Pit dilkazu tvrzeni zvolme libovolnou aselku X7V, ktera se nejprve zobrazi na useéku
X'Y', pak na GseCku X"Y". Pro vektory plati X"V =4, X'V =4, A- XY .

Je-li Jyda=1, je X'V'=XY,
tedy sloZené zobrazeni je posunuti a g
podle obr. 52a je vidét, Ze vektor ~
posunuti je ve sméru piimky S15;
(vyzkouSejte napt. pro bod S§)).
Délka vektoru posunuti je piedmé-
tem cviceni 7.

Je-li ApAz#1. zbyva dokazat
existenci jednoho samodruzného
bodu. Ten ale podle prikladu27 X
existuje. Obrazy bodi §; 1 .5: lezZi ve
sloZeném zobrazeni na piimce S155,
proto ma vysledna stejnolehlost stied
lezici na piimce §5; (obr. 52b). Po-
loha stfedu vysledné stejnolehlosti je o Obr. 52 a
predmetem cviceni 8.

—_—

Obr. 52 b

Véta (Mongeova). SloZenim dvou stejnolehiosti vznikne bud’ identita, nebo posunuti, ne-
ba stefrnolehlost.

Po pfedchozich uvahach si miZeme rozmyslet, Ze mnoZina viech stejnolehlosti, posunuti
a identita tvofi vzhledem ke skladani zobrazeni grupu, tzv. Mongeovu grupu (Gaspard Mon-
ge (1746-1818), francouzsky geometr).

o Cviceni 1. Dokazte, Ze kazda ptimka, kterd prochazi stfedem stejnolehlosti, je sa-
modruzna.

o Cviceni 2. Najdéte viechny pfimky, které jsou samodruzné v dané stejnolehlosti.
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o Cvifeni 3. V roviné jsou dany navzajem rizné body 4, B, §, K. Najdéte viechny
stejnolehlosti se stfedem S, pro které obraz pfimky 4B prochézi bodem K.

o Cvi¢eni 4. V roving jsou zakresleny dva Ctverce s obsahy v poméru 1 : 2, jejichz stra-
ny jsou rovnobézné. Najdéte viechny stejnolehlosti, které zobrazi vétd{ &tverec na mensi.

o Cviceni 5. Co je sloZenim dvou stfedovych soumérnosti s riznymi stiedy?
o Cviceni 6. Je skladani stejnolehlosti komutativni? ‘
o Cviceni 7. Urlete vektor posunuti, které vznikne sloZenim dvou stejnolehlosti s riz-

. . 1 e o
nymi stiedy Si, 5> a koeficienty 4, Z, pomoci nasobku vektoru 5.5, .

(Navod: Zobrazte bod S na S}’ prvni stejnolehlosti a pak 5’ na 8" druhou stejnolehlosti.)

o Cvileni 8. Urcete vektor ﬁ vyjadiujici polohu stfedu § stejnolehlosti sloZené ze
dvou stejnolehlosti s riznymi stiedy S;. 5: a koeficienty 4;, A, # —2—1— pomoci vektoru §,S, .

(Navod: Zobrazte S| na 5" prvni a druhou stejnolehlosti a také sloZenou stejnolehlosti.)

9. Podobna zobrazeni

Rikame, 7e zobrazeni roviny na sebe je podobné zobrazeni (pedobnost), jestlize existuje
kladné ¢&islo & (tzv. koeeficient podobnesti) tak, 7e pro kazdé dva body 4, B roviny a jejich
obrazy A’, B' plati

|4'B =k |AB.

Kazda shodnost je podobnost, nebot’ sta¢i polozit k£ = 1. Kazda stejnolehlost s koeficien-
tem A je podobnost s koeficientem |4]. UkdZeme, Ze tim jsou do jisté miry vy&erpany viechny
podobnosti. Pfedpokladejme, Ze zobrazeni f roviny na sebe je podobnost s koeficientem %.
Zvolme libovolnou stejnolehlost 4 s koeficientem £ (stied stejnolehlosti je libovolny). Zob-
razeni g sloZené z podobnosti /" a stejnolehlosti inverzni ke steynolehlosti # je shodnost,
proto je podobnost fsloZzend ze shodnosti g a stejnolehlosti 4.

Neni pravda, Ze kazda podobnost je bud’ shodnost, nebo stejnolehlost. Aviak podob-
nost, kterd neni ani shodnost, ani stejnolehlost, je vidy zobrazenim, které dostaneme sloze-
nim shodnosti a stejnolehlosti {nebo stejnolehlosti a shodnosti).

Odtud plyne, Ze kazda podobnost je prosté zobrazeni roviny na sebe, a tudiz ke kazdé
podobnosti existuje inverzni zobrazeni, které je téz podobnosti. 8 jakym koeficientem?

Stejné jako u shodnosti rozlisujeme podobnosti primé a podobnosti neptimé. Pii pfi-
mé podobnosti se kazdy trojihelnik zobrazi na trojihelnik a v obou je smysl obihdni po
stranach stejny, pfi nepfimé podobnosti se kazdy trojuhelnik zobrazi na trojuhelnik a smysl
obihani po stranach je v jednom trojdhelniku opaény nez ve druhém.

Ptejme se, jaké zobrazeni vznikne sloZenim jednotlivych shodnosti a stejnolehlosti.
Stozime-li posunuti se stejnolehlosti, dostaneme stejnolehlost s koeficientem, jaky méla
skladand stejnolehlost, a stfedem na pfimce prochazejici stfedem skladané stejnolehlosti ve
sméru posunuti. Slozime-li otoceni a stejnolehlost, miZeme pouze fici, Ze dostaneme pii-
mou podobnost. SloZime-li posunutou osovou soumérnost a stejnolehlost, vznikne zobraze-
ni slozené z osové soumérnosti a stejnolehlosti, vznikne tedy neptima podobnost.
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V3echny vysledky jsou shrnuty do tabulky, ze které vy&teme, jaky druh podobnosti
dostaneme sloZenim dvou stejnolehlosti, resp. stejnolehlosti a shodnosti.

stejnolehlost posunuti (vfetné | otofeni (véetnd | osova nebo po-
"""" e C identity) - identity) - sunuta osova
S . M o | - soum&rnost .
stejnolehlost |  stejnolehlost stejnolehlost piima nepfima podob-
-1 nebo posunuti podobnost nost

Na zaklad¢ t€chto ivah miZeme vyslovit nasledujici véty:

Vé&ta. Kazdou podobnost miiZeme rozloZit na shodnost a stejnolehlost. a to dokonce na
otoceni a stejnolehlost (pFipadné na stejnolehlost a otoceni), nebo na osovou soumérnost a
stejnolehlost (pFipadné na stejnolehlost a osovou soumérnost),

Véta. MnoZina viech podobnosti v roviné s operaci skiddeani zobrazeni tvo¥i grupu.

o PFiklad 28. Jsou dany dvé nerovnob&iné usecky AB, CD tak, e [CD|:%|AB|.

Najdgte takovou stejnolehlost a shodnost (resp. shodnost a stejnolehlost), jejich? slozenim se
usecka 4B zobrazi na GseCku CD. Dale najdete jinou dvojici stejnolehlosti a shodnosti (resp.
shodnosti a stejnolehlosti), jejichZ sloZenfm se také usecka AB zobrazi na usecku CD.

Refeni. Na obr. 53a se asecka 4B nejprve otoéi kolem bodu 4 do sméru usecky CD;

g P : : ; : 1 . 5 =
vznikne tsetka A'B’, kterd se stejnolehlosti s koeficientem 3 zobrazi na usecku CD, Na

: ; : ; 1
obr. 53b se nejprve Usecka AB zobrazi ve stejnolehlosti s koeficientem o tak, aby bod A4’

splynul s bodem C; potom se tisecka 4B’ osovou soumémosti (osa prochazi bodem C) zob-
razi na Usecku CD. Je evidentni, Ze dvé zde uvedené moZnosti nejsou jediné.

A:_il’__

Ohr. 53a Obr. 53b

Jelikoz shodnosti jsou zvlastnim piipadem podobnosti a jelikoz shodnosti maji riizny po-
¢et samodruznych bodi, dokaZme tvrzeni o poétu samodruznych bodfi podobnosti:

Véta. Kazdd podobnost, jez neni shodnosti, md pravé jeden samodruzny bod.

Podobnost, ktera neni shodnosti, nemiize mit aspofi dva samodruzné body, jinak by vzdé-
lenost dvou vzorti byla stejna jako vzdalenost jejich obrazii. Tedy podafi-li se najit v dané
podobnosti aspofi dva samodruZné body, jedna se o shodnost. A podati-li se najit aspon ti
samodruzné body, které nelezi v pfimce, jde jediné o identitu.

35



vvvvvv

najde samodruZny bod jednak podobnosti sloZené z otoceni a stejnolehlosti, jednak podobnos-
ti sloZené z osové soumérnosti a stejnolehlosti. V obou pfipadech je dén trojuhelnik ABC a
jeho obraz A'B'C".

Pokud jsou oba trojihelniky piimo podobné, stai napi. trojuhelnik 4BC otoéit kolem
prisediku pfimek AB a A'B' o uhel, ktery tyto piimky sviraji. OtoCeny trojihelnik a trojuhel-
nik 4'B'C’ jsou pak jiz stejnolehlé, takZe tim je ur€ena stejnolehlost. Pokud jsou oba trojihel-
niky nepfimo podobné, stadi napf. trojuhelnik ABC zobrazit v osové soumérnosti s osou v ose
vhlu pfimek 4B a A'B". Osové soumérné zobrazeny trojihelnik a trojuhelnik 4'B'C’ jsou pak
jiZ stejnolehlé, takze tim je uréena stejnolehlost.

Nejprve hledejme samodruz-
ny bod zobrazeni slozeného ze
stejnolehlosti a otoeni. MtZeme
vynechat pfipady, kdy je stejno-
lehlost, nebo otoeni identitou,
nebo stfedovou soumérnosti. Da-
le vynechame pfipad, kdy ie
stted S stejnolehlosti totoZny se
sttedem R oto¢eni. V tom pfipadé
je totiz jedinym samodruznym
bodem bod § = R. Necht je tedy
R # S. Stejnolehlost je dédna svym
stfedem S a naptiklad bodem R a
jeho obrazem R’ (R'£ R, R'# S,
body S, R, R’ jsou kolinedrni)
(obr. 53c). Otoceni je dano stie-
dem R a dhlem a, ae(0°180°).

Je-li ¥, Y#S, samodruiny bod
slozen¢ho zobrazeni a Y’ jeho
obraz vdané stejnolehlosti, je
obrazem bodu Y’ v daném otocent _ ]
bod Y a trojuhelnik Y'RY je rov- Obr. 53¢
noramenny s uhlem o pii vrcho-

luR.  Proto je  |«SYR|=|«SYR’

=90°+ L
2

|«<SYR] =90°—%. Bod 1" je tedy bod, z nhoz vidi-

me usecku SR’ pod thlem 90°+% a usefku SR pod

uhlem 90°—%. Obé podminky spliuji pouze dva

body Y’ (soumérné sdruZené podle piimky SR), aviak
jen jeden z nich dava feSeni nasi ulohy.

Nyni hledejme samodruzny bod zobrazeni sloZe-
ného ze stejnolehlosti a osové soumérnosti. Osova ¢
soumérnost je dana osou o, stejnolehlost je ddna stie- Obr. 53d
dem S a n&jakou dvojici vzor X # § a obraz X’ nelezici
na kolmici k pfimee o. Pokud leZi bod S na ose o, je to hledany samodruzny bod. Pokud
bod S na ose o nelezi (obr. 53d), lezi hledany samodruZzny bod na ptimce p kolmé k pfimce o

ALY
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a prochazejici bodem S. Pak sta¢i nalézt stfed A secky XX" a spojit ho s priseéikem M’ pi-
mek p a 0. Rovnobézka s pfimkou MM’ prochazejici bodem X protne piimku p v hledaném
samodruzném bodu Y. Kdybychom skladali zobrazeni v opainém pofadi, 1j. osovou sou-
mérnost se stejnolehlosti, byl by hledanym samodruznym bodem bod Y, ktery je prisedi-
kem pfimky p a rovnobézky s pfimkou MM’ prochazejici bodem X",

U shodnosti jsme se zabyvali shodnosti trojihelnikd. Podobné budeme sledovat i po-
dobnost trojihelnikil. Rekneme si proto nejprve obecné, Ze dva utvary P, P; jsou po-
dobné, jestlize existuje podobnost, ktera zobrazi utvar P; na atvar P.

o Cvi€eni 1. Sestrojte obraz ¢tverce ABCD v podobnosti, ktera zobrazuje bod 4 na se-
be a bod B na bod C.

o Cviceni 2. Je dan trojahelnik 4BC. Existuje podobnost zobrazujici body 4, B, C po
fadé na body B, C, A?

o Cviceni 3. Kazdé dva &tverce jsou podobné. Dokazte.

o Cvifeni 4. Trojuhelnik A’'B'C’ je obrazem trojihelniku 4BC v podobnosti s koefici-
entem k. V jakém poméru jsou obsahy trojuhelnikd?

o Cvifeni 5. Je dan ¢tverec ABCD o stfedu S. Podobnost zobrazuje po fadé body 4, B, S
na body B, D, C. UkaZte, Ze bod E, pro ktery je bod A4 stfedem tsecky DE, je samodruzny.

o Cvi¢eni 6. Trojuhelnik 4'8'C" je obrazem trojuhelniku ABC v ur¢ité podobnosti. Na-
jdéte aspon dva rozklady této podobnosti na shodnost a stejnolehlost.

o Cviteni 7. V roviné je umistén &tverec ABCD. UvaZujme posunuti roviny o vektor DB
- ; : ’ : : 1 1. 34 . :
sloZené se stejnolehlosti se stfedem (' a koeficientem = v tomto pofadi. Uréete vysledné zob-

razeni roviny a najdéte jeho samodruzny bod.

o Cviceni 8. Je dan pravouhly trojthelnik ABC s pravym thlem pfi vichohu C a D je pata
vysky z vrcholu C. Podobnost zobrazuje trojuhelnik 4C'D na trojuhelnik 4BC. Najdéte sa-
modruZzny bod podobnosti a urete shodnost a stejnolehlost, z nichZ je podobnost sloZena.

10. Podobnost trojuhelniki

V pfedchazejici kapitole jsme definovali podobné utvary. Nyni se zaméfime podrobnéji na
podobné trojuhelniky. Podle definice jsou trojihelniky ABC a KLM pravé tehdy podobné,
existuje-1i podobnost zobrazujici bod 4 na bod K, bod B na bod L a bod C na bod M. Pi-
Seme pak A ABC ~A KIM .

Porovnejme tuto definici s definici shodnost trojihelnikd v kapitole 5 a viimnéme
si, Ze 1 pfi-zapisu podobnosti dvou trojuhelniki je tfeba dbat na pofadi vrcholi — zépis
A ABC - A KLM tika, ze existuje podobnost, v niz se body 4, B, C zobrazi v tomto pofadi
na body K, L, M.

Piimo z definice podobnosti trojuhelnik plyne: Jsou-li trojahelniky ABC a KLM po-
dobné, pak existuje kladné ¢&islo £ tak, Ze plati

|KL| =k - |AB], |LM]| =k - |BC, |MK| = k- 1CA|. (3)

Vime, 7e se kazda podobnost d4 sloZit ze shodnosti a stejnolehlosti. Kazda shodnost, ale i
kazda stejnolehlost zachovava velikost Ghld. Ve stejnolehlosti se dokonce piimky p, g zobrazi

37



na piimky p', ¢' tak, Ze p’|| p. ¢'|| g, a proto se odchylka pfimek p, g rovna odchylee piimek
p' ¢’ (ajsou-li piimky p, ¢ rovnob&zné, jsou rovnob&zné i ptimky p', ¢'). Odtud plyne, Ze pro
podobné trojuhelniky ABC, KLM plati také vztahy

|«<ABC|=|«<KLM|, |«BCA|=|«LMK]|, |«CAB|=|«MKL|. (4)

Pfedpokladejme obracené, Ze pro trojuhelniky 4BC a KLM plati vztahy (3). Zvolme
libovolnou stejnolehlost s koeficientem & = |KL| : |AB|. V ni se trojuhelnik 4BC zobrazi
na trojuhelnik A'B'C' o stranach délek [A'B'|=Fk-|4B|=|KL|, |B'C'|=k |BC|=|LM|,
IC'A" = k- |CA| = [MK]|, tedy na trojthelnik, ktery je podle véty (sss) shodny s trojahel-
nikem KLM. Existuje tedy shodnost zobrazujici trojihelnik 4'B’C" na trojuhelnik KZM.
Podobnost sloZena ze zvolené stejnolehlosti a této shodnosti zobrazuje trojithelnik ABC na
trojihelnik KLM, takze A ABC ~ A KLM (obr. 54).

M

Obr, 54

MiZeme tedy vyslovit toto tvrzeni:

Véta (sss). Trojuhelniky ABC, KLM jsou podobné pravé tehdy, plati-li
) |AB| : |BC|: |CA|=|KL] : ILM] : |[MK]. (5)
Rikdme, Ze se trojithelniky shoduji v poméru délek odpovidajicich si stran.

Plati-li pro trojahelniky 4BC a KLM vztahy (4). zvolime libovolnou stejnolehlost

KL
s koeficientem l—-——} V ni se trojuheinik ABC zobrazi na trojihelnik 4'B‘C", pro ktery plati

|4B
k1] ,
|4'B] = Tl AB|= KL, |«C'A'B'|=|«CAB|=|<MKL|, |«C'BA'|=|«CB4|=|<MLK|.
Podle v&ty (usu) jsou trojuhelniky 4'B'C' a KLM shodné. Zobrazeni sloZené ze zvolend
stejnolehlosti a této shodnosti je podobnost zobrazujici trojuhelnik 4B8C na trojuhelnik KZLM,

coz mizeme shrnout takto:

Véta (uu). Trojuhelniky ABC a KLM jsou pravé tehdy podobné, plati-li
|« CAB|=|«MKL|, |«CBA|=|«MLK|. (6)
Rikéme, Ze se trojihelniky shoduji ve dvou odpovidajicich si uihlech. Samoziejmé se pak sho-
duji i ve tietim uhlu.
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Podobné bychom pomoci dal§ich vét o shodnosti trojihelnik odvodili tyto dalsi nutné
a postaéujici podminky pro podobnost dvou trojithelnikii:

Véta (sus). Trojuhelniky ABC a KLM jsou pravé tehdy podobné, plati-li
|4B| K|

s

Rikdme, Ze se trojiihelniky shoduji v jednom whlu a v poméru délek prilehlych stran.

. |«CA4B|=|«<MKL)|. (7

Véta (Ssu). Trojithelniky ABC a KLM jsou pravé tehdy podobné, plati-li
|[4B| _ |KL]|
fact ™ ko

Rikdme, Ze se trojiihelniky shoduji v poméru délek dvou stran a v thlu proti véisi z nich.

>1, |«A4CB|=|«<KML]. (8)

V nasledujicich pifkladech ukdzeme zajimavé skupiny podobnych trojihelnikii. PouZi-
jeme toho, Ze se téZnice protinaji v jednom bodg, stejné tak vysky. Tato tvrzeni dokaZeme
pozdeji.

o Piiklad 29. V trojihelniku 4ABC oznatme K, L, M stfedy stran AC, BC, AB.
Usetky KL, LM, MK jsou stfedni pticky troju-
helniku ABC, T jeho 1&Zisté. Najdéte zde skupi-
ny podobnych trojihelniku.

Refeni. Trojuhelniky AMK a ABC jsou
stejnolehlé ve stejnolehlosti se stfedem A4 a koe-

ficientem 5 Analogicky jsou stejnolehlé troji-

helniky MBL a ABC a trojuhelniky KLC a ABC.
Dale je trojuhelnik LKM  stejnolehly
s trojahelnikem ABC ve stejnolehlosti se stie-

dem T a koeficientem —%. Takze plati

AAMK =AMBL=A KILC = A LKM (obr. 55).

o Péiklad 30. V ostrothiém  trojahelniku . G
ABC jsou 44, BB, CC, jeho vysky: ty se pro-
tnou v bod& V. Dokazte, Ze trojuhelniky ACA;, AVB, BVA,. BUB; jsou podobné (obr. 56).
Najdéte daldi dvé analogické ¢tvefice podobnych trojuhelniki.

Refeni. Trojuhelniky ACA, a AVB; jsou podobné podle véty (uu), nebot’
[« AC| =|xB 4V| a |«C4,4|=|«VB 4|. Stejné tak podie véty (uu) plati, Ze jsou podobné
dvojice trojuhelniki AVB). BVA; a BVA,, BCB,.

o P¥iklad 31. V ostrothlém trojihelniku ABC jsou 44, BB;, CC, jeho v¥iky. Dokaz-
te, Ze trojuhelniky ABC, AB,C), 4,BC,, A\B\C jsou podobné a Ze vyska A4, puli vhel
B1A,Cy, vyéka BB, pili uhel 4,B8,C; a vyska CC, pili uhel 5,C14;. V tom piipadé je prusecik
vygek V trojihelniku ABC stfedem kruznice vepsané trojuhelniku 4,B,C, (obr. L

ReSeni. Dokazeme pouze podobnost trojuhelniki 4BC a 4B,Cy; podobnost ostatnich
trojuhelniki se dokazuje obdobng&. Podle ptikladu 30 vime, Ze trojuhelniky ABB a AC;C



jsou podobné. Proto pro n& plati  [4By):|4C)| =|4B|:|4AC], coZ spolu s rovnosti
|«B,AC)| =|«BAC| déva podobnost trojuhelnikii AB,Cy a ABC podle véty (sus). V ostroth-

1ém trojthelniku ABC je |«AC,B,|=|«4,C, B| a jelikoZ je tsetka CC) kolmé na stranu 4B, pilf
tudiz Ghel B,C\4,. Dalsi tvrzeni pfikladu je zfejmé.
C C

Ay

Obr. 57

o Priklad 32. Pfipustime-li v pfikladech 30 a 31 trojuhelnik ABC pravouhly s pravym
thlem napf. pii vrcholu C, splynou body A, 8;, C. Stejné tak plati, Ze jsou podobné troju-
helniky ABC, ACC,, CBC). S témito trojuhelniky se setkame dale pfi odvozeni tzv. Eukli-
dovych vét.

o Cvideni 1. Vety o podobnosti trojihelnikl vyslovte pro rovnoramenné trojihelniky.

o Cviceni 2. Je dan trojihelnik ABC. V poloroviné BCA zvolime bod M a v poloroviné
opatné k poloroviné ABC bod N tak, aby byly trojihelniky BCM a 4BN rovnostranné.
Ozna¢me X, L jejich stiedy. DokaZte, Ze jsou trojuhelniky 4BC a LBK podobné.

o Cviceni 3. Je dan trojuhelnik ABC. Kdy miiZeme na useCce AB zvolit bod X tak, aby
ise¢ka CK rozdélila trojuhelnik A BC na dva podobné trojihelniky?

o Cviéeni 4. V lichobéZniku ABCD zname délky a, ¢, a > ¢, zédkladen 4B a CD.
Stfedni pticka MN protina Ghlopficku AC v bod¢ U a uhlopficku BD v bod¢ V. Vypocltéte
délku usecky UV.

o Cviceni 5. Bodem M, ktery leZi uvnitf trojihelniku A4BC. jsou vedeny tfi pfimky
rovnob&zné s jeho stranami. Tyto piimky rozdéluji trojuhelnik 4BC na 3est ¢dsti, z nichZ
tfi jsou trojuhelniky, jejichZ obsahy jsou P;, P2, P;. Dokazte, Ze pro obsah P trojuhelniku

ABC plati P=(\/E+\/}_’;+JF3)2.

o Cvifeni 6. Necht' &tyfthelnik ABCD neni rovnobéznik. Dokazte, Ze¢ pfimky spojujici
stfedy jeho prot&jsich stran a piimka spojujici stfedy thlopfi¢ek prochézeji tymz bodem.

o Cvi¢eni 7. Prise¢ik vysek ostrothlého trojithelniku déli kazdou vysku na dva Use-
ky. jejichZ souéin je pro viechny tfi vyiky tentyZ. Dokazte.
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11. VyuZiti podobnosti v konstrukénich alohdch

Také podobnosti, hlavné viak stejnoleh-
lost, se pouzivaji pfi feSeni konstruké-
nich tloh. Uved'me nékolik piiklada.

o Priklad 33. Rozdélte danou tseé-
ku 4B na pét stejnych dild.

Regeni. Napft. bodem 4 vedeme po-
lopfimku AX tak, aby byly pfimky 48,
AX thzné. Velikost thlu BAX je libo-
volna, ale zintervalu (0°; 180°). To-
muto vhlu se fika redukéni dhel. Na
polopiimece AX zkonstruujeme body
az (s tak, aby |AC)| = |Gl = 1G] =
= |C3C4| = |C4Cs|. Nyni stejnolehlosti se
stfedem A sestrojime délici body D
a7 D5 Useky AB (obr. 58). Obr. 58

o Priklad 34. Sestrojte trojuhelnik ABC, vnémzplativ, =35, a:b:c=2:3:4.

ReSeni. Sestrojime pomocny trojihelnik 4'B'C’, ktery ma strany délek a'=2, b'=3,
¢'=4; v ném je vyska v," (obr. 59). Stejnolehlosti se sttedem 4’ a koeficientem v, : v, se
bod B’ zobrazi na bod B a bod C’'na bod C.

C K
!

L!

Obr. 59- Obr. 60
o Priklad 35. Dany bod M spojte s prisetikem riznobéZek a, b, jestliZe tento neni do-
stupny.

Refeni. PouZijeme stejnolehlost se stfedem v nedostupném bodé. Zakreslime nejprve
libovolny trojithelnik KZAf podle obr. 60. UvaZovanou stejnolehlosti vznikne jeho obraz K'L'M".
Hledana piimka je MM".

o Pfiklad 36. Jednim spoleénym bodem A protinajicich se kruznic &y, k> ved'te piimku,
ktera vytind na kruznicich tétivy, jejichz pomér délek je 3 : 2.
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ReZeni. Ve stejnolehlosti se stfedem

v bodé 4 a koeficientem *% je obrazem

kruZznice k; kruZnice k>', ktera protne kruz-
nici £, v hledaném bodé B, coz je zaroven
obraz druhého hledaného bodu C (obr. 61).
Analogicky se sestroji body D, E.

o Priklad 37. Do trojahelniku ABC
vepiSte &tverec KLMN tak, aby usecka
KL lezela na piimce 4B, bod M patiil
usecce BC a bod N patfil usecce AC.

Refeni. Podle obr. 62 sestrojime
nejprve pomocny ¢tverec K'L'M'N'. Stej-
nolehlosti se stfedem v hodé A4 ziskdme
hledany ¢tverec KLMN.

o Priklad 38. Na stranach
AC, BC trojuhelniku ABC na-
jdéte po fadé body X, Y tak, aby
|4X] = [XY] = | VB]|.

ReSeni. Nejprve sestrojime
pomocny ¢&tyfthelnik A4X'Y'B’,
jehoz tfi strany maji zvolenou
délku a (obr. 63). Pak stejnoleh-
losti se stfedem v bodé 4 vznik-
nou hledané body X, Y.

o Priklad 39. Je dana kruz-
nice k, pfimka p a bod 4. Se-
strojte rovnobéZnik ABCD, kte-

ry mé& uhel @ =60° a o jehoz
stranach plati {AB| = 2-|BCI, tak,
7ze bod B lezi na KkruZnici & a
bod I na piimce p.

ReXeni. Nejprve otodi-
me piimku p o uhel 60°
(ataké o —60°) kolem bo-
du A4; dostaneme ptimku p'.
Tu zobrazime ve stejnoleh-
losti se stiedem v bodé 4 a
koeficientem 2 na pfim-
kup"”. V tomto sloZzeném
zobrazeni postupné piejde
bod D vbod D’ a ten pak
vbod D", coz je vlastné
bod B. Dalsi konstrukce je

N
—
-
//
N o
M."
-
K P K
QObr. 62

ziejma z obr. 64.
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G Obr, 64

o PFriklad 40. Sestrojte pétitthelnik, jsou-li dany
stfedy v3ech jeho stran.

Redeni. Oznadme K, L, M, N, O po fad¢ stiedy
stran AB, BC, CD, DE, EA pétidhelniku ABCDE.
Viimnéme si nejprve ¢tytuhelniku ABCD a oznag-
me jesté P stied usecky DA4. Body K, L, M, P tvoii
vrcholy rovnobézniku, nebot’ Gsetky KL a MP jsou
stfedni pficky trojuhelnikt ABC a ACD, takZe jsou
rovnobézné s useckou AC a maji poloviéni délku
nez usecka AC. Stejné tak Gse¢ky LM a KP
(obr. 65). Dale vidime, Ze usecka NO je stiedni
ptickou trojuhelniku 4DE. Tedy sestrojime nejprve
bod P, potom usecku AD, ktera ma dvojnasobnou dél-
ku nez usecka NO a je s ni rovnobézna. Potom uz leh-
ce doplnime body B, C, E.

o Cviceni 1. Sestrojte 4ABC, znate-li velikosti thla a. 8 a téznice ..

o Cvifeni 2. Jsou dany riiznobézné pfimky p. ¢ a bod A4, ktery neleZi na Zadné z nich.
Najdéte na ptimce p bod P a na pfimce g bod Q tak, aby body P, Q. A leZely na jedné
piimce a platilo |Q4] = 3-.PA|.

o Cviceni 3. Do daného trojuhelniku vepiste trojuhelnik, jehoZ strany jsou rovnobéz-
né s pfedem danymu pfimkami p;, p2, pa.

- o Cvideni 4, Je dan ¢étyivhelnik 4AMBN. Sestrojte body X, ¥ po fadé na pfimkach
AM, BN tak, aby byly rovnobézné piimky YX a BM a aby piimka 4B pilila Gsecku XY,
o Cvideni 5. Jsou dany dvé kruznice ki, k3, které se protinaji v bodé 4. Sestrojte

obdélnik ABCD tak, aby bod B patfil kruZnici &y, bod D kruZnici k; a aby pro délky stran
platilo |BA| = 2-{4D|.

o Cviceni 6. Sestrojte sedmithelnik, jsou-li ddny stiedy vSech jeho stran.
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12. Euklidovy véty. Pythagorova véta

V pravothlém trojihelniku ABC s pra-
vym uhlem pfi vrcholu C vedeme bo-
dem C vysku na pfeponu AB. Patu této
vy$ky oznacime D a oznaime |DA| = cp,
IDB| = ¢, |CD} = v (obr. 66). Oznatime-
li jeste a, B velikosti Ghlt v trojihelniku
ABC pii vreholech 4, B, je a+ f=90°.
Soucet velikosti ostrych whld v pra-
vouhlém trojahelniku 4ADC se také rov-
na 90°, proto je [«4CD|= S podobng

ukizeme, Ze |[«DCB|=qa. Vidime, Ze
kazdé dva z pravothlych trojihelnika ABC, ACD, CBD jsou podobné (obr. 67).

A ) D c B
Qbr. 66

D
D
Ch v » Ca
o 4
A & BA b cC % B
Obr. 67
b ] .
Proto plati —= S . LA ; %Y. Odtud plynou nasledujici véty.

¢ b ¢ a4 v ¢

o

Euklidovy véty o odvésné pravoahlého trojihelniku: b* =cc,, @’ =cc,

Euklidova véta o vyice pravoihlého trojuhelniku: v’ =c,c,
Seétenim vztahii v Euklidovych vétach o odvésnach dostaneme a’ +5” =c(c, +¢,)=¢".

Pythagorova véta: o’ +5” = ¢

Pythagorova véta fika, Ze v kazdém pravoihlém trojtihelniku se soucet druhych moc-
nin délek odv&sen rovna druhé mocniné délky piepony.

Zvolme libovolny trojuhelnik ABC, ve
kterém vyska prochazejici bodem C protina
primku AB ve vnitinim bodé D useCky AB, a
oznatme délky jednotlivych udsetek podle
obr. 68. Dokézali jsme toto tvrzeni: Je-li troji-
helnik ABC pravothly s pravym uhlem pfi
vrcholu €, pak plati a’ =cc,, V' =c.,,

a’+b* =c*. Plati viak i tvrzeni obracena —
je-li splnéna néktera z poslednich ti rovnosti,
pak je trojihelnik 4ABC pravouhly s pravym
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uhlem pfi vrcholu C. To znamena, Ze plati téZ obracena Euklidova véta o odvésné, obracena
Euklidova véta o vySce a obracena véta Pythagorova. Nvni tyto obracené véty dokdZzeme.
Vyuzijeme piitom toho, Ze jsme se jiZ pfesvédcili o platnosti Euklidovych vét a Pythagoro-
vy véty.

Necht' v libovolném trojihelniku 4BC plati v' =c¢,¢,. Vedme bodem C kolmici
k ptimee BC, jeji priisecik s pfimkou AB oznaime A’ (ten existuje a leZi na polopiimece DA,
protoze thel A'BC je ostry), vzdilenost |DA4 oznacme c,' (obr. 68). Trojuhelnik 4'BC je pra-
vothly, proto plati v* =c,c,’. Protoze je také v’ =c,c,, je ¢, =¢,, tedy A"= 4 a trojithelnik
ABC je pravouhly s pravym tthlem pii vrcholu C.

Necht v trojithelniku ABC plati a® = cc,. Stejné jako v predchazejicim piipadé sestroji-
me bod A" Oznaéme ¢’ délku tse¢ky BA'. Trojihelnik 4'BC je pravouhly, tedy a’ =c,c',
¢'=c,aproto A'= 4. Opét vidime, Ze trojuhelnik ABC je pravouhly.

DokéZzeme je3té obracenou vétu Pythagorovu. Necht' tedy v trojuhelniku 4BC plati
a’ +b* =c*. Opdt sestrojime bod A" a oznaéime jedté |CA= 4", |A441=d. Pokud je bod A’
bodem usetky 4D, je ¢,'=c¢,-d, ¢'=c—d. Z pravothlych trojuhelnikti 4ADC, 4'DC,
A'CB plyne podle Pythagorovy véty

B =vi+¢l, b =vi 4¢?, e =g’ +b".
Pouzijeme-li jestd vztah ¢ = a” +b°, dostaneme dvojici rovnosti
(c—a’)2 =a’ +v* +(c'b —d)z,
& S B e

po odedteni dostaneme cd = cpd. ProtoZe je ¢ # ¢, , musi byt d =0, tedy 4" = A. Stejny vysle-
dek bychom dostali, kdybychom pfedpokladali, ze bod A4’ lezi na polopfimce opacné k polo-
piimce AD. Pak by bylo ¢,/=¢,+d ., ¢'=c+d a opét bychom dostali =0, tj. A'= 4. Je
tedy trojihelnik ABC pravouhly. Tim jsme dokdzali 1 obrdcenou vétu Pythagorovu. Plati
tudiz: Trojuhelnik o stranach a, b, ¢ je pravé tehdy pravouhly s pravym thlem proti stra-
né ¢, jestlize @’ +b° =¢*.'

Pythagorovu vétu jsme dokazali pomoci Euklidovy véty o odvésné. Mlzeme postupovat
téZ obracené. Ukazeme, jak vyplyva platnost Euklidovych vét z véty Pythagorovy. NapiSeme
tvrzeni Pythagorovy véty pro viechny tfi pravouhlé trojahelniky z obr. 66:

az+lf)2=(ca+c,,)2 v2«+c§=a2 v+l = b
SeCteme-1i vSechny tii rovnosti, dostaneme Euklidovu vétu o vysce. Odecteme-li od soudtu
prvnich dvou rovnosti rovnost tfeti, dostaneme Euklidovu vétu o odvésng.

Na zavér ukdZzeme jesté dva elementdrn{ dikazy Pythagorovy a Euklidovy véty o od-
vésné, ke kterym je tieba znat jen vzorce pro obsah trojithelniku a pravodhelniku.

7Zvolme ¢tverec ABCD o strané délky @ + b, na jeho stranach zvolme podle obr. 69 body
K, L, M, N tak, aby |4K| = |BL| = |CM| = |DN| = a. Pak |[KB| = |LC| = [MD| = |NA| = b. Troj-
thelniky KBL, LCM, MDN a NAK jsou podle véty (sus) shodné; oznalme

4
<

¢ = |KL| = |LM| = |MN| = |[NK|. Obsah (a+b) Ctverce ABCD se rovna souctu obsahu ¢
Etverce KLMN a obsahil étyf pravouhlych trojuhelnik( o odvésnach délek a, b, tedy po-

" To je v&ta, ktera potrapila jiz mnoho studentii viech dob, pry byla znama jiz v Babylénu kolem toku
1950 pied n.l. a je i dnes oblibenym objektem, na kterém se ilustruje v riznych humoristickych povidkach a
fitmech obtiZznost a nezazivnost matematiky. Mé&la v8ak i své praktické uplatnéni pii vymé&fovani pravych ahld,
protoZe trojdhelnik o stranach 3, 4, 5 je podle obricené Pythagorovy véty pravothiy.
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stupné N

(a+b)2 =c’+4.—,

a’+b=ct. i
M
D b M (2
a A D B
N
b
b
L
C
[0
4 @ K b B L K
Obr. 69 | Obr. 70

Necht’ je dan pravouhly trojuhelnik 4ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C (obr. 70). Se-
strojme v poloroviné opacné k poloroving ABC &tverec ABKL a v poloroving opaéné k polo-
roving BCA &tverec CBMN. Z vét o shodnosti trojahelnika plyne, Ze trojihelniky 4BM a
KBC jsou shodné, a maji tudiZz shodné obsahy. Ved'me bodem C kolmici k pfimce 4B, jeji
patu ozna¢me D. Protoze CD || BK, rovnaji se obsahy trojuhelnikd KBC a KBD. Trojihel-
nik ABC je pravouhly, proto lezi body 4, C, N v pfimce; ta je rovnob&zna s pfimkou BM.

; ; 1 1 y
Proto se sobé rovnaji obsahy trojahelniki ABM a CBM, tedy ECC" :Eaz, tj. a' =cc,, co?
je tvrzeni véty Euklidovy o odvésné.
o Priklad 41. Sestrojte useku délky J5. je-li dana Usec¢ka délky 1.

Re¥eni. Sestrojime dvé kolmeé pfimky s prisetikem P, na jedné naneseme od bodu P
usecku délky 1, dostaneme bod 4, na druhé zvolime bod B tak, aby [PB| = 2. Podle Pythago-
rovy véty je |4B| = V17 +2% =+/5 . Mitzeme také pouzit Euklidovu vétu o odvésnd. Na ptim-
ce zvolime body 4, B tak, aby |[4B| = 5, na tisecce 4B zvolime bod D tak, aby |4D|=1
{obr. 71). Bodem D vedeme kolmici k ptimee 4B, na ni zvolime bod C tak, aby byl thel
ACB pravy. Pak je |[AC) = |AB||AD| =3, |4C| = V5.Bod C sestrojime pomoci Thaletovy
kruznice nad primérem 4B. To vak zdivodnime aZ v ¢4sti o kruZnici. Lze pouzit také Eukli-
dovu vétu o vysce. Na pfimce zvolime za sebou body 4, D, B tak, aby |4D|=1 a |DB|=5.
Stejné jako v pfedchozim piipadé sestrojime bod C tak, aby thel ACB byl pravy. Pak plati
\DC* = |AD}|DB| = 5, tedy | D(| = NG {obr. 72).

Poznamka. Sestrojili jsme Gsecku délky J5, kdyz jsme znali use¢ku délky 1. Pfitom
Jsme pouzili jen pravitka a kruzitka. Konstrukee, pfi kterych pouzijeme jen pravitka a kruZit-
ka, se nazyvaji euklidovské konstrukce, Konstrukei se v geometrii rozumi zpravidla eukli-
dovské konstrukee.
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Obr. 71 Obr. 72

o Priklad 42. Je dan obdélnik 4BCD o stranach délek a, & (a > b). Vypoététe vzda-
lenost bodu B od uhlopticky AC a vzdalenost pat kolmic vedenych z bodi B a D na tuto uh-
lopfticku.

Regeni. Paty kolmic z bodi B a D na hlopticku AC oznadme E, F (obr. 73). Postupné
plati:

|F|-|AC|=]4D[" (Euklidova véta o odvésne)

b2
4= — £
a +b°
) b
Bit=ylBal ~{gelf =2
- T -2
. = b2 aZ_bZ
EF|=~Ja® 18 =2 =
| | “ \/.a!2+l’;l2 \/a2+b2
D C
E.
“F
A B

Qbr. 73

o Cvifeni 1. Je dana usecka jednotkové délky. Uzitim Euklidovych vét a Pythagorovy
véty sestrojte Usecky délek V7. 410, 415,

o Cvifeni 2. Jsou dana kladnd redlna &isla w, v (u > v). Dokazte, Ze trojuhelnik o stra-
nach délek c=u" +v*, a=u* v, b=2uv je pravouhly.

o Cvifeni 3. Je dan pravonhly trojuhelnik o stranich délek a, b, ¢, kde ¢ je délka pfepo-
ny. DokaZte, 7e existuji kladna realna Cisla w. v takovd, Ze plati c=u"+v*, a=u"—v°,
b=2uv.
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o Cvideni 4. Do Ctverce, jehoZ strana ma délku a, je vepsan rovnostranny trojuhelnik
tak, Ze jeden jeho vrchol je ve vrcholu &tverce. Vypotitejte délku strany rovnostranného troj-
thelniku.

o Cvi€eni 5. V rovnoramenném trojohelniku 4BC jsou znamy velikosti vysek v,, v
Vypoctéte délku zakladny 4B.

o Cviéeni 6. Je ddna kruZnice k se sttedem S a polomérem » a bod M, ktery ma od
bodu S vzdalenost ¢ > r. Z bodu M vedené tecny #, £, se dotykaji kruznice £ v bodech 7, 7.
Urlete délku tétivy 717 a jeji vzdalenost od stiedu kruznice .

o Cviteni 7. Urcete délky stran pravothlého trojuhelniku ABC, jesli £, =10,

l‘g,=4'\/m.

1 1 ! -
o Cviceni 8. Dokazte, Ze plati vztah — = —,—+;l,— , kde a, b json délky odvésen a v, vys-
v, a 3

C

ka pravouhiého trojuhelniku 4BC.

o Cvifeni 9. Dokazte, Z¢ mezi délkami stran trojuhelniku ABC plati vztah
a® =b" +¢’ —be, plati-li pro jeho thel |«<BAC|=60°.

13. Konstrukéni tilohy FeSené pomoci vypoétu

V nekterych konstrukénich tlohach pii konstrukei tisecek je vyhodné pfedem spoditat délku
on¢ usecky a tu pak zkonstruovat z algebraického vyrazu. Zde budeme k sestrojovani use-
¢ek uZivat vySe zminénych euklidovskych konstrukei; vyjdeme z vét Euklidovych, véty Py-
thagorovy a ze stejnolehlosti.

Abychom uméli zkonstruovat sloZiteji algebraické vyrazy, nauéime se nejprve sestrojit
jednodussi vyrazy.

o Ptiklad 43. Jsou dany Gse¢ky déick a, b, ¢, a > b, a Gisecka délky 1. Sestrojte tised-
ky délek '

a) x=vab, b)x=va'+b', c)x=vJa'-b*, d)x=ab, e)x=£—b—, f)x=l.
¢

a
Re¥eni, Nebudeme podrobné popisovat konstrukce, vie je patrné z obr, 74a—f. V ptipa-

. o x b e ane x b e
dé d) piepiSeme rovnost na tvar —-:T, v pfipad€ ¢) na tvar —=—, v ptipadé f) na tvar
a a c

.
VAR

Obr. 74a - 2 varianty

x 1
1
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Sa? 57
Obr. Tdc
¢
[
b
X
QObr, T4e

Obr. 74d

vvvvvv

o Priklad 44. Jsou dény useCky délek a, b, c, 4,
a>b, a>c¢, a usetka délky . Sestrojte usecky délek

2_
a) g dbc, b) %= /%C, ¢} x=v2a’ +bc, d) x=ay2++3 . Obr. 74f

2
Reeni. V piipadé a) oznalime y :%, g %, x=y—z {(obr. 75a.b,c). V pfipadé b)

b )
oznadime y =%, x=.fyc; dale je vie patrné z pfedchoziho piikladu 43. V pFipadé c)

oznatime 3’ =bc (1. y=+bc), 2=a*+a’ (4j. z=Na*+a’), x=+z"+y*; i zde se

odvolavame na piiklad 43. V pfipadéd) ozmagime y=+3, z=2+y =\/(2+y)-l ;

g X B T
x=az (tj. —=—); feseni vidime na obr. 76a,b.
: a 1

¥

Obr. 75a
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Obr. 76a

]

Obr. 76h

Po téchto pomocnych prikladech uvedeme vyuziti konstrukei usedek v dalsich alohdch.

Obr. 77a

Obr. T7¢

o Piiklad 45. Proméfite dany obdélnik na rovnostranny trojii-

helnik stejného obsahu.

Reseni. Necht' obdélnik ma strany délek a, b a necht’ hledany

V3
rovnostranny trojuhelnik ma stranu délky x. Z rovnosti obsahi ] [/ 1
1 3 2 .
ab=—-x-—x plyne x=-"=-Jab . Postupné konstruujeme vyra
5 5 ply i/?: p 1 yrazy

y=vab,  z={=JB=V1,

r=2.3 @ Z=2) (obr. 77ab,0).
Ve 2z

o Priklad 46. Je ddna kruznice k
se sttedem S a polomérem 7, na jejimz
priiméru je zvolen bod 7. pro ktery plati
IST] = p, 0 < p <r. Sestrojte dvé shodné
kruZnice ki, k, aby se dotykaly v bo-
dé T a kazda z nich jesté kruznice .

Refeni. Oznatme x polomér hleda-
nych kruznic &y, k. Z obr. 78 vidime

rovnost (x- r)2 =x +p?, tedy

x:r _P , nheboli ¢ =r—p' Od-
2r r+p 2r

tud uZ lehce sestrojime dsetku délky x.

Obr. 77b

ks

Obr. 78
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2
s T P wr . z . X z
Je moZné téZ postupovat takto: oznaéime z° =7r> —p* (4. z=+/r’ —p*), x= > (1. B =;).

o Priklad 47. Sestrojte troja- B
helnik ABC, jsou-li dany délky a, b
jeho stran a délka u osy ahlu sevie-
ného stranami BC a AC.

Refeni. 7 obr. 79 je vidét, 7e
trojuhelniky ADC a ABB' jsou po-

dobné, odkud X =972 Takse nej-
U

prve sestrojime usec¢ku délky x a pak
sestrojime trojuhelniky BB'C a ABC.

o Priklad 48. Do trojuhelniku
ABC s ostrymi uhly pii vrcholech
A, B, u néhoz je dana délka
|AB| = ¢ a vyska v,, vepiSte obdél-
nik KLMN tak, Ze strana KL leZi na
stran€ 4B a jeho obvod je Zp, kde C
ve>p>c,neboc>p>v..

ReSeni. Z podobnosti trojihel-
nikd ABC a NMC (obr. 80) plyne
c:x=v,:(v,—y) a podle zadani
p-c
v,—c y

plati x +y=p. Odtud y=v, -

Konstrukee usecky délky y je zfejma
a téZ konstrukce obdélniku KLMN.

o Priklad 49. Sestrojte trojuhel- A K ¢ L B
nik ABC, znate-li velikosti jeho vy- Obr. 80

Sek v, vy, V.

Reseni. Jedna moZnost vyuZije vztahu a:b:c= g—;l-vi Sestrojime tedy usecky dé-
a b c
lek VL, vl, vi a dale postupujeme podle prikladu 34. V druhém pfipadé oznadéime vys-
ky awa, ivb, C W, v terﬁhelniku se stranami délek v,,v,, v.. Zde plati
a:bic= vi vi:;l—: w, 1w, 1w, takZe opét uzijeme piiklad 34.
a b c

o Cviteni 1. Jsou dany usecky délek a, b, ¢, d, e a useCka délky 1. Sestrojte usecky délek
. a3 +b3
a-b

a) x=—" |—, b) x=va'+b’ +c’—d a>d, ¢) x= .a>b,

d) x=a-vJ6+ bcﬁ.
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o Cvideni 2. Jsou dany tsecky délek a, ¢, m. Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD
o zékladnach AB, CD tak, aby |4B| = a, |CD| = c a aby se jeho obsah rovnal obsahu Ctverce
o strang délky m.

o Cviteni 3. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C, je-li
dan obvod o trojuhelniku a vyska v,.

o Cviteni 4. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem pfi vrcholu C, jsou-li
dany délky m=c-a,n=c-b. ‘

o Cviteni 5. Je dan ostrouhly trojthelnik 4BC. Rozdélte tento trojihelnik kolmici na
stranu 4B na dvé &asti, které maji stejny obsah.

14. Véta Menelaova a véta Cévova

Véta Menelaova (Menelaos Zil kolem roku 100 n.l.). V roviné je dan trojuhelnik
ABC, na primkach AB, BC, CA lezi po Fadé body K, L, M, které jsou v§echny riizné od vr-
cholii trojtihelniku. Lezi-li body K. L, M na spolecné pfimce, pak plati
1. z bodii K, L, M patii trojishelniku bud’ pravé dva nebo Zadny,

|[4K] [BL]| |cM]|
- |BK| |cz] |am|
Obrdacené, plati-li tvrzeni 1 a 2, lezi body K, I, M na Jjedné primce.

Diikaz. Predpokladejme, 7e body K, L. M lezi na piimce. Pak zfejmé plati tvrzeni 1.
Necht naptiklad body M, L patfi trojihelniku (obr. 81a) nebo zadny z bodii nepatfi trojithel-
niku (obr. 81b). Ved'me bodem B rovnobézku s piimkou AC a oznaéme X jeji prasedik
s pfimkou KL. Pak existuje stejnolehlost se stfedem K zobrazujici bod B na bod 4 a bod X na
|4K] |4M| |BL] [BX]|
|BK| |BX lczl |cMm|
Vynéasobenim téchto dvou rovnic dostaneme dokazovany vztah 2.

DokéZeme nyni vétu obracenou. Predpokladejme tedy, Ze plati tvrzeni 1 a 2. MazZeme jes-
1¢ predpokladat, Ze bud’ patif trojuhelniku body A, L a bod K ne, nebo nepatfi trojuhelniku
74dny z bodé K, L, M. Kdyby byla pfimka ML rovnobézna s pfimkou AB, platilo by
lcm| |cr

v~ [Bi]
musel byt sttedem tGsecky 4B, aviak bod K neni vibec bodem usecky 4B. Piimky ML a AB
jsou tudiz riiznobézné, jejich prusetik oznatime K' Body M, L. K’ leZi na pfimce, proto

bod M, a proto . Obdobng diky stejnolehlosti se stiedem L plati

a podle tvrzeni 2 by bylo |4K| = {BK|, coz nemiiZe platit, protoZe by bod K

A B %
Obr. 8la,b
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|[4K"| |BL| |cM|
|BK'| |cL| 4]

podle prvni ¢asti véty, kterou jsme uZ dokazali, plati =1. Jelikoz plati ta-

|[4K'| |4K]|
|BK| |BK|
na polopfimce AB mimo useCku AB. Necht' je napiikiad |4K'|>|AK|, a tedy
|[AK'| = |AK] + |[KK'|, |BK'| = |BK]| + |KK'|. Dosazenim do vy$e uvedené rovnosti dvou
zlomki dostaneme |[KK'| =0, tedy K = K" TentyZ vysledek bychom dostali i v ptipadé

ké tvrzeni 2, musi byt Je-li tato hodnota vétsi nez 1, lezi body mimo K, K’ oba

AK
[AK'| <|4K], nebo pro }—BEIL 1. A protoze body M, L, K’ lezi v pfimce a K = K, dokazali

jsme, ze body K, L, M lezi v pfimce.

Véta Cévova (Cti Cevova, italsky matematik Giovanni Céva ji uvefejnil roku 1678).

V roviné je dan trojuhelnik ABC, na pfimkach AB. BC, CA lezi po Fadé body K, L, M,
které jsou vSechny ruzné od vrcholii trojithelniku ABC. Prochdzeji-li primky CK, AL, BM
Jednim bodem, nebo jsou-li rovnobéiné, pak plati
1. pravé jeden z bodu K, L. M je bodem trojithelniku ABC, nebo kaZdy z nich je bodem troju-

helniku ABC.

4] |5z) |cu] _

" |BK| [cz] |aM|

Obracené, plati-li tvrzeni 1 a 2, prochazeji pFimky CK, AL, BM jednim bodem, nebo jsou
spolu rovnobézné.

C

Obr. 82a,b,c
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Ditkaz. Predpokladejme, e piimky CK, AL, BM jsou spolu rovnobézné, nebo prochazeji
jednim bodem. Pak zfejmé plati tvrzeni 1; k pfesnému dilkazu bychom potiebovali uZit né-
ktera tvrzeni o uspofadani. Jsou-li pfimky CK, AL, BM spolu rovnobéiné, jenom jeden
z bodi K, L. M patii trojihelniku 4BC; necht je to napfiklad bod M. Pak existuje stejnolehlost
zobrazujici trojihelnik CMB na trojihelnik CAL, a druha stejnolehlost zobrazujici trojuhel-

nik AMB na trojtihelnik ACK. Proto plati (obr. 82a) 'lgﬁll = l‘(Cﬂl , {gﬂ = %ﬁ%l Vynasobe-

nim téchto rovnosti dostaneme uz rovnost 2. Necht” prochdzeji piimky CK, AL, BM spole¢-
nym bodem 7 (obr. 82b,c). Vezmeme trojuhelnik AKC a ptimku BM. Aplikujeme-li Menela-

ovu vétu, dostaneme l‘;i]] . %?;‘ J[j::; =1. Podobné pro trojuhelnik BCK a piimku AL mame
;fi" . lch;I‘ . llif;‘l =1. Vynasobenim téchto dvou rovnosti dostaneme opét vztah 2, jehoz plat-

nost je tim dokazana.
Dikaz obracené véty je obdobny jako diukaz obracené ¢asti Menelaovy véty.

o Cviéeni 1. Bod K je stfedem strany AB trojuhelniku ABC, bod L déli stranu BC
vpoméru 3 : 1. tj. |IBLI : |CLI =3 : 1. Oznaéme M prisecik ptimek KL a AC. Urlete pomér
|[AM| : |AC].

o Cviéeni 2. V pfedchézejicim cviéeni ozna¢me T prusecik piimek CK a AL, N prise-
Cik ptimek BT a AC. Urlete pomér [AN] : [4C|.

o Cvideni 3. Na stranach 4B, BC, CA trojuhelniku ABC jsou zvoleny body C), 43, By
ruzné od hoda 4, B, C. Pfedpokladejme, ze pfimky 4B a 4B nejsou rovnobézné a oznatme
( jejich prise¢ik. Obdobné predpokladejme, ze A; je priise¢ikem piimek BC a BiCy a By je
prusecikem pfimek AC a A,C). Jestlize prochazeji ptimky 44, BBy, CC; jednim bodem, pak
lezi body A2, B>, C; na jedné piimce. DokaZte.

o Cvideni 4. Je dan trojuhelnik 4BC. Primka p protind ptimky 4B, BC, CA postupné
v bodech D, E. F a neprochazi Zadnym vrcholem trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze stfedy
P, O, R usetek DC, AE, BF lezi na jedné piimce.

15. TéZnice, osy stran, osy uhli a vy$ky v trojihelniku

Z Cévovy véty okamzité plyne, Ze téZnice trojihelniku (tj. spojnice vrcholu trojihelniku se
sttedem prot&jsi strany) prochazeji jednim bodem (t€Zistém trojuhelniku) (obr. 83). Oznaci-
|4K| |BL| |cM|
|BK| [cL] [4M|
véty prochazeji pfimky AL, BM, CK jednim bodem 7. PouZijeme-li Menelaovu vétu na troj-
cd] 32 e
|B4| |CL| |KT]
|CT} = 2-|TK]. Podobné bychom dokazali |A7) = 2-TL|, [BT] =2:|TM|. Vidime, ze t&zist¢ T
déli usecku spojujici vrchol trojuhelniku se stredem prot&jsi strany v poméru 2 : 1.

Dukaz ptedchazejicich tvrzeni o téZnicich a tézisti bychom mohli t€Z snadno dokézat
pomoci stejnolehlosti zobrazujici trojihelnik ABC na trojuhelnik LMK, viz piiklad 29.

me-li K, L, M stiedy stran 4B. BC, CA, je zrejmé =1, takZe podle Cévovy

thelnik CKB a na piimku AL. na niZ lezi také bod 7, dostaneme =1, takzZe
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Pomoci Cévovy véty miveme také doka- C

zat, 7e se vySky v trojihelniku protinaji v jed-
nom bodé€. V pravothlém trojuhelniku neni co
dokazovat. Vezméme proto napf. tupouhly troj-
uhelnik ABC (obr. 84), paty vysek oznadime
K, L, M. Trojuhelniky CL4 a CMB jsou po-
dobné podle véty (uu), viz piiklad 30. Proto

CL} |CA4
I ' ’ I Podobné dostaneme z podobnosti
cM| |cB|
Jasd] |4z
|[4K| ~|ac]
a z podobnosti trojuhelniki BKC a BLA vztah
|BE| _|BC| oo .
—=-——. Vyndsobenim t&chto tf{ rovnosti
|BL| |B4| A K B
AM| |BK) |CL
' l' H l =1. Podle Cévovy Obr. 83
|CM| |4k| |BL|
veéty prochazep primky 4L, BM, CK jednim bodem, nebot’ je§t& vime, Ze z bodi X, L, M jen
bod K je bodem trojiheiniku ABC. Podobné bychom postupovali pro trojithelnik ostrothly.

trojuhelnikt CKA4 a BMA rovnost

dostivame

14

Obr. 84

Také osy vnitinich thli trojahelniku prochazeji
jednim bodem. DokaZeme toto tvrzeni pomoci Cé-
vovy vety, Ozna¢me K prisecik strany 4B a osy Obr. 85
thlu ACB (obr. 85). Bodem B vedeme rovnobéiku se
stranou AC a priisecik s osou oznaéime D. Trojdhelniky AKC a BKD jsou stejnolehlé, proto
|4K] : |BK| = |AC] : |BD. Trojuhelnik CDB je rovnoramenny, protoZe
|«<CDB|=|«KCA|=|«DCB|; je tedy |BD| = |BC|, a tudi? |4K] : |BK| = |AC| : |BC|. Struné
fikame, Ze osa uhlu trojthelniku d&li prot&j3i stranu v poméru délek piilehlych stran. Oznaéi-
|[4K]| [BL] jcM| _jac] |4B) |BC[
|BK]| |cz| |aM|  |BC] |4C] |4B|
takZe pfimky 4L, BM, CK prochéazeji jednim bodem (nemohou byt rovnob&zné).

me-li L, M pritseCiky os whld se stranami BC, AC, je
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Tvrzeni, Ze se osy vnitinich thli trojihelniku protinaji v jednom bodg, se da ¢z dokazat
nasledujici tvahou: Na osu thlu se miizeme divat jako na mnozinu bodd, jez maji od obou
ramen thlu stejné vzdélenosti. Osy vnitfnich tthli trojuhelniku se protinaji v bod¢, ktery ma
od vsech ti stran trojuhelniku stejné velké vzdalenosti.

Obdobné jako pro osy vnitinich thli trojubelniku (tj. bez uziti Cévovy véty) se da do-
kazat, Ze osy stran trojithelniku prochédzeji jednim bodem. Osa strany 4B trojihelniku ABC je
totiz mnozinou viech téch bodh v roviné trojuhelniku, které maji od bodii 4 1 B stejné
vzdalenosti. Osa use¢ky AB prochazi sttedem tGsecky 4B a je na ni kolma. Osa usecky BC
nemize byt s osou usetky 4B rovnob&Znd, to by musely body 4, B, C leZet v pfimce.
Oznaéme S priseéik os useCky 4B a Gsetky BC. Pak ma bod § stejnou vzdélenost od bodi
A, B a rovnéz od bodu B, C, tedy
také stejnou vzdalenost od bodi
A.C, a proto lezi i na ose usecky
AC. Osy v3ech tii stran trojuhelniku
prochazeji jednim bodem.

Stejnolehlost se sttedem v 1&Zis-
ti 7 trojuhelniku 4ABC a koeficientem

k =—-:1): zobrazuje vrcholy trojthel-

niku ABC do stiedd K, L, M protéj-
ich stran (obr. 86). ProtoZe stejno-
lehlost zobrazuje kazdou pfimku na
pfimku s ni rovnobé&Znou, zobrazi
se vvska trojuhelniku prochazejici
bodem C na osu usecky 4B a stejné Obr. 86

tak daldi dvé vysky na zbyvajici

osy stran. A protoZe osy stran prochdzeji jednim bodem, prochézeji jednim bodem i jejich
vZory., 1. vysky Jejich prisecik oznaél’me V. (Zde je mimochodem podan dal§1’ dﬁkaz to-

W e

na useéce SVaje|T VI 2:|87). Ptimka SV, na které lezi i téziste¢ 7 tro;uhelmku se nazyva
Eulerova pfimka. (I.eonhard Euler (¢ti ojler) byl Svycarsky matematik, ktery viak vetsi Cast
svého Zivota pasobil v Rusku; zil v letech 1707-1783.)

Eulerova pfimka vsak neni definovana, kdyZ je trojihelnik ABC rovnostranny. V tom
piipadé totiZ splyvaji body S. T, V.

o Priklad 50. Na obr. 87
jsou v ostrouhlém trojuhelniku
ABC znazornény stiedy K, M stran
BC, AB a dale prtse¢ik vysek V,
tézi5t¢ T a prasedik os stran S troj-
tthelniku 4BC. Dokazte podobnost
trojuhelniki ACV a KMS. Plati
stejna vlastnost v tupouthlém, resp.
pravouhlém trojuhelniku?

vty

Refeni. Z vlastnosti t3zisté
trojuhelniku plyne, Ze trojuhelniky
ACV a KMS jsou stejnolehlé ve
stejnolehlosti se stfedem 7.
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o Cviteni 1. Prochazi-li Eulerova pfimka trojahelniku nékterym jeho vrcholem, je troj-
thelnik pravothly nebo rovnoramenny. Dokazte.

o Cvigeni 2. Dokavte, Ze bod M trojihelniku ABC lezi na jeho t&Znici prochazejici
bodem A pravé tehdy, kdyz se sobé rovnaji obsahy trojuhelniki ABM a ACM.

o Cviéeni 3. Na zakladé vysledku pfedchazejiciho cviCent ukaZte, ze se téznice trojuhel-
niku protinaji v jednom bodg.

o Cviteni 4. Rozhodnéte, zda v kazdém trojuhelniku lezi také prisecik os vnitfnich
uhlt na Eulerové pfimee.

o Cvideni 5. Dokazte, 7¢ vzdalenost stfedu S kruznice vepsané trojuhelniku ABC od
strany 4B je poloviéni neZ vzdalenost priseciku vy3ek V od vrcholu C.

16. Goniometrické funkce

Véty o podobnosti trojihelniki, které jsme uvedli v kapitole 10, samoziejmé také miZeme
pouzit v pfipadé pravouhlych trojihelniki ABC a KLM s pravymi uhly pfi vicholech C a M.
Vztah l<BCAl = [{LMK [ je pak vZdy splnén a plati:

Véta: Pravouhly trojithelnik ABC s pravym uhlem pii vrcholu C je podobny trojihelniku
KLM s pravym tihlem pfi vrcholu M, jestlize maji oba irojuthelniky bud' shodny pomér délek
odvésen. nebo se shoduji v jednom dalsim (ostrém) uhlu, nebo maji shodny pomér délek
prepony a jedné odvésny.

Samoziejmé se dva pravothlé trojihelniky shoduji i ve druhém ostrém uhlu, shoduji-li se
v jednom ostrém Ghlu. Shrneme-li tyto vysledky, dostaneme toto tvrzeni:

L

Véta: Nechi' je ABC pravouhly trojithelnik s pravym uhlem pri vrcholu C. Oznacme ob-
vyklym zplisobem a, b, ¢, a. B délky jeho odvésen, prepony a velikosti ostrych thli. Podobné
oznacme k, 1, m délky stran pravoihlého trojihelniku KLM s pravym vhlem pii vrcholu M a
x, 1 velikosti jeho ostrych uhlii pii vrcholech K, L (obr. 88). Pak jsou trojuhelniky ABC a
KLM pravé tehdy podobné, kdyZ plati kterdkoliv z téchto podminek:

a4 K a k

a =K, ; —=—, =A
b I c m P
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Zviasté tedy plati: je-li o = k, je

; tato hodnota se nazyva tangens tihlu a, znaci se Ig o,

e R

-

: tato hodnota se nazyva kotangens tihlu o, znaci se cotg o,

. tato hodnota se nazyva sinus ithlu o, zhaci se sin a,

F[~3|=

; tato hodnota se nazyva kosinus vihlu a, znadi se cos a.

nlerals &l

: - R —_—— e p . _— T :
Piipomeiime nékteré vztahy mezi goniometrickymi funkcemi: Pro kaZdé « [0;-2-] plati

sin & cosa
tga = 1 cotga =——,
cosa sin &
tga-cotga =1,
T r
tg @ =cotg| ——« |, cotga =tg| —~a |,
2 2
. T . T
sma:cos[;—a} cosa=sm(5—a],

sin” & +cos” @ =1 (plyne z Pythagorovy véty).

Pro a € <—275, n> se definuje
) T ) : T
sin & =cos(5—aJ =sin(n-a), cosa = -51n[a'—EJ=—~cos(n—a),

déle definujeme sin0=0, cosO=1, sing- =l cosg- = (. Pfi t&chto definicich bude naptiklad

i v tupouhlém trojihelniku platit tzv. véta o prumétech (obr. 89a,b)
c=a-cosf+b-cosa,

nebot’ cos S =—sin(ﬂ—%}= —cos(m—f3).

o

c o]

Obr. 8%a Obr. 89b

Hodnoty goniometrickych funkei pro rizné hodnoty thlu @ miZzeme vyc¢ist z matema-
tickych tabulek nebo je také mizeme zjistit pomoci kalkulacek. Tim pak uré¢ime délku kaz-



dé strany pravouhlého trojihelniku, zname-li délku jedné jeho strany a velikost jednoho jeho
ostrého thlu.

o Priklad 51. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym dhlem pfi vrcholu C je
|«ABC|=70° a | BC| = 6. Uréete délku druhé odvésny AC a délku pfepony 4B.
ReSeni. P¥i obvyklém znaceni (obr. 88) je tedy déno a=6, g=70° a proto

b=atg B=61tg70°=16,484864, c = 3 =17,542826.
cos70°

o Cvideni 1. V pravouhlém trojthelniku je d4na pfepona délky ¢ =12 a ostry tithel ve-
likosti & = 15°. Vypocététe délky odvésen.

o Cviteni 2. V pravouhlém trojihelniku je dana délka jedn¢ odvésny a =9 a velikost
piilehlého thlu £ = 34°. Vypoététe délku druhé odvésny a délku prepony.

o Cvieni 3. Dokazte, 7e v kazdém trojuhelniku ABC pH obvyklém znaleni plati
c(acos f—beosa)=a’ b’

17. Véta sinova a véta kosinova

V trojahelniku 4BC ozna¢me délky stran a velikosti uhia obvyklym zpasobem (obr. 90),
velikost vysky vedené bodem C oznagime v, patu této vySky oznatime D. Z pravothlého
trojihelniku ACD plyne v=bsine, z pravothlého trojuhelniku BCD plyne v=asinf.
Proto je asin f=hsina , neboli

Cl

a sina

b sinf
To je tvrzeni tzv. sinové véty. Riké, 7e pomér
délek dvou stran trojuhelniku se rovnid poméru
hodnot funkece sinus protilehlych Ghli. Dokazali
jsme ji sice jen pro pfipad, kdy jsou thly @, £
ostré, aviak plati i v pfipadech ostatnich. Je-li
napfiklad Gthel § pravy. je v=a=bsina a stali

si uveédomit, Ze sinus pravého thlu je sm; =1

Je-li B v&t3i nez uhel pravy, lezi bod D mimo » D ‘ B
usecku 4B a je v=asin{n-p), aviak 4 = B
sin(n— B) =sin f . takZe sinova véta plati i zde. Obr. 90

Z uhli a, B je vzdy aspon jeden ostry; pfedpokladejme, Ze je to uhel a. V opacném pfipa-
d& bychom zaménili oznaceni a. 8 a a. b. Ved'me nyni v trojuhelniku 4BC vy&ku bodem B na
stranu AC: jeji patu oznaéme E. Rozli§ime opét dva piipady: bod E je bodem tsetky AC
(obr. 91) a bod E lezi mimo usecku AC (obr. 92). V prvnim pfipadé je IAEI =h—acosy,

v druhém pfipadé je |4E|=b+acos(n-y), ale cos(m—y)=—cosy, takze vzdy plati
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IAEI =b—acosy a také podle podobnych uvah je |BE| =asiny . Proto podle Pythagoro-
vy véty [4B|° = |AE]* + |BE| a se zietelem na to, Ze cos’ y+sin’ y =1, mame
¢’ =a’ +b* - 2abcosy .
To je tvrzeni tzv. kosinové véty. Je-li thel y pravy, dostaneme vétu Pythagorovu.

Pomoci sinové a kosinové véty mlzeme vypodéitat dalsi strany a uhly v trojthelnikuy,
zname-li v trojihelniku
a) viechny strany,
b} dvé strany a jeden iihel,
¢) jednu stranu a dva thly.

<

Obr. 91 _ A Obr. 92

o PFiklad 52. Vypoctéte délky vech stran a thli trojuhelniku, jestlize je pfi obvyk-
Iém znafeni g =5, b= 6, g = 45°.

ReSeni. Podle véty sinové je

sm/)’—ésma EJ_ 3\/_ 0,85,
a

tedy £ =58°10", nebo ,8=121°50.
V prvnim pfipadé je y=76°50" a
podle kosinové véty je ¢=6.88, ve
druhém pfipadé je py=13°10,
c=1,61. Vidime, 7e tato uloha ma
dve fedeni. Je to tim, Ze byly dény
dvé strany trojuhelniku a uhel proti
krat$i z nich. Kdyby bylo ddno a, » a
uhel £, vysel by thel y jednoznaéné.

o Priklad 53. DokaZte: Osa
uhlu déli protéjéi stranu trojihelniku 4 £
v poméru délek sousednich stran
uvazovancho thlu.

D C2 B

Obr. 83~

ReSeni. Toto tvrzeni bylo jiz dokdzino v kapitole 15. Zde ho dokdZeme znovu s pou-
zitim veéty sinové. V trojihelniku 4BC oznadme strany a thly obvyklym zpiisobem, navic
ozna¢me D prusetik osy thlu ACB se stranou 4B a u = |CD| (obr. 93). V trojthelniku
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ADC plati sinova véta LA v trojihelniku DBC obdobné 'u -2 71schto

1 : :
PR smg sinf - sin?

dvou rovnosti plyne rovnost ¢ sina =¢, sin £. Pouzijeme-li jest& sinovou vétu pro trojihel-

i ; . ¢ b o . ,
nik ABC, dostaneme cja = ¢,b, neboli —- =—, coZ je pozadovana rovnost.
¢,

Nyni odvodime dva vzorce pro obsah P trojuhelniku 4BC. Jednak plati
1
P=—absiny,
5 ¥

nebot’ bsin y je velikost vysky na stranu a.
K odvozeni druh¢ho vzerce uZijeme tento vzorec ve tvaru 2absiny = 4P a vétu kosino-

2 r . » r w
vou 2abcosy =a’ +b° —¢’ . Umocnime-li ob& rovnice a pak setteme, dostaneme

2

4a’h? =16P* +(a* +b* - '),
16P* =| 2ab+(a’+5* =*) | 2ab—(a® +2° —~c3)]=[(a+b)2 < G —(0—5)2]=
=(a+b+c){atb-c){c-a+b)(c+a-b).

_— i : j . a+b+c " ” 5
Poloviéni obvod trojuhelniku se zpravidla znaéi s, tj. s = g takZe pak miiZeme psat

P :\/s(s—a)(s—b](s—c).

Tento vzorec se nazyva Heroniv (Heron z Alexandrie Zil ast v 1. stoleti n.1.).

Jesté vyjadiime délku téZnice ¢, a vysky v, pomoci délek stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC.
Podle obr. 83 omacime w = I{AKC| a napiSeme kosinovou vétu pro trojihelniky AKC,
BKC:

By +[§j = et -%-cosa)

COS

2 2
=+ < —2-tc-£-cos(180°——o))=tf_+ EJ +2-8,-
2 2 2

L2 0

P

2
—— , ¢
Se&tenim obou rovnosti dostaneme a” +5° =212 +— , odkud
e gy

B N2a7 + 280 = ¢t
Il 2 <
cv,

Pro obsah trojuhelniku ABC plati jednak P =-—=, jednak Herontv vzorec, odkud

" E-J.v(s—a)(s—b)(s—c) ‘

o Cviteni 1. Pomoci Heronova vzorce odvod'te vzorec pro obsah rovnostranného troj-
uhelniku.

o Cvideni 2. PouZitim Heronova vzorce pro pravouhly trojihelnik odvod'te platnost
Pythagorovy véty.
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o Cviteni 3. Pomoci kosinové véty dokaZte vétu Stewartovu: Je-li D bod strany AB
v trojithelniku 4BC, pak plati | BC| -|4D|+|AC| -|BD| = [AB[-(|CD|2 +|AD|-|BD|].

o Cvi¢eni 4. Dokazte, Zze v kazdém trojuhelniku ABC pii obvyklém znaceni plati
a) (b+c)cosa+(c+a)cos f+{a+b)cosy=a+b+c,

b) cotgy = —cotge .

csme

o Cvifeni 5. V trojithelniku 4BC uréete délky stran a uhlil, jestliZe znite jeho obsah
P = 84 a dale vite, Zze b+ ¢ = 28, a = 60°.

o Cvideni 6. Dokazte pomoci Cévovy véty, Ze se vysky v trojuhelniku protinaji v jed-
nom bodé (dikaz rozdélte zvlast pro trojihelnik ostrouhly, pravouhly a tupothly). VyuZijte
toho, Ze tuseky na stranach vyjadfite goniometrickymi funkcemi.

o Cvigeni 7. DokaZte pomoci Cévovy véty a sinové véty, Ze se osy vnitinich thli troji-
helniku protinaji v jednom bodg.

o Cvideni 8. Jestlize v trojuhelniku d&li t&Znice a vyska k téze stran¢ Ghel, z n¢hoZ vy-
chazeji, na tfi shodné &asti. je trojuhelnik pravouhly. DokaZie.

o Cvideni 9. V prikladu 53 vyjadrete Gseky ¢, c; pomoci délek a, b, ¢ stran trojuhelni-
ku ABC.

o Cviceni 10. Pomoci Stewartovy véty (cvi¢eni 3) uréete délku téznice 7. a délku u osy
uhlu ACB.

18. Kruznice

Vedle trojihelniku je velmi jednoduchym geometrickym utvarem kruZnice. Definuje se jako
mnoZina viech bodt roviny, které maji od pevného bodu S pfi zvolené jednotce délky danou
vzdalenost r. Bod S je stfedem kruZnice, ¢islo r polomérem kruznice. Ty body roviny, je-
jichz vzdalenost od stiedu S je mensi neZ r, tvofi tzv. vnitin{ oblast (vnitfek) uvazované kruz-
nice. Vn&jsf oblast (vn&jdek) kruZnice o stfedu S a poloméru r je tvofena vSemi t€mi body
roviny, které maji od stfedu S vzdalenost vétsi nez r (obr. 94).

Necht' je dano kladné &islo » a v roviné bod § a pfimka p, vzdilenost bodu S od pfim-
ky p oznaéime d. Necht je P pata kolmice vedené bodem § na piimku p, tedy d=|SP|
(obr. 95). Predpokladejme, Ze bod X pfimky p lezi na kruznici & o stfedu S a poloméru r.
Oznaéme jedté x = |PX]. Pak tvoii body P, S, X pravothly trojihelnik, nebo je P = X. V kaz-
dém piipadé plati d°+x” =r’. Vidime tedy, Ze v ptipadé¢ d > r nemiZe na piimce p lezet
bod kruznice k, pfimka p se pak nazyvé vnéjsi pfimkou kruznice k (obr. 96). Je-li d=r. je
bod X bodem kruZnice k pravé tehdy, kdyZ je x = 0, tedy X =P. V tomto pfipadé ma pfim-
ka p s kruznici k spoleény prave jeden bod P; takova pfimka se nazyva tefna kruznice, spo-
le¢ny bod P je bodem dotyku te¢ny a kruznice. Spojnice bodu dotyku teény a stiedu kruz-
nice je na te¢nu kolma. Kone&né vidime, Ze v ptipadé 4 < r ma piimka p s kruznici & spo-
leéné dva body X; # Xa, jejichz vzdalenost od bodu P se rovnd x = vr? —d* . Pfimka p se pak
nazyva sefna kruznice k, Usetka X1.X; je tétivou kruZznice k. Neni-li d = 0, neprochazi-li tudiz
piimka p stfedem kruZnice , tvofi body S, X;, Xz rovnoramenny trojdhelnik. Je-lid =0, je §
sttedem tGsedky XX, V kazdém z t&chto dvou piipadl lezi bod S na ose secky XX, stfed
kruznice tedy lezi na ose kazdé tétivy kruznice.
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vnéjsi oblast

Obr. 84

vnéjsi primka

Chr. 96 . Obr. 97

Tétiva kruZnice, kterd obsahuje stied kruZnice, ma délku rovnou dvojndsobku poloméru
kruZnice a nazyvé se primér kru’nice. Primér AB kruZnice k (obr. 97) rozdéli kruZnici na
dvé polokruznice. Je-li C dal3i bod kruznice £, tvoti body 4, B, C trojuhelnik, stéed S kruZni-
ce je stfedem strany A4B. Trojuhelniky 4CS a BCS jsou rovnoramenné, proto

|«CAS| =|«ACS|, |«CBS|=|«BCS]; oznatme tyto velikosti a, B. Protoze soudet velikosti

vnitfnich Ghld trojuhelniku je w, je |<:CACB|=g, uhel ACB je pravy. Struéné fikame, Ze

viechny thly nad primérem jsou pravé. To je obsah véty, ktera se nazyva Thaletova (fecky
matematik Thales z Milétu Zil v letech 624-548 pi.n.l.).

I v tomto ptipadé plati tvrzeni obracené: Je-li thel ACB pravy, leZi bod C na kruZnici &
nad primérem A4B. Pfimka AC nemtize byt totiz te¢nou kruZnice £, to by musela byt kolma na
AB av trojuhelniku ACB by byly dva pravé uhly. Je tedy pfimka AC se&nou, proting kruZni-
¢l kv bod¢ 4 a v daldim bodg, ktery oznagime (. Podle Thaletovy véty je thel 4C'B pra-
vy a podle pfedpokladu je tihel ACB pravy. Kdyby byly body C, C’ riizné, mél by trojii-
helnik CC'B dva pravé uhly. Tedy je C = C". Mizeme tedy vét vyslovit ve tvaru:

Véta (Thaletova). Jsou-li A, B dva rizné body roviny, je mnozina vrcholii viech
pravych nhli leZicich v této roviné, jejichz ramena prochdzeji danymi body A, B, kruzni-
ce s prumérem AB bez bodii A, B.

o Priklad 54. Je dana kruZnice k se sttedem S a vné této kruznice bod M. 7 bodu M
ved'te teCny ke kruznici 4.

ReSeni. Te¢ny MTy) a MT; jsou kolmé po fadé na poloméry S77 a ST, kruZnice %
(obr. 98). Proto sestrojime Thaletovu kruznici nad primérem SA4, ¢imz ziskame body dotyku
T1a T, obou teden.
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Obr. 98

o Priklad §5. Dokazte, Ze teény vedené z vnéjsiho bodu M ke kruZnici & (S: r), 1ze zkon-
struovat také takto:
a) Sestrojime kruZnici &' (S; 2r) a kruZnici se stiedem M a polomérem |MS); jejich priseciky
oznacime P, P». Osy usedek SPy, SP; jsou hledané te¢ny (obr. 99a).
b) Sestrojime kruznici &’ (S; [SM]) a tenu v bodé T secky SM ke kruznici £; jejich priseciky
oznadime P, P,. Prisediky 7', T Gseéek SPy, SP; s kruznici & jsou body dotyku hledanych
teCen (obr. 99b).

Reseni.
a) Trojuhelniky SPiM a SP.M jsou rovnoramenné se zékladnami SP), a SP; a teény T)M a
T2M jsou osami soumérnosti téchto trojihelniki, proto jsou kolmé na jejich zakladny.

b) Trojthelniky STM a STP, jsou shodné pedle vity (sus) (|ST\| = |ST], |«T,SM|=|«<TSR,
SM| = |SP\|), proto |«ST, M| =|«STR|=90°.

- -\mh?ﬂ 1 !
Ty / :
; ra / / % T

A
Obr. 99a 2 Obr. 99b
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o Cvi€eni 1. Nad odvésnami AC, BC pravotihlého trojuhelniku ABC jsou sestrojeny
Thaletovy kruZnice, které se protinaji ve dvou bodech. Jednim priisetikem Je bod C, druhy
prise¢ik ozna¢me X. LeZi bod X na pfeponé 4B? Zdtvodnéte,

0 Cvideni 2. Plati obdobné tvrzeni jako ve cvieni 1, je-li tthel pi vreholu C a) ostry,
b) tupy ?

o Cvieni 3. Je ddna kruznice k se stitedem § a bod M, ktery leZi a) uvnitf kruznice,
b) na kruznici, ¢) vné kruznice. Jaky utvar vyplni stfedy viech tétiv kruZnice k, které pro-
chazeji bodem M? (V piipadg ¢) tétivu pomysiné prodlouzime do bodu M.)

o Cvideni 4. Je dana kruZnice k se sttedem S, dale jeji libovolnd tétiva 4B a bod
C# S uvnitf kruznice . Bodem C ved'te tétivu MN tak, aby byla tétivou 4B ptlena.

o Cvi€eni 5. Je dana kruZnice k a uvnitf nf dva rizné body P, Q. Vepiste do kruZnice k
pravouhly trojihelnik 4BC tak, aby bod P lezel na odvésné AC a bod Q na odvésné BC.

o Cvi¢eni 6. Bod X probiha kruznici se stfedem S sestrojenou nad primérem AB. Na
kazdé poloptimce SX je sestrojen bod Y tak, Ze jeho vzdalenost od bodu S je rovna vzdale-
nosti bodu X od pfimky 4B. Sestrojte mnoZinu viech bodi ¥,

19. Véta o obvodovém a stiredovém thlu

Thaletova véta je specidlnim pfipadem obecnejitho tvrzeni, totiz véty o obvodovém a stiedo-
vém thiu. Zvolme na kruZnici o sttedu S body C, D tak, aby tvofily primér kruZnice k
(obr. 100). Je-li 4 libovolny dalsi bod kruznice £, rizny od bodd C, D, je trojuhelnik ACS rov-
noramenny, a oznatime-li ¢ velikost thlu ACS, je také a = |<ICAS|, tedy |<ICSA| =n-2«x,

I{ASDI =2a Vidime, Ze velikost thlu ASD se rovna dvojnasobku velikosti uhlu ACD. To

plati i tehdy, jestlize bod 4 splyva s bodem D a oba tyto thly jsou nulové. Splyvé-li bod 4
s bodem C, je thel 45D ptimy. Aby odvozené tvrzeni platilo i v tomto pFipadé, musime spoj-
nici AC rozumét pfimku kolmou k piimece CD, tedy teénu v bodé C. MiZeme pak vyslovit
vétu, kterou jsme uZ v podstaté dokazali:

A
Véta. Probihda-li bod A rovromérné

kruznict k, tf. otdci-li se piimka SA konstant-
ni whlovou rychlosti @ kolem bodu S, otdct B
se pfimka CA také rovnomérné kolem bo-
du C, ato poloviéni uhlovou rychlosti, tedy

uhlovou rychlosti %a)

Zvolme nyni na kruZnici & dalsi bod B
(B # A) a predpokladejme nejdtive, Ze body
A, B lezi v téZe poloroving ohrani¢ené piim- b
kou C'D (obr. 100). Mazeme piedpokladat, Ze
B =|«BCD| je mens{ nez a =[«4CD|. Stej-

né jako plati |«ASD|=2[«4CD]|, plati i Obr. 100

|«BSD|=2|«BCD

. a tudiz |<::ACB|=|<£ACD|—[<£BCD]=%|<::ASD|—%|<§:BSD|=%|<J:ASB|.



Lezi-li body 4, B v opa¢nych polorovinach ohrani¢enych ptimkou CD (obr. 101), je podobnée
[{ACB[:[{ACD|+|<IBCD|=%([<£ASD[+[<IBSD[). Je-li  |«ASD|+|«BSD|<m, je
|«ASD|+|«BSD|=|%4SB|. a opét tedy plati |<):ACB|=%|<::ASB|. Je-li  viak
|<IASD|+|¢:BSD]>1: (obr. 102), rovna se soucet |<IASD[+|<IBSD[ velikosti nekonvexntho

ghlu s rameny S4, SB, j. Ghlu, ktery obsahuje v&t3i oblouk kruznice , ohraniCeny body
A.B.

Obr. 101 _ | Obr. 102

Zavedeme proto pojmy stfedovy a obvodovy uhel:

7Zvolme na kruZnici k o stfedu S dva rGzné body 4, B. Body 4, B déli kruznici & na
dva oblouky; zvolme jeden z nich a ozna¢me ho n. Uhel (konvexni nebo nekonvexni)
s rameny SA4, SB, ktery obsahuje oblouk m, se nazyva stiedovy thel pifslusny k oblouku m.
Stfedovy thel piislusny k oblouku m je tedy obloukem m dan jednoznagng. Je-li C bod
kruznice k, ktery nelezi na oblouku m, nazyva se thel ACB obvodovy thel pfislusny
k oblouku 2. Vy8e jsme dokézali vétu:

Véta (o obvodovém a stfedovém uhlu). Velikost kaZdého obvodového vhlu prislus-
ného k oblouku m se rovnd jedné poloviné velikosti stfedového thlu pFislusného k oblou-
ku m. Je-li m polokruznice, dostaneme vétu Thaletovu.

Pomoci véty o obvodovém a sttedovém Ghlu mizeme ur¢it mnoZinu viech bodii v roving,
ze kterych vidime danou tsetku pod danym thlem. Necht’ je tedy dano &islo p, 0<y<m. a

dva riizné body 4, B. Ptedpokladejme nejdiive, ze plati 0 <y <-72£. Na ose o usetky A8 se-

strojime bod S tak, aby |4€ASB|=2y . tedy |«BAS]| =-72£— 7 (obr. 103). Ozname k kruZnici se

sttedem S, ktera prochdzi body 4, B. Pak pro viechny body X kruZnice &, které lezi v polo-
roviné ABS a jsou rizné od bodi A, B, plati [€4XB|=y. MiZeme tedy fici, ze ten oblouk
kruZnice k, ktery leZi v poloroving 4BS, je bez svych krajnich boda 4, B mnoZinou bodii X,
pro které |<5:AXB| =y . Nemiizeme viak fici, Ze je mnozinou vsech bodii X, pro které plati
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]<):AXB| =y, protoZe tuto podminku spl-
fui pfinejmensim také vSechny body
oblouku soumérné sdruzeného podle
piimky 48 (obr. 104). Piedpokliadejme
obraceng, ze pro ncktery bod ¥ plati
|€AYB|=y. Bod Y nemiZe leZet na
piimce AB; necht' leZi naptiklad v po-
loroviné ABS. Spojme bod ¥ s bodem A

Obr. 103 Obr. 104
a oznaCme X#A4 prise¢ik pfimky AY s kruznici k. Z trojuhelniktt AXB, AYB plyne
|<A YB] = |<J:AXB| =y, proto X = Y. Kdyby byla spojnice AY te¢nou kruznice %, vzali bychom
za X prisetik kruznice & a pfimky BY. Dospéli jsme k zavéru:
MnoZinou vSech bodil X v roving, pro které plati |<£AXB[ =y, je mnoZina viech bodd jis-

tych dvou kruhovych obloukd s krajnimi body 4, B soumérné sdruzenych podle piimky 4B,
bez bodu 4, B.
Asl namitnete, Ze jsme tuto vétu dokézali

jen pro y<g. V piipadé %<y<n je vsak

situace zcela obdobna (obr. 105), je v§ak nutné
zvolit bod S tak, aby |«ASB|=2n-2y, tedy

|«BAS

T B s e
e ) —5 vzit mendi oblouk kruznice &

a oblouk soumérné sdruZemy podle piimky

AB. Kone¢nég v pfipadé y =-;— splyvé bod §

se sttedem usecky A8, oba oblouky tvofi spolu
s body A, B kruZnici nad primérem 4B.

Obr. 105

o Priklad 56. Sestrojte trojuhelnik ABC,
znate-1i [AB| = 6,y= % a délku |CL] = 5 t&Znice vedené bodem C (U je stied strany AB).
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ReSeni. Sestrojime Gsedku AB délky 6. Na ose usetky AB zvolime bod § tak, aby
|«.45B| = -g . a sestrojime oblouk / kruZnice se sttedem S a krajnimi body 4, B, ktery leZi v po-

loroving 4BS. Nemusime sestrojit oblouk soumérné sdruzeny podle piimky 4B, protoze staci
sestrojit ten trojihelnik 4BC, ktery leZi v poloroving 4BS. Bod C musi leZet na oblouku/ a
zaroved na kruznici se sttedem U a polomérem 5, kde U je stied usecky 4B (obr. 106). Tato
kruZnice protina oblouk / ve dvou bodech soumérné sdruzenych podle ptimky SU. Dosta-
neme sice dvé fedeni, ta jsou viak soumérné sdruZena podle osy Gsecky AB.

Obr. 106

o Ptiklad 57. Sestrojte trojihelnik 4BC, kdyz je dana délka ¢ = |4B|, vySka v na stranu
AB a velikost thlu y pfi vrcholu C.

ReSeni. Sestrojime usecku
AB délky ¢; bod C pak lezi na
piimce p rovnob&zné s piim-
kou AB ve vzdalenosti v a na H P
kruhovém oblouku s krajnimi
body A4, B, pro jehoz body X
plati |<4XB|=y a jenZ lex 5
vtéze poloroviné ohraniCené Y
piimkou 4B jako pfimka p
(obr. 107).

o Piiklad 58.  Sestrojte [
trojuhelnik ABC, znate-li dél- A B
ky téZnic 1, f a velikost
uhlu y.

Obr. 107



Reieni. Sestrojime isecku 44, o délce ¢, a vyznadime na ni polohu t&Zité 7. Bod C
lezi jednak na kruhovém oblouku s t&tivou 44; a obvodovym tthlem ¥, jednak na polo-

w 2 s
kruZnici se sttedem 7' a polomérem Et“ (obr. 108). Doplnéni bodu B je jiz snadné.

Obr. 108

o Priklad 59. Sestrojte trojihelnik
ABC, jsou-li znamy velikosti vysek
Va, Vp a délka strany c.

Reseni. Sestrojime usecku AB
délky ¢ a nad ni Thaletovu kruZnici.
Pata Ay vysky v, vznikne jako prisecik
této Thaletovy kruznice a kruZnice se
sttedem 4 a polomérem v, (obr. 109);
analogicky vznikne pata By vyiky v
Bod C je prasec¢ikem piimek 4B a BA,.

Obr. 109

o PFiklad 60. Dokazte, Ze osa stie-
dového thlu a osa libovolného obvo-
dového uhlu prisluiného témuz oblouku
kruZnice & se protinaji na kruznici k.

ReSeni. Sestrojme kruznici & se
stftedem S a vyznaéme v ni tétivu AB.
Oznatme P priseéik osy stiedového
uhlu 4S8 s kruznici £ a v opaéné polo-
roviné s hraniéni pfimkou 48 oznaéme
bod C na kruhovém oblouku. Jelikoz

je |4P|=|BP, je |[€ACP|=|<BCP|, a
tudiz ptimka CP je osou uhlu ACB . P
(obr. 110). Obr. 110

o Cvi€eni 1. Uvnitf trojuhelniku 4ABC uréete viechny body X tak, aby platilo
|AXB| = |«BXC|=|«CX4].
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o Cvi¢eni 2. Na kruznici & ohrani¢uji body A, B oblouk m, ihel ACB je obvodovym
thlem piislusnym k oblouku m. Necht’ D je bod na te¢né kruznice k v bodé 4, pti¢emz body
C., D lezi v opaénych polorovinach ohrani¢enych pfimkou AB. Dokazte, 7e I{ACB] = [{DAB]
(ahel DAB je tzv. usekovy whel piistudny k oblouku m).

o Cvi¢eni 3. V roviné kosoétverce ABCD najdéte bod X, z néhoz je vidét stranu AB
pod thlem 60° a stranu BC pod thlem 45°.

o Cvideni 4. Sestrojte trojahelnik ABC, jsou-li pii obvyklém znadeni znamy velikosti
nasledujicich prvkli: a) a, v, ¢; b)a, @, ve; ¢) a, ve, bz d) v, Ve, €3 €) ta, Va, & £) v, va, ve.

o Cvifeni 5. Do kruZnice je vepsan trojithelnik 4ABC tak, Ze jeho vrcholy déli kruznici na
tfi oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 : 3 : 7. Vypocitejte vnitini thly trojihelniku.

o Cviceni 6. V kruznict jsou dany tétivy AB || A'B', BC || B'C". Dokazte, ze AC"{| A'C.

o Cviceni 7. Ur¢ete thly trojuhelniku s vrcholy v ¢islech 2, 7, 11 na ciferniku hodin.

20. Kruznice opsana a vepsana trojuhelniku

Vime, Ze osy vnitinich Ghl trojuhelniku procha-
zeji jednim bodem O, ktery vzdy lezi uvnitt trojuhelni-
ku. Je to stfed kruznice trojuhelniku vepsané; jeji po-
lomér oznacime p.

Dokazali jsme také, Ze se osy stran trojthelniku
ABC protinaji v jednom bodé, ktery je stiedem S
kruznice prochazejici body 4, B, C, tedy stfedem kruz-
nice trojuhelniku ABC opsané. Jeji polomér oznaci-
me r. Z véty o obvodovém a stiedovém uhlu plyne, Ze
stied kruznice trojuhelniku opsané lezi uvniti trojithel-
niku, je-li trojiihelnik ostrothly, ve stiedu pfepony, je-li
trojihelnik pravouhly, mimo trojuhelnik, je-li trojuhel-
nik tupouhly (obr. 111a,b,c).

Obr. I11b Obr. 111c

Zaroven je vidét, Ze Se=rsiny aze tento vzorec plati i pro trojihelniky pravouhlé a

tupouhlé, protoze sing— =1 a sin(n~y)=siny. Plati tedy
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¢c b a
siny sinf  sina’
kde a, b, c znaci délky stran trojuhelniku a a, 5, y velikosti prot&jsich thid. Vzpomeiite si na

2r =

! .. a sing e ; . s .
sinovou vétu — = a porovnejte ji s odvozenym vzorcem pro polomér kruZnice opsané.

sin §

Dokazeme jesté vétu o vztahu priseciku vySek trojihelniku a kruZnici mu opsané. Plati:

Body soumérné sdruzené k pruseciku vysek V podle stran trojuhelniku i podle stFedi
stran trojuihelntku leZi na kruznici trojuhelniku opsané.

Pfi ditkazu pouZijeme vétu o obvodovém a stie-
dovém thlu. Oznacime J” bod soumérné sdruZeny
k bodu ¥V podle strany AB a K, L paty vysek ve-
denych vrcholy A. C trojuhelniku (obr. 112). Z po-
dobnosti pravothlych trojuhelniki 48K, AVL plyne
I{A VL] = |<>:ABK | = f. Ze shodnosti pravouhlych

trojuhelnikia AVZ, AV'L plyne |%AV'L|=p, takze
|<):A V'C’| =|<EABC , proto lezi body B, V' na stej-

' ™
ném kruhovém oblouku s t&tivou AC, ktery je &asti A D y B
kruznice opsané trojuhelniku 4BC. Oznaéme dile $
V" bod soumérné sdruzeny k bodu ¥ podle stie- v Ve

du D strany AB. MZeme ho téZ dostat z bodu 7’
soumeérnosti podle osy o strany 4B, nebot™ slo-
Zenim osovych soumeérnosti podle pfimek 4B a o
dostaneme stfedovou soumérnost podle stfedu D. TakZe V" leZi téZ na kruZnici opsané troji-
helniku ABC.

Obr. 112

o Piiklad 61. Sestrojte trojithelnik ABC, jestlize jsou C k

dany rizné body K, L, M na kruZnici & mu opsané, které po
fadé znaéi:

prisecik vysky z vrcholu C s kruZnici & rizny od bodu C,

priuse¢ik osy strany 4B skruznici £, ktery lezi v opa¢né
poloroving nez bod C, 4+
pruseé¢ik téZnice z bodu C s kruznici & rizny od bodu C.

Refeni. Zname t¥i body kruznice opsané trojuhelni- &
ku ABC, proto zname i jeji stfed S. MiZeme tedy sestro- A'_\ B
K

jit bod C, nebot use¢ky KC, LS jsou rovnobézné. Prini- : ¥
kem piimek LS a MC vznikne bod C|, coz je sifed stra- T M
ny AB. Strana 4B je pak kolma na pfimku KC (obr. 113). &

Stied O kruznice vepsané trojihelniku 4BC lezi na Obr. 113
ose vnittniho thlu trojuhelniku, napf. pii vrcholu C, kte-
r4 prochdzi stfedem oblouku, jez je €4sti kruZnice opsané trojuhelniku a némz bod C ne-
leZ{ (ptiklad 60).

Spojnice bodu O s vrcholy trojuhelniku rozdéli trojuhelnik ABC na tii trojihelniky. Se-
¢teme-li jejich obsahy, musime dostat obsah celého trojihelniku. Proto plati pro polomér p
kruznice trojuhelniku vepsané vztah (obr. 114)
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P=%(a+b+c)p-—-ps,

kde P je obsah trojihelniku a s jeho poloviéni obvod. Pou-
zijeme-li Heromiv vzorec, dostaneme

e (],

Chceme-li dostat podobny vzorec odvozeny z délek Obr. 114

stran pro polomér r kruZnice opsané, vyjdeme ze vztahu
.2
. & pro ¢os y pouzijeme kosinovou vétu. Vysledkem je rov-

¢ y
2r =——  neboli 4r’ = 2
sin y 1—cos” ¥

— abe
4\[s(s—a)(s —b}(s—c) |

odkud naptiklad plyne rp= ff_c , nebo téZ vzorec pro obsah trojuhelniku
&

puse
4r

o Priklad 62. Je dan trojuhelnik ABC a ozna¢me K, L, M po fadé body dotyku kruz-
nice trojihelniku vepsané se stranami BC, C4, AB. Dokazte, Ze je
AM| =|4L| =5 —a, |BM| = |BK] =5 — b, |CKl = |CL| =s—2.

Reeni. Oznacme |AM] = |4L| =1, |[BM|=|BK]= u, |CK|=|CL| = v. Je tedy u+v = a,

" " " 1
v+t=b.t+u=c. Ztéchto tf rovnosti plyne I=;(b+c—a)=s-a,u=s—b,v=s—c.

o Priklad 63. Je dan trojoheinik 4BC a R bod kruznice opsané trojtihelniku 48C.
Oznalime K, L, M po fad¢ paty kolvmic vedenych bodem R k piimkam BC, CA, 4B. Do-
kazte, Ze body K, L, M leZi v pfimce. Rika se ji Simsonova p¥imka.

Reseni. Splyva-li bod R s nékterym z bodf b 118
A, B, C, jsoudva z bodl X, L, M totozné a tvr- ’
zeni dlohy je ziejmé. Také je-li néktery z bodd
K, L. M vrcholem trojuhelniku 4BC, je diikaz
snadny, protoze bod R pak tvof s nékterym
vrcholem trojihelniku primér kruZnice troju-
helniku opsané. UvaZzujme proto jen ostatni pii-
pady (obr. 115). Kruznice & nad primérem AR
prochazi podle Thaletovy véty body L, M.
Podle véty o obvodovém a stiedovém uhlu se
sob& rovnaji hodnoty |<ALM| a [«ARM|, pro-

toZe jsou to obvodové uhly pfislusné k témuz
oblouku AM kruZnice k. Podobng se dokaze,
e |«KLC|=[«KRC|. Protoze viak R lezi na

kruznici & opsané trojuhelniku ABC, je soudet
velikosti @hld RAB a RCB thel piimy. nebot




body A a C lezi na opaénych obloucich ohraniCenych tétivou RB (podrobnéjsi zdivodnéni je
v kapitole 27 pro tétivovy ¢tytahelnik). Proto jsou uhly RAM a RCK shodné, a tedy pravouh-
1¢ trojuhelniky RAM, RCK podobné. Pak jsou viak thly ARM, CRK, a tudiZ i thly 4LM,
KLC shodné. Jsou to tedy vrcholové thly a body X, L, M leZi v pfimce.

o s 8ot oo o o , &
o Cviéeni 1. Uzitim kosinové véty a vzorce 2c052—2—=1+cosa vyjadrete cos‘z a

.2 & 5
sin 5 pomoci a, b, c.

o Cviteni 2. Je dan trojuhelnik ABC a bod R na kruZnici opsané trojihelniku ABC.
Ozna&me Ry, Ra, Ry body soumémné sdruzené k bodu R podle stran trojithelniku ABC. Dokaz-
te, Zze body Ri, Ry, Rs leZi v piimce.

o Cvieni 3. KruZnice opsand trojihelniku se dotyka kruznice prochazejici stfedy je-
ho stran. Dokazte, e trojuhelnik je pak pravouhly, pfi¢emz bod dotyku obou kruznic je
jeho vrcholem, v némz je vnitfni thel pravy.

o Cviteni 4. Sestrojte trojuhelnik 4BC, je-li dan vrchol C, prise¢ik vysek ¥ a stied
kruznice opsané S.

o Cvideni 5. Sestrojte trojithelnik ABC, jsou-li pfi obvyklém znaceni (r, p jsou polo-
méry kruznice opsané a vepsané trojuhelniku) dany velikosti nasledujicich prvki:
a)e, 7. By p,a vy ) p.a, By drcove € vy Dpaa

o Cviteni 6. Je dana kruznice & a jeji tétiva 4B, ktera neni primérem kruznice. Sestrojte
mnoZinu stfedd kruznic vepsanych do viech trojuhelnikii 4BX, kde bod X probiha vetsi
(resp. mensi) oblouk kruZnice s tétivou AB, X# 4, X # B. Ulohu Feste i pro ptipad, kdy 4B je
prameérem kruZnice.

o Cvigeni 7. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano tézis¢ T, prisecik vySek V a pata C
vySky ve.

o Cviteni 8. V trojiihelniku 4BC prodluzte stranu A8 za bod B a vyznacte tam bod K.
Stejn& prodluzte stranu AC za bod C a vyznatte tam bod L. Sestrojte kruznici tak, aby se do-
tykala polopiimek BK, CL a usetky BC. (Tato kruZnice se nazyva Kruznice vné pFripsani
stran& a. Jeji stted ozna¢me O, jeji polomer pg.)

o Cvideni 9. Dotyka-li se kruznice vepsand polomeru p trojuhelniku 4BC primek 4B,
BC, CA postupné v bodech X, ¥, Z a kruznice vné pfipsané strané BC (viz cviteni 8) téchto
piimek postupné v bodech U, ¥, W, plati [BY =ICV, |V|= “AB|-|AC“ a |[XU| = |ZW| = |BC|.

Dokazte. Na zaklad® této znalosti dokaZte. Ze polomér p, kruZnice vné piipsané vyjadreny

: .
pomoci délek stran a poloméru p je roven p, = p- . (s=5)(s-¢) .
s—a p

o Cviteni 10. Dokazte, Ze obsah trojihelniku ABC je roven P = p,(s —a), kde p, je po-
lomér kruznice vné piipsané a s je poloviéni obvod trojihelniku (viz cvigeni 8). Déle dokazte,
s(s—b)(s—c)

Ze plati rovnost p, = \/——;:——- ‘

o Cvideni 11. Dokazte, 7e v pravothlém trojuhelniku je soucet délek odvesen roven
souétu priméru kruZnice vepsané a priméru kruznice opsang.
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o Cviteni 12. Trojuhelnfku ABC je opséna kruznice k. Osa vnitiniho Ghlu ACB protne
kruznici kv bodé U+ C, osa vngjsiho thlu u vrcholu C protne kv bodé ¥ # C. Dokazte, Ze
piimka UV je osou strany AB.

o Cviceni 13. Dokarte, ¥e v troj(helniku s vvskami v,, v, v, a polomérem p kruznice ve-
¥ p P

; 1 1 1
psané plati —+—+—=—.

v, Y V. P

21. Délka oblouku kruZnice, obsah vysede a uisece

Mame-li kruZnici o poloméru r, je jeji délka
o=2xur.
Délka / oblouku na této kruznici, ktery odpovidé stic-
dovému tthlu a (v obloukové mife), je
I=ra.
Mame-li oviem uhel a vyjadien ve stupnich, je
2nr pieg
= -0 =
360° 180°
Kruhem o stfedu S a poloméru » rozumime mno-
zinu viech bodd X roviny, pro které je |SX] <r. Jeho
obsah je roven

.

P=’.ﬂ.’?’2. Obl‘ 116

Mame-li na kruZnici o stiedu S a poloméru r né&jaky oblouk, pak ta ¢ast kruhu, kterd lezi
v ptisluiném stfedovém uhlu k uvazovanému oblouku, se nazyva kruhova vyseé (obr. 1106).

Ozna&ime-li velikost sttedového tthlu a v obloukové mife, dostaneme pro obsah vysece

2
fivg 1
P= —a="gr’.
2

Je-li thel @ méfen ve stupfiové mife, je

P= & -ar.
360°
Oznadme jeité krajni body zvoleného oblouku 4. B. Piimka 4B rozdéli kruh na dve
Easti, které se nazyvaji kruhové dsefe. Obsah mensi isede (a <m) dostaneme, kdyz od celé

vysede odecteme obsah trojihelniku SAB (obr. 116), tedy

P =lm'2 —lr2 sina = lrz(a.f ~sina).
2 2 2

o Pfiklad 64. Je dan pravouhly troj-
thelnik ABC s pravym thlem pii vrcho-
lu C. Polokruznice nad odvésnami AC, BC
lezici v polorovinach opaénych k polorovi-
nam ACB a BCA vytvol spolu s polo-
kruznici nad primérem 4B a prochazejici
bodem C dva mésiCky (obr. 117). Vy-
potéte jejich obsahy. Srafované tdtvary se
nazyvaji Hippokratovy mésicky.

Obr. 117
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Refeni. Obsah Py mésicku nad odvésnou AC vypolteme tak, Ze od obsahu pulkruhu
g g | B B By e o o1
s prumérem AC odelteme obsah kruhové usece, jeZ je ¢asti kruhu o poloméru ;|AB] a od-

povida sttedovému thiu 25, tedy

1 & {1 nb' 02[)’ e
=i e —=-Z sin2 +—sin2p.
274 [2 4 o 4 ﬁ] 8 4 8 4
Podobné mame pro obsah P, druhého mésicku rovnost
7:EL——(Z--OLI~|~—-sin2a:
-8
UZitim vzorcl sin2a = 2sinacosar, a=csina =ccos B, b=csin f=ccosa dostaneme
_m B a _ma’ ca ab
'8 4 4 T8 4 4

Protoze ¢’ =a* +¥°, a+ B =g,je 2R :a_b-

V tomto vysledku se vilbec nevyskytuje &islo @, soutet obsahii obou mésickil se rovnd
obsahu trojuhelniku ABC. Tento zajimavy vysledek daval nadéji na ispéch matematikim
starov&ku, kteff feSili tzv. problém kvadratury kruhu, tj. euklidovskymi konstrukcemi (pra-
vitkem a kruzitkem) sestrojit &tverec, ktery by mél stejny obsah jako dany kruh. Dnes je
vak dokdzano, Ze tuto konstrukcei kruzitkem a pravitkem nelze provést, Ze je to problém nefe-
Sitelny.

o P¥iklad 65. Usetku délky a rozdélte na n usecek a nad kazdou z nich sestrojte polo-
kruznici. Porovnejte soucet délek viech téchto polokruZnic s délkou polokrunice nad celou
useckou (obr. 118).

Reseni. Oznaéime a;, aa, .... a, délky usedek,
na které je rozdélena vsetka délky a. Je tedy
@ +a,+..+a,=a. Soucet délek viech polokruz-

i £ 4 " v [ al a2 an
nic nad témito useckami je n?+n?+.‘.+ n?,

a; Az ay asz

délka polokruznice nad useckou délky a je n%; —

a
oba tyto vyrazy se sobé rovnaji. Obr. 118

o Cviceni 1. Je dan rovnostranny trojuheinik 4BC. Kruhové 5
oblouky se stfedy v bodech 4, B, C prochazejici vzdy zbyvajicimi
dvéma vrcholy trojihelniku, ohraniCuji &ast roviny, kieré se fika
Relauxtv trojuhelnik (obr. 119). Je to utvar konstantni §itky — zvo-
lime-li rovinny pas nejmendi mozné sitky tak, aby v ném cely
Relauxiv trojuhelnik leZel, pak pfi otageni se tento trojihelnik neu-
stale dotyka hranice pasu. Vypoététe obsah Relauxova trojthelniku, 4 S~—~———"8
je-li |48 = 6 cm. Obr. 119

Pozniamka: Obdobné vlastnosti jako Relauxiiv trojihelnik ma
kazdy pravidelny ,lichouhelnik". M4 tutéz vlastnost pravidelny ,,sudothelnik"?

0 Cvieni 2. Je dan &tverec ABCD o strané délky 10 cm. Ctvrtkruznice o stfedech A4, B,
C, D a poloméru 10 cm rozdéli ¢tverec ABCD na 9 &asti. Vypoctéte jejich obsahy.
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o Cviceni 3. Vypoctéte soudet obsahd Hippokratovych mési¢kii vypostem obsahu
trojuhelniku 4BC, ktery ma odvésny délek a, b, a obsahi pillkruhti pfisluinych primérim
AC, BC, AB a s pouZitim Pythagorovy véty.

o Cviteni 4. Délku / kruZnice zv&t3ime o jeden metr. O kolik se zv&t3i polomér kruzni-
ce? Jak tato zména zavisi na poloméru piivodnf kruZnice? Jak se tato zména projevi napf. na
zemském rovniku?

22. Vzajemna poloha dvou kruZnic, stejnolehlost kruznic

Oznacime-li 5 vzdalenost stfedi dvou kruznic a ry, ; jejich poloméry, mohou nastat tyto pfi-
pady:

jedna kruznice | jedna kruZnice | kruZnice se proti- | kruznice maji | kazda z kruznic

lezi ve vnitini se dotyka ze- naji ve dvou bo- vnéjsi dotyk lezi ve vnéjsi
oblasti druhé¢ vnitf druhé dech oblasti druhé
Podivejme se na problém e

existence stejnolehlosti, ktera
zobrazuje jednu z danych
dvou kruZznic na druhou.
Necht kruznice / o stfedu O a
poloméru r je zobrazena ve
stejnolehlosti o stfedu § a
koeficientu /. (obr. 120).
Oznatime A4 né&ktery bod
kruZnice / a ()", 4’ obrazy bod
0, A ve zvolené stejnolehlosti.
Pak je |O4)=|Ar, obrazem
kruZnice 7 je kruznice [
o stfedu O a poloméru |ir.
Usecky 04, 0’4’ jsou rovno-

bézné, pf kladném A4 jsou A

dokonce orientované usecky

0OA, O'4’ shodné orientované

(uréuji tyZ orientovany smér), A

pii zdporném A urduji opatné

sméry. 52
TN

Mé&me nyni v roving dvé
kruznice o rliznych stfedech
0, O". Jestlize existuje stejno-
lehlost  zobrazujici  jednu
znich na druhou, lezi stied yG
stejnolehlosti na ptimece OO Obr. 121

Obr. 120
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Na prvni kruZnici zvolime libovolny bod A4 (ktery neleZf na pfimce Q0" a na druhé
bod 4" tak, aby byly pfimky OA, O'4' rovnobézné. Stfed hledané stejnolehlosti je prise-
¢ikem primek OO, 44" K danému bodu 4 mame dvé& moznosti volby bodu A’ (obr. 121).
Zda se tedy, Ze vzdy existuji dvé stejnolehlosti zobrazujici prvni kruznici na druhou. Maji-li
viak kruznice stejny polomér, je pfi jedné volbé bodu 4’ piimka A4’ rovnobézni
s pfimkou OO’ a neexistuje stejnolehlost zobrazujici body O, 4 po fadé na body O, A’ (exis-
tuje v3ak posunuti zobrazujici jednu z danych kruznic na druhou). Jsou-li kruZnice sou-
stfedné (O = O) a rlizné, existuji vzdy dvé stejnolehlosti zobrazujici prvni kruznici na dru-
hou, stfedy obou stenolehlosti splyvaji s bodem O.

o Priklad 66. Volte rizné polohy dvou kruZnic o riznych polomérech, hiavnd vné se
dotykajici, protinajici se, zevnitf se dotykajici, dale kdyz jedna lezi uvniti druhé (ne viak sou-
stfedné) a nakonec soustfedné. Ve vSech pripadech urGete polohu obou stfedir stejnolehlosti
téchto kruznic.

ReZeni. Stfedy stejnolehlosti oznacime Sy, S». Jejich polohu a zpiisob jejich nalezeni
(obdobny jako v pfedchozi uvaze) vidite na obr. 122a-d. U soustfednych kruZnic splynou bo-
dy O, Or, S], Sz.

S1 0

Obr. 122b
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Obr. 122¢ Obr. 122d

MiZeme shrnout: Maji-li kruznice ki, k> rzné poloméry, existuji pravé dvé stejnolehlos-
ti, jedna s kladnym, druha se zapornym koeficientem, pii kterych se kruZnice k| zobrazi na
kruZnici k. Stied S) stejnolehlosti s kladnym koeficientem se nazyva vnéjsi stied stejnoleh-
losti, obdobné stfed S, stejnolehlosti se zdpornvm koeficientem se nazyva vnitini stied stej-
nolehlosti. O kruznicich fikame, Ze jsou stejnolehlé (v obou piipadech).

Maji-li rtzné kruznice
ki, k> stejny polomér, existuje

pravé jedna stejnolehlost A /\A’

zobrazujici k; na k; jde "/
o stfedovou soumérnost. ‘ :
Déle existuje praveé jedno , ‘

posunuti zobrazujici kruzni- 0 S5
¢i k& na Kkruznici k. Na

obr. 123 to vidime pro kruz-

nice leZici vné sebe; pro T
ostatni  vzajemné polohy Obr. 123
dvou kruznic je to analogické.

o Priklad 67. Maji-li dvé kruZnice o nestejnych polomérech spole¢nou te¢nu, pak ta-
to teéna prochézi stfedem nékteré stejnolehlosti zobrazujici jednu kruznici na druhou. Do-
kazte.

ReSeni. Stiedy kruZnic oznacime O, O', body dotyku kruznic na spoleéné teén& ozna-
&ime T, T". Pak jsou tiseCky OT. O'T" rovnobeZné, protoZe jsou obé kolmé ke spoleCné tecné.
Proto je obrazem bodu T bod 77 v jedné stejnolehlosti zobrazujici prvni kruZnici na dru-
hou, a tudiZ pfimka 77" prochdzi stfedem této stejnolehlosti. Pokud existuji i dalsi teCny
obou kruznic, plati tam stejné Gvahy (obr. 122a.b.c. obr. 124).

Poznimka. Spoletné teény ke dvéma kruZznicim o rliznych polomérech se daji tedy se-
strojit jako te¢na z bodu (stfedu stejnolehlosti kruznic) k jedné z kruznic (pfiklad 54). Procha-
zeji-li te¢ny vn&jsim (vnitinim) stfedem stejnolehlosti, nazyvaji se vnéji (vnitini) teSny
kruznic.
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Obr. 124

Obr. 125a

Obr. 125b N

Spole¢né teCny dvou kruznic o nestejnych polomérech se daji také sestrojit pomoci
tzv. dilatace. Tato metoda se zaklada na nasledujici Uvaze: Zmendime-1i polomér r» v&td
kruznice &, o polomér r| mens$i kruznice ki, zméni se tiloha o nalezeni spole¢nych vngjSich
te€en kruznic na dlohu o nalezeni te¢ény z bodu O, ke kruZnici se sttedem O; a polome-
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rem r> — rq (obr. 125a). Analogicky pfi hledani vnitinich te¢en kruznic zvét§ime vétsi po-
lomér r; 0 men3i polomeér r; a uloha pfejde na hledani teény z bodu O, ke kruZnici se stie-

dem ), a polomérem r; + ry (obr. 125b).

Priklad 68. Najdéte utvar, ktery vyplni
tezisté vSech pravouhlych trojahelniki 4BC,
které maji spole¢nou pfeponu 4 B.

Refeni. Oznatme S stied pfepony AB.
Hledanym tutvarem je kruZnice se stiedem S a

1
polomérem E!SA ., krom& bodl leZicich na

pieponé 4B (obr. 126). Nalezena kruznice a
kruznice opsana pravouhlym trojihelnikim
ABC jsou stejnolehlé; bod S je jejich vnéjsi
stied stejnolehlosti.

o Priklad 69. Je dana kruZnice k se stie-
dem S a vné kruznice bod 4. Sestrojte mnozinu
sttedi vSech tsecek AX, kde bod X probiha
celou kruZznici k.

Refeni. Hledanou mnozi-
nou stfed kruznic je kruznice /
stejnolehld s kruznici & se stie-
dem stejnolehlosti A a koefici-

entem % (obr. 127).

o Priklad 70. Jsou dany
kruZnice k; se stfedem S a po-
lomérem 3 a kruZznice k; se
sttedem S> a polomérem 2 a
plati  |5182 =7. Sestrojte
vSechny pfimky, na nichz
vytinaji kruZnice ki, k2 postupné
tétivy délky 4 a 3.

Refeni. V kruz-
nici &  sestrojime
n&¢jakou tétivu dél-
ky 4 a v kruznici i
n&jakou tétivu délky 3.

QObr. 127

K témto té&tivam sestro-
Jime  dotykajici se
kruznice k', k2’ sou-
stfedné s kruznicemi
ki, k». Hledané pfimky
jsou spoleénymi tec-
nami kruznic &', k'
(obr. 128).
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o Piiklad 71 (Mongeova véta o stejnolehlosti tFi kruznic). Jsou dany tii kruZnice
ky (S1; 7). k2 (Sa: 72), k3 (S35 73), jejichz stfedy nelezi v piimce a poloméry jsou vesmeés rizne.
Jsou-li .12, Si2, Se23s Sia3, Se13, Siz postupné vn&jsi a vnitini stfedy stejnolehlosti dvojic pri-
slusnych kruznic, lezi body Se12. Se23. Sei3 @ také body Se1z, Siaa. Stz a také body Sey3, Sina, Sios
a také body S.23, Si2, Sy v pfimee. Dokazte.

Refeni. Pokud je sloZenim dvou stejnolehlosti stejnolehlost, jsou stfedy téchto ti stejno-
lehlosti kolinearni, jak bylo dokazano ve cvideni 8 v kapitole 8. Navic maji viechny tfi stejno-
lehlosti kladny koeficient (v piipadé S.12, Se23, Se13), nebo dvé ziporny a jeden kladny (v pii-
padech S,12, Si23, Sii3 a Seis, Sii2, Sz @ Se2z, Sz, Siz). Tim je tvrzeni dokdzano.

vvvvv

niki 4BX, kde X je bod kruZnice £.

o Cvideni 2. Je dan pravouhly trojuhelnik 4BC s pfeponou 4B, pfi¢emz |AC| = b,
|BC| = a. KruZnice k;, k2, k; maji sttedy v bodech 4, B, C a kazdé dvé z nich maji vnéjsi do-
tvk. Vypoctéte jejich polomeéry.

o Cvideni 3. Pomoci stejnolehlosti sestrojte kruznici dotykajici se dvou danych rizno-
béznych ptimek a prochazejici danym bodem, ktery na danych pfimkéch nelezi.

o Cvi¢eni 4. Je dana pfimka AB. Sestrojte dvojice kruZnic. z nichZ jedna se dotyka
primky v bodé 4, druha v bodé B a ob& maji vné&jsi dotyk. Urlete mnozinu viech bodi dotyku
obou kruznic.

23. Feuerbachova a Apolloniova kruZnice

V této kapitole se zminime o dvou zajimavych kruznicich.

V pfipad¢ prvni z nich m&me
trojahelnik ABC a oznatme P, Q. R ¢
paty vysek, V prise¢ik vysek, déle :
K, L, M stiedy stran trojuheiniku l
ABC a X, Y, Z sﬁ‘edy: usecek AV, [
BV, CV {obr. 129). Usetka KL je I
stiedni pficka trojuhelniku ABC, Z
tedv LK| AB. Podobn¢ je KY P
sttedni pii¢kou v trojuhelniku L [ K
CBYV, proto je KV || CR. Totéz plati 1 7
pro usetku ZX a konectneé YX je
sttedni pficka trojuhelniku A4VB,
proto je XY || AB. Tim jsme doka-
zali, Ze &tyfuhelnik LKYX je pra-
vouhelnik, tj. obdéinik nebo Ctve- . —
rec, a lze mu opsat kruzniei; /X ' b s Y
oznatme ji k. Uselky LY a KX 4 R B
jsou jejimi primeéry, a protoze LQ R M :
je kolma na QV, lezi na kruznici k Obr. 129
také bod Q. Podobné dokazeme, Ze
na kruZnici k lezi rovnéZ bod P; stadi si véimnout, ze trojithelnik XPK je pravouhly. Jist¢

—-_—

Vs :
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uz sami dokazete, e stejné jako &tyfihelnik LKYX je také LMYZ pravouhelnik, takZe na kruz-
nici k& nutné lezi 1 body M, Z Usecka MZ je dokonce primérem kruZnice k, a protoZe
ZR 1 RM. leZi na kruznici k i bod R. Na kazdé kruznici lezi samozfejmé nekonené mnoho
bodty, na nasi kruznici k viak lezi devét vyzna¢nych bodd trojihelniku 4BC — jsou to stiedy
jeho stran, paty vysek a stfedy tsetek spojujicich prisedik vysek s vrcholy trojihelniku. Pro-
to se kruZnici k ¥ika téZ kruznice deviti bodi, nebo také Feuerbachova kruZnice (podle
matematika K. W. Feuerbacha, &ti fojerbacha).

Jiny dikaz tvrzeni, Ze téchto de-
vét bodl lezi na kruznict, vyuziva
stejnolehlosti. Vime jiz, Ze kruZnice
opsand trojihelniku 4BC prochazi
téz body Vi, Va2, V3 soumémé sdru-
Zzenymi k prase¢iku V' jeho vysek
podle stran trojuhelniku a téZ body
U, U, U; soumérné sdruzenymi
k priseciku vysek podle stfedi stran
trojihelniku (obr. 130). Stejnoleh-

y 1
lost se stftedem ¥ a koeficientem 5

zobrazi kruznici opsanou trojihelni-
ku na kruznici, ktera prochézi patami
P, O, R vysek trojuhelniku, stfedy
K, L, M stran trojuhelniku, stredy
X.Y, Z useéek VA, VB, VC. To je
diikaz, 7e téchto devét boda lezi na Obr. 130
spole¢né kruZnici.

Jesté uvedeme jednu poznamku k Feuerbachové kruznici, jejiz stfed oznatime F. Kruz-
nice opsana trojuhelniku ABC a Feuerbachova kruZnice jsou stejnolehié. Vn&jsi stfed stejno-

Iehlosti je prusecik ¥ vysek trojuhelniku ABC (koeficient -2—), vnitini stfed stejnolehlosti je

t&zisté T trojihelniku ABC (koeficient —%). Proto F leZi spoletné se stfedem S kruznice
opsané na Eulerové piimce trojihelniku 4BC a plati
|TF] =—12—|TS| " [vF|= %\VSL [vF|=|FS|.
Tedy body ¥, F, T, S lezi na Eulerové piimce v tomto pofadi a plati (obr. 131)
[P s |[FE |38l =312 2,

L
T 13

T . 9

<4
ik g

" QObr. 131

o P¥iklad 72. Zjistéte, které z deviti vyzna¢nych bodu trojahelniku, kterymi prochazi
jeho Feuerbachova kruznice, mohou splynout.

Re¥eni. V rovnoramenném trojihelniku splyva pata vy3ky na zakladnu se stfedem
zékladny. V pravoithlém trojithelniku splyvaji ob& paty vysek na odvésny s vrcholem troji-
helniku, v ném? je vnitini uhel pravy. S timto bodem splyva i prisecik vysek. Proto stfedy
obou useéek spojujicich prisedik vySek s vrcholy trojihelniku splynou se stiedy odvésen,
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tfeti stfed splyva s vrcholem pravého thlu. V rovnostranném trojuhelniku splyvaji vzdy
paty vysek a stfedy stran, Feuerbachova kruZnice je totozna s kruZnici trojuhelniku vepsa-
nou.

Nyni se zamé&fime na jinou, na zacatku odstavee avizovanou kruznici. Pfedpokladejme,
e jsou v roviné dany dva navzdjem rizné body 4, B a necht je k kladné ¢islo. Zjistéme, co
vytvolf viechny ty body X v roviné, pro kter¢ plati

| 4x]
=k
|BX]

Je-li k= 1. je odpovéd jasna. Hledanou mnoZinou je osa usecky 4B.

Necht tedy k# 1. DokidZeme, Z¢ mnoZinou vSech bodi X" v roving, pro které je
|4X] = k-|BX], je kruZnice. Pfedevsim existuji na ptimce 4B dva body, kter¢ tuto podmin-
ku spliiuji; ozna¢me je E, /. Dostaneme je snadno: body A, B vedeme dvé rovnobéZné piim-
ky, rizné od pfimky 4B. Na ptimku vedenou bodem B naneseme usecku délky 1, na pfimku
vedenou bodem 4 naneseme usedku délky &, koncové body spojime a najdeme prisecik
s piimkou 4B (obr. 132). Podle toho, zda obé usecky lexi v téZze poloroviné ohrani¢ené
pfimkou AB nebo v opa¢nych polorovinach s hrani¢ni piimkou AB, dostaneme bod £ nebo
bod F. Ze stejnolehlosti se sttedem F, popfipadé £, pfi které se bod B zobraz{ na bod 4, pak

; |[4F| _|4E]
me — =——=k.
PP 18|~ |BE|
k
A E 1
[ B
k
Obr. 132 ' Obr. 133
Jiné body na pfimce AB nemohou tuto podminku spliiovat. Piedpokladejme, Ze bod X
AX
le#ici mimo pfimku AB splituje podminku I]BXll =k . Bod X spojime pfimkami s body 4, £,

B, F a bodem B vedeme piimku rovnobéznou s pfimkou AX (obr. 133). Jeji prise¢iky
s piimkami XE, XF oznatime Y, Z. Ze stejnolehlosti trojuhelnik AEX, BEY plyne

|Ax] _|4E|
|BY| |BE]|
7e |<EXB| = !{X}’BI =|<IEXA|5 takze pfimka XE je osou thlu AXB. Obdobné ze stejnoleh-

losti trojuhelnikii 4FX, BFZ dokazeme, Ze pfimka XF je osou uhlu pfimek 4X, BX, ne-
boli ze ptimka XF je osou uhlu BXU. kde U je bod polopiimky AX lezici za bodem X. Jsou-
li véak XE a XF osy dvojice piimek 4X, BX, je thel EXF pravy, leZi tedy bod X na Thaleto-
vé kruznici / nad primérem EF.

k , takZe je |BY] = |BX]. Trojihelnik BXY je tedy rovnoramenny, odkud plyne,
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AX ;
Dokéazeme jestd obraceng, ze kazdy bod X kruZnice / ma vlastnost lE?}} =k. Zvolme li-
bovolny bod X na kruznici / riizny od bodd E, F. Obdobng jako v pfedchozim kroku sestroji-
me body ¥, Z. Trojithelnik YXZ je pravouhly a ze stejnolehlosti trojahelniktt AXE, BYE a
AX| |AE AX| |4AF
AFX, BFZ plyne l l—l l—k l |=l l

=k, takze |BY] = |BZ|. Je tedy bod B stfedem

\BY| |BE| " |BZ| |BF|
piepony v pravothlém trojuhelniku YXZ, takZe je stfedem kruznice trojuhelniku opsané. Je
proto |BY) = |BX| = |BZ|, a tudiz ll—géi—ll = lég—{ =k , takze bod X je bodem uvaZované mnoziny.

KruZnice / je mnozinou viech bodit X, pro které plati [4X] = k|BX] pro dané razné body
A, B a kladny koeficient k, a nazyva se Apolloniova kruZnice (Apollonios z Pergy zil kolem
roku 200 pt.n.l., znal jiz velmi dikladng teorii kuzelosecek).

Pozndmka. Z vlastnosti Apolloniovy kruznice vyplyva, Ze v kazdém trojGhelniku osa
vhitiniho thlu déli protilehlou stranu ve stejném poméru, jako je pomér délek ptislusnych
pfilehlych stran.

o Piiklad 73. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dno [4B| =9, |4AC) : [BC|=2a y = 3;- .

Reeni. Zvolime usecku AB délky 9 a uvnitf use¢ky 4B bod E tak, aby platilo
|AE| : |BE| = 2. Dale zvolime na polopfimce 4B bod F tak, aby |4F] - |BF] = 2. Kruznice
nad primérem EF je mnoZinou viech bodi X s vastnosti [AC] : |BC| =2, vrchol C hledané-
ho trojihelniku musi tedy leZet na této kruznici. Miizeme se omezit na jednu polorovinu

ohrani¢enou pfimkou 4B, a tudiZ na polokruznici / nad primerem £F. ProtoZe l{A CBI = %,
musi bod C leZet téZ na oblouku k kruZnice ve zvolené poloroviné. Krajnimi body oblouku
jsou body A, B, sttedem kruZnice je bod S na ose usecky 4B, pro ktery je I{ASBl = % Ob-
louk & a polokruznice / se protinaji pravé v jednom hledaném bodé C.

o Priklad 74. Na piimce jsou dany rizné body 4, B, C, D v tomto pofadi. Najdéte
vechny body, z nichZ jsou tisetky AB, BC, CD vidét pod stejnym hlem.

Redeni. Hledany bod nazvéme X, JelikoZz ma platit |<):AXB’:'<{BXC|, plati podle po-
znamky vyde |4X] : |CX] = |4B] : |BC]. Proto bod X lezi na Apolloniove kruznici ur¢ené body
A, C a pomérem |AB] : |BC|. Analogicky bod X téZ lezi na Apolloniove kruZnici urcené body
B, D a pomérem |BC : |CD).

o P¥iklad 75. Je dana kruZnice k, se stfedem S, a polom&rem r; a vné dalsi kruZni-
ce ky se sttedem S; a polomérem ry, 7> <ri. Vnitini a vn&jsi stfedy stejnolehlosti kruznic
oznaéme S,. S.. koeficient stejnolehlosti (jeho absolutni hodnotu) oznaéme k. Dokazte, Ze
a) kruznice / sestrojena nad primérem S8, je Apolloniovou kruznici uréenou body §i, $: a
pomérem £,

b) z kazdého bodu X kruznice / jsou ob& kruznice ki, k> vid¥t pod stejnym thlem. (Kazdy
bod X miiZe poskytovat jiny uhel.)

¢) Prozkoumejte tlohy a), b) i pro jiné polohy kruZnic ki, .
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Refeni. (obr. 134)

S.S
a) Jelikoz pro body S, S. ze stejnolehlosti kruZnic ki, k2 plati |] : 'l‘ =’—S—‘él—|1=i=k, je
™2 e 2 r2
kruZnice s primérem S,S, hledanou Apolloniovou kruznici.
XS, (1SS
b) Pro bod X kruznice / z vlastnosti Apolloniovy kruZnice plati l ‘l =l—‘—'- Ak, w
1XS,| [S.S)| &

Ty

Obr. 134

Apolloniova kruznice je také vhodna k nalezeni toho jediného samodruzného bodu po-
dobnosti, ktera neni shodnosti (kapitola 9). Je-li podobnost dana napf. trojici ruznych vzora
A IBI
A, B, C a k nim trojici obrazii 4, B, C', je znam koeficient podobnosti & = l]_AEI—l . Oznac¢ime-
SB'|=k-|SB|, |SC’|=Fk-|SC|.
Bod S tedy pati{ Apolloniovym kruZnicim uréenym dvojicemi bodit 4, A" a B, BraC, Cave
viech trech piipadech koeficientem £ a sestrojuje se jako prusecik Apolloniovych kruZnic.

>

li §samodruzny bod podobnosti, musi platit |S4|=k-|S4

o Cviteni 1. Kdy splynou body V, F, T, S v obr. 131?

o Cviteni 2. Je-1i ostrouhly trojuhelnik 4BC vepsan do kruznice k. d€li body 4, B, C
kruznici na tfi oblouky. Peklopime-li kazdy z nich podle pfislusn¢ strany trojuhelniku, zis-
kéme tti oblouky prochazejici jednim bodem. Dokazte.

o Cviteni 3. Na tseéce AB je dan bod E riizny od stfedu usecky AB. Sestrojte Apolloni-
ovu kruznici uréenou body A, B a pomérem [AE} : [BE].

o Cviteni 4. Je dana Apolloniova kruznice uréend body 4, B a koeficientem . Se-

strojte Apolloniovu kruznici uréenou body A, B a koeficientem %

o Cvideni 5. Sestrojte trojuhelnik 4BC, je-li pii obvyklém znageni dano:
a) C,fe Ve Vp=23:2(névod: vz: vp= b:a) b) b, 3t.=%a;, e) bl t5: =2,
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o Cviéeni 6. Jsou dany body A, B lezici uvnitt téhoZ praméru kruznice k. Sestrojte dvé
shodné t&tivy kruZnice &, které maji spole¢ny jeden krajni bod a kazda z nich prochazi jednim
z bodt 4, B.

o Cviceni 7. Sestrojte bod, z néhoz jsou vidét tfi dané kruZnice pod stejnym thlem.
o Cviceni 8. Je dan trojuhelnik ABC. Ozname E, I pruse¢iky os uhla piimek AC, BC
|4E| _|4aF] _|aC]

s pfimkou 4B. Dokazte, Ze = = '
|BE| |BF| |BC|

24. Mocnost bodu ke kruznici

Je-li v roviné dana kruZnice & se sttedem S a polomé- 5 i
rem r a v jeji vn&jsi oblasti bod 4, miZeme vést bo-

dem A4 teénu ke kruznici £. Jeji bod dotyku oznali-

me 7 (obr. 135). Trojihelnik 874 je pravouhly

s pravym uhlem pfi vrcholu 7, a plati tedy

B A
|AT| =|4s| -r.
Cislo ]AS2 —r? se nazyva mocnost bodu 4 ke k
kruznici k a budeme ho definovat i v pfipadé, kdy je Obr. 135

bod A bodem kruZnice k nebo bodem vnitini oblasti
kruznice k. Mocnost bodu 4 ke kruZnici & budeme znadit M(4, k). Plati tedy:

M(A, k) > 0, pravé kdyz 4 je bodem vngjsi oblasti kruZnice £,
M(A, k) = 0, praveé kdyz 4 je bodem kruZnice £,
M(A, k) <0, pravé kdyz 4 je bodem vnitini oblasti kruznice £.

Ved’'me bodem A libovolnou se¢nu kruznice £, jeji priseéiky s kruznici k& oznaéme C. D.
Pfedpokladejme nejdiive, Ze A je bodem vnéj$i oblasti kruznice & (obr. 136). Oznatme P
patu kolmice vedené bodem § na pfimku AC. Je pak |[AD|=|4P| + |PD|, |AC| = [4P] — |PC].
Vzhledem k |PD| = [PC] je

|AC|-|4D|=| 4P ~|PC[ =|aS[ ~|SP[ =(r* =|SP[ ) =|aS[ - r* = M (4.k).,

Vidime, 2ze hodnota
|AC||AD| nezavisi na tom,
kterou se¢nu jsme bodem A
vedli. Vedeme-li bodem A4
se¢nu, kterd protind kruzni-
¢cik vbodech C', D', je
|AC||AD| = |[AC"-|4 D" a
tato hodnota se rovna také
hodnotg |47)%, kde je T bod
dotyku te¢ny vedené bo-
dem A4 ke kruznici k. Te¢nu
muzeme chdpat jako mezni
piipad se¢ny, kdy body
C'aD’ splynou v jeden
bod T.
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Rovnost |4C|:|4D] = 14C"||4D] miZeme také dokdzat pomoci podobnosti trojuhelniki.
Z véty o obvodovych thlech plyne |«C'DC|=|«C'D'C| (obvodové Ghly prisluiné oblou-
ku CC’) a podle véty (uu) dostdvame, Ze jsou podobné trojuhelniky AC'D a ACD". Je tedy
|[4C| _ |4C]
|4p] ~Jap|’

Stejny vysledek dostaneme, i kdyZ je bod 4 bodem vnitini oblasti kruZnice k (obr. 137).
Je pak |C||4D|=(|CP|-|4P|)(|DP|+|4P|)=|PD[ ~|4P[ = -|SP[ ~(Jast —|spf )=

odkud [AC|AD! = |4C"-|4D].

=r’-|4S |2 =—M(A.k). Podobné jako v pfedchdzejicim pripade bychom mohli i zde vyuzit
I : 4 _l4q]
podobnosti trojihelnikit ACC" a AD'D. Je tedy TABT:W 4j. |AC||AD| = |AC"T"|AD], a

tato hodnota se rovna absolutni hodnoté zaporné mocnosti bodu 4 ke kruznici £.

Obr. 137 ' Obr. 138

o P¥iklad 76. Je dana kruznice k se stiedem S a polomérem r. Uréete mnoZinu viech
bodii A, jejichz mocnost ke kruznici & je m, m > 0.

Refeni. Hledané body budou lezet na kruznici se sttedem S a polomérem R, pro ktery
plati m=R>—r*, neboli R=+vm+r’ . Konstrukce této kruZnice je patrna z obr. 138.

o P¥iklad 77. Na piimce p leZi rizné body C, D a w©€Z bod A vne use¢ky CD.
Sestrojte viechny kruznice, které prochazeji body C, D (tzv. svazek protinajicich se kruz-
nic) a ke kazdé z nich ved'te te¢ny z bodu 4. DokaZte, Ze viechny body dotyku lezi na kruzni-

ci se stfedem A a s polomerem J|AC|-|4D)| .

ReSeni. Mocnost bodu 4 ke kazdé kruZnici svazku je rovna [AC||AD], {j. stejnd pro
véechny kruznice svazku. Tato mocnost je téZ rovna Cislu |4 77, kde T je bod dotyku te¢ny
vedené z bodu 4 ke kruznicim svazku (obr. 139), tzn. délka teény z bodu 4 do bodu doty-

ku T je konstantni pro viechny kruznice svazku. Ta délka je IAT[ = J]AC] -]AD] :

o Piiklad 78. Na piimee p lezi bod C a téz dalsi bod 4. Sestrojte vechny kruznice,
které se dotykaji ptimky p v bodé C (tzv. svazek dotykajicich se kruznic) a ke kazdé z nich
ved'te tedny z bodu A. Dokazte, Ze viechny body dotyku lezi na kruznici se sttedem A4 a po-
lomérem |AC).
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Reseni. Je analogické jako upiedchoziho pitkladu (obr. 140).

Obr. 139

Obr. 140

o PFiklad 79. Jsou dény tsecky délek a, b. Sestrojte usecku délky x= Jab .

Re¥eni. Ulohu bychom mohii vyfesit uzitim nékteré z Euklidovych vét. Pomoci moc-
nosti bodu ke kruZnici miiZeme postupovat takto: Na libovolné piimce sestrojime body
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4, C, D tak, aby {4C| = a, |4D| = b a aby byly polopfimky AC, 4D totoZné. Sestrojime pak
libovolnou kruznici prochazejici body C, D a tetnu k ni vedenou bodem A. Pro bod doty-

ku 7 pak plati |47)* = ab, tedy x =|AT| =Jab (obr. 139).

o Priklad 80. Je dan tihel AVB a uvnitf ramene VA4 vsetka MN. Na rameni VB najdite
bod X tak, aby velikost uhlu MXN byla co nejvatsi.

Regeni, Hledany bod X lezi A
sbody M, N na n&aké kruZnici
svazku protinajicich se kruznic urée-
ném body M, N. Aby bod X leZel na N
rameni VB, mus{ se jednat o kruzni-
¢i, kterd se bud’ dotyka pfimky VB,
nebo ji protinid. Obvodovy thel MXN M
je tim v&t§i, ¢im mensi polomér ma
kruZnice prochazejici body M, N. IJde
tedy vlastné o tlohu sestrojit kruZni-
ci, kterd prochazi body M, N a doty- T
ka se pfimky VB. MiZeme ji fesit
napf. pomoci mocnosti bodu ¥V ke
kruZnicim svazku. Sestrojime libo-

o o 5 e v b%

volnou kruZnici prochazejici body b
M, N, k ni sestrojime te¢nu 7 a bod Obr. 141
dotyku 7 oto¢ime kolem bodu ¥ na
rameno VB. Ziskame bod X (obr. 141). Takové body X jsou dva, aviak jen jeden je fedenim
(pro¢?), pokud neni thel AVB pravy.

L -

o Priklad 81. Sestrojte  trojuhelnik  ABC,
jsou-li znamy velikosti jeho vy3ek v, vp, ve.

Re¥eni. Ze spoleéného bodu U sestrojme
riznymi smeéry use¢ky UK, UL, UM o délkich

i
Va. Vb, Ve v tomto pofadi tak, aby body K. L, M ne- £ %
lezely v pfimce. Z bodt K, L, M sestrojime kruz-
nici k£ a v ni t&tivy KK', LL’, MM', které procha-
zeji bodem U (obr. 142a); oznaime |UK'|=a’, y
WL =b', |UM|=c¢. Z mocnosti bodu U ke M
kruznici & plati vyoa' = vy-b'=v.c' a ze vzorce
pro obsah trojuhelniku =~ ABC plati : 4 5

) M
K

I 1 1
a:bic=—:—:—. Z obou vztaht pak plyne
Va v, v,
rovhost a:b:c=a':b':c" Sestrojime tedy
trojihelnik o stranach délek a’, &', ¢’ a pak uz

snadno sestrojime trojuhelnik ABC.

Obr. 142a

o Pfiklad 82 (Eulerova véta). Dokaite, Ze v kazdém trojuhelniku, ktery ma polomér »
kruznice opsané a polomér p kruZnice vepsané, je vzdalenost s stfed? kruZnice opsané a kruz-

nice vepsané rovna
2
s=Alr’=2rp .
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Re¥eni. Je dan trojuhelnik 4BC a jemu opsana kruZnice. Stfed kruZnice opsané je S,
stfed kruznice vepsané je . Do této kruznice vepiSeme rovnoramenny trojuahelnik 4B/ napf.
se zdkladnou 4B (obr. 142b). (Pokud je jiz trojihelnik ABC rovnoramenny, poloZzime D=Ca
viechny dal$i ivahy jsou platné i v tomto ptipadé.)

Nejprve dokazeme, ze trojuhelnik APQ, kde P je stied oblouku A8, je rovnoramenny se
zakladnou 40. Je totiz jed-
nak uhel AOP vyplikovy
kuahlu AOC trojthelniku
AOC, proto méa velikost
a+y

, jednak je wvelikost

uhlu QAP rovna %+-§, ne-

bot" uhel PAB je obvodovy
k oblouku PB.

Je vidét, Ze trojuhelniky
PDA a OCQ jsou podobné,
42 _ o

2r ]()C]

boli |4P||OC|=2rp. Jeli-
koz je ale |4P|=|0OP|, je
|OP|-|OC|=2rp . Tento sou-
¢in vyjadiuje mocnost bo-
du O ke kruznici opsané troj-
thelniku ABC, proto je také
[OPI-]OCI=SZ-1"2. Z po-
slednich dvou rovnosti plyne
dokazovany vztah. Obr. 142b

proto plati

Piistupme jesté k dalsimu pojmu vychdzejicimu z mocnosti bodu ke kruZnici. Jsou-li
v rovingé dany dvé kruznice, kruznice & o stfedu S a poloméru r a kruznice / o stfedu U a
poloméru p, miZzeme se ptat, které body roviny maji k obéma kruznicim stejnou mocnost.
V piipadé U= S ar=p (tedy £ =1) je to samoziejmé kazdy bod roviny, je-li U = S ar #p,
nemé Zzadny bod roviny ke kruznicim £, / stejnou mocnost. Zajimavy je pouze ptipad U # S,
tedy pfipad kruznic nesoustfednych.

Hledame tedy mnozinu v3ech bodi X, pro které plati

| XS] -r* =|xU[" - p°. )
Ozna¢me X; kolmy primét bodu X na ptimku SU. Je
S| =[] +|xx [ 'XUF :[X|U12 X, ¢
takZe rovnost (*) plati prave tehdy, plati-li
X8 -r* =|x U] - p*. ¢*+*)

A pro kazdy bod X, ptimky SU, ktery tuto rovnict spliluje, splfiuji rovnici (*) také vSechny
body X leZici na kolmici k pfimce SU vedené bodem X;. MiZeme pfedpokladat, ze r > p.
Z rovnosti (**) pak plyne |X18] > X, U]; lezi tedy bod X| na polopfimce VU, kde V je stied
usecky SU, takze [X;U| = ||US| - |SX;]||. Dosazenim do (**) dostavame
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ri-pt+ IUSI2

2-s|
Vidime, Ze takovy bod X existuje pravé jeden, a tudiz mnozinou vsech bodh, jeZ maji
k nesoustfednym kruznicim %, / stejnou mocnost, je pfimka kolma ke spojnici stied obou
kruzZnic. Tato pfimka se nazyva chorddla kruznic £./; ozname ji cy.

JestliZe se kruZnice £, / protina-
ji v bodech 4, B, je jejich chordalou
pfimka 4B, nebot” body 4, B maji
k obéma kruznicim stejnou moc-
nost (nulovou) (obr. 143). Dotyka-
ji-li se kruznice k. /, je jejich chor-
dalou jejich spole¢nd teéna ¢ ve
spoletném bodé 7 (obr. 144ab).

Clt
Ka#dy bod X ptimky / ma totiz p2 <
I
B

|sx,| = >0.

k obéma kruznicim stejnou moc-

nost rovnajici se ¢&islu ]Xﬂz.

Jestlize se kruZnice k. / ani nepro-

tinaji, ani nedotykaji, zvolime

libovolnou kruznici m, ktera obé

kruznice k, [ protina. Prisecik k

chordfélly kruznic k&, m a chordaly Obr. 143
kruznic /, m mé pak stejnou moc-

nost ke viem tfem kruZnicim %, /, m, a musi jim tedy prochazet i chordala kruZnic £, /,
o které vime, Ze je kolmd na spojnici stfedd kruznic &, /. MiZeme ji tedy sestrojit
(obr. 145a,b). Stied kruznice m vSak nesmime volit na spojnici SU, to by byla chordala
kruznic k, m s chordalou kruZnic /, m rovnob&zna.

Cki Cr /\
@O SC U A
l l
k
k
Obr. 144a Obr. 144b

Poznamenejme, Ze bod, ktery ma ke viem tfem kruZnicim £, /, m stejnou mocnost, se
nazyva chorddlni stfed (potenéni bod) téchto kruZnic.

Chordala dvou kruZnic (ta jeji ¢ast, kterd lezi vng kruZnic) je mnozinou bodt, z nichz
lze vést k obéma kruZnicim stejn& dlouhé tecny. Stejné tak chordélni stfed tfi kruznic (pokud
lezi vné viech tii kruznic) je bod, z n¢hoz lze vést ke tfem kruZnicim stejné dlouhé teCny.

Chordala svazku protinajicich se kruznic v bodech A4, B je pfimka AB. Chordéla
svazku dotykajicich se kruznic se spole¢nou te¢nou p je pfimka p.
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Obr. 145a

Ckmm | CkI

! Cim

Obr. 145b

o Cvi€eni 1. Jsou ddny dv& shodné kruZnice, krurnice &, se stiedem S 1 a polomérem

vt = 16, kruznice k; se stfedem S, a bod S, patfi kruznici k,. Sestrojte na kruZnici &; bod X
tak, aby M(X, k) =-112.



o Cvifeni 2. Jestlize pro pét riznych bodia 4, C, D, C’, D', kde 4 je vn&j3im bodem
usecek CD, C'D'a ptimky CD, C'D’ jsou rlizné, plati rovnost |AC|1|AD| = [AC-|AD, leZi body
C, D, (", D'na jedné kruznici. Dokazte.

o Cviceni 3. Jestlize pro ¢tyfi rizné body 4, C, D, T, kde 4 je vn&jsim bodem usecky
CD a bod T nele?i na ptimee CD, plati rovnost |[4C)|4D| = |[AC, lezi body C, D, T na jed-
né kruznici, jejiz te¢nou je pfimka A7, DokaZte.

o Cvifeni 4. Je dana kruZnice & se stfedem S a polomérem r a v jeji vnéjsi oblasti
bod 4. Bodem A4 ved'te seCnu XY kruZnice k tak, aby bod X byl stiedem useCky AY (X, ¥V
patii k). Refte pomoci mocnosti bodu ke kruznici.

o Cviteni 5. Jsou dany useCky délek a, b, ¢, b +#c. Sestrojte UseCku délky
x =+a’ —bc pouze uzitim mocnosti bodu ke kruznici.

o Cviceni 6. Jsou dany nesoustfedné kruznice ki, &; a ptimka p. Na pfimce p najdéte
bod X tak, aby [XT| = |XT5|, kde T} (T3) je dotykovy bod teény vedené z bodu X ke kruznici
ki (k).

o Cviteni 7. Tii kruznice o polomérech 3, 3, 2 se po dvou vné dotykaji. Urcete délku
useku na teéndch vedenych z potenéniho bodu téchto t#i kruZnic k danym kruZnicim.

25. Kruhova inverze

Je-li v roving din bod S a dale redlné &islo 4 £ 0, je tim déana stejnolehlost roviny, tj. zobraze-
ni, které kazdému bodu X roviny piifadi bod X" téZe roviny podle téchto pravidel:
1) Pro kazdy bod X # S jsou polopfimky SX a SX' totoZné, je-li 4 > 0, a opaéné, je-li 4 < 0.
2) Pro kazdy bod X a jeho obraz X7 plati |{SX'] = |4]-|SX]. Obrazem bodu S je tedy bod §'= S
(8 je samodruZny).
Zajimavé zobrazeni dostaneme, jestliZe prvni podminku ponechame a druhou podminku
pozmeénime takto:

A
2) Pro kazdy bod X a jeho obraz X" plati |SX"| = '|S‘)(|'| , pficem? neni definovan obraz bodu §.
Toto zobrazeni se nazyva kruhova inverze, bod S je jejim stfedem, Cislo 4 jejim koe-
ficientem. Je to prosté zobrazeni celé roviny krom¢ bodu S opét na celou rovinu s vyjimkou
bodu S.

Viimnéte si podstatného rozdilu mezi stejnolehlosti a kruhovou inverzi. Ve stejnolehlosti
je vzdalenost |SX'| pfimo Gmérna vzdalenosti [SX], u kruhové inverze jde o nepfimou umér-
nost; zveétsi-li se vzdalenost |SX], zmen3i se vzdalenost [SX’|. V definici kruhové inverze vy-
stupyji body X, X' symetricky. Zobrazi-li se tedy bod X na bod X", zobrazi se v téze kruhové
inverzi bod ¥ = X'na bod Y' = X. V kruhové inverzi neni tedy tfeba rozlifovat vzor a obraz.
Kruhova inverze proto patéi mezi involutorni zobrazeni. Pro stejnolehlost to plati pouze
v pfipade A = 1 (identita), nebo A = —1 (stiedova soumérnost).

Vedeme-li sttedem S kruhové inverze piimku p, pak obraz X’ kazdého bodu X pfim-
ky p (rizného od bodu S) lezi opét na pfimce p a kazdy bod X pfimky p (X # S) je obra-
zem bodu X", Je tedy obrazem piimky p (bez bodu S) opét pfimka p bez bodu 8. Je-li koe-
ficient 4 kruhové inverze kladny. zobrazi se dokonce kazda poloptimka S4 (bez bodu S) opét
na tuto polopiimku, pii zaporném A se kazda takova polopiimka zobrazi na polopfimku
opaénou.



Podobné jako stejnolehlost je i kruhova inverze dana stfedem S a misto koeficientu 4 ji
muZeme zadat libovolnym bodem 4 # S a jeho obrazem 4'# S. Body S, 4, 4" museji oviem
lezet nutné na jedné ptimce.

Je-li dana kruhova inverze se stfedem S a kladnym koeficientem 4, je bod X pravé teh-

Y
dy samodruzny, je-li |SX"| =|SX]. ProtoZe |SX|= ﬂ, je posledni podminka ekvivalentni

||
s podminkou |SX] = JA . Tvori tedy samodruzné body kruZnici o stiedu S a poloméru JA.
o P¥iklad 83. Kruhova inverze s kladnym koeficientem je déna stfedem § a dvojici
odpovidajicich si bodl A, 4". Najdéte jeji kruZnici samodruznych bodi.
Refeni. Poloptimky S4, S4' jsou totozné. Je-li 4= 4", je hledanou kruznici kruznice se

stfedem S, ktera prochazi bodem 4. Neni-li 4 = 4’, mizeme pfedpokladat |SA417 > |S4|, jinak

.....

¢ik X s kolmici k pfimce S4 vedenou bodem A je samodruzny bod kruhové inverze, nebot’
podle Euklidovy véty o odvésng je |SX] = f|S4]-|S4"| . Hledanou kruznici je kruznice sc stfe-

dem S prochézejici bodem X.

X

Obr. 146 Obr. 147a

Je-li kruhova inverze (s kladnym koeficientem 1) dana kruznici £ (se stfedem $ a poloms-

rem A ) samodruznych bodi, snadno sestrojime k libovolnému bodu X jeho obraz X', Kdyz
je bod X bodem vné&jsi oblasti kruZnice & (obr. 147a), vedeme jim teénu ke kruZnici & a jeji
bod dotyku 7T promitneme kolmo na pfimku SX do bodu X”. Z pravouhlého trojuhelniku S7X
pak plyne na zdkladé Euklidovy véty o odvésng, Ze [ST] = |SX]-|SX a [ST* = A je koefici-
ent kruhové inverze. Je-li X bo-
dem wvnitfni oblasti kruznice &,
vedeme jim kolmiei k SX, v pro-
se¢iku T s kruznici k sestrojime
te¢nu kruznice a praseéik této
teény s pfimkou SX je bod X".
Jiny zptsob, kterym mizeme
v kruhové inverzi (s kladnym koe-
ficientem 1) dané kruznici k se

sttedem § a polomérem Ja L

k bodu X najit jeho obraz X", je L [l /

ukézén na obr. 147b. Sestrojime " e, P Obr. 147b
polopfimku SX a na ni kolmy Y
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prameér PQ kruznice k. Je-li bod X vnéjsim bodem kruznice &. vedeme pfimku AP; ta protne
kruznici & v bodé R. Tétiva RQ protne polopiimku SX v hledaném bodé X*. Pravouhlé troju-

VA

- SX|
helniky XPS a QX'S jsou totiz podobné a plati |—-:—-—, neboli [SX]|S X = 4. Je-li
Q p NAST ISX]-{S X7
bod X vnitinim bodem kruZnice %, sestrojime piimku XQ; dostaneme bod R. Priise¢ikem
piimky PR a polopfimky SX dostaneme hledany bod X".

Kruhova inverze (se sttedem S) se zdpornym koeficientem 4 nema ziejme zadny sa-
modruzny bod. nebot’ polopfimky SX a SX jsou opa¢né, takze nemohou body X a jeho ob-
raz X" splynout. Pro nékteré body X vak plati, Ze |SX] = [SX7, tedy je pro n& stted § kruhové
inverze stfedem usecky XX". Jsou to pravé ty body X, pro které je |SX]* = |/, tj. |SX] = V-4 .
KruzZnice k se sttedem S a polomérem +/-Z je jedinou kruznici se stfedem S, ktera je v uva-
Zované kruhové inverzi samodruznd a do jisté miry nam nahrazuje kruZnici samodruznych
bodi kruhové inverze s kladnym koeficientem. Jeji body nejsou samodruzné, kazdy se zob-
razi na bod soumérmné sdruzeny podle stiedu S.

o PFiklad 84. Kruhova inverze se zapornym koeficientem A je dana tou kruznici & se
sttedem S a polomérem r, kterd je v kruhové inverzi samodruzna. Sestrojte k bodu X # S
jeho obraz X",

Redeni. Bodem S vedeme kolmici k SX, jeden jeji prise¢ik s kruZnici k oznac¢ime U,
bodem U vedeme kolmici k UX, jeji priisetik s pfimkou SX je hledany bod X’ (obr. 148).
Podle Euklidovy véty o v¥3ce je totiz |SX|:|SX| = * = |i| a body X, X" leZ{ na opacnych
poloptimkach oddélenych bodem S.

Lr

Obr. 148 Obr. 149

Uvédomme si, Ze kruhova inverze se zapornym koeficientem A a stiedem S, ktera je dana
samodruznou kruznici & se stfedem S, se da sloZit z kruhové inverze s koeficientem 4], ktera
je dana kruznici £ samodruznych bodi se stiedem S, a ze stfedové soumdrnosti podle stiedu S.
Potom obraz X" bodu X # S z pfedchoziho p¥ikladu se da téz sestrojit takto: nejprve najdeme
X" jako obraz bodu X podle obr. 147 a pak bod X" zobrazime stiedové soumérné podle
stfedu S na bod X" (obr. 149).

Zamefme se nyni na sestrojovéani obrazu ptimky a kruznice v kruhové inverzi,
Vime jiZ, Ze obrazem piimky p prochdzejici stiedem S kruhové inverze je v této in-

verzi opét ptimka p, pficemz vynechavame bod S. Ten neni ani vzorem, ani obrazem 7ad-
ného bodu pfimky p. Co je viak obrazem pHmky p, ktera neprochazi sttedem kruhové in-
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verze? V tom pfipad€ ozna¢me P patu
kolmice vedené bodem S na ptimku p
{obr. 150a,b) a obraz P'bodu P v kru-
hové inverzi. Spojime bod X#P
pitmky p s bodem § a ozna¢ime X’
ten pritseéik pfimky SX s kruznici
sestrojenou nad primérem SP’, ktery
je rizny od S. DokdZeme, Ze bod X'
je obrazem bodu X. Pfedeviim je
vidét, Ze polopiimky SX, SX’ jsou
totozné (opagné) pravé tehdy, jsou-li
totoZzné (opacné) polopiimky SP, 5.
Sta¢i tedy uz jen dokazat, Ze
|SX]-|SX = [SP|-{1SPY. To vsak plyne
z podobnosti trojuhelnikd SPX a
SX'P', které se shodwi vuhlu pii
vrcholu § a v pravém uhlu pfi vrcho- Qbr. 150a
lu P a pi1 vrcholu X",

Vidime, Ze kruhova inverze ne-
zobrazuje nutné tfi body leZici na
pfimce opét na tf1 body lezici na
pfimce. Tedy pfimka neprochdzejici
stftedem kruhové inverze se zobrazi
na kruZnici prochazejici stiedem kru-
hové inverze.

Jelikoz v kruhové inverzi jsou
vzor a obraz zaménné a piimka ne-
prochazejici stfedem kruhové inverze
se zobrazi na kruZnici prochdzejici
stfedem kruhové inverze, zobrazi se
obracené kruZnice prochazejici stie-
dem kruhové inverze na pfimku ne-
prochézejici stiedem kruhové inver-
ze. Sta¢i totiz ukazat, Ze kazda
kruZnice prochazejici sttedem kruho-
vé inverze je obrazem néjaké pfimky.

Co je v8ak obrazem kruz-
nice, kterd neprochdzi stfedem -
kruhové inverze? //

UvaZujme proto kruhovou ~ /
inverzi se stfedem S a kruzni- |
ci £ neprochazejici bodem §. | oy
Oznatme PQ primér kruzni- -l
ce k tak, Ze pfimka PQ pro-
chdzi bodem §' (obr. 151). 5 i
Obrazem tise¢ky PQ v tomto
zobrazeni je usetka P'Q". Obr. 151 (T s G N
Déale na kruZnici k zvolme
libovolng dva body X, ¥ tak, aby pfimka X¥ prochazela bodem S. (V pfipadg, ze X =Y,
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je SX teCnou krunice k.) Pro obrazy X', Y’ bodli X, Y plati podle definice kruhové inverze:

|SY[ISY?| = |SP)ISP] (1)

ISXT{SX"| = |SOISQT 2
Z definice mocnosti bodu S ke kruznici & plyne:

|SYISAT = ISPISQ| (3)

Z rovnosti (1), (3), (2) postupné vyplyva
sy _|sP|_|sx]|_|s@|

= 4
5P1 " [s7] " Jsl [sx] =

odkud |SY|"|SX"| = |SP'-|SQ".

Podle cvi¢eni 2 a 3 v kapitole 24 o mocnosti bodu ke kruznici dostdvame, Ze body X*, Y,
P’ O'lezi na kruznici. TakZe obrazem kruZnice &, ktera neprochdzi bodem §, je kruznice &

, : N . | P —— . : ,
Navic v rovnosti (4) plati napt. — =1—, coZ znali, Ze kruZnice k. &' jsou stejnolehl¢ ve

5P |s¢]

stejnolehlosti se stfedem S. Zatimco se ale v kruhové inverzi zobrazi bod X na bod X', ve
stejnolehlosti se zobrazi bod X na bod Y.

PFi ditkazu jsme uvazovali jen piipad, kdy bod S neni bodem Usecky PQ. Tvrzeni vak
plati, i kdyZ bod S je vnitinim bodem tsecky PQ, a dilkaz je analogicky.

Jesté dokaZeme, Ze slozenim dvou kruhovych inverzi s tymZ stfedem S je stejnolehlost
se sttedem S. Pro jednoduchost uvazujme kruhové inverze s kladnymi koeficienty. Ma-li
prvni kruhovd inverze koeficient 1> 0 a druha koeficient x> 0, zobrazi se bod X'# §'v prvni
kruhové inverzi na bod X" a v druhé se bod X’ zobrazi na bod X" tak, ze se polopfimky SX, SX”

a SX" shoduji a plati ]S W =—’u—, ]SX’I :—i-,takie |S ”l :#]SX]. Vidime, ze slozené zob-
¢ |Sx| A

razeni zobrazujici bod X na bod X" je stejnolehlost se sttedem S a koeficientem —E— '

Obr. 152

o Priklad 85. V kruhové inverzi s kladnym koeficientem dané stfedem S a kruznici
samodruznych bodfi k zobrazte pravouhly trojihelnik 4BC (s pravym Ghlem pfi vrcholu C),
ktery lezi vné kruZnice k a jehoZ odvésna CA lezi na ptimce prochazejici bodem S. Dale pro-
ved'te totéZ pro jiné polohy trojuhelniku ABC.
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Reteni. V dané kruhové inverzi (obr. 152) zobrazime body A4, B, C' na body 4', B’, C".
Strana A'C" leZi na pfimce AC, nebot’ ptimka AC prochazi sttedem kruhové inverze. Pfim-
ka BC se zobrazi na kruznici prochdzejici stfedem kruhové inverze, proto se strana B'C” jevi
Jjako kruhovy oblouk na této kruznici. Totéz jako pro stranu B'C’ plati i pro stranu A'B".

Poznamka: Bez dikazu poznamenejme, Ze pii zobrazovini kruhovou inverzi se zacho-
vavaji odchylky kfivek (pfimek a kruZnic). Pfitom odchylkou protinajici se piimky s kruznici
rozumime odchylku této pfimky a teény kruZnice ve spoleéném bodé kruznice a piimky. Od-
chylkou dvou protinajicich se kruZnic se rozumi odchylka tecen obou kruznic v jejich spoleé-
ném bodé.

o Priklad 86, Vime, Ze v kruhové inverzi se kruZnice neprochazejici stfedem kruhové in-
verze zobrazi na kruznici. Zobrazi se stfed zobrazované kruZnice na stted zobrazené kruznice?

ReSeni, Oznatme S stied kruhové inverze napi. s kladnym koeficientem 1. Zobrazme
kruZnici / se sttedem O a s primérem 4B, ktery lez{ na piimce prochéazejici bodem S. Body
0, 4, B se zobrazi postupné na body O’, 4', B". Vzdalenost [SO| je aritmetickym préimérem
vzdalenosti |S4], [SB| (viz kapitola 30), tj. plati

150] = |54 +|SB| '
2
Z definice kruhové inverze dale plati
|s41 SN ]SB'Izi.
BT
TakzZe pro zobrazeny stfed kruznice / plati
A 24 2

|SO|=|SO]: R T,
1S4/ " |sB] |s4 |sB]

tj. vzdalenost |[SOT je harmonickym primérem vzdalenosti [S4", |SB (viz kapitola 30), coz
znamena, Ze se stfed kruZnice neprochdzejici stfedem kruhové inverze nezobrazi na stied
zobrazené kruznice (nebot’ [S47 £ [SB').

Graficky najdeme stfed zobrazené kruznice !’ tak, Ze zobrazime bod dotyku 7 teé-
ny S7 ke kruznici / na bod 7" a kelmice v bod¢ 77 na pfimku ST protne piimku SO ve stiedu
kruznice 7',

o Cviteni 1. V kruhové inverzi s kladnym koeficientem zobrazte hranici a vnitiek
rovnostranneho trojahelniku o délce strany a. Stied kruhové inverze je
a) v t&Zsti trojuhelniku a kruZnice samodruZnych boda prochézi vreholy trojlihelniku,
b} v jednom vrcholu trojuhelniku a kruZnice samodruznych bodii ma polomér a,

¢) ve stiedu jedné strany trojthelniku a polomér kruZnice samodruznych bodi je 73a .

o Cvieni 2. Ctverec o strang délky 4 je rozdélen na 16 shodnych ¢tverecki; jednotli-
ve Ctverecky oznaCme C&isly 1 az 16, vnéjsi oblast &tverce oznaéme é&islem 17. Tento titvar
zobrazte v kruhové inverzi s kladnym koeficientem, jestlize kruhova inverze ma stfed ve

stfedu piivodniho &étverce a kruznice samodruznych bodéi ma polomér 3.

o Cviceni 3. Kruznice &y, &, se vn¢ dotykaji v bodé& T3, kruZnice ky, k3 se vné dotyka-
ji v bodé 733, kruZnice k3 k4 se vné dotykaji v bod& T4, kruZnice ky, &y se vné dotykaji v bo-
d€ Tyy. Dokazte, Ze body 71, 723, Taa, Ty leZi na jedné kruznici.
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0 Cvi¢eni 4. Je dana kruhova inverze s kladnym koeficientem a kruZnici & samod-
ruZnych bodi. Dokazte, ze v této kruhové inverzi je pravé ta kruznice / samodruznd
(kromé kruznice samodruZnych bodu), ktera protind kruZnici & v bodech 4, B a praméry
kruZnic &, I jsou v bodé 4 (resp. v bod& B) navzajem kolmé, tj. primér jedné kruznice je
te¢nou v bodé A4 (resp. v B) ke druhé kruznici.

o Cvi€eni 5. Jsou-li X", }" obrazy bodil X, ¥ v kruhové inverzi o stiedu S a koeficientu 4,

X}f

e v = |4

KN~ Pty

(Navod: Pouzijte kosinovou vétu pro trojuhelniky SXY a SX'Y", pFfpadné zvlast uvazuijte
pfipad, kdy lezi body §, X, ¥ v pfimce.)

. Dokazte.

26. Apolloniovy tlohy

UvaZzujme mneZinu viech bodd, piimek a kruznic v roviné. Apolloniovymi tilohami nazy-
vame skupinu tloh, ve kterych mdme ke tfem riznym prvkim vyse uvedené mnoZiny sestrojit
kruznici (pfipadné piimku), ktera se vSech tfi prvkd dotykd (je-li nékterym prvkem bod, mysli
se dotykem priichod timto bodem, rovnobéZné piimky povaZujeme za dotykajici se pfimky).
Apolloniovych dloh je deset: bod-bod-bod, bod-bod-pfimka, bod-bod-kruznice, bod-ptimka-
pfimka, bod-pfimka-kruznice, bod-kruznice-kruZnice, ptfimka-piimka-pfimka, pfimka-
piimka-kruZnice, piimka-kruZnice-kruznice, kruZnice-kruznice-kruZnice. N&které z téchto
zakladnich dleh se mohou jedt¢ délit na pripady podle toho, zda napt. bod na piimee le#{ &
nikoli, zda jsou piimky rovnobézné & nikoli atd.

Ulohy, kdy aspori jednim danym prvkem je bod a tento bod leZi na dané piimce nebo
kruZnici, se také nazyvaji Pappovy tlohy. Pappovych filoh je Sest.

Ve viech déle uvedenych piikladech budeme uvaZovat pouze pipady, kdy Ize poZadova-
nou kruZnici (nebo piimku) sestrojit. Vynechdme tedy napf. piipad tfi rovnobéznych piimek.

o Priklad 87. Apolloniova uloha bod-bod-bod (BBB)

Reseni. Jsou-li dany tfi rizné body A, B, C neleZici v primcee, tloha vlastné znamena
sestrojeni kruznice opsané trojuhelniku 4ABC.

o Pfiklad 88. Apolloniova tGloha pfimka-pfimka-ptimka (ppp)

Refeni.

Dané pfimky ozna¢me
i, B

a) Ptimky p.gq jsou
rovnobéZné, piimka r je
snimi riznobéZzna. Stiedy
hledanych kruznic lezi jak
na ose pasu piimek p, g.
tak na ose uhlu pimek
p.rag,r(obr. 153).

b) Pfimky p, g, r jsou
po dvou riznob&zné. Stie- ‘ Obr. 153
dy hledanych kruznic leZi
na osich hla piimek p, g a p, r a g, r (obr. 154). Vime, Z¢ timto zplsobem se sestrojuje
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kruZnice & vepsana trojuhelniku a také tii vné pFipsané kruznice /,, /5, /3 strandm trojihel-
niku, jehoz strany lezi na pfimkach p, ¢, r.

Iy 2
Ay |
Obr. 104

Ty

Obr. 155

o Priklad 89. Apolloniova tloha bod-bod-piimka (BBp)

Refeni.

Dané body oznaéme A4, B, danou pfimku p.

a) Bod A4 nelezi na ptimce p, bod B leZi na p. Stfed S hledané kruznice lezi jednak na ose
use¢ky AB, jednak na kolmici k ptimcee p v bodé B.

b) Ani bod 4 ani bod B nelezi na pfimce p. Pokud body 4, B leZi na rovnobézce
s pfimkou p, prochdzi hledand kruznice také prasecikem osy usecky AB a pfimky p. Zbyva
tedy piipad, kdy pfimka 4B je rliznobézna s pfimkou p. Ozna¢me P prisecik pfimek 4B
a p (predpokladejme (4P| > |BP|), bod dotyku hiedané kruZnice k s pfimkou p oznatme 7.
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Plati |PA|"|PB| = {PT]*. To znamen4, e bud (obr. 155) sestrojime bod 7" pomoci Euklidovy
véty o odvésng, kdyZ nejprve sestrojime Thaletovu kruZnici nad primérem AP a bod U,
coZ je priseCik Thaletovy kruznice a kolmice v bodé B na pfimku 4P, otodime kolem bo-
du P na pfimku p (ziskime dva body T3, 73 a dvé kruznice &, k»). Druhd moZnost se-
strojeni bodu 7' je pomoci mocnosti bodu P ke viem kruZnicim svazku prochazejicim body
A, B (obr. 156). Tato mocnost je stejnd pro viechny kruznice svazku a je rovna
|PA|"|PB| = |PT?. Sestrojime tedy libovolnou kruZnici / svazku, z bodu P k ni vedeme te¢nu
s bodem dotyku ¥ a ten pak otogime kolem bodu P na piimku p (ziskame opét dva body
T], TZ a dvé kruznice k|, kz)

Ulohu bod-bod-pfimka je 6% mo¥no fesit pomoci kruhové inverze. Zvolime napf.
bod 4 za stfed kruhové inverze s kladnym koeficientem; kruznici / samodruznych bodi nejlé-
pe zvolime tak, aby protinala pfimku p. V této kruhové inverzi se bod B zobraz{ na bod B’
pimka p na kruznici p’ (obr. 157) prochdzejici bodem 4. Z bodu B’ sestrojime tedny 1, £2°
ke kruZnici p". Tyto teény zobrazime v dané kruhové inverzi na kruZnice 1y, t,, které procha-
zeji body A4, B a dotykaji se ptimky p.

Obr. 157

101



Obr. 180

o Priklad 91. Apolloniova dloha bod-piimka-ptimka (Bpp)

Re¥eni.

Dany bod ozna¢me B, dané ptimky p, g.

a} Pfimky p, g jsou rovnobé&zné. Lezi-li bod B na nékteré z téchto pfimek, napf. na
pfimee p, lezi stfed hledané kruZnice na kolmici k pfimee p v bod& B a na ose pasu pfimek
P, q. Lezi-h bod B uvnitf pasu pfimek p, ¢, jsou stiedy hledanych kruznic praseciky osy
pasu piimek p, g a kruZnice se sttedem B a polomérem rovnym poloviné §ifky pasu. Polomé-
ry hledanych kruznic jsou rovny poloving sitky pasu.

b) Ptimky p, ¢ jsou riznob&Zné. Lezi-li bod B napi. na piimce p, leZi stfedy hledanych
kruZnic na kolmici k pfimce p v bodé B a zarovei na osach obou uhli sevienych ptim-
kami p, ¢. Lezi-li bod B uvnitf ahlu sevieného ptimkami P, g (obr.160), pouzijeme stej-
nolehlosti se stfedem P v prisediku ptimek p, ¢. Sestrojime libovolnou kruznici / se
sttedem O, které se dotykd obou ptimek p, g. Tato kruznice protne primku BP v bodech
K, L. Ve stejnolehlosti se zobrazi pfimka KO na ptimku BO,, &im¥ se ziska stfed 0O jedné
hledané kruznice k;, a téz pfimka L0 se zobrazi na pfimku BO-, ¢im2 se zisk4 stied (), druhé
hledané kruZnice k.

Lezi-li bod B uvnit tihlu sevieného riznob&znymi ptimkami p, ¢ a ne na ose uhlu, mii-
Zeme pouZit i metody zaloZené na mocnosti bodu ke kruznici. Hledana kruZnice prochdazi také
bodem B', ktery je osové soumérny k bodu B podle osy tihlu, a dotykd se piimky p v bodg T.
Ptimka BB' protne pfimku p v bodé P. Pro mocnost bodu P k hledané kruZnici plati

IPB|-|PB'| :IPTIZ, odkud ze znalosti délek |PB)|, |PB'| miZzeme sestrojit bod 7. Uloha je tak

prevedena na tlohu bod-bod-bod. Touto metodou se da fesit i ptipad, pokud bod B lezi na
ose thlu.

Ulohu bod-ptimka-pfimka je také mozno fesit pomoci kruhové inverze s kladnym koe-
ficientem a stfedem v bod& B. UvaZujme nejprve, ze bod B nele#i na #adné z piimek p, ¢:
piimky mohou byt riznobéné i rovnobézné. Zvolime takovou krugnici 7 samodruznych bo-
da, kterd protne ob& pfimky. V kruhové inverzi se zobrazi pfimka p na kruznici p', pfim-
ka g na kruznici ¢’ (0b& prochdzeji bodem B). Ke kruZnicim p’, q' sestrojime ob& vnéjsi
teCny #', ', které zpét v kruhové inverzi zobrazime na hledané kruznice 1y, 1y, které procha-
zeji bodem B a dotykaji se pfimek p, g (obr. 161). Jako druhy pfipad uvazujme, Ze bod B lezi
napf. na ptimce p; pfimky p, ¢ mohou byt riznobézné i rovnobézné. P¥mka p zlstane sa-
modruzna v kruhové inverzi, pfimka g se zobrazi na kruznici ¢". Nyni sestrojime teény t;', t,’
ke kruznici ¢, které jsou rovnob&zné s piimkou p. Pfimky #,’, £2" se zobrazi na hledané kruz-
nice £, 1, coZ je zndzornéno jiz na obr, 161.



Obr. 161

o Priklad 92. Apolloniova tiloha piimka-piimka-kruZnice (ppk)

ReSeni.

Dané ptimky oznaéme p, ¢, danou kruznici k.

a) Plimky p, g jsou rovnobézné, kruznice k ma stied S a polomér r. Stfedy hledanych
kruZnic lezi na ose pasu pFimek P. g a na kruznicich se stfedem v § a polomérem r zvétie-
nym, resp. zmen$enym, o polovinu vzdalenosti primek p, g. Vyjde-li rozdil poloméru r a
poloviny vzdalenosti ptimek p, ¢ zdporny, lezZi stfed hledané kruZnice na kruznici se stfe-
dem S a polomérem rovnym absolutni hodnotg rozdilu; hledand kruZnice a kruZnice & maji
vnitini dotyk.

b) Ptimky p, ¢ jsou
riznobérné. Redeni prove-
deme pro jednu hledanou
kruznici /. Ta ma se zadanou
kruZnici &£ bod dotyku 7 a
tento (zatim neznamy) zvo-
lime za stfed stejnolehlosti
kruznic %, 1. Ve stejnolehlosti
pfejde pfimka p v ptimku p’,
kterd se dotyka kruZnice £ a
Je s piimkou p rovnob&Zna,
stejné  piimka g prejde Obr. 162
v pfimku ¢, priseéik P pii-
mek p, g piejde v bod P, prisegik ptimek p’, g* (obr. 162). Piimka PP’ protne kruznici &
v bodeé T, ve kterém se budou kruznice £, / dotykat. (Ze dvou moznych prisediki kruzni-
ce k s piimkou PP' vyberte ten spravny!) Nase uloha tedy piesla na dlohu bod-p#imka-
ptimka (primky p, ¢, bod 7, co? je piiklad 91 b). Rozmyslete si, kolik mize mit dloha Fede-
ni. Nezapometite, Ze ptimky p’ rovnob&iné s pfimkou p a dotykajici se kruznice & mohou byt
dve, stejng tak primky ¢,
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o Priklad 93. Apolloniova tiloha bod-ptimka-kruznice (Bpk)

Refeni.

Dany bod ozna¢me B, pfimku p a kruznici 4.

a) Bod B lezi na pfimce p, kruz-
nice k ma stfed S a polomér r. Hledané
kruZznice nazvéme /i, b, jejich body do-
tyku s kruznici k nazvéme 7, 7. A pra-
v¢ bod 7\ (resp. T3) zvolime za stied
stejnolehlosti kruZnic %, /7 (resp. k, 12).
V této stejnolehlosti piejde piimka p
v pfimku p;’ (resp. p2) rovnobé&Znou
s pifimkou p (obr. 163), body dotyku
piimek py’, p2' s kruznici k& oznacime
Bi', By". Pfimka BB’ (resp. BB,") protne
kruznici k£ v bodé T (resp. 7). Tim tlo-
ha ptesla na ulohu bod-bod-pfimka (bo-
dy B, Ty, resp. B, T, kruZnice k).

Ulohu miizeme fesit i pomoci tzv.
dilatace. Je zadan bod B, ktery lezi
na pfimce p, a kruZnice £ se stfedem §
a polomérem r. Sestrojime dvé rovno-
b&Zky pj, p» s ptimkou p ve vzdalenos-
ti r od ni a priseciky kolmice k pfimce p
vbod¢ B s pfimkami p;, p» oznaéme
By, By (obr. 164). Zaroveil polomér
kruznice k& zmenSime o délkur, ¢imz
kruznice £ piejde v bod S. Mame tedy za
ukol sestrojit kruznici, ktera se dotyka
pfimky p;, (resp, p;) vbodé B
(resp. B2) a prochazi bodem S, coz jiz
umime z ptikladu 89 a); jeji stied oznac-
me Oy (resp. ).

b) Bod B lezi na kruznici k se
sttedem S. Sestrojime te¢nu ¢ v bo-
dé B ke kruZnici £. Je-li ¢ rovnobé&Zna
s piimkou p, je stfed hledané kruznice
pruseCikem osy pasu piimek p, ¢ s piim-
kou BS. Neni-li ¢ rovnobézna s piim-
kou p, jsou stredy hledanych kruznic
L, I, priseéiky os uwhli piimek p, ¢
s pfimkou BS (obr. 165).

¢) Bod B neleZi ani na pfimce p ani ‘ Obr. 164
na kruznici k. Ulohu budeme fesit po-
moci kruhové inverze se stfedem v bodé B. Kruznici / kruhové inverze volime nejlépe tak,
aby kruznice & zistala v této inverzi samodruzna; piimka p se zobrazi na kruznici p' prochaze-
jici bodem B. Sestrojime spoleéné vnitini i vngjsi teCny ke kruznicim £, p'. Tyto teény zobra-
zime v kruhové inverzi zpét na hledané kruZnice, které se dotykaji pfimky p, kruznice & a pro-
chazeji bodem B. Na obr. 166 je situace pro piehlednost provedena pouze pro jednu takovou
te¢nu ¢’ a jeji obraz ¢, coz je hledand kruznice. Rozmyslete si, kolik mtize mit tiloha feseni.
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7y

Obr. 165

o Pfiklad 94. Apolloniova tiloha pifmka-kruznice-kruznice (pkk)

Reseni.
Danou pfimku oznaéme p, kruznice ki, k.
a) Kruznice 4, s polomérem r
a kruznice k; s polomérem r; jsou
soustiedné se spole¢nym stfedem S;
piedpokladejme r; < r,. Stredy hle-
danych kruznic lezi jednak na
kruzZnici /; se stfedem S a polomeé-

htrn

rem a zaroven na pfimkédch

pi, ;" rovnobéZnych s pHm-
kou p a vzdalenych od ni o délku
Hy—h

, jednak na kruznici /, se

Hhoh

sttedem S a polomérem a

zarovefi na pifmkach p,’, p,” rov-
nobéznych s pfimkou p a vzdale-

r+F
42 Ng

nych od ni o délku

Obr. 167

obr. 167 je znazornéna pouze jedna
kruznice m; jednoho typu a pouze jedna kruZnice m, druhého typu. Rozmyslete si, kolik az
miiZze mit Gloha feseni.

b) KruZnice k) se stfedem S, a polomérem r| a krunice k, se sttedem S> a polomé-
rem 7 nejsou soustiedné. Ulohu vyfesime dilataci. Kruznici s mensim polomérem (feknéme,
Ze je to ri; v piipadé r, = r, volime té7 r;) zmensime pouze na jeji stied, polomér kruzni-
ce ky zvétsime, resp. zmensime, o délku r, (dostaneme kruznice k; L k2"), s ptimkou p vede-
me rovnobézky p', p” ve vzdalenosti r od p. Mame pak za tkol sestrojit kruZnice procha-
zejici bodem S, dotykajici se kruznice k' (resp. k2") a ptimky p’' (resp. p"), nebo které
prochazeji body Si, S» (pki 71 = r2) a dotykaji se piimky p’ (resp. p"). Obé& dlohy jsme uz
vyfesili vyde. Pak poloméry ziskanych kruznic zvétiime o délku ¥1 a sestrojime hledané
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kruznice. Na obr. 168 je pro pfe-
hlednost zndzornéna jedna takova
kruZnice /.

o Priklad 95. Apolloniova
tloha bod-kruznice-kruZnice (Bkk)

Reseni.

Dany bod ozna¢me B, kruzZnice
k1, k.

a) Bod B le?{ na kruZnici £,
kruZnice k. k&, mohou byt sou-
stfedné 1 nesoustiedné. Sestrojime
v bodé B te¢nu t ke kruznici k; a
tim naSe Uloha pfejde na 1lohu
bod-pfimka-kruznice (bod B lezi
na ptimece ¢, kruznice k), kterd je Obr. 168
vyfeSena v piikladu 93 a).

b) Bod B nelezi ani na jedné z kruznic ki, k», kruZnice mohou byt soustfedné i nesou-
sttedné. Bod B zvolime za stfed kruhové inverze, v niZ se ob& kruZnice zobrazi na kruzni-
ce (kruhovou inverzi volime nejlépe tak, aby ; nebo k, zistala samodruzng). Dalsi postup je

jiZz popsan v pifkladu 91. Nage tloha miiZe viak mit vice Fedeni nez tloha bod-pfimka-
pfimka.

o Priklad 96. Apolloniova iloha kruZnice-kruznice-kruznice (kkk)

ReSeni.

Dané kruznice oznatme k1, &z, ka.

a) Kruznice #,, &, Jsou soustfedné, kruZnice k3 neni s nimi soustiedna, Re§em"je analo-
gicke jako ptipad pfimka-kruZnice-kruZnice, kruZnice k. &, soustfedné, jehoz fedeni je uvede-
no v pitkladu 94 a).

b) V3echny tfi kruznice &1, k2, k3 maji rizné stiedy 81, S,, S3. Oznadeni kruZnic miiZe-
me volit tak, aby pro jejich poloméry platilo 7| <r; <ri. Pouzijeme metodu dilatace. Kruzni-
¢l ki zmengime pouze na jeji stfed Si, poloméry zbylych dvou kruznic zmensime, resp. zvét-
§ime, o hodnotu 7. Uloha tak piejde na ulohu bod-kruznice-kruZnice nebo na tlohu bod-
bod-kruZnice nebo na tlohu bod-bod-bod, které viechny byly jiz vyfedeny v prikladech vy-
$e. Uloha vyZaduje rozsahlou diskusi (proved'te ji podrobné sami!) zavislou na vzajemné po-
loze kruznic k. k3, 43 a na hodnotdch poloméri i, r2, r3. Zavéreéné sestrojeni hledanych
kruzZnic je analogické jako napf. v pfikladu 94 b),

o Cvifeni 1. Jsou dany dvé shodné kruZnice &y, k2 vné sebe a jejich stiedn4 s. Sestrojte
vBechny kruZnice, které se dotykaji kruznic ky, & a ptimky s.

o Cvifeni 2. KruZnice kj, k2, k3 se vné¢ dotykaji, navic & je shodnd s k. Sestrojte
vdechny kruznice, které se viech t¥i kruZnic dotykaji.

o Cviteni 3. Jsou dany soustiedné kruZnice &, k> a bod B neleZici na 7adné z nich.
Sestrojte viechny kruznice, které se dotykaji kruznic ki, k» a prochdzeji bodem B. Ulohu
teste bez pouziti kruhové inverze.

o Cviteni 4. Ulohu pfimka-kruznice-kruznice, pfimka p se dotyka aspen jedné z kruz-
nic &, ks, feste pomoci kruhové inverze,
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o Cvi€eni 5. Ulohu bod-kruZnice-kruznice, bod B lezi na jedné z kruznic &y, k. feite
pomoci kruhové inverze.

o Cvifeni 6. Sestrojte viechny kruznice s polomérem r, které se dotykaji dvou nesou-
stfednych kruznic £, 4.

o Cvigeni 7. Je dan ostry uhel 4¥B a bod O uvnit dhlu. Sestrojte polokruZnici tak,
aby prochédzela bodem Q, dotykala se ptimky V4 a jeji primeér lezel na pfimce VB.

o Cvifeni 8. Do kosottverce je vepsana kruznice k. Sestrojte vechny kruynice, které se
dotykaji dvou sousednich stran kosoétverce a kruznice k.

o Cvi€eni 9. Jsou dény dvé& riiznob&zky p. g a bod M, ktery nelezi ani na p ani na g.
Sestrojte dvé shodné kruZnice, které se vzajemné dotykaji, obé prochazeji bodem M, jedna
se dotyka piimky p a druh4 pfimky 4.

o Cviteni 10. Jsou dény rovnobéZky a, b a bod 4 lezici na piimce a a bod B leZici na
pfimee b tak, Ze nelezi na spole¢né kolmici k ptimkdm a, &. Sestrojte dvé kruZnice &, &,
pro které plati: kruznice k; se dotykd piimky @ v bod& 4, kruznice &, se dotyka pfimky &
v bodé B, ob¢ kruznice maji vn&jsi dotyk, polomér kruznice k; je dvakrat v&tsi nez polo-
mér kruZnice k.

27. CtyFihelniky

CtyFihelnikem 4BCD rozumime sjednocent D
trojuhelniki ABC a ACD o spoleéné stra-
né¢ AC, které nemaji zadné dalsi spoledné
body. Déle budeme predpokladat, 2e bod C
neleZi v trojithelniku 48D a Ze bod A nepa-
tfi do trojihelniku CBD. Mluvime pak o tzv.
konvexnim é&tyiihelniku 4BCD (obr. 169).
Usetky 4B, BC, CD, DA jsou stranami &tyf-
thelniku, jejich délky budeme zpravidla
znatit a = |AB|, b =|BC|, ¢ =|CD|, d=|DA|.
Uhly &yfthelniku rozumime Ghly DAB,
ABC, BCD, CDA, budeme je znaéit a, 3, y, J.
Usetky AC a BD jsou uhlopticky &tyfuhelni-
ku, dvojice vrcholli 4, C a B, D jsou dvoji-
cemi protéjsich vrchold; podobng mluvime
o protéj$ich thlech «, y a 8, 4, zatimco na-
ptiklad A4, B jsou sousedni vrcholy, a, £ sou-
sedni uhly. ProtoZe &tyfahelnik ABCD je sjednocenim dvou trojithelniki a soudet vnitfnich
uhlii trojtthelniku je «, je soucet vnitfnich hli EtyFihelniku 2z, tedy
atf+y+d=2n

Obr. 169

Zvlastnim ptipadem Gétyfithelnikd jsou ty, pro kterd plati a +y =m, a tedy také f+5=n.
Z véty o obvodovém a stfedovém uhlu totiZ plyne, Ze to jsou pravé ty étyFuhelniky, kterym
lze opsat kruZnici; jsou to ty ¢tyitthelniky ABCD, jejichz vreholy A4, B, C, D lezi na jedné
kruZnici. Protoze kaZda jejich strana je tétivou této kruZnice, fikame Jim téz étyFahelniky
tétivove,
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o PFiklad 97. Sestrojte tétivovy &tyfuhelnik ABCD, je-li déno: |AC| = e, |BD|={, po-
lomér r kruznice opsané, thel  thlopiicek.

ReSeni. Sestrojime kruZnici se stiedem S a polomérem r a v ni t&tivu AC délky e.
Osa 0 tétivy AC a osa 03 tétivy BD se protinaji v bod€ S a sviraji téZ thel o. Sestrojime tedy
08y 01, 07 a k ose oy tétivu BD délky f.

Plati-li v &tytuhelniku ABCD vztah o + 6 ==, a tedy také S+ y=m, jsou strany 4B, CD
¢tyfuhelniku spolu rovnobézné. Jsou-li i strany 4D, BC spolu rovnobéZné, mluvime o rovno-
bézniku, jinak o lichob&Zniku. Obracené, je-li étyfuhelnik 4ABCD lichobéznik nebo rovno-
béznik, je a+Jd = a zaroven ff +y =7, nebo je o + = m a zaroven y + § = x (jsou-li rovno-
bé&Zné strany AD a BC).

Které ctyfihelniky jsou tétivové a ziroveil lichob&zniky nebo rovnob&zniky? Jsou to ty,
pro které plati zirovefi ¢ +y=m, f+d=n, a+d=nafi+ty=mn neboa+y==xn, f+d=m,
fry==mnay+d=n V prvnim pfipadé pak plati y =4 a ziroveh a = a a+y=m,
v druhém pfipadé je f =y, a =90 a opét a+y=mx. Ide tedy vZdy o rovnoramenny li-
chobé&Znik nebo pravouhelnik. Dosavadni vysledky shrneme do tohoto piehledu (sipka smé-
fuje vzdy od mnoziny k jeji podmnoziné):

Ctyfahelniky
Tétivové ctyraheiniky Lichobé&iniky a rovnobézniky
b e
Rovnoramenné lichobéZniky a pravothelniky Rovnobézniky
\ /
Pravothelniky
|
Ctverce

Uvedeme jeste jednu charakteristickou vlastnost
tetivovych &tyfihelnikd. UvaZujme &tyfohelnik
ABCD a obrazy B', ', D' bodii B, C, D v kruhové
inverzi se stfedem 4 a koeficientem tieba rovnym
jedné. Je-li ¢tyrahelnik ABCD tétivovy, lezi body
B, C. D na kruznici k prochézejici bodem 4. Ta se ve
zvolené kruhové inverzi zobrazi na pfimku, na niz
lezi body &', C', D' (obr. 170), pfi¢emz bod C' lez{
mezi body B', D'. A plati to téz obracené — lezi-li
bod C' na aseéce B'D’, lezi bod C na kruhovém
oblouku BD kruZnice, ktera prochazi bodem A4, a to ‘
tak, Ze se dvojice bodi 4, C a B, D oddéiuji, takze Qbr. 170
ABCD je tétivovy Ctyfuhelnik. MuizZzeme tedy fici,
zZe CtyFthelnik ABCD je pravé tehdy tétivovy, kdyZ lezi bod C' na Useéce B'D’, tedy pravé
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tehdy, plati-li |B'C’| + |C'D'| = |B'DY, jinak je |B'C' + |C'D'| > |B'D'|. Podle cviteni 5 kapito-

BC
ly 25 je |B'CY| = l—;‘i% a podobné pro |C'D a [B'D’. Dosadime-li tyto vztahy do predché-

zejici rovnosti, resp. nerovnosti, dostaneme tento krasny vysledek:

Véta Ptolemaiova (kolem r. 150 n.l.). Soudin délek uhlopfiek ve &tyFihelniku je
nejvySe roven souctu soudint délek jeho protdjich stran, pfitemZ rovnost plat{ pravé teh-
dy, kdyz je ¢tyfihelnik tétivovy.

Miizeme se dale zabyvat otazkou, kterym &étyfihelnikim lze vepsat kruznici. Takovym
ctyfihelnikim fikdme teénové étyFihelniky, protoze kazda jejich strana je te¢nou kruzni-
ce vepsané ¢tyfuhelniku. Predpokladejme, Ze Styiuhelnik ABCD je te¢novy, a oznaéme X, L,
M, N body dotyku jeho stran a vepsané kruznice (obr. 171). Pak je |[AK| = |4N|, |BK| = |BL|,
ICLI=|CM| a |DM|=|DN|, odkud ihned plyne |AB| +|CD| = |4D| + 1BC|, tedy
a +c¢=b+d To je nutnd podminka pro to, aby byl &tyiihelnik tenovy.

UkéZzeme, Ze je to téZ podminka postatujici. Necht v ctyfuhelniku ABCD plati
a+c¢=b+d Sestrojme v &tyfuhelniku ABCD kruZnici, ktera se dotykd polopiimek AB
aAD. Mizeme jesté pfedpokladat, Ze jsme ji pomoci vhodné stejnolehlosti se stifedem
v bodé A zvétsili tak, Ze se dotyka jedté jedné dalsi strany Ctyfuhelniku, tfeba strany CD,
zatimco pfimka BC neni seénou této kruznice k. Chceme dokazat, 7e je jeji teCnou (obr. 172).
Ved’'me bodem C daldi te¢nu ke kruZnici 4, réiznou od te¢ny CD. Jeji prisedik s pfim-
kou AB oznaéme B’, délku usetky BB’ ozname x a b'= |CB. Ctyiuhelnik AB'CD Jje téti-
VOVY, proto @ - x + ¢ = d + b'; podle ptedpokladu je a + ¢ = b + d, tedy x + "= b. Pokud
by viak byly body B, B' riizné, platila by nerovnost x + 5’ > b. Proto body B, B’ splyvaji
a kruznice £ se dotyka i strany BC, étyfuhelnik ABCD je te¢novy.

Plati tedy: Ctyfuhelnik je teCnovy pravé tehdy, jestlize soucet délek jeho dvou protéj-
Sich stran se rovna souctu délek zbyvajicich dvou protéjich stran, tj. a + ¢ = b + 4.

D i C D] /c
bl
N
..L.L
k
t I
/A & 4 Al B/ /B
Obr. 171 | Obr. 172

o Priklad 98. Sestrojte tzv. dvojstiedovy Styfuhelnik 4BCD, tj. takovy &tyfihel-
nik, jemuZ lze opsat i vepsat kruZnici, je-li dano: a, B, a + ff < 180°, polomér r kruZnice
opsané.

. Re¥eni. Nejprve sestrojime ¢&tyrahelnik 4'B'C'D’ podobny <&tyitihelniku ABCD.
Ctyfuhelnik 4'B'C'D’ m4 vepsanou kruZnici /' se stfedem O’ a opsanou kruZnici £ se stfe-
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dem S’ (obr. 173). Ctytthelnik
A'B'C'D'" pak zobrazime stejno-
lehlosti se stiedem S=8" na
Styfuhelnik ABCD tak, aby
polomér jeho opsané kruzni-
ce k byl r. Zaméfme se proto
na  sesirojeni  Ctyfahelniku
A'B'C'D'. Sestrojime libovolny
trojiheinik A'B'E, ktery ma
uhel a pfi vrcholu 4" a dhel
pti vrcholu B Tomuto troji-
helniku vepiSeme kruznici /',
coZ je zaroven vepsani kruZni-
ce &tytuhelniku 4'B'C'D’. Nyni
jiZ jen staci sestrojit na usecce
B'E bod C' tak, aby soucet th-
10 pfi vrcholech A" a C' byl
180°, a na useéce A'E bod D’
tak, aby se usecka C'D’ dotyka-
la kruznice k',

JestliZe v étyfuhelniku pla-
ti, ze soucet délek dvou sou-
sednich stran se rovna souctu
délek zbyvajicich dvou sousednich stran, nejedna se o &étyfuhelnik se specidlnim oznaenim.
Piedpokiadame-li v8ak zaroven, Ze je to étyfthelnik te¢novy. musi se v ném rovnat déltky
dvou sousednich stran a sou¢asné se rovnaji délky zbyvajicich dvou stran; takovy ¢tyfahel-
nik se nazyvéa deltoid. Rovnaji-1i se dvé prot&jsi strany a zaroven zbyvajici dvé prot&jsi
strany, musi to byt rovnob&Znik (vyplyva napiiklad z kosinové véty). A konecné étyfihelnik,
v ném?Z jsou viechny strany stejné velke, je kosoctverec. Piitom povazujeme kazdy &tverec
za zvlastni pfipad kosoétverce. Z hlediska délek stran mizZeme napsat toto schéma podmnozin
mnoziny v$ech (konvexnich) étyfuhelniki:

Obr. 173

Ctyrihelniky

AN

Tecnové étyithelniky

|

Rovnobézniky Deltoidy
Kosoitverce

|

Ctverce
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o PFiklad 99.  Sestrojte  li-
chobéznik ABCD se zakladnami
AB, CD, je-li dano: a+c, b, d, v
(vyska lichob&Zniku).

ReZeni. Nejprve sestrojime
trojiheinik AED. Ctyfahelnik
BECD je rovnobéznik, jeho thlo-
piitky se protinaji v bodé »F
{obr. 174). Na usetce ED sestro-
Jime bod F' a pak jiz snadno body A G B £ E
B Obr. 174

o Priklad 100. Danému é&tyfthelniku 4BCD opiste ¢tverec.

Reseni. Ctverec oznatme EFGH. Bod £ leZi na Thaletovd kruznici %, nad prumé-
rem 4D, bod G lezi na Thaletové kruznici k> nad primérem BC. JelikoZ je pfimka EG osou
thlu AED, musi thlopfitka EG &tverce prochézet bodem X, ktery déli na polovinu oblouk
kruznice k), na némz nelezi bod E a ktery je omezeny body 4, D — to se sobé rovnaji obvo-
dové ahly 4EX a DEX (obr. 175). Stejna tvaha plat{ pro bod ¥. Dokongeni konstrukee
Ctverce £FGH je jiz snadné.

Obr. 175 Obr. 176a

o Priklad 101. Dokazte, e uhlopfitky v konvexnim étykihelniku o stranach délek a, b,
¢, d jsou na sebe pravé tehdy kolmé, kdyz je &® + 2 = b + &

Refeni. Oznatme o thel hlopticek, S jejich pruse¢ik a x, y, u, v vzdalenosti bodu S od
vreholli 4, B, C, D &tytthelniku (obr, 176a). Podle kosinové véty je
a’=x"+y" —2xycosm,
b =y +u’ + 2yucosw,
& =u'+v = 2uvcosw,
d=x"+v +2xveosw,
takZze o’ + = b’ + & plati pravé tehdy, kdyz
(x+u)(y+v)cosw=0,
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coZ vzhledem k tomu, Ze x + # > 0, y + v> 0, je splnéno tehdy a jen tehdy, kdy% jsou th-
lopfiCky &tyhihelniku na sebe kolmé. To oviem znamena, Ze jakmile ma jeden ze &tyi-
thelniki se stranami a, b, ¢, d na sebe kolmé thlopfitky, pak jsou na sebe kolmé thlopficky
ve viech ¢tytihelnicich s tdmito délkami stran.

o Pfiklad 102 (Brahmaguptova véta). Jestlize je Stytuhelnik 4BCD tétivovy s délkami

stran a, b, ¢, d a poloviénim obvodem s = é—(a +b+c+d), je jeho obsah roven

P=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) .

Reseni. Podle obr. 169 je f+3=180° coZ znamend cosd =-cosf, sind =sin g .
Podle dvakrét pouZité kosinové véty je a* +b° —2abcos = ¢* +d* +2cd cos 8, proto
2(ab+cd)cosf=a’ +b* ¢’ —d*. (1
Pro obsah &tyfuhelniku ABCPH plati

P=%absin[)’+%cdsinﬁ=%(ab+cd]sin[7’,

2(ab+cd)sin f=4P. (2)
Rovnosti (1), (2) umocnime na druhou a seéteme. Postupné dostaneme
167" = (2ab+ 2cd) ~(a* +5? —¢* ~d?,
167" =(2ab+2cd + '+ ~¢* ~d* )(2ab+ 2ed -a* - b + ¢ +d°).
167 =| (a+5)' ~(c-d)’ | [~(a-b) +(e+d) ],
16P° =(a+b—c+d){a+b+c—d)(c+d—a+b)(c+d+a-b),
P* =(s—a)(s-b)(s—c)(s-d).

Poznamka. Polozime-li v Brahmaguptové vzorci d = 0, dostaneme Herontlv vzorec pro
obsah trojahelniku.

o Priklad 103. Jestlize je ABCD lichobé&#nik se zikladnami AB, CD a délkami stran a, b,
¢, d, a > c, je jeho obsah roven

po a+c \/;([—a-rc)(f_b)(t_d)’ kde t=%(a+b—c+d).

q—-c

Refeni. PH ditkazu predpokladejme a > c. Sestrojme v obr. 174 jeits bod H na strané AB
tak, aby byl HBCD rovnob&znik; pak je |4H| = a — ¢. Poloviéni obvod trojuhelniku AHD je

t:%(a+b—c+d). jeho vyska i vySka lichob&Zniku je v. Obsah trojuhelniku vyjadfime
dvéma zplsoby a ddme do rovnosti:
%-(a—c)v=\/I(I—a+c)(r—b)(t—d)
2-Ji(i- —b)(1-d
S Ji(t—a+c)(t-b)(t-d)
a-c

P:%-(a+c)v=a+c-\/t(t—a+c)(t—b)(t-—d).

a—-c

, takZe obsah lichobézniku 4BCD je
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o Ptiklad 104. Rovnoramennému lichobéZniku ABCD se zakladnami 4B, CD je vepsana
kruznice k se sttedem S. DokaZte, 7e kruZnice nad praméry BC a AD se v bodé S dotykaji a Ze
trojuhelniky BSC a ASD jsou pravouhlé s pravym thlem pfi vrcholu §.

Refeni. Je-li |4B|=a, |CD|=c. a> ¢, a jsou-li E, F, G, H body dotyku kruznice k po-

stupné se stranami 4B, BC, CD, D4, je |BC| = |BF| +|FC| = |BE] +|CG| = “;" (obr. 176b).
Vzdalenost stiedt Sy, 8> Thaletovych kruznic &y, &; sestrojenych nad priméry 4D, BC je rov-
na délce stfedni pFicky lichobé&Zniku, proto se kruznice ki, k> dotykaji v bodé S. Proto jsou
trojithelniky BSC a ASD pravouhlé.

Qbr. 176b

o Cviéeni 1. Sestrojte tétivovy Ctyfuhelnik ABCD, je-li ddno a=|{4B|, e=|4(|,
f=I|BD|, a=|«DAB|.

o Cvifeni 2, Sestrojte te¢novy &tyfihelnik ABCD, je-li dano
a) a=4B, b =|BQ, c=|CDl, e = |AC].
b) a=1(4B|, o =|«DAB|, y =|«BCD|, p (polomér kruznice vepsané).

o Cvideni 3. Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li dano a—e >0, a, kde a = |48, e = |AC},
a =|«DAB.

o Cviteni 4. Sestrojte rovnoramenny lichob&znik ABCD, je-li ddno a = |4B|, ¢ = |CD),
e =AC).

o Cviceni 5. Jsou dany useCky délek a, b, ¢, d, pficemz d > a. Sestrojte ¢tyfuhelnik
ABCD tak, aby mél délky stran |4B} = a, |BC| = b, |CD| = ¢, |DA| =d a aby thlopticka AC
pulila thel DAB.

o Cviéeni 6. Protinaji-li se osy vniténich thld ¢tyifihelniku ve &tyfech riiznych bodech,
jsou tyto body vrcholy tétivového étyfuhelniku. Dokazte.

o Cvideni 7. Dokazte, Ze soucet thld, pod kterymi vidime proté&jsi strany te¢nového
¢tyfahelniku ze stfedu vepsané kruZnice, je 180°.

o Cviceni 8. Dokazte, Ze v teCnovém ¢tyfuhelniku se stranami délek a, b, ¢, d jsou
thlopficky pravé tehdy na sebe kolmé, kdyz plati ac = bd. Ctyiihelnik je v takovém pfipadé
deltoid, kosoétverec, nebo tverec.
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o Cvideni 9. Necht pro &tytithelnik ABCD plati
|l4C|’ +|BD|" =|4B[" +|BC[

Dokazte, ze &tyfhelnik je rovnobéznik.

+|CDf +|D4f .

o Cviceni 10. Dokazte, Ze soucet druhych mocnin délek uhlopficek lichobéZniku se
rovna sou¢tu druhych mocnin délek jeho ramen a dvojndsobného soudinu délek jeho zakla-
den.

o Cviceni 11. DokaZte, Ze obsah konvexniho &tyfuhelniku s ihloptickami, které maji

délky e, f'a sviraji ihel @.jeroven P = %ef sing .

o Cvi€eni 12, DokaZte, Ze soucet délek Ghlopficek konvexniho étyfuhelniku je mendi nez
jeho obvod a vét3i nez polovina obvodu.

o Cvideni 13. Dokazte, Ze v kazdém lichob&zniku ABCD se zikladnami AB, CD a priise-
¢ikem M jeho uhlopfidek jsou obsahy trojuhelnikii A DM a BCM stejné.

0 Cvideni 14. Uvazujme cifernik hodin poloméru ». Jaky je obsah P &tyfthelniku s vr-
choly v &islech 1, 3, 8, 97

28. Konvexni mnohotihelniky. Pravidelné mnohouhelniky

Konvexni mnohoihelnik je mnohothelnik, ktery ma velikosti viech vnitinich 1thli men-
§ nez 180°, (Obecné: Utvar se nazyva konvexni, pravé kdyz s kazdymi dvéma jeho body
leZi v Otvaru i usecka tyto body spojujici.)

Oznac¢me konvexni n-uhelnik 4,4,...4,, n > 3.

o Priklad 105. DokaZte, Ze soucet velikosti vnitinich uhli konvexniho n-uhelniku je
(n—-2)180% n>3.

Reseni. Uvnitt n-uhelniku 4,4...4, zvolime libovolny bod S (obr. 177) a n-uhelnik
rozdélime na n trojuhelnikia SA4,4;, SA»4;, ..., S4,4,. Soudet velikosti vnitfnich Ghla
v8ech t&chto trojuhelniki je #-180°. Od tohoto soudtu je ale tfeba odedist soudet velikosti
vSech uhli pfi vrcholu S, coz je 360°.

o Priklad 106. DokaZte, Ze v konvexnim n-ahelniku pocet uhlopficek i stran dohro-

n(n—1) n(n-3) _
2 T

mady je , poc¢et thlopiicek je

Refeni. Z kazdého vrcholu n-thelniku vychazi n — | asedek (hloptitek nebo stran).
Kazda useCka je ale pocitina dvakrat, odkud dostaneme dokazovany poéet. Poéet uhlo-
pfiCek vychazejicich z kazdého vrcholu je jen r — 3, z ¢ehoZ stejnou tGvahou dostavame
pocet viech uhlopiiéek.

Jednim zajimavym typem mnohotihelnikii jsou pravidelné mnohothelniky.

Zvolme piirozené ¢islo # > 3 a na kruZnici k o poloméru r a stiedu S body A,, 4, tak,

o

aby velikost thlu 4yS4; byla v obloukové mife —TE, ve stupnich . Sestrojme déle
n

body A, A, ... tak, aby thly A,_,S4; mély tutéz velikost (obr. 177). Pak splyne bod 4,
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s bodem A¢ a prinikem vSech poloro-
vin 4148 (i=1,2, ..., n) je pravidel-  An-2
ny n-vhelnik 4,4;...4,, ktery je kon-
vexni. ProtoZe v8echny jeho vrcholy lei
na kruznici £, fikame, Ze je mnohouhelnik
A4z A, kruznici k vepsan. Sklada se
z n rovnoramennych trojihelnik( 4, 4,5,
kaZdy z nich ma pfi zakladn& thel veli-

Az

kosti =-Z o 184=r, i=1,2, ..n.
2 n

Kruznice o stfedu S a polomému

Ag = A,
= rcosE se dotyka viech stran A4,_,4; . A
7
uvazovaného pravidelného mnohothelni- Bl 77'

ku, je to kruznice tomuto »-thelniku ve-

psana. Vsechny strany pravideiného n-thelniku jsou stejnd dlouhé, |44 = 2r sin—~ pro
n

i=1,2,.., n Také viechny jeho vnitini Ghly jsou stejn& velké, |<):A,‘,A A

145+

[: n—z—n, kde
7
i nabyva opét viech hodnot 1,2, ....nad,., = 4,.

Obsah P pravidelného r-thelniku vepsaného kruznici o poloméru 7 se rovna #-nasobku
obsahu vyse popsan¢ho rovnoramenného trojuhelniku 4, 14,8, je tedy

. T omt . 2%
P=nr<sin—cos—=—sin——,
n n 2 n

Pro obvod / pravidelného n-thelniku plati
. B
[=n-2rsin—,

1l
)

v i T L e . . ¢
Pomér P =4ntg— nezivisi na r, zavisi pouze na ». D4 se ukdzat, Ze tato hodnota s rostou-
n

cim » klesa a bliZi se hodnot& 4 (tj. poméru druhé mocniny délky kruznice a obsahu kruhu
0 témZe poloméru).

o Priklad 107. Pro ktera pfirozena &isla n, n> 3, lze pokryt rovinu nepfekryvajicimi
se pravidelnymi n-thelniky tak, Ze kazdé dva n-Uhelniky, které maji spole¢ny aspoti jeden
bod, maji bud’ jen spole¢nou stranu nebo jen spoleény vrchol?

Re¥eni. Necht Je rovina pokryta pofadovanymi pravidelnymi n-uhelniky s vnitfni-

mi thly o velikosti £1—=— a necht spole¢ny vrchol méd m téchto n-thelniki. Soudet vniti-
n

nich Ghlt m pravidelnych r-tthelniki ve spoledném vrcholu jeroven m -[n——nj =2r, coz
n

po upravé dava rovnost m=2+ . JelikoZ je ¢islo m pfirozené, musi byt i vyraz

n-2 n-2
pfirozené &islo, a proto nadi tloze vyhovuji jen fedeni:
n1=3, m1:6; H2:4, m2=4; n3:6, H’J3:3.
To znamena, Ze rovinu lze pokryt bud rovnostrannymi trojuhelniky nebo &tverci nebo pra-
videlnymi $estinhelniky. Jist& neni sloZité nakreslit takové pokryti roviny.
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Na zagatku jsme predpokladali, e body Ag, 4, na kruZnici Jsou jiZ dany a tvofi spolu se

sttedem § kruZnice rovnoramenny trojuhelnik, velikost jehoz thlu proti zakladn& je L

n
(v obloukové mife). Co kdybychom vak méli trojuhelnik 4¢S4; danych vlastnosti sestro-
Jit? Uméli bychom to? Spravnd odpovéd na na$i otazku zavisi t67 na tom, které prostiedky
bychom méli k dispozici a které postupy jsou povoleny. Naptiklad pii euklidovskych kon-
strukcich jsou povoleny tyto postupy: dva body lze spojit pfimkou, sestrojit jeji prusedik
s dalsi pfimkou, sestrojit kruZnici o daném stiedu a poloméru, sestrojit priseéiky p¥imky a
kruznice nebo priseciky dvou kruznic. Méli bychom si té7 uvédomit, e euklidovské feseni se
nevyznacuji vEtsi pfesnosti neZ mnohé jiné konstrukee, spiSe vynikaji jednoduchosti.

Slavny némecky matematik Karl Friedrich Gauss (1777-1855) uz ve svych devatenacti
letech plné vyfesil otazku, které pravidelné mnohothelniky Ize sestrojit euklidovskymi kon-
strukcemi. Gauss dokdzal, Ze pravidelny n-thelnik Je moZno sestrojit euklidovsky prave
tehdy, jestlize je ¢islo n soucinem mocniny &fsla 2 s celym nezapornym exponentem a na-
vzdjem riznych prvodisel, ktera jsou vesmés tvaru 27 +1 , kde £ je prirozené &islo nebo 0.

Vime tedy, Ze je mozné euklidovskymi konstrukcemi sestrojit pravidelny trojihelnik
(k=0), pravidelny pétidhelnik (k= 1), pravideiny sedmnéctitthelnik (k= 2), pravidelny

etyfihelnik (2%), pravidelny 3estithelnik (2-(2%" +1)). pravidelny osmidhelnik (2%, pravi-
p p y P

delny desetinhelnik (2 ( i +1) ), dale pravidelny 15-tuhelnik nebo 34-uhelnik. Naproti tomu

nelze euklidovsky sestrojit pravidelny sedmithelnik, protoze 7 — 1 neni mocninou dvou, ani

- B ris e , . . v o - wr 2
pravidelny devitithelnik, nebot’ 9 neni soutinem ruznych prvoéisel tvaru 2° +1. Konstrukce
pravidelnych z-thelnikd nema Zadny prakticky vyznam, zajimavé jsou viak zde vystupujici
tesné souvislosti mezi geometrii a teorii ¢isel. Matematici se dlouho domnivali, Ze kazdé &islo
2k . . i wie < D
tvaru 2° +1 (k celé, nezaporné) je prvodislo. To viak plati pro k = 0, 1, 2, 3, 4, ale pro
k=5 dostaneme ¢&islo sloZené.

UkaZeme si jest® euklidovské konstrukce pravidelného pétithelniku a desetithelnikn.
Predpokladejme, Ze 44,45 ... 41q]e pravidelny desetitthelnik vepsany kruZnici o poloméru
se stfedem S (obr. 178). Oznatme a =144, b = |414,] délky stran pravidelného p&ti- a
desetithelniku a bod B ten bod na tseéce SA», ktery leZi na ose usetky S4,. Pak je
’{BA1A3| =18°, a proto jsou body B, 4, soumérné sdruFend podle piimky 4,43 Trojuhel-

nik 84,8 je rovnoramenny, rovnoramenné jsou €2 trojohelniky 4284, a 4,4,S, které jsou
A‘:B A A " — -

B _|44) o r-b b Vidime, #e bod B déli usecku S4,
|44, |54 b

v pomeru ,zlatého fezu" (viz nasledujici kapitola). Vidime, Ze mezi b a » plati vztah

B+ br - = 0, odkud b=§-(—1+J§).

navic podobné. Je tedy

)

Je-li dana dsetka délky r, dovedeme euklidovsky sestrojit usecku délky b, a to naptiklad
takto (obr. 179): Jeden z kolmych poloméra SK, S kruznice o poloméru r rozpilime bo-
dem M a délku |{ZM] naneseme od bodu M na poloptimku opa¢nou k polopiimee MK, Dosta-
neme tak bod V. Pak je

T = r
]SJ\;|=ffmf|—fMS|:‘fr2+%—5=g-(\/§—l)=b,

takZe |SN] je délka strany pravidelného desetitihelniku vepsancho kruznici o poloméru

¥ =|SK].
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Pro délku g pravidelného pétinhelniku plati (obr. 178)

r—pbY 3 -2br b’
2 4 :
takze je o = 3¢" —2rb— b*. Tento posledni vyraz se ale rovna vyrazu r* + b%, protoZe je
B+ br—r* = 0. Je tedy a délka pFepony v pravoihlém trojuhelniku o odvasnach r, b, takze
a = |LN| {(obr. 179).

2
[g-] |4 =|s4 [ -|Sc[ =r* - (r~|BC]) =2 —(r—

4 C

. 18° Aa
72°
Az
Obr. 178 Obr. 179

o Priklad 108. Dokazte sprav-
nost nasledujici konstrukce pravi-
delného pétitnhelniku, je-li dana
délka  jeho  strany a= |44,
(obr. 180): Sestrojime kruhové ob-
louky ki, k2, které maji stiedy
v krajnich bodech 4,, 4; dané stra-
ny a polomér roven jeji délce.
V bode 4, sestrojime kolmici p na
pfimku  4;4,, jeji  priseéik
s obloukem k; oznaime L. Stranu
A 4> rozpilime bodem O a na po-
lopiimku OA; naneseme délku
|04%| = |OL|. Usetka 4,4% ma délku
rovnou délce thlopii¢ky u hledaného
pétivhelniku. Dai$i konstrukce péti- © Obr. 180
uhelniku je z¥ejma z obr. 180.

ReSeni. Necht' 4142434145 Jje hledany pravidelny pétithelnik (obr. 181). Bodem A4,
vedeme osu PA, uhlu A4414s. JelikoZ |44, = [4,P| = |44P), trojthelniky PA241 a A1424,4 jsou
|PA2| |A1A2| s =
L —t=— = neboli
|44, |44, a

rovnoramenné a podobné, takZe = :E, tj. 2’ ~ au—a* = 0. Odtud
u

U=

%(\/3 + 1) . Z uvedené konstrukce plyne
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2
ot~ JorT AT = (2] s =245

4 ? 4
44 = |40] +[041]=| 40l +for] = T + 25 == (¥5+1).

coZ souhlasi s vyrazem odvozenym pro délku uhlopti¢ky pravidelného pétithelniku.

Obr. 182

Ty pravidelné mnohothelniky, které nelze sestrojit euklidovsky, se konstruuji riiznymi
pfibliZnymi metodami, které jsou vice & méné pfesné a hlavné slozité. Jako priklad uvedeme
jednu jednoduchou pfibliZnou konstrukei pravidelného sedmitihelniku. V kruznici o polomé-
rur a stiedu S, do kieré ma byt pravidelny sedmithelnik vepsan, sestrojime polomér SK a
ozna¢ime ) stfed usecky SK (obr. 182). Bodem Q vedeme t&tivu MN kolmou na polomér SK.
Za stranu pravidelného sedmitthelniku vezmeme tisedku ON,

Nyni jeSté spotitame, jaké chyby jsme se dopustili pii této pfiblizné konstrukci. Délka

strany pravideln¢ho sedmithelniku ma hodnotu a = 2r sing =2r-0,43392=0,867 84-r (po-

Citame na pét desetinnych mist). A délka usecky ON, kterd je vyskou rovnostranného troj-

N

=—é—-r =0,866 02.7 . Vidime, Ze oba vysledky se od

uhelniku o strané détky r, je rovna ]QN

sebe lisi jen o necelé 0,002, coZ napf. pti r = 10 cm je 0,2 mm.

o Cvideni 1. Vyjadfete obvod / a obsah P pravidelného n-thelniku pomoci » a polomé-
ru p kruZnice mu vepsané.

o Cviéeni 2. Uréete podet os, podle kterych je pravidelny »n-uhelnik osove soumérny.

o Cvi€eni 3. V rovnoramenném trojuhelniku 4BC se zikladnou AB zvolte uvnitf strany
BC bod K tak, aby byly trojihelniky 4BK a AKC oba rovnoramenné. Kdy m4 tloha feeni?

o Cviteni 4. Odvod'te vztah mezi hodnotami a, b, r, kde a je délka strany pravidelného
n-thelniku vepsaného kruznici o poloméru r a & je délka strany pravidelného 2n-tthelniku
vepsaného téze kruznici.
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o Cvieni 5. Pro  pravidelny  mnohothelnik  A,4>..4,  dokaZte  tvrzeni
|4143]° = |41 A" + 1A1A45] 4,44

o Cvifeni 6. Vypocététe obsah n-thelniku (ne nutné pravidelného), ktery je opsan
kruZnici o poloméru p) a ktery ma obvod délky 2s.

o Cvideni 7. Vytvofite pokryti roviny nepfekryvajicimi se pravidelnymi mnohotihelniky
tak, aby se v jednom bode stykaly dva pravidelné n-tihelniky a dva pravidelné m-Ghelniky.

o Cviceni 8. Uréete soucet vngjsich thli #-thelniku.

o Cviéeni 9. Urlete pomér poloméru p kruZnice vepsané a poloméru » kruZnice opsané
pravidelnému #n-uhelniku. Pro které » je polomér kruZnice vepsané polovi¢ni neZ polo-
mér kruznice opsané?

29. Délici pomér

Mejme dénu pfimku AB a uvnitf tseky bod C. Bod C d¢li useCku v poméru |4C] : |BC]. Po-
jem ,,d&lit use¢ku v poméru” je zdkladem pojmu délici pomér, ktery vyslovime nejen pro
vnitini body C usecky AB, ale pro vechny body pfimky AB:

Méjme ddnu pFimku AB a na ni bod C. Délicim pomérem bodu C vzhledem k bodiim 4, B

AC
(v tomto pofadi) je cislo, jehoZ absoluini hodnota je rovna % a které je kKladné pro body C
lezici vné usecky A, B, zdporné pro body C leZici uvnitié usecky AB, rovné nule pro C =4 a
neni definované pro C = B. Délici pomér bodu C vzhledem k bodiim A. B znacime (ABC).

Problémy s dodefinovanim znaménka délictho poméru se daji odstranit, pokud misto po-
moci délek useéek zavedeme délici pomér pomoci vektoru:

Méime danu pFimku AB a na ni bod C. Je-li splnéna rovnost vektoru AC = 4-BC, Hazy-
vd se Cislo 4 délicim pomérem bodu C vzhledem k bodiim A, B a znaci se A = (ABC).

Podle této definice je 2€(0;1) pro bod C lezici vné tsetky AB za bodem 4, 4 =0 pro

C=A, A<0 pro bod C lezici uvnitf iseC¢ky 4B, neexistujici A pro C=Ba i>1 pro bod C
lezici vné tise¢ky AB za bodem B. Délici pomér nedosahuje hodnoty 4 =1 pro Zadnou polohu
bodu C.

o Priklad 109. V trojuhelniku ABC uréete délici pomér
a) téz15té T vzhledem ke koncovym bodim téZnice 44,
b) priseéiku vysek ¥ vzhledem ke koncovym bodiim vysky 44, pomoci vnitinich 0hld troji-
helniku ABC.

ReSent.

a) (AdoT) = —t=-Z=2

b) Uvahy provedeme pro ostrouhly trojihelnik ABC, steiné Gvahy plati ale pro pravothly i

AC
tupouhly trojuhelnik. Vyjdeme z obr. 56, kde je |A V| =%,
sin

A Vl|= |CV|cos[J’. Potom je:
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[4C| |4C]cosex

(44 V):_'AV’:_ sing __ sing =_]AClcosa=_ |4C|cos o ___ cosa
l |4V]  CV]eosp M cosp [C4|cosp |AC|cosycosp  cosycosp
sinf3

Z vysledku je patmné, Ze délici pomér nezavisi na délkach stran trojithelniku, &ili je pro viech-
ny podobné trojuhelniky stejny.

Vratme se nyni k pfedchozim kapitoldm a podivejme se, kde jsme se tam s délicim po-
mérem sectkali.

Jednim z takovych mist je kapitola 8, kde je zadefinovédna stejnolehlost vlastnosti
SX' " = |A]-|SX . kde 4 muze byt kladné i zaporné podle polohy bodii X a X* vzhledem k bo-

du S, nebo to mitZe byt zapsano vektorové SX'=1.8X . To je vlastné zapis déliciho poméru
XxXs)=.

Dal$im mistem jsou Menelaova véta a Cévova véta v kapitole 14. V obou piipadech se

4| |B] Jcos

/5K ez Jam

Uvedena rovnost s uvedenymi podminkami se d4 pro Menelaovu vétu piepsat do tvaru
(ABK)-(BCLY(CAM) =1

=1 a v kazdém z nich je je$t¢ piipojena n&jaka podminka.

vyskytuje rovnost

a pro Cévovu vétu do tvaru
(ABKY(BCLY(CAM) = 1.

V kapitole 15 se hovoti o Eulerové piimce, na niz lezi body ¥ (prise¢ik vysek trojuhelni-
ku), 7 (jeho t€zistg), S (stfed jeho kruznice opsané). Tam plati (V'TS) = 3.

Zaved'me jeSte jednu veli€inu souvisejici tentokrat s umisténim &tyt bodii na jedné piim-
ce. Touto veli¢inou je tzv. dvojpomér:

(4BC)

(ABD)

Méjme dany ctyFi rizné kolinedrni body A, B, C, D. Cislo (ABCD) = se nazyvd

dvejpomér bodii A, B, C, D (v tomio poradi).

Z této definice je napf. patrné, Ze dvojpomér je kladny, pokud body C, D leZi oba uvnitt
nebo oba vné Usecky 4B, a dvojpomér je zaporny, pokud jeden z bodti C, D leZi uvnitt a dru-
hy vné usecky 4B. Rikame, Ze se dvojice bodli A, B a dvojice C, D odd&tuji.

Plati-li pro &tyfi kolinearni body 4, B, C, D vztah (ABC)=—-(4BD), neboli vztah
(ABCD)Y =— 1, nazyvame uspofadanou &tvefici (Stvefinu) bodd (4, B, C, D) harmoenickou
ttvefici (étvefinou) bedir. V pfipad® harmonické étvetice jeden z bodi C, D lezi uvniti a
druhy vné useCky 4B, neboli jeden z bodi 4, B lezi uvnit¥ a druhy vné usecky CD.

Graficky se najde ke tfem bodiim 4, B, £ &tvrty harmonicky bod F podle obr. 132, Nej-
prve se zakresli pfimka 4B a v bodech 4, B se vedou libovolné rovnobézky. Napf. na rovno-
bézku prochazejici bodem B se zakresli use¢ka BC libovolné délky (napt. délky 1), jeii kon-
covy bod C se spoji s bodem £ a kde tato ptimka protne rovnobézku jdouci bodem 4, ziskdme
bod. Ten ve stfedové soumémosti se stfedem 4 pfevedeme na bod D, ktery spojime se ziska-
nym bodem C. Tato spojnice protne ptimku 4B v bodé F, ktery je tim ¢tvrtym harmonickym
bodem. Pouze ke stfedu setky 4B neexistuje &tvrty harmonicky bod.



Je¥td se vratime k piedchozim kapitolam s diirazem na to, kde jsme se setkali s harmo-
nickou ¢tvefici.

Kapitola 22 pojednavé o stejnolehlosti kruZznic. Maji-li dv& kruZnice stiedy O a O', polo-
mery po fade ry a r2, vngjsi stied stejnolehlosti S7 a vnitin{ stfed stejnolehlosti S; (obr. 121,
122a-d), tvoki body (O, O, Sy, $3) harmonickou ¢tvetici, nebot” plati
|05
(ooa)=|0&|=:3:_

(00s) 0S| _n
los,|  n

(OO ‘Si Sg) =

Kapitola 23 se vénuje Feuerbachové kruZnici, kterd ma stfed F, jenZ lezi na Eulerové
ptimee (obr. 131). Pro prise¢ik vydek V trojuhelniku, jeho t#Zisté 7, stfed §jeho kruZnice
opsané a zmifiovany stfed F jeho Feuerbachovy kruZnice plati (F7SF)=-1. Proto body

(V, T, S, F) tvofi harmonickou tvefici.

Kapitola 23 také pojednava o Apolloniove kruznici uréené body 4, B a koeficientem &.
Tato kruznice protina pfimku 4B v bodech E, F (obr. 133) a plati (4BE) =k, (4BF) = k. Pro-
to je (ABEF) = —1, a tudiz body (4, B, E, F) tvoti harmonickou Ctvefici.

Ve Cvigeni 8 v kapitole 23 se v trojuhelniku 4B sestrojuji osa vnitiniho a osa vnéjsiho
tthlu pii vrcholu M. Tyto osy protinaji pfimku AB postupné v bodech E, F. Je tam dokazano,
7e body (4, B, E, F) tvoti harmonickou &tvefici.

Nove se jedté vénujme jednomu prakticky dosti ¢asto uzndvanému a pouzivanému deli-
cimu poméru, a sice zlatému Fezu. Toto déleni secky hraje vyznamnou (estetickou) roli
v uméni, v tomto poméru se ¢asto voli pomér sitky a vysky obrazu apod.

Zlatym Fezem usecky se rozumi jeji rozdéleni na dvé nestejné diouhé usecky, z nichZ délka
kratsi z nich ku délce del$i z nich je ve stejném poméru jako délka delsi z nich ku délce celé
usecky.

Mg&me tedy Gisecku 4B délky a a necht’ ji bod C déli v poméru zlatého fezu; plati tedy
vztah «(ABC) = (CAB) pro délici poméry. Ozna¢me |AC] =x, x € (0; a). Podle definice zlaté-

ho fezu postupné plati
|4C| |cB| X _a-x A )
il il o —_— x*=3ax+a =0.
|BC| |4B a-x a
Této rovnici a podmince x e (0; a) vyhovuje jediné &islo
35
9
Tuto délku ma jedna ¢ast useCky 4B, jeji druha ¢ast ma délku

_5-1

~a=0,38197-a.

ca=0,61803-a.

a—x

Z uvedenych ¢asti je kratsi ta prvni, v nasem piipade je |AC| < [B(].

o e - - : 3-v5
Bod C na usecee AR ziskdme provedenim algebraické konstrukce vyrazu x = V5

a.

Jedna takova konstrukce je na obr. 183. Tam je |4B| = 2:[4#], bod O leZi s bodem A4 na ob-



louku se stfedem P a bod C lezi s bo- p
dem ) na oblouku se stfedem B. (Spra-
nost konstrukce dokazte sami!)

Jinad konstrukce je na obr. 179, kde
je usecka .JS rozdélena bodem N v po-
méru zlatého fezu.

v

Cislo
a-x 5-1 541, i ,,// i'
@= = = 21,618 03 ; W il ¥
X 3-45 2 A C B
se nazyva ,.zlaté ¢islo™ nebo ..zlaty po-
mére, Obr. 183

o Pfiklad 110, ,.Zlatym obdélnikem* nazyvame obdélnik, jehoz strany jsou v poméru
zlatého fezu, neboli délka ku Sifce tohoto obdélniku je ..zlaté &islo™ @. Mame-1i ,,zlaty obdél-
nik* ABCD, |AB| > |BCl, a odd&lime-li od n&j &tverec
AEFD, je zbyvajici ¢4st EBCF také ,.zlaty obdélnik* D Ja c
{(obr. 184), Dokazte.

Yeonf5

V51
2

Reseni. Je |AB| = a, [BCI = s
TN P
3-45
EF| ~5 5+l i & 2 5
= = =g, coZ se mélo dokazat.
[EB| 5-2 2 Obr. 184

o Pfiklad 111. ,Zlaty trojihelnik” je rovnoramenny trojthelnik, v némz je pomer délky
ramene a zakladny roven ,zlatému islu* ¢. Dokazte, Ze thly p¥i zakladné maji velikosti 72° a
thel pii hlavnim vrcholu velikost 36°.

Refeni. Toto tvrzeni je dokazano v piikladu 108 (obr. 181), kde je 2= \/5—‘;1 =@
o

-

o Pfiklad 112. Dokazte, Ze v pravidelném pétitthelniku
a) pomer délek thlopiicky a strany je roven ,.zlatému &islu™ ¢,
b) se thlopficky protinaji v poméru zlatého fezu.

Reen.
a) Toto je dokazano v piikladu 111.
b) Toto je dokdzdno v textu pfed piikladem 108 (obr. 178 a obr. 181).

Na zavér uved’me jesté jedno tvrzeni, které je znamo jiZ od 3. stol.n.L.

o PFiklad 113 (Pappova véta). Jestlize jsou 4, C. E tfi body na jedné pHimee, B, D, F tfi
body na jin¢ piimee a jestlize pfimky 4B, CD, EF protinaji po fadé ptimky DF, FA, BC v bo-
dech £, M, N, jsou tyto tf body koline4rni (obr. 185).

ReSeni. PFi dikazu se omezime jen na piipad, kdy pfimky 4B, CD, EF vytvéteji troji-
helnik UVW (vysrafovany). Aplikujeme-li na pét trojic bodlt (D, L, E), (4, M, ), (B, C, N),
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(4, C, E), (B, D, F) Menelaovu vetu, ' Obr. 185
dostaneme:; % -

%
(VWL (WUDY(UVE) = 1 o
(VWA (WUMUVF) =1
(VWB)-(WUC)(UVN) = 1 7 A
(VWA (WUC)(UVE) =1 e
(VWB»(WUDY-(UVF) = 1 77 L
- L ‘
Vydélime-li sou¢in prvnich t4 rov- ’éf L / W
nosti souCinem dvou zbylych rovnosti .~ : o G
a provedeme kraceni, dostaneme 6 4
(VWLY(WUMy(UVN) = 1, ) Zi A
coz podle Menclaovy véty dokazuje - _ l'f ;
kolinearitu bodi L, M, N. / x\l
\
B F D

o Cviteni 1. Je-li (4BC)=1+0,
urCete (BAC), (ACB), (CAB), (BCA), (CBA).

o Cvideni 2. Rozhodnéte, zda pro libovolnou shodnost plati: Jsou-li 4', B’, C’ obrazy ko-
linedrnich bodii 4, B, C v této shodnosti, plati (A'B'C"y = (4RC).

o Cvifeni 3. Rozhodnéte, zda pro libovolnou podobnost plati: Jsou-li 4, B', C' obrazy
kolinearnich bodi 4, B, C v této podobnosti, plati {(4'B'C")=(4BC).

o Cvieni 4. Rozhodnéte, zda pro libovolnou shodnost plati: Jsou-li 4, B, C’, D' obrazy
kolinearnich bodti 4, B, C, D v této shodnosti, plati (4'B'C'D") = (ABCD).

o Cvieni 5. Rozhodnéte, zda pro libovolnou podobnost plati: Jsou-1i 4%, B", C", D’ obra-
zy kolinedrnich bodti 4, B, C, D v této podobnosti, plati (A'B'C'D"y = (ABCD).

o Cvi€eni 6. DokazZte, e je-li (4, B, C, D) harmonick4 Ctvefice, jsou harmonické také
étvefice (4, B, D, C), (B, 4, C, D), (B, 4, D, C), (C, D, 4, B). (C, D, B. 4), (D, C, 4. B),
(D, C, B, 4),

o Cvi¢eni 7. Mame-li lichobéZnik KLMN se zakladnami KL, MN, bod 4 je prisetik jeho
thlopficek, bod B je prisetik jeho prodlouzenych ramen a body C, D jsou pritseciky piim-
ky AB se zakladnami lichob&Zniku, dokazte, e ABCD tvoii harmonickou Etvefici.

o Cvideni 8. Je dana tsecka 4B a uvnitf ni (ne ve stfedu) bod C. DokaZte, Ze je spravna
tato konstrukce ¢tvrtého harmonického bodu D ve &tvefici (4. B, C, D): Bodem A vedeme
libovolnou riznob&Zku p s pfimkou 4B; body B, C vedeme vzdjemné rovnobé&zky, které jsou
riznob&zné s AB i s p; tyto rovnobézky protnou ptimku p postupné v bodech B', C’; na ptm-
ce p sestrojime bod B" stfedové soumémy s bodem B’ podle stfedu C* bodem C' vedeme rov-
nob&zku s pfimkou B"B; prise¢ik této rovnobszky s piimkou 43 je hledany bod D. Dale do-
kaZte, Ze se stejna konstrukee vyuzije p¥i sestrojovani bodu C, zndme-li polohy bodii 4, B, D.

0 Cviceni 9. Na polopiimee AC sestrojte bod B tak, aby bod C délil usecku AB v poméru
zlatého fFezu.

o Cvi€eni 10. Dokazte spravnost konstrukce bodu C, ktery déli usecku 4B v poméru zla-
t¢ho fezu: Sestrojime-li obdélnik ABKL tak, aby 14B| = 3|4L|, stied S strany KL, kruznici se
sttedem S'a polomérem |SK], prisetik P (blizi k A) této kruznice se stranou AB, je bod C ta-
kovy, Ze plati |[4C] = 3-|4P|.
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o Cvideni 11. Je ddna Gsecka AB s vnitinim bodem C, ktery ji d&lf v poméru zlatého fe-
zu, a je |4C] <|BC|. Zobrazime-li bod C stfedové soumémé podle bodu B na bod C’, pak déli
bod B usecku AC" v poméru zlatého fezu. Dokate.

o Cvi€eni 12. DokaZte, Ze lze ,zlaty obdélnik* vepsat do &tverce tak, Ze viechny vrcholy
obdélniku d&li strany ¢tverce ve zlatém poméru.

o Cviteni 13. Dokazte, ze zlaty obdélnik z obr. 184 lze sestrojit tak, Ze sestrojime &tve-
rec AEFD a dale oblouk se stfedem S (ve stfedu strany AE) a polomérem |AF]. Tento oblouk
protne poloptimku AE pravé v bodgé B.

o Cviceni 14. Necht' rovnoramenny trojuhelnik 4BC se zakladnou AB je zlaty. Sestroji-
me osu vnitiniho thlu C4B, ktera protne rameno BC v bodé E. Dokazte, Ze trojihelnik ABE je
také zlaty,

30. Priméry

Zabyvejme se nyni v matematice dosti ¢asto pouZivanymi pojmy, jako jsou aritmeticky
primér, geometricky primér, harmonicky primér a kvadraticky pramér.

Ve vSech pripadech uvazuime kladnd cisla a, b (z geometrického hlediska to mohou byt
délky dvou tsecek).

Aritmetickym primérem Cisel a, b nazyvame (a oznacime A(a.b)) ¢islo

A(a,b):a;b.

Geometrickym priumérem cisel a, b nazyvdme (a oznacime G(a,b)) ¢islo

G(a,b)=ab .

Harmonickym primérem Cisel a, b nazvvdme (a oznadime H(a,b)) cisio
2 2ab
H(a,b)=—"— =220
1 5 1 a+b

a b

Kvadratickym priimérem cisel a, b nazyvdme (a oznactme Q(a.b)) cisio
a,b) =

a’ +b*
2

Pro dané rizna Cisla a. & jsou hodnoty jednotlivych primérd riizné. Pro jejich hodnoty
plati nasledujici véta.
Véta. Pro kaZdd dvé kladnd redind &isla a, b plati nerovnosti:

Min(a,b) < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < O(a,b) < Max(a,b), tedy

2 2
Wil B 290 o abs“st‘q g2 < Max(a,b)
a+b 2 2

Rovnosti nastanou, pravé kdvz je a = b. Dokonce staci, aby nastala aspoit jedna rovnost, a
pak nastanou rovnosti viude a je a = b.
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Napf. dikaz vztahu mezi aritmetickym a geometrickym primérem (tzv. AG-nerovnost)
je zaloZen na ekvivalentnich tpravéch algebraickych vyrazi (z nichz je také vidat, kdy nasta-
ne rovnost):

Msa;b abS(a;bj dab<a® +2ab+ b Os(a—b)2

Diikaz dalsich jednotlivych nerovnosti je analogicky.

Obr. 186a Obr. 186b

Geometricky se daji velmi snadno dokézat a také si zapamatovat vySe uvedené nerovnos-
ti mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym primérem dvou kladnych é&isel.
Sestrojime Use¢ku 48 délky a + b, jeji stfed oznadime S a bodem D ji rozdélime na tsecku
delky a a Usecku délky b (obr. 186a). V bodé D vzty¢ime kolmici k 4B, kterou protneme

S i TERY oo o -
polokruznici o stfedu § a poloméru . JeZ leZi celd v jedné poloroving ohranigené

ptimkou 4B. Prisecik ozna¢ime C a podle Euklidovy véty o vyice je * =|JDC’|2 =ab,

tedy v=+ab. Vidime, ze body C, D, S tvo¥i pravotihly trojahelnik, pokud je @ = b . Pro-
toze odvésna je vidy kratsi nez pfepona pravouhlého trojuhelniku, je zde geometricky doka-

. a+b : - R T
Zdna nerovnost vab <—2— . Na pravé strané této nerovnosti je aritmeticky priomér hodnot

d, b, leva strana je tzv. geometricky pramér hodnot a, 4. Je-li oviem a = b, splyva bod S

sbodem D aje |CD|=|4AD|=|BD| a Jab = Sxals = a . Mizeme shmout: pro kazda dvé kladna
nebo i nezdporna Cisla a, b plati
Jab <22 2

znamenko rovnosti plati jen tehdy, kdyZz @ = b. To je zndma nerovnost mezi geometrickym a
aritmetickym primérem dvou nezapornych &isel.

Oznatme dale £ patu kolmice vedené bodem D k pfimce CS (obr. 186b). 7 Eukli-
dovy véty o odv&sné pro pravouhly trojuhelnik CDS plyne |CD| = |CE| - |CS|, odkud

2ab ; Shehds i b G
|CE| = ab . ¢oZ Je tzv. harmonicky primér kladnych &isel a, b. Je to pfevracena hod-

a+
nota aritmetického priméru pfevracenych hodnot &isel g, b:
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=57 2 2ab
2 1.1 a+b
ad a

Opét jsme geometricky ukdzali, Ze harmonicky primér riznych kladnych &isel a, b i
mensi nez jejich geometricky pramér (|CE| <|CD|); pro a = b se harmonicky, geometricky a
aritmeticky primér &isel a, b sob& rovnaji.

Jin¢ grafické zdivodnéni ostrych (tj. pro @ # ) nerovnosti mezi viemi &tyfmi zde uvede-
nymi priméry je na obr. 187, kde je b =|0M), a = |0OM| + 2-|40Q)|. Podle tohoto obrazku neni
obtizne¢ dokazat, Ze tam uvedené Usecky maji skuteéné takové délky.

G
a-b Vg
2
ul | et >M
AH H QJ a+b . >
o
2
a-b
2
1
'La\rb\lrl
k
R
Obr. 187

S geometrickym primérem jsme se ale setkali jiZ v kapitole 12. Euklidova véta o visce
v = c,c, vlastne fika, ze vyska v je geometrickym priimérem usekd ¢, ¢, na pieponé pravo-

thi¢ho trojuhelniku, tj. v =,/c,c, . Analogické tvrzeni je obsaZeno v Euklidovych vétach
0 odvésné.

V kapitole 24 v obr. 136 pro mocnost bodu A ke kruZnici & plati [A T ]2 = ’AC I : IADI , nebo-
li |AT|=]|4C]-|4D]|. co? znamena, ze délka tetny AT z bodu A ke kruznici k je geometric-
kym primérem délek usekt AC, AD.

V kapitole 25 v piikladu 86, ktery pojednava o zobrazovani stfedu kruZnice v kruhové in-
verzi, jsme se setkali s aritmetickym a harmonickym primérem.

Nyni uved'me jesté n&jaké priklady na vyuziti primért v geometrii.

o Priklad 114. Urlete délku p strany dvou shodnych &tvercil, které maji stejny soudet
obsahi jako dva Etverce o délkéach stran g = 10 cma b = 70 em.
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Reseni. Ma platit 2p* =a’ +5°, odkud je

\/a2 + B Jm? +70°
p: = Cm=500m-
2 )

o Piiklad 115. Ze v3ech pravouhelnikd o daném obvodu o najdéte ten, ktery mé nejvéts
mozZny obsah.

Reseni: Oznadme a, b délky stran hledaného pravouhelniku a P jeho obsah. Plati

ﬁ:J;g“;b:g:konsmta.

Obsah P bude nejvétsi, pravé kdyz bude a =5, tj. kdyZ to bude &tverec.

o Priklad 116. Je dan lichobéznik ABCD (obr. 188a) se zékladnami délek |4B|=a,

|CD|=¢c, a>c. Uvazujme pricky 1/,

GH, EF, KL skrajnimi body na rame- D € L'

nech lichobézniku a rovnobéZzné s jeho / =

zakladnami. Dokazte, Ze E l;’ [ /

a) stiedni piicka I/ lichob&Zniku ma ¥
délku |£7]= “;c ,

b} pficka GH lichob&Zniku, ktery je
touto pfickou rozdélen na dva vza-
jemné podobné lichobéZniky, ma dél- -
ku |GH|=ac, Obr. 1882

¢) pficka EF lichobézniku, kterd prochézi prisecikem thlopiidek U, ma délku | EF| _ 2ac ’
a+te

d) ptitka KL lichob&Zniku, ktera rozdéluje dany lichob&Znik na dva lichobézniky stejného

2 2z
obsahu, ma délku |KL| = Ja ;c :

ReSeni.

a) Stfedni piicka lichobéZniku ABCD je
sloZzena ze stfednich pfi¢ek trojihel-
niktt 40D a BRC a stfedni piicky ob-
délniku QRCD (obr 188b). Proto je

e a;c+c= a;c . Tento vysle-

dek plati i v pfipad€, kdy bod R nebo .
bod O neni bodem usecky 4B. Obr 188b
b) Jsou-li lichob&niky ABHG a GHCD !

podobné, plati . - |GH|

el

¢) Je vidét, ze |EU| = |UF. Trojuhelniky EUD a ABD jsou podobné; stejné tak trojGhelniky

, odkud je |GH| =~Jac (obr. 188a).

UEA a CDA (obr. 188b). Takse (201121 |EU] MO} - o |EU [BU] |
a |po|" ¢ |Dg| a
|EU| =2, takse |EF|= 22
a+c a+c¢
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d) Oznatme |KL|=x a vysky v, v. li- D . e
chobéZniki 4BLK, KLCB (obr. 188c). 7 ' /\

Pro jejich obsahy plati / /
87X v, =2y . Trojihelniky TBL F F

2 et 2 , Y, /
a SLC jsou podobné, takie plati ) T =
i, e Vynasobeni obou po- /

a (s

slednich rovnosti a dpravou dostaneme -

]KL|:x= fazzcz. Obr. 188¢

Definici uvazovanych primérii je moZné zobecnit pro n, n> 2, kladnych realnych &isel
a, dy, ..., Ay

Aritmetickym primérem &isel ay, a, ..., a, nazyvame (a oznacime A(a.as,...,a,)) cislo
a+a,+..+a,

2 [ R
I

Geometrickym priomérem Cisel ay, ay, ..., a, nazyvdame (a oznacime G @1,a2,....0,)) Cislo
: - %

LS TR 0 N N T

Harmonickym primérem cisel ay, as, ..., a, nazyvdame (a oznacime H{a),a;..
]
H( 0y e ) = 7 T i
— b —
T a,

wsy)) Cislo

Kvadratickym primérem cisel ay, aa, ..., a, hazyvame (a oznacime Nar,az,...,a,)) Cislo
2 2 2
\/a] +dy +...+a,

R

O(a.a,,....a,) =

A plati i obecngjsi véta:
Véta. Pro kazda kladnd reding disla ay, aa, ..., a, plati nerovnosti:
Min(ay,a,.....a,)< H(a,,a,....,a,)<G(a,.a,,...,a,) <
s Alay,a,,...a,)<Nay,a,,....qa,) < Max(a,, a,,....a,)

Rovnosti nastanou, pravé kdvz je ay = ay = ... = a,. Dokonce staci aby nastala aspori jedna
rovnost, a pak nastanou rovnosti viude a Jeam=a=..=a,

o Cviceni 1. Dokazte viechny nerovnosti:

Min(a,b) < 2‘”; <Jab < “;b Sl ;b' < Max(a, b)

a-+

o Cvideni 2. JestliZe v obr. 186a sestrojime kolmici v bod& S na pfimku 4B a prisedik té-
to kolmice s obloukem piillkruznice oznaéime F, je |DF] je kvadratickym pramérem délek a, b.

Dokazte.



o Cviceni 3. Kosodélnik ABCD md rozméry a =2 cm, b = 8 cm. Jakou délku strany x ma
kosoctverec stejného obsahu jako kosodéInik, maji-1i oba shodné vnitini thly?

o Cviceni 4. DokaZte, Ze pomé&r délky osy pravého tihlu v pravothlém trojuhelniku ABC
a harmonického priméru délek jeho odvésen se pro viechny pravouhlé trojuhelniky rov-

né\/i?

o Cvideni 5. Dvé€ kruznice polomérd ry, r, maji vn&jsi dotyk v bodé T a spole¢nou
vngjsi tenu 775 Oznalme Q stied Gse¢ky 717> a P patu kolmice z bodu 7 na pfimku
1. Vypoététe délky |Q7), |PT).

o Cviteni 6. Uvnitf UseCky 4B leZi bod M tak, Ze [4M| = a, |BM] = b. Nad priaméry 4B,
AM, BM jsou sestrojeny pilkruZnice, které lezi v téze poloroving s hranici 4B, Jaky primér
md kruh, ktery ma stejny obsah, jako je obsah oblasti omezené témi tiemi pllkruznicemi?

o Cvi€eni 7. Trojuhelniku 4BC je vepsana kruZnice se sttedem . Bodem O je k pfimce
OC vedena kolmice, ktera protne stranu AC v bodé U a stranu BC v bods V., Dokazte, ze je

lou] = |au]-|BV].

o Cviteni 8. Uréete délku p strany Ctverce, jeho? tthlopticka je shodna s uhlopti¢kou ob-
délniku se stranami délek a, b.
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Vysledky cvifeni

[

L D = 9 e I —

[

[0 R I SO VS |

. Geometricka zobrazeni
. @) Zobrazeni neni prosté, defini¢nim oborem Je mnoZina vech bodi roviny, obor hodnot
obsahuje jeden prvek (bod A).
b) Zobrazeni neni prosté, defini¢nim oborem je mnozina viech bodi roviny, oborem hod-
not je mnozina viech bodd pfimky p.
. a} 27 (variace tfeti tfidy ze ti prvkd s opakovanim),
b) Nevzniknou. Obé slozend zobrazeni jsou prosta.

. Posunuti, otoceni
. Stfedové soumérnost podle stiedu &tverce ABCD.
. Posunuti zobrazujici bod S na bod U, kde T je stfed tsecky SU.

. Posunuti o vektor 45.

. Osova soumérnost, posunuti 050va soumérnost

. Zobrazte libovolny bod obéma postupy.

. Pfi tomto zobrazeni splyne bod B’s bodem C,

. V obou piipadech jsou obrazy Zestitthelniku totozné; jednd se o otoeni kolem bodu 4
o uhel 60°,

.V obou piipadech jsou obrazy festitihelniku totozné; jednd se o posunuti o vektor AC .

. Shodna zobrazeni

. Osa soumérnosti posunuté osové soumérnosti Je shodnd s pfimkou p a vektor posunuti je
libovolny vektor rovnobézny s piimkou P

- Kruznice se sttedem B a polomérem |BA|,

. Cty#i otocent (vCetné identity), étyFi osové soumérnosti.

. Osové soumé&rnosti, posunuti, oto€eni, posunuté osové soumérnosti.

. Identita.

. V8echny utvary v roving se rozdéli do tzv. ekvivalentnich tfd a kazdé dva utvary nalezeji-
ci do stejné tfidy jsou shodné.

5. Shodnost trojuhelniki

[a—

. Dva pravouhlé trojuhelniky jsou shodn, pravé kdyz se shoduji v obou odvésnach, nebo
v jedné odvésné a p¥epong, nebo v odvésné a pfilehlém ostrém thlu, nebo v odvésng a
protilehlém thlu, nebo v preponé a v jednom ostrém thlu,

. Pravouhly trojuhelnik o odvésnach délek 1 a /3 a rovnoramenny trojuhelnik o zdkladné
délky 3 aramenech délky 1.

. Necht je napf. |<IBA C | > ]<IABC]. Oznatlte K, L paty kolmic vedenych bodem S ke stra-
naim AC, AB. Ze shodnosti trojuhelnikd CKS, DLS vyplyvaji rovnosti

|AC|=|4K|+|KC| = [AL|+|LD|=|4D| = %‘|AB|. Proto je |«BAC| =60, |«4BC]=30°.

. Ototte trojuhelnik DBC kolem bodu C o Ghel 60°.
- Veta (usu): |4B| = |BC], |<4BP|=|xBCA|=45°, |«CBQ|=|«PAB| (ostré thly s rameny

kolmymi).

. Ekvivalentng plati |a—b|<c<a+b, (a—b) <c*<(a+b),~2ab<c’—a® —b* <2ab.
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9.

¢’ ~a’ —b2]<2ab.

. Oznalte Ay, By, Cy stiedy stran BC, AC, AB a T t&%isté. Pro trojihelniky 4yByT, ByC,T,

1
CoAoT plati nerovnosti =i +—1--t,, >—I--c, —l--t,, +l-rc >-1—-a, it +-1--ta >l-b, které se-
3 3 2 3 3 2 3 3 2

Ctéte.

. Vyuziti shodnosti v konstrukénich lohach
. a) Osova soumérnost s osou v odrazné sténé.

b) Dveé osové soumernosti s osami v odraznych sténach.
¢) Dve osové soumérnosti s osami v odraznych sténach.
d) Tti osové soumérnosti s osami v odraznych sténach.

. Posuiite pfimku a, aby prochdzela bodem M (resp. N), a p¥imku b, aby prochdzela bo-

dem N (resp. M). Dostanete pfimky «’, »'. Usedku MN posuiite o vektor S'S, kde S’ je
pritsecik pfimek a’, ' a S je prisecik ptimek a. b.

. Oznaéme S stfed kosoétverce. Zobrazte bod B na bod B’ podle osy uhlu BSC a sestrojte

nejprve trojihelnik ABB’,

. Zobrazte ptimku / stfedové soumérné se sttedem M, bod P je prisedikem kruznice a
zobrazené piimky. _
- Kruznici &, posuiite rovnobézng s pfimkou p na kruznici &’ tak, aby stfed kruznice k'

lezel na kolmici k pfimce p vedené ze stiedu kruznice k. Priseciky kruznic &', k> uréu-
ji ptimku g.

. Paty kolmic z bodu A na piisluiné strany trojihelniku oznadte Mg, Mpe, Mc, a po-

suitte pfimku 48 do bodu M. Vznikne rovnostranny trojthelnik 4'B'C, jehoz vyskou je
Usecka délky {MMc,4| + |MMpc|. Pak posutite pfimku B'C do bodu M.

. a) Posuiite Ghlopticku BD o vektor DC na tse¢ku £C a sestrojte nejprve trojuhelnik

ACE.
b) Posuiite stranu 4D o vektor DC na useéku EC a sestrojte nejprve trojuhelnik £BC.

- @) Na poloptimce BC sestrojte bod D tak, 7¢ |BD|=a+ b a sestrojte trojuhelnik ABD.

Prise¢ik osy iise¢ky AD a usetky BD je bod C.
b) Sestrojte trojuhelnik DEC, kde [DE|=a+b +e, |«EDC| :%, |<DEC[ =§. Bod 4 je

prasecikem osy usecky DC a pfimky DE. Analogicky se sestroji bod B.
Strany obdélniku jsou rovnobézné s thlopfickami ¢tverce. Bod M musi byt rizny od stfedu
strany AB.

10. Sestrojte body R[-8: 0], S[8; 0]. Bod Q; je priise¢ikem osy usecky R4 s osou x; analogic-

ky se sestroji bod (.

11. Sttedovou soumérnosti se stredem S zobrazte bod 4 na bod 4’, Jedna strana Ctverce leZi

na piimce BA',

12. Oto¢te kruznici 4 o thel £60° na kruZnice k', k" Prase¢ikem kruZnic ki, k', resp.

(o W0 RS I

ki, k2", je bod By, resp. B,.

. Skladani shodnych zobrazeni
.V prvém piipadé jde o osovou soumérnost s osou BT, ve druhém pfipadé o osovou

soumérnost s osou C7.

. Otogeni kolem t&Zi3té trojtihelniku o uhel 120°,
. Posunuta osova soumérnost s osou BE a vektorem ES .

. Oto€eni nebo posunuti (v obou pfipadech véetng identity).
. @)1 b) Pfi lichém poctu osovych soumérmosti je vysledkem nepiima shodnost, pfi sudém
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poctu pfima shodnost.

. Pfima shodnost.

. Stejnolehlost

. Kazdy bod takoveé piimky leZi podle definice stejnolehlosti op&t na této pHmce.
. PHimky prochazejici stfedem stejnolehlosti (pokud to neni identita).

. Obraz piimky 4B je rovnobézka s pl"imkou AB prochazejici bodem X.

1

. Dvé stejnolehlosti s koeficienty
J_ 2

. Posunuti o dvojnasobnou vzdalenost stfedi sttedovych soumérnosti.
. Neni. Vytvotte si protipfiklad.

1

. {obr. 52a): Zobrazte bod S, na S,". Plati S8 =—- S S, . Hledany vektor posunuti je

%

5,57 =58 +5,5" = [1—1] BS =
A p

. (obr. 52b): Zobrazte bod Si na $,". Plati S,S,” = 2,-8,8 s S "= A4, SS‘ Potom plati

S8 =8,5,+ 8,87 +5/S =85, - 4,-5,S; + 42,58, (1 —A,/??)-SlS =(1-4,)-55;,

L By
1- 44,

. Podobna zobrazeni

. Takové podebnosti jsou dvé, stied &tverce se zobrazi bud’ do bodu B, nebo do boduy D.

. Jen kdyZ je trojuhelnik rovnostranny.

. Napf. 1ze jeden ¢tverec otodit tak, aby strany obou &tverci byly rovnobézné. Pak lze pouzit

stejnolehlost.

. 'V poméru £,

5. Koeficientem podobnosti je &islo +2 a plati ,BE|=J§-|AE|, IDE|=\/§-|BE',

|CE|= 2 -|SE|.

. Pfi hledani zobrazeni se postupuje jako v piikladu 28.

. Vysledné zobrazeni je stejnolehlost s koeficientem % a stfedem S, ktery leZi na polopfim-

ce AB za bodem B a plati |4B| = |BS]. Bod § je onen jediny samodruzny bod.

. Nejprve trojuhelnik ACD zobrazime osové soumémé podle osy thlu BAC a tento obraz

pievedeme stejnolehlosti se stfedem v bodé A4 na trojithelnik 4BC. Samodruzny je bod A.

10. Podobnost trojihelniki

1.

Dva rovnoramenné trojuhelniky jsou podobné, pravé kdyz se shoduji v uhlu proti zéklad-
n¢, nebo v thlu pfi zakladné&, nebo v poméru délek ramena a zakladny.

Je |BL|:|B4|=|BK|:|BC|=

. Pravé kdy7 je trojuthelnik 4BC bud’ pravothly s pravym thlem pfi vrcholu C, nebo rovno-

ramenny se zakladnou A8 a X je pata vysky.

Je V] =|MM|-2-[pp|=22E 2. £ 22¢€
2 2 2
. Vechny Ctyfi uvazované trojihelniky s obsahy P, Py, P, P; jsou vzajemné podobné. Stra-

na A8 je rovnob&Zkami se stranami AC, BC rozdélena na tii ¢asti délek p, g, ». VyuZijete-li



Jh__p B g

JP prg+r P prq+r’

vysledku cvideni 4 pfedchozi kapitoly, plati rovnosti

JA _

JP  ptg+r
Necht P je stied 4B, Q stied BC, R stied CD, § stfed DA, U stied AC, V stted BD.
Ctyfahelnik VQUS je rovnob&znik, nebot’ VQ je stfedni pricka v trojuhelniku BCD a
US je stiedni pficka v trojithelniku ACD; uhlopticky rovnobézniku FQUS se protinaji
v bodé X. Stejna ivaha plati pro rovnobéznik PVRU.

. Tyto tit rovnosti se¢téte.

AV]_IBV] g

Podle obr. 56 jsou trojiithelniky 4¥B, a BVA, podobné, proto plati
|BV| [4¥]

|4v|-|4¥|=|BV|-|BV|. Podobné se dokaze [4V]|4¥|={CV]|CV].

11. VyuZiti podobnosti v konstrukénich iilohach

1.

2

LN

6.

Sestrojte nejprve libovolny trojithelnik 4’B'C” s thly «. §, ktery je podobny s trojithelni-
kem ABC.

. Vyuzijte stejnolehlosti se stiedem A a s koeficienty 3 a -3.
3.

Jednu z ptimek pi, p2, p3 posuiite tak, aby protnula v riiznych bodech dvé ze stran da-
ného trojuhelniku, a do téchto dvou bodil posuiite zbylé dvé pfimky, aby viechny tfi
omezovaly trojithelnik. Pak pouZijte stejnolehlost se stfedem v jednom vrcholu dan¢ho
trojithelniku.

Stred stejnolehlosti (priseéik pHimek 4, BN) spojte se stfedem Gsecky BM.

Otodte kruZnici &; kolem bodu 4 o 90°, resp. o —90°, a tento obraz zobrazte ve stejnoleh-

; . ; 1 . . i oy L. )
losti se stifedem 4 a koeficientem E Prisecik takto zobrazené kruZnice k| a kruZnice &3 je

bod D.
Postup jako v piikladu 40 opakujte dvakrat.

12. Euklidovy véty. Pythagorova véta

1.

Piepiste vyrazy do tvaru I =78, Jio=425, Jis=J35a pouzijte Euklidovu vétu
(0 vyice nebo o odvisné). Vyrazy prepidte také do tvaru +7 =v4> =37, J10 =17 +3%,
J15 =+/4* -1 a pouijte Pythagorovu vétu.

2. Ovweéite platnost rovnosti F=d+b.

[#8

. Souétem a rozdilem prvnich dvou rovnosti ziskame J2u=+Je+a, J2v=+ec-a.

Vrchol rovnostranného trojithelniku d&li stranu étverce na délky y a g - y. Dvéma zplisoby
pak vyjadiete pomoci Pythagorovy véty délku x rovnostranného trojihelniku. Je

y=(2—\/§)a, x=2a\/2—\/§ :(JE_JE)G_

Stred zakladny AB oznaéte S. Dvéma zphsoby vyjadiete obsah trojuhelniku ABC:

AB|-v, |AC|-v AB|Y
| 2! A ,__l 2| < . PouZijte Pythagorovu vétu pro trojihelnik 4SC: (%J +v2 =|AC|2.
? 3 Y
Je |4Bj= ——2—.
J&i -
. Pouzijte Euklidovy véty pro trojuhelnik SMT,. Vzdélenost tétivy od bodu S je Zf . Pak
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% [iﬁ];]=—2;-\/d2—r2 |

7. a) Pravy 1hel je pfi vrcholu C. Oznaéte Ay stied strany BC a By stted strany AC. Pro

2

2 2
trojuhelniky BByC a 44,C plati 1} =’ +[~g] o =l +(§) .Odtudjea=12,5=8,

c=4/13 .
b) Pravy dhel je pfi vicholu A4. Analogicky je a =20, h=85, c =45 .
¢} Pravy {ihel je pfi vrcholu B. Uloha nem4 Fesent.

8. Pro obsah trojihelniku plati aTb = c—;‘— Odsud je @b’ =™’ = (ar2 +5° )vf. . Odsud vydéle-

nim vyrazem a°b’v] jiz plyne dokazovany vztah.

9. Necht napt. uhel pti vreholu € je vétsi nebo roven 60°. Oznadte D patu kolmice na stranu

2
AB  zvicholu C. Plati vj=jCD|3:fACf—|AD|2:b2-(§] :%b2 a téz plati

2
v =|BC ’2 —[BD'2 =g’ H(c —:)—] - Porovndnim obou vyrazi ziskate dokazovany vztah.

Rychlejsi diikaz je mozné provést pomoci kosinové véty (viz kapitola 17).

13. Konstrukéni alohy FeSené pomoci vypoitu
1. Sestrojte postupné tisecky déiek:

a) uz—qc.i—c, v=va-b, w=Jd-e, x=tt
w
by u=vb*+c*, v=va'-d* , x=vu'+v7

¢) nejprve rozloZte vyraz a3+b3=(a+b)(a2—ab+b2), pak konstruujte w=+a-b,
v=ala® +5% , w=-v? -2 . y=a+::j, X=qly-w
a_
d) U=+6-1 . V:il.ﬁ’ W=C-\/§, yzxfb-w,xzvvf-y

) B y s a0 B2
. Plati m* =21€ -v, kde v je vy3ka lichob&sniku. Odsud v = i . neboli Lo :
a+e m a+c
- Plad &’ +2ab+ b =(a+b)’ =(o-c)'=0"=20c+¢c* a & +h? =c*,  odkud

2ab=0"-20¢. Dile pro obsah trojihelniku plati 2vie=2ab=0"-20c, odkud

2
o

=
2v.+20

, COZ sestrojte stejnolehlosti.

. Postupné plati ¢ =(c—m)2+(c—n)2, ¢ =2(m+nye+m’ +1* =0, ¢, =m+n+y2mm .

Vyhovuje pouze ¢=m+n++/2mn, nebot c<a+ b= (c—m)+{c—n), odkud ¢>m+ n.
Sestrojte ¢, pak a, b.

. Oznatte D patu vysky z bodu C. Predpokladejte L4D| > [BD|. Rovnobézka s piimkou CD
protne stranu 4B v bod& P, stranu AC v bodé Q. Trojuhelniky APQ, ADC jsou podobné,

proto |4P| = k|4D), |PQ| = k|CD|. Ma platit 2-—;--(k |4D))-(k-JcDf)= % -|4B}-|cD), odkud
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2k*|AD| =48], k = A5 Tak¥e je [4P|= |-tz

2:|4D]

14. Véta Menelaova a véta Cévova

1. Menelaova véta pro trojuhelnik ABC a piimku KL, |[AM| : |[AC]| =3 : 2.

2. Nejprve Menelaova véta pro trojahelnik ABL a piimku KC, odkud |AT] : |LT] =4 :
Potom Menelaova veta pro trojuhelnik ALC a piimku BN, odkud [AN|:|CN=3:1,
takZe |AN] : |AC| =

3. Uxzjte Mene]aovu vétu pro trojuhelnik ABC a ptimky Ca4,, A28y a B,C, dale dvakrat
Cévovu vétu pro trojihelnik 4BC a pfimky 44, B8, CC,. Té&hto p&t rovnost spolu
vynésobte a obdrzite Menelaovu vétu pro trojthelnik ABC a pfimku A4:8,Cs.

4. Oznacte stiedy stran 4B, BC, CA jako body Cy, Ao, By a sestavte Menelaovu vétu pro
trojuhelnik ABC a pfimku DE, coZ je zéroveni diky podobnosti trojahelniki Menelaova vé-
ta pro trojuheinik 4¢ByCop a ptimku POR,

15. Téznice, osy stran, osy uhli a vysky v trojihelniku

1. Prochazi-li Eulerova pifimka vrcholem A4, splyva bud’ s vrcholem A prasedik vysek V a
trojuhelnik je pravouhly, nebo je Eulerova pfimka AV vyskou i t&Znici a trojahelnik je
rovnoramenny.

2. Oznatme P, Q paty kolmic vedenych body B, C k ptimce AM a X jeji prasecik s pfimkou
BC. Pak je K stfedem tsecky BC pravé tehdy, kdyZ je |BP| = |CQ). a to je pravé teh-
dy, kdyZ obsahy trojuhelnikd BKM a CKM jsou stejné, coZ je pravé tehdy, kdyz obsa-
hy trojthelniki ABM a ACM jsou stejné.

3. Rovnaji-li se obsahy trojuhelniki ABM a ACM a soudasné obsahy trojuhelniki BCM a
BAM, rovnaji se obsahy trojihelnikd CBM a CAM.

4. Nelezi. Napft. v pravothlém trojuhelniku s jednim vnitinim vhlem 30°.

5. Trojuhelniky KMT a ACY jsou vzdjemne podobné s koeficientem podobnosti % (obr. 87).

16. Goniometrické funkce
1. 3,11; 11,59.
2. 6,07:10.86.

3. a-b =[vf +(acosﬁ)2}—[vf +(bcosa)2]=(acos,b’+bcosa)(acosﬁ—bcosa)=

=c-{acos f—bcosa).

17. Véta sinova a kosinova

3
1. P= 3—01(3{—%1} :ﬁ-az.

2 % 2 4

2. Od Heronova vzorce Ize dosazenim za s dojit ke vztahu 4a’h* =16P° +(ar2 +b —c2)2

: 2 ab
{viz odvozovani Heronova vzoree), kam dosadte P = S "

3. UZijte kosinovou vétu pro strany BC a AC v trojihelnicich ADC, BDC.

4. a) Plati a =bcosy +ccos f#, analogicky plati rovnosti pro b, ¢. Viechny rovnosti sectéte.
b) Sestrojte vysku BB). V trojuhelniku BCB; plati cotgy = m ;
csing
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9.

. Plati P=é-bcsina, b+ec=28,b<28, c<28 Odsudje b=15,4, c=12,6. Z kosinové

véty je a=14,2. Déle z kosinové véty je £ =69,9°, takse y =50,1°.
Diikaz pro ostrothly trojihelnik: Paty vysek z vrcholti 4, B, C oznacte postupné L, M, K.
’AKI_IBL’_’CMI _bcosa ccosfB acosy

= - iis
’BK] ]CLI ]AM| acos B bcosy ccosa

Plati

- Necht' usecky AL, BM, CK predstavuji osy vniténich Ghli trojithelnikn 4BC. Pouzijte Cé-

vovu vétu na trojihelnik ABC a osy whli a piidejte sinovou vétu:

sin—g sin% sing

K| AL|-— BM| =
IAK[-|BL|_CM|:|C | sina'] | smﬁ_l ] siny _ |

IBK] ICLI IAMI sinZ sin % sinﬁ

CK|—2 |az|-— 2 |BM|—2

sin 3 sin y sin

Necht” v trojahelniku ABC je CCy téZnice a CC; vyska. Trojuhelniky CoCC,, BCC) jsou
shodné. Pfimka CCy je osou thlu ACC), proto je [4C|:|CC,|=|AC,|:IC,C;|=2:1, odkud
[4CC | = 60°.

be _ac

¢ b
Je L=Z, e/ +c;=c. odkud G = & = .
e, a a+b’ ° a+b

’ ; 52 3 o8
10. Pro délku t&nice plati: a2-§+b2-%=c[ff+(—;—] J odkud ¢, = Y24 +22"’ :

Pro délku osy Ghiu s uzitim vysledku cvigeni 9 plati:

2 _be o ac l: 2, be ac} u_\/ab[(aer)__cz}_Q-Jabs(s—c)
bﬁ ] = - +

a a
a+b a+b

18. Kruinice

1.

2.
3.

Bod Xlezi na pteponé 4B, nebot’ |« AXC]|+|«BXC| =90°+90°.
Plati. Bod X leZi na pfimce 4B.

a) KruZnice s priimérem SM.

b) Kruznice s prirmérem SM bez bodu M.

¢) Oblouk kruznice s primérem SM leZici uvnitf kruznice £.

- Nad primérem SC sestrojte Thaletovu kruZnici; jeji prisec¢ik(y) s tdtivou AR tvoii stfed

. Nad primérem PQ sestrojte Thaletovu kruZnici; jeji prisecik(y) s kruZnici k je (jsou) vr- .

cholem C.

S4
Dvg kruznice s polomérem % dotykajici se pfimky AB v bod& S.

19. Véta o obvodovém a stiredovém tihlu

1.

2.

Musi byt |€AXB|=|«BXC =[«CX4|=120°. K tomu ale musi byt viechny vniténi troj-

tthelniku 4BC mensi nez 120°.
Oznacte X patu kolmice ze stiedu S kruznice & na piimku 48. Ramena dhlt DAB a ASK
Jsou na sebe kolmd, proto se isekovy tihel rovna poloving stiedového thlu ASB.




3. Ke strané AB sestrojte oblouk s obvodovym thlem 60°, ke strané BC oblouk s obvodovym
uhlem 45°.
4. a) Sestrojte nejprve trojuhelnik ABD, kde D je pata vySky z vrcholu 4.
b) Sestrojte nejprve trojihelnik BCD, kde D je pata vy3ky z vrcholu C, pak oblouk nad
stranou BC s obvodovym uhlem a.
¢) Sestrojte nejprve trojuhelnik BCD, kde D je pata vy3ky z vrcholu B.
d) Ke strané 4B sestrojte oblouk s obvodovym thlem y a rovnob&zku se stranou AB ve
vzdalenosti v,. ‘
e) Sestrojte trojithelnik ASE, kde S je stied strany BC, E je pata vySky na stranu BC.

Dale sestrojte trojuhelnik ABD, kde |4D| = 2t,, |«{ABD|:180°—a, bod B lezi na

piimce SE. Bod C je stiedové soumérny s bodem B podle bodu S.
f) Oznaéme D, E paty vySek z vrcholl 4, C. Sestrojte nejprve trojuhelnik ADC; bod £
leZi na Thaletové kruznici nad primérem AC.
5. 30°,45°, 105°.
6. Postupné se rovnaji velikosti thld AC'A", ABA’, BA'B’, BCB’, CB'C’, CA'C.
7. GO% A5 T55. '

20. KruZnice opsana a vepsana trojihelniku

1(1+b2+c2—azjzs(sfa) o ca_(s=B)(s—¢)

5 O
1. cos"—=—- , sin“—=1-cos" —=
2 2 2be bc 2 2 bc

2. Paty kolmic z bodu R na strany trojuhelniku lezi na Simsonové pfimce. Tyto paty se
stejnolehlosti se stfedem R a koeficientem 2 zobrazi na body Ry, K, Rs.

3. Je dan trojuhelnik ABC a trojuhelnik 40BoCq, jehoZ vrcholy jsou stfedy stran trojdhelniku
ABC. Oba trojihelniky maji stejnou Eulerovu pfimku, nebot’ maji totoznd t&€zisté 7= Tp a
prissedik vysek ¥, je totorny se stfedem kruZnice opsané S. Z polohy bodd na Eulerove
pifmee a z faktu, Ze polomér kruZnice opsané trojiihelniku ABC je dvojnasobny nez polo-
mér kruZnice opsané trojuhelniku 4oBoCy, plyne, Ze se kruznice dotykaji v priseéiku vy-
Sek ¥, coZ je vrchol s pravym uhlem.

4. Bod V' je priisedikem kruZnice opsané trojihelniku a pfimky CV, pfimka 4B je osou asec-
ky V'V

5. a) Body C jsou prinikem kruZnice opsané trojuhelniku a oblouku s obvodovym thlem y

s tétivou AB. Timto prinikem mize byt cely oblouk nad stranou 48, pak ma uloha ne-
konetné mnoho feseni, nebo je prinikem prazdnd mnoZina a tloha nemd feSeni. Je to

dano tim, Ze prvky c, ,  jsou vzdjemné zavislé vztahem =2r.

sin y

b) Sestrojte nejprve trojuhelnik BCD, kde D je pata vysky z bodu B, pak sestrojte stfed
kruZnice vepsané trojuhelniku ABC a te¢nu k této kruZnici z bodu B.

¢) Sestrojte nejprve trojihelnik ABO, kde O je stfed kruznice vepsan¢; tento trojihelnik

ma uhly g—, Ll a vysku p.
2= 2

d) Sestrojte nejprve trojuheinik ABD, kde D je pata v¥Sky z bodu 4.
e) Sestrojte nejprve trojubelnik ADC, kde D je pata vysky z bodu 4.
f) Sestrojte nejprve trojuhelnik BCO, kde O je stied kruZnice vepsané a plati

«BOC|=180°-£ - L —9p0 4+ 2.
2 2 2
6. Viz cviteni 5f. Stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikiim ABX lezi na obloucich kruZnice

|« AXB|
2

sestrojenych nad stranou 48 s obvodovymi thly o velikostech 90° + (zv14st pro



mensi a vEtsf oblouk kruznice).
7. Sestrojte stfed S kruznice opsané trojithelniku 4BC lezici na Eulerove pfimce, pfimku 458
kolmou na use¢ku V', stied strany 4B, vrchol C.
Sestrojte osy vngjsich Ghid pti vrcholech B, C trojahelniku ABC.

9. Plati |XU| = |4U] - |4X] = |AW| - |42] = |ZW.
Predpokladejme, Ze IBY | S[YCI (ptipad IBY I > |YC| se dokazuje stejn¢). Pak postupng je
XB| +|BU =|ZC) +|CW), |BY] + BV =|CH +CV, |BY+|BY + YV =|CW + V7] + |CV],
\BY =|CT.
Také je YV =|BC|-2-|BY|=a—-2(s—b)=b—c= [AC| — |4BI.
Dile je |[BC| = [BY] + |[YW + |[VC| = |BY + |YV + |BY = \BY] + |BV| = |XB| + |BU| = |XU|.
Je-li O stfed kruznice vepsané a O, stfed kruZnice vné pfipsané, jsou trojithelniky 4X0,
[Ax|+[xul  (s-a)+a s (s-b)(s-¢)
:p- = p- — 3
|4X| s—~a S—a ol
10. Obsah trojuhelniku 4BC je roven souétu obsahi trojuhelnikit ABO,, ACO, a rozdilu obsa-
hu trojthelniku BCO,, proto je P = p (s — a).
~b)(s~c) s _‘/s(s—b](s—c)
e .

s —a s—a

11. V pravoihlém trojithelniku 4BC s pravym thlem pfi vrcholu C je podle oznaéeni v pti-
kladu 62 primér kruZnice vepsané roven 2+(s - ¢) a primér kruznice opsané roven c. Sou-
¢et téchto hodnot je 25 —c=a + 4.

12. Uhel UCYV Je pravy, pfimka UV tedy prochézi stfedem kruznice £. Podle prikladu 60 pro-
tind osa vnitiniho tihlu oblouk 4B v jeho stiedu. P¥imka UV je tudiZ osou strany 4B.

o ]

AUQ, podobné, takze p, = p-

Plati (viz cviteni 9) p, = p- S \/ {s—a)(s
s—a

1 1 1 a+b+c 2 L
13. Dle kapitoly 17 je —+ — 41 = )
3 e kapitoly Jev+ + \/(S_a)(s—b)(s—c) £

v, v, 2.\/5(3—0)(S—b)(5_c)=

21. Délka oblouku kruZnice, obsah vysede a tisece
1. P=£-fABF +3-{l-n-|AB|2 ——\/E-|AB!2J =l-n-|AB|2 »——\/E-IABF =18(n—+3)em’.
4 6 4 2 2

2. Oznatte postupné K, L, M, N priisecik oblouki se sttedy C, D, prisedik oblouki se stfedy
A, D, priisecik oblouki se stfedy A4, B, prisecik oblouki se stiedy C, B. Trojuhelnik ABM

V3

je rovnostranny. Obsah oblasti ABM se dvéma hrani¢nimi oblouky je [ngJ 107 em?.

Obsah ,.cocky* s vrcholy B, D je (2—1)-102 cm’. Obsah oblasti 4BX se dvéma hraniéni-

25(12—3\/:—27r)

25(6J§—lz+n)

mi oblouky je = cm’. Obsah oblasti KBL je cm’, obsah
2
: 25(4n+12-1243)
~Ctverce™ KLMN je 3 cm”.
2 2 2
3. le.g-[.?__;__l_.n.ﬁ__l.n E.._+a_b :ib_.
2 4 2 4 2 4 2 2

4. Ar= uil ) ] L =15,9 ¢cm. Zména nezavisi na poloméru pivodni kruznice.




22. Vzajemna poloha dvou kruZnic, stejnolehlost kruZnic

1.

=

KruzZnice odpovidajici kruznici & ve stejnolehlosti se stfedem ve stfedu tsetky AB a koefi-

cientem %, bez jejich priseciki s ptimkou 4 8.

N2 +b +bh-a

Je rn+n=~Na’+b’, n+rn=a, n+r=>b, odkd 7= > .
Na' +b* +a-b a+b-a +b°
7 = 5 T = .

Uloha je vyfesena dale v ptikladu 91.
Thaletova kruznice nad primérem 4B vyjma boda A4, B.

23. Feuerbachova a Apolloniova kruznice

1.
2,

3.

Je-li trojuhelnik rovnostranny.

Prochézeji prisedikem vysek trojihelniku, nebot’ tento se zobrazi podle stran trojthelniku
na kruZznici trojuheiniku opsanou.

Ved'te rovnobézky body A, B a na rovnob&Zce prochazejici bodem B sestrojic body
B, By, aby |BBi| = |BB:| = 1. Piimka EB; protne rovnob&zku prochdzejici bodem 4
v bodd K, piimky AB, KB se protnou v bod¢ F. Usetka EF je pramérem Apolloniovy
kruZznice.

i . ; ks g i o o
Apollonoivy kruZnice s koeficienty k a T jsou osové soumérné sdruzené podle osy Usec-

ky 4B.

a) Sestrojte Apolloniovu kruZnici uréenou body 4, B a koeficientem 4 : a.

b) Sestrojte Apolloniovu kruznici uréenou bodem B, stfedem tisetky A8 a koeficientem
4:3.

c) Tézisté trojthelniku lezi na Apolloniové kruznici urené body 4, C a koeficientem

2 )

St =t 00 =2,

3 3

Osa obou tétiv prochazi stiedem S kruZnice k, proto spoletny bod obou tétiv leZi na

Apolloniové kruznici uréené body A4, B a koeficientem [S4] : |SB].

Hledany bod je pritseéikem kruznic sestrojenych nad priméry, jejichz koncové body tvoii

vzdy vnitini a vn&jéi stied stejnolehlosti libovolné dvojice danych kruznic.

. Jelikoz ptimky CE, CF jsou osy uhli piimek AC, BC, lezi bod C na Apolloniové kruzni-

ci sestrojené nad primérem EF a urené body A4, B, odkud plyne dokazovand rovnost.

24, Mocnost bodu ke kruznici

L.
2

Bod X leZi téZ na kruZnici se stfedem S a polomérem r = 12.

Jestlize body C, D, C', D' nelezi v piimce, leZi nékteré tfi z nich na kruZnici; feknéme
C, D, C'. Ptimka AC’ protne tuto kruznici v dal$im bod& D" (v piipad¢ teCny D" splyne
s C"). Z mocnosti bodu A k této kruznici plyne |AC|-[4D| = [AC-|AD". Z €0 a dané
rovnosti plyne |AD'| = |[AD"), z &ehoz D'= D", tedy bod D' le také na uvazované kruzni-
ci.

. Dilkaz stejny jako ve cviceni 2.

Oznacte |AX] = x. Plati x-2x = 148 — #*, odkud vyjadrete x a sestrojie kruZnici se stfedem 4
a polomérem x.

Oznaéte u* = be. Sestrojte u jako délku te¢ny ze spoledného bodu setek délek b, ¢ ke
kruznici o priméru |5 - ¢|. Stejné vyjadiete xt=(a—u)a+u.

Bod X lezi téZ na chordale kruznic &y, k.
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T

Sttedy kruznic jsou vrcholy rovnoramenného trojihelniku s vyskou velikosti 4 na zaklad-
nu. Je-li délka teéného dseku z potenéniho bodu ke kruznicim x, plati (4 —x)* =x* + 2%,

odkud x = i
2

25. Kruhova inverze

3.

- Dile uvedeny postup lze pouzit i pro ¢ = 0. Plati [ XY |2 =|Sx |2 +

Zvolte za stfed kruhové inverze napt. bod T1;. V této kruhové inverzi se krurnice ki, k>
zobrazi na dvé rovnob&zky k', k»' a kruZnice k3, ks se zobrazi na kruznice ks3’, k4 " které
lezi v pdsu ohrani¢eném pfimkami k', k' a pfitom se ks’ dotyka k" a k3’ se dotyka k»' a
ks se dotykd k3" Ze siejnolehlosti kruznic ks’ k4" vyplyvd, Ze body dotyku dvojic Gtvard
kivka'aky ka'aky' ky'leziv primee, kterd se v kruhové inverzi zobrazi na kruznici, kte-
ra prochazi téz bodem T7a.

Oznalme S stfed a » polomér kruznice & a déle XY t&tivu krugnice / tak, aby pfimka XY
prochazela bodem §. KruZnice 7 je samodruzna, prave kdyz [SX]-|SY] = 1%, coZ je zarovett
mocnost bodu § ke kruznici /, a to plati, pravé kdyz je piimka 84 (resp. SB) teénou ke
kruznici /.

SY’2 —2-|SX|-|SYf-cosgo.
Stejné vyjadfete [X'Y"* a z jedné rovnosti dosad'te cos¢ do druhé rovnosti a uvédomte si,
7e |SX1ISX = [SHSY] = (4.

26. Apolloniovy tlohy

1.

o

oo

Sestrojte kruZnici, ktera prochazi sttedy kruznic 4, k> a ktera se dotyka pfimky s’ rovno-
béZné s pfimkou s; vzdalenost pfimek s, s’ je rovna poloméru kruznice k;.

Stiedy kruznic &y, & oznacte S, Sa, body dotyku hledanych kruznic s krunici &; oznaéte
K, L a dale oznaéte bod X na polopiimee KZ a bod ¥ na polopfimce LK tak, aby |KX] = r;.
ILY] = r, kde r; je polomér kruZnice k. Sestrojte kruznice prochézejici body Sy, S5, X a
S1, 82, Y.

- Oznatme § stfed kruznic &, ky a r\, 72, 1| <rs, jejich poloméry. Stiedy hledanych kruZnic

htn

leZi jednak na kruznici se stfedem S a polomérem a na kruZnici se stfedem B a po-

fi

. rn-n . o g . F - -
lomérem 22 -, jednak na kruznici se stiedem S a polomérem ~7—2— a na kruznici se

A +P‘2

stfedem B a polomérem . Bod B je vnitinim bodem mezikruzi.

Necht se napf. ptimka p dotyka kruznice k; v bodé 7. Za stfed kruhové inverze volte bod T
a kruznici samodruhych bodi nejlépe tak, aby kruznice k» zistala samodruzna. Obrazy
kruZnice k) a pfimky p jsou rovnobgzky £, p". Sestrojte jednak kruZnice dotykajici se
piimek ki, p’ a kruznice £, (pokud existuj), jednak rovnob&Zky s pfimkou p dotykajici
se kruZnice k. Tyto sestrojené kruznice a rovnobéZky s p zobrazte ve zvolené kruhové in-
verzi,

- Necht bod 7 lezi na kruznici k1. V bodé T sestrojte teénu p ke ki, dim2 tloha pfejde na tlo-

hu ze cviéeni 4.
Sestrojte soustfedné kruZnice s kruznicemi &y, k> a poloméry jednak men3imi, jednak vét-
$imi o hodnotu r, nez maji kruznice k), k.

. Sestrojte poloptimku ¥4’ osové soumérnou podle piimky VB. Nyni jde o ulohu bod-

piimka-pfimka (bod Q, piimky V4, V4.

. Uloha phimka-pimka-kruznice. Uloha ma 4 fesen,
. Stfedovou soumérnosti se stfedem M zobrazte piimky p, ¢ na pfimky p’, ¢". Nyni jde

141



o ulohu bod-piimka-pfimka (bod M, pfimky p, g°, resp. ¢, p').
10. Bod S dotyku kruznic ki, k» je stiedem stejnolehlosti téchto kruZnic, proto |45] = 2-|SB|:
S lezi na Gseéce AB.

27. Ctyi-ihelniky
1. Sestrojte nejprve trojuhelnik ABD, jemu opiste kruznici.
2. a) Sestrojte nejprve trojihelnik 4BC a pak vyuzijte rovnostia +¢c= b +d.
b) Sestrojte postupné thel a, kruZnici vepsanou, stranu 458, uhel y.
3. Bod E je otoleny bod C na stranu 4B kolem bodu 4. V trojuhelniku EBC zndme

|<EBC|=180°-«,|EBj=a—e, :900+%_
4. Bod £ je kolmy primét bodu C na piimku AB. Sestrojte pravodhly trojahelnik AEC, kde
IAE| a+c
2

5. Bod E je soumérné sdruZeny k bodu B podle piimky AC. Sestrojte nejprve trojuhelnik
DCE, jehoz strany maji délku b, ¢, d — a.
6. Soulet protilehlych uhid vzniklého ¢tyfihelniku je roven

180°— %P (18007 5}18@’
2 2 2 2

. Viz ptedchozi cviceni 6.

8. V tefnovém <tyfabelniku je a+c=b+d Tedy ac=bd pravé tehdy, kdyz
a + = b+ &, Dal viz feSeny piiklad 101.
Jiné feSeni: Tedy ac = bd, pravé kdyz a=b5, c=d, nebo a=d, b=c. V tom pfipadé je
Stytihelnik deltoid, nebo kosoétverec, nebo étverec.

9. Oznatte M stied thlopticky BD. UZijte kosinové véty na trojihelniky 4BM, BCM, CDM,

DAM a ptedpokladu tvrzeni. Dostanete

= {|aM|~|CM])’ +2-|4M|-|cM|-[ 1+ cos (xAMC)].
Proto leZi body 4, M, C na pfimce a thlopficky se puli; jde o rovnobéznik.
10. Oznatte [AC|=e, |BD|=f, |«BAC|=|«ACD|=¢, |<ABD|=|«<CDB|=y. Pak je
ecos@ + f cosy = a+c. Pouzijte kosinové véty pro trojihelniky 4BC, BCD, CDA, DAB:

-]

b’=a’+e’2aecosp, d’=d’+ f 2afcosy , d’=c’+e’2cecose, b=+ [ 2cfcosy ;
tyto Ctyfl rovnosti sectéte.
11. Je-li M prisecik ﬁh]opfiéek ¢tyfuhelniku ABCD, plati pro jeho obsah:

|4M|-|BM|- 51n¢;0+— |BM|-|CM|- s1nqp+— |CM|-|DM|- smgo+— |DM |- |4M|-sin g

{anal+lcm])- (8] D) singp

12. Jsou-li ve étyfihelniku ABCD délky |AC|=e, |BD|=/, plati trojihelnikové nerovnosti
atb>e,ctd>e, b+c>f a+d>f Seftenim vSech ¢tyf nerovnosti dostaneme prvni
z dokazovanych nerovnosti.
Je-li S priise¢ik thlopficek a oznacite-li |45] = ey, |CS] = e, |BS| =1, |DS| = £, plati troji-
helnikové nerovnosti ey +fi>a, ea+fi>b, e;+f>c¢, e+ f2>d, Seltenim viech &tyf
nerovnosti dostaneme druhou z dokazovanych nerovnosti.

13. Obsahy trojuhelnikt ABD, ABC jsou stejné. Od t&chto obsaht se odeéte obsah trojihelni-
ku ABM.

14. Je-1i § stied ciferniku, vyjadiete obsahy ¢tyfihelnikii 153, 358, 859, 951 a seététe je. Do-
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stanete P=—1--r2 -sir160°+l-r2 -sin150°+l-r2 -sin30°+l-r2 -sinlzo°=l-r2 -(f3+1).
2 2 2 2 2

28, Pravidelné mnohouhelniky

[a—y

2
3.

CI=2nptgl, P=np? tg .
n n

n (rozliste » sudé, liché).
UvaZujte jednak, Ze rovnoramenny trojithelnik ABK ma hlavni vrchol A, pak thel pfi vr-
cholu € mé velikost 36°, jednak, Ze rovnoramenny trojuhelnik ABK mé hlavni vrchol B,

2]

pak uhel pfi vrcholu C ma velikost 1870 :

2
Plati 5= 2rsin~—n— , a=2r sinE = 2r-23in—1r—cos—£, rcosi= r? —(2 . Dosazenim
2n ] 2n 2n 2n 2

z prvni a tieti rovnosti do druhé rovnosti dostaneme a’r* = b° ( 4r* —bz) .

- Dokazovanou rovnost miizeme pfepsat na tvar |44, 4,4,] :|A1A2|-|A3A4I+IA2A3|-IA1A4],

coZ je Ptolemaiova véta pro ¢tyfuhelnik 4142434,

P= a]p+a2p+...+a”p=ps, kde S=l-(al Hill bl
2 2 2 2 )
Ve spole¢ném vrcholu plati 2-(n—2—n)+2-[1t—&):2n, odkud l+i=l. Tato rov-
n m n m 2

nice davd feSeni n, =4, m; =4, nebo n, =3, m, = 6 (ve druhém pripadé existuji dvé mozna
pokryti roviny),

. Soucet je roven n-180°—(n—2)-180° =360°.

kI
FCos—

n ;
Je £ = 2 <cos~.Pron=3jer=2p.
I ¥ ¢

29. Délici pomér

1

S e W

. Pfedpokladje 4C=1-BC.

7 pfedpokladu plyne BC =%-E, proto je (BAC) = %—

Pomoci predpokladu dostaneme AB= AC+CB=-4i-CB+CB= (1-2)- CB, proto je

(ACB)=1-4,(CAB) = ﬁ

Podobné je (BCA) = 221 (cBay= 2.
A

/t s
Plati.
Plati.
Plati.
Plati.

. . . . (ABD) -4
Je-li (ABCD)=~1,4. (ABC)=Aa(4BD) = - je (ABDC) = 222 _ A _ |
e-li ( ) ). (ABC) =LA a(4BD) =4, je (ABDC) (4BO) A

Podle cvigeni 1 je (BAC) = % (BAD) = —%, proto je (BACD) = -1.
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Analogicky se postupuje pro ostatni ¢tvefice.
7. Trojthelniky KZA4, MNA jsou podobné, stejné tak trojuhelniky KLB, NMB. Proto je

(4BC) _|4c| ( |BD]) |ac| |BD| _
(4BDy [BC| | |4D|) |ap| [BC| [MN] [K1]

8. Trojuhelniky ACC", ABB' jsou podobné, stejné tak jsou podobné trojuhelniky ABB", ADC".
(4BC) __|AC| |BD| _ |4C| |B"CY| _

(4BD)  |BC| 40| |B'CY| |4c]

9. Je-li tise(':ka AC kratsi ¢asti usecky A8 a plati-li lAC| = x, |4B| = a, pouZijeme ke konstrukci

(ABCD) =

TakZe je (4BCD) =

vztahu & o2 Jeli tsecka AC delsi easti useCky AB a plati-i |[4C}=a—-x, |[4B| =
= J_
- . a 2
pouzijeme ke konstrukci vztahu =—
a—x +f5-1

2 2
10. Je-li T stfed useCky 4B, |[AB| = a, je |AP|=|L421_B_|W|pTI=§_ (g) _(EJ _ 3-\/§-a

W51
.....—.a
2

11. Je-li |[4B| = a, je | BC’

= | BC| =
12. Strana obdélniku je pfeponou a iseky na strandch ¢tverce jsou odvésnami rovhoramenné-

345 5-1

ho pravoihiého trojihelniku, takZze maji-li strany obdélniku délky 5 -a, -a,

1 3-+5

maji useky na stranach étverce délky —- -a,
] Y Y \/5 3

=|SF| =\/{3_£]2 +
4

-1
-a

-

g . ]
.aj
2

13. Je |[4E|=|EF|=

2

3—\/§J2 o 3-—\/5_‘/—'&’

ST

14. Redeni je patrné z obr, 178.

30. Priméry

1. DokdZeme nerovnost Min(a,b) < Qai. Piedpokladejme, Ze a <b. Pak Min(a.b)=a a
a+

z nerovnosti a < b postupné plyne g + b <2b, 1< o , 4% i :
a+b a+b

Ostatni nerovnosti dokaZete podobné jako tuto, pfipadné jako tu v textu.

2 2 ) 2
+|SF|2‘—“J(a_2'-b—aj +[a;—b] = a ;b

3. Obsah kosodélniku je absina , obsah koso&tverce je x”sinar, odkud x =+/ab =4 cm.
4. Osu pravého uhlu oznaéme CD. Vyznaéte ¢tverec s thloptickou CD. Ma-li ¢tverec délku

2. |DF|=4|DS[

strany x, plati L. % ,odkudx = ]CDI 2ab ¢
a—x 1 a+ a+b
5. Pii ry=r2 je |QT] = |PT] =r;. Dile necht napt. r; > rz. Oznaéme S8, 5> stfedy kruZnic.
2 2
Plati |QT| I TI \/(r' +r2) —(r, —rz) =./nr, . Dile — I odkud |PT| ]
2 |QT| K+,
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b 2 2 2
6. Je-li d primér kruhu, je ﬂ(a; ) —JI; - ﬂs =nd’, odkud d =+Jab .

7. Trojuhelniky 4U0 a OVB jsou podobné podle véty (uw), proto je AU | OU =101 : |BV.

2 2
8. Mé platit pv2 = a2 +5° , odkud je p:Ja ;b ;
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