F7210 cislicova technika

Booleova algebra




* bud B, trida vsech funkci f(xy4,...X,)
definovanych na {0,1}", funkce z B,
nazyvame Boleovy funkce




 Kolik ruznych vektoru hodnot argumentu
obsahuje definicni obor Boolleovy funkce
f(X4,...%,) ?







 Kolik ruznych vektoru hodnot argumentu
obsahuje definicni obor Boolleovy funkce

f(X4,...%,) ?
° 2”




 Kolik ruznych funkci obsahuje trida B,, vSech
funkci f(x4,...x,) definovanych na {0,1}" ?

« Trida B, obsahuje prave







ZX0[Kx

< Z 0

Z<ZO0

X O X




 Kolik ruznych funkci obsahuje trida B,, vSech
funkci f(x4,...x,) definovanych na {0,1}" ?

* Trida B,, obsahuje prave »2"




Definice operaci

0+0=0
0+1=1+0=1+1=1
1.1=1
0.1=1.0=0.0=0
1=0

0=1




* Booleova dvouhodnotova algebra je
algebra s oborem {0,1} a tridou operaci

{t,..-}
* + |ogicke scitani,
* . logicke nasobeni
* - Negace




ZX0[Kx

< Z 0

Z<ZO0

X O X




zakladni pravidla Booleovy algebry

» pravidlo agresivnosti a neutralnosti prvku
0,1

xt1=1,x-1=X
xt0=x,x-0=0
* Pravidlo komutativni
Xty =y+X, X-y=y-X
* Pravidlo asociativni
x+(y+z) = (x+y)+z,x - (y-z)=(X"y) - Z
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zakladni pravidla Booleovy algebry

Pravidlo distributivni
X (y+z)=7?
X (y+tz)=(x-y)+(x-2z)

X+H(y-z)="7

X+(y - z) = (Xty) - (X+z),




ZX0[Kx
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X O X




zakladni pravidla Booleovy algebry

 pravidlo idempotentnosti
X+X="?,
X+X=X,

X+ X="7

X * X=X

» pravidlo absorpce
X+(x-y)="7,

X+(X - y) =X,
X-(x+y)=7?,

X (Xx+y)=X
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zakladni pravidla Booleovy algebry

» pravidlo o vyloucenem tretim

X+x =7,

X+x =1,

XX =?,

x-X =0

« pravidlo involuce
(x ) =X,

« de Morganova pravidla
(x+y) =7,

(x+y) =Xy

(xy) =2, _

(xy) =x +y ,







=
-*
2|

X *xYy

Flx,y)=x*xy*x1+x*xy*x1+x*xy*x0+x*y*0

F(x,y)=x*xy+x=*y

Fx,y)=x+({y+y)=x




Fx,y)=x*y*x0+x*xy*x1+x*xy*x0+x*y*0

F(x,y)=x*y*x1=xx*y







Fx,y)=xx+yv+0)*x(x+y+D*xx+y+0)x(x+y+0)

FO,v)=(x+y+0)«x(x+y+0)x(x+y+0)

0(0]|0 x+y
Flx,y)=(x+y)*(x+y)*(x+y)
0111 x+y
Flx,y)=xx(x+y)x(x+y)+y+xG+y)x(x+)
110 (0 x+y
11110 X+y

Foy)=x*(XxXT+0)+y*«E@+3))+y*(x+GE+y)+y=(x+))
F,y)=x*((F+x*y)+@xx+y*3))+y(E+x+y)+(yxx+y*y))»
Flx,y)=x*((x+x*y)+(y*x0))+y((x+x*y) + (y* 1))

Foy) =x+((x+x*y)+(y*x))+ y((x+x*y) + (y *x))
Flx,y) =y*xXx=Xxx*y










Fe,y)=x*«y*x1+x*xy*x0+xxy*x1+xxy=*1

Fx,y)=x*xy*1+x*xy*s14+x*xy=*1

Flx,y)=xxy+x*xy+x*y

Fx,y) =y +xx*y




X +y

x+y

=
+
<

=
+
<<

Fx,y)=xx+y+D*xx+y+0)xx+y+D)*x(x+y+1)

Fx,y)=x+y




=
*
<2

F(x,y) =

F(x,y) =x

zjednoduste

F(x,y) =7

*Y +

k1 +x*xy*1+xxy*0+xxyx1l

X*xy+xx*xy




x+y

X Y | x*y
0 1 1 1 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 1 0 0 1

Fx,y)=xx+y+1D)*sx+y+0)«x+y+1D)*xx+y+1)

Fx,y)=x+Yy

Fx,y)=x*y+xxy+x*y




ofiklad

e Pr:

° f(X!y5Z)def =(X+y)EX'Z




XZ

X+y




XyZ

Xy Z

XYy Z

XZ

X+y




Priklad

e f=X 'y Z +X Yy Z+t XYy -Z+XYyZ




normalni souctova (soucinova)

forma

Pr:

H(X,¥,2)ger =(XHY)=XZ

F=(cry)xz+ (xby) (x2)

f=x'xzty'xz+x vy (x +z )

f=x-xz+tyxz+x 'y X +xX 'y z

f=xz+x -y




normalni formy

e primitivni term x™=x, x™=x

» elementarni soucin (soucet): soucin
(soucet) koneCneho pocCtu navzajem
ruznych primitivnich termu vCetne jednicCky
(nuly)




Elementarni soucCin soucet, pr.

¢ 1
* X

e Xty +X
* (X +y)

e X *+X




normalni formy

* hodnost h elementarniho soucinu (souctu)
odpovida poctu pismen v nem
obsazenych

* Pr. h(x+z+y)="?

h(x+z+y)=3




normalni souctova (soucinova)
forma

* normalni souctovou ndf (souCinovou nkf)
formou nazyvame soucet (soucin)
konecného pocCtu navzajem ruznych
elementarnich soucinu (souctu)

» ndf (nkf) se nazyva ndf (nkf) Boleovy
funkce f je li rovna této funkci

» kazdou funkci Ize prevest na ndf (nkf)




normalni souctova (soucinova)

forma

Pr:

H(X,¥,Z)ger =(XHY)=XZ

F=(cry)xz+ (xby)” (x2)

f=x'xzty'xz+x vy (x +z )

f=x-xz+tyxz+x 'y X +xX 'y z

f=xz+x -y




o f=Xyz+ Xy Z+X Yy Zz +X VY Z
o« f=xz+ X y




* bud dana trida boleovskych promenych
{X4,....x,}. Elementarni soucCet se nazyva
maxterm nebo konstituent nuly na dané tride,
obsahuje-Ili primitivni termy vSech promennych
Xq5-- - Xpl). Mi=Xj4 ... +X;,, existuje jeden a jen
Jeden vektor hodnot argumentu na kterém M.
nabyva hodnot nula

* Elementarni soucCin se nazyva minterm nebo
konstituent jednotky na dane tride, obsahuje-li
primitivni termy vsech promennych Xq,.-.Xpl].
M;=X;s"...."Xjp, €XIStuje jeden a jen jeden vektor
hodnot argumentu na kterém m. nabyva hodnot

jedna.




» Ndf (nkf) se nazyva uplnou na tride
argumentu {x,,...x.}, je-li kazdy jeji
elementarni soucCin(soucet) minterm
(maxterm) na dané tride promennych undf
(unkf).

* undf (Unkf) se nazyva undf (uUnkf) Boleovy
funkce f(x,,...x;) undf(f) (unkf(f)), je-li
rovna teto funkci




Vyjadreni Booleovskych
promennych

» Stav Boleovskych proménnych
vyjadrujeme stavovym indexem s

» Stavovy index je Cislo, které dostaneme,
povazujeme-li vektor hodnot <a,..a >
promennych X,..X,, za binarni Cislo o n
radech

* Naopak cifru na miste i tého radu

stavoveho indexu lze chapat jako hodnotu
| té slozky vektoru <a,..a >




Veta 1.2

» Ke kazde Booleove fci f existuje jedna a
jen jedna undf (unkf)

 Dukaz:

» Bud f(x,..x,)eB,, necht f, je hodnota funkce
na f na k tém vektoru hodnot argumentu
Xq..X, M minterm a M, maxterm
korespondujici s uvazovanym vektorem
hodnot argumentu




UpIné normalni formy funkce f

Undf (f)= fymg + f;my + .. foa 4 Moy 4

Unkf (f)= (f, +Mg ) (f; M) .. (Fanq +Moanq)
Undf *(f)= oMo+ g1 My + .. Qoang Moap
L’;nkf “(F)= (9o *My ) (94 M) .. (Gonn.1 TMaay,
1




 undf(f), (unkf(f)) je tedy ekvivalentni souctu
(soucinu) téech mintermu m, (maxtermu)
I\/Ik

Pro které jsou hodnoty f, fce f rovny jednée
(nule). Na k tém vektoru argumentu bud
m, =1, m=0, k#l; M, =0, M=1, k#,

hodnoty undf(f), (unkf(f)) na k tem vektoru
jsou rovny hodnotam f, funkce f(x4,...x,).

Index k je zvolen libovolne




Algoritmus prechodu od tab. K
undf (uknf) Booleovy funkce

1. vybereme v matici hodnot funkce vsechny
vektory hodnot argumentu na kterych funkce
nabyva hodnoty 1 (0)

2. Zapiseme mintermy (maxtermy) odpovidajici
témto vektorum, ma-li argument x™ v daném
vektoru hodnotu 1 (0) napiseme jeho aserci
(negaci), ma-li x~ v daném vektoru hodnotu
0,napiSeme jeho negaci (aserci).

3. Vsechny takto ziskané mintermy (maxtermy)

uvedeme do relace operatorem souctu
(soucinu)




ofiklad

e Pr:

° f(X!y5Z)def =(X+y)EX'Z




XyZ

Xy Z

XYy Z

XZ

X+y




Priklad

e f=X 'y Z +X Yy Z+t XYy -Z+XYyZ




Mapy

» Kazdou Booleovu funkci f(x,,...X,) |lze zobrazi jednim a
jen jednim zpusobem jako podtfidu tfidy vrcholu n
rozmerne jednotkove krychle

« Zvolme v n-rozmerném prostoru souradnicovy system
<Xq,...X,>. Protoze n rozmérna krychle obsahuje 2"
vrcholu v, Ize psat pro i ty minterm (maxterm)

Mi(Xy.....%p) > Vi(Xyq.....Xp)

Mi(X;....X5 ) Vi(Xq.....X,)

Kde i je stavovy iIndex 1 teho vrcholu krychle

Protoze ke kazdé funkci f existuje jedina undf(f) (unkf(f)),
Je uvedene zobrazeni jedine




» Svobodova mapa Booleovy funkce
f(x4,...X,), Ctvercova nebo obdélnikova
matice rozdelena pro n promennych na 2"
poli. Kazdému poli mapy koresponduje
jeden a jen jeden vrchol v, n rozméerné
jednotkove krychle. Vrcholu v, je prifazeno
leve horni pole, v,"_,, pravé dolni pole.




» PocCet radku a sloupcu zavisi na zpusobu
rozkladu tridy argumenu {x,,...x.} na dvé
podtridy.




?

Je-li {X,,...X } = {Xq,... X} N {Xps15--- X}
Jaky je pocet sloupcu a radku?
pocet sloupct 2k

pocet radku 2"




ofiklad

o Undf(f)=X; Xy'X3 "X; "XgtX;'X, X5 "Xy XgH
X1 X2 X3 Xg X5 T XX X3 X4 X5




1

X4 | Xo

1

0

1

2 |3 |4 |5 |6 |7

1

1

1

0

0 |0

0O [0 (0 |0

X4

X3




Necht o je oblast v m rozméerném vektorovem
prostoru definovana nerovnosti g(xy,...X,)20

g je vsude definovana spojita fce

Zavedme booleovskou funkci (0) predikantem

(9(X4,...Xy)20)
Je-li dana Booleova fce

f(Xq,...X,) = fgmg+ fymy + . fon 4y Moay
f(Xq,...%)= (fo +Mg ) (f; +My ) .. (foa.1 Mo, 1)
Kde m=n




» Pak je-lim, (X4,...X,)e0 —(0)=1

* je-lim. (x4,...x,)¢0 —(0)=0

* Analogicky pro M,

 Uvazujme oblasti o4, .... 0, urCene nerovnostmi
g4(X4,...X)20,...... , 9n(Xq,...X)20

m;€ N o;2 (V) (M; € 0;)—&; (0)=1

Mie U o;2 (3) (M; € 0;)—V;(0)=1

Euler-Vennuv diagram




Karnaugh Veithovy mapy




Karnaugh Veithovy mapy

00 {10
y 101 |11
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Karnaugh Veithovy mapy




Karnaugh Veithovy mapy







UpIné soustavy Booleovych funkci

 Existuje trivialni uplna
soustava v uzavrené
tride B,,, kterou tvori 7
funkci této tridy

2%




* Veta:

* Funkce logickeho souctu, soucCinu a
negace tvori uplnou soustavu v B

 Soustavy funkci {-, }{+, }tvori base tfidy
Bn




dukaz?




dukaz

o X+Xx =1,

e X:X =0

* (x+y) =x 'y,
* (xy) =X +y

» Veta: Ke kazdé Booleove fci f existuje
jedna a jen jedna undf (unkf)




» Ukazte, ze soustavy
* {}

* {+]

- {}

o {+,.}

* Nejsou samy o sobe upiné




Minimalisace Booleovy funkce

* Minimalisaci B.fce rozumime proceduru
ustanoveni jejiho nejjednosussiho
vyjadreni ve tvaru komposice funkci
libovolne zvolené uplne soustavy S funkci.

» Za nejjednosussi vyjadreni pokladame
obvykle vyraz tvoreny minimalnim
moznym poctem komposici.

 Vyjadreni minimalisovane B. fce ve tvaru
ndf s nejmensim poctem pismen.




