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• jej́ı graf lze nakreslit bez přerušeńı kontaktu psaćıho nástroje s podložkou,
tj. jej́ı graf je souvislá ǩrivka;

• malá změna nezávisle proměnné vyvolá malou změnu závisle proměnné.
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• Je-li x
”
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mě̌ŕıtko
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mě̌ŕıtko
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”
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• Ke každému kladnému č́ıslu ε existuje kladné č́ıslo δ, že pro jakékoliv x ∈ D(f)
z δ-bĺızkosti x k x0 nutně vyplyne ε-bĺızkost f(x) k f(x0).

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε
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je bĺızko“ k x0, tak f(x) je od f(x0) ”

daleko“.



Spojitost v bodě
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mě̌ŕıtku dalekosti“ jsou funkčńı hodnoty nějakých nezávisle
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daleko“ od funkčńı hodnoty f(x0).
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daleko“ od funkčńı hodnoty f(x0).

|x− x0| < δ |f(x)− f(x0)| ≥ ε
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je bĺızko“ k x0, tak f(x) je od f(x0) ”

daleko“.
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”
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”
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Funkce f je nespojitá v bodě x0 ∈ D(f):

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D(f)) |x− x0| < δ & |f(x)− f(x0)| ≥ ε
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(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D(f)) |x− x0| < δ & |f(x)− f(x0)| ≥ ε
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(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| ≥ δ & |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f je ohraničená.

(∀ε > 0)(∀δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| ≥ δ & |f(x)− f(x0)| < ε

Funkce f je konstantńı.
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f + g, f − g, fg

jsou spojité v bodě x0. Pokud nav́ıc g(x0) 6= 0, pak je také funkce

f

g

spojitá v bodě x0.

Necht’ funkce g je spojitá v bodě x0 a g(x0) ∈ D(f). Je-li funkce f spojitá v bodě
g(x0), pak je složená funkce f ◦ g spojitá v bodě x0.

Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0. Pokud existuje inverzńı funkce f−1, pak je tato
funkce spojitá v bodě f(x0).
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Funkce f je spojitá na intervalu J ⊆ D(f), pokud je spojitá v každém bodě tohoto
intervalu.

(∀x0 ∈ J)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ J) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Každá elementárńı funkce je spojitá na každém intervalu, který je část́ı jej́ıho
definičńıho oboru.
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Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:

• Funkce f je ohraničená na intervalu 〈a, b〉.

(∃k ∈ R)(∀x ∈ 〈a, b〉) |f(x)| < k

• Funkce f nabývá na intervalu 〈a, b〉 své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

(∃c, d ∈ 〈a, b〉)(∀x ∈ 〈a, b〉) f(c) ≤ f(x) ≤ f(d)
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Karl Theodor Wilhelm Weierstraß 1815–1897
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• Pokud maj́ı funkčńı hodnoty v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 opačná znaménka,
pak uvniťr tohoto intervalu existuje kǒren rovnice f(x) = 0.

f(a)f(b) < 0 ⇒ (∃c ∈ (a, b)) f(c) = 0
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Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 ⊆ D(f). Pak plat́ı:
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Když se s hodnotami nezávisle proměnné se přibližujeme k x0 tak se funkčńı hodnoty
přibližuj́ı k a.
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nutně přibĺıž́ı k hodnotě a.



Představa a pojem limity

10 / 14

lim
x→x0

f(x) = a
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změna funkčńı hodnoty v x0 splňuj́ıćı rovnost f(x0) = a, změńı funkci f na funkci
spojitou v x0.
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(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε
(

∀{xn}∞n=0 ⊆ D(f)
)

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = a

Předpokládáme, že definičńı obor funkce f je takový, že posloupnost

{xn}∞n=0 ⊆ D(f), lim
n→∞

xn = x0

existuje, tj. že v každém ryźım okoĺı bodu x0 jsou hodnoty z definičńıho oboru
funkce f .
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Předpokládáme, že definičńı obor funkce f je takový, že posloupnost
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x0 je hromadný bod definičńıho oboru.
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x0 ∈ R

lim
x→x0

f(x) = ∞: (∀H ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > H
(
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Vlastńı limita v nevlastńım bodě:
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x→∞
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f(x) = f(x0)

• f nespojitá v x0 ∈ R: najdeme funkci g, která má na nějakém ryźım okoĺı bodu x0

stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
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f(x) = g(x0)
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• f spojitá v x0 ∈ R → lim
x→x0

f(x) = f(x0)
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stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)

[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0
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Př́ıklad: lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x2 − 1
= 0

x 6= 1 :
x2 − 2x+ 1

x2 − 1
=

(x− 1)2

(x− 1)(x+ 1)
=

x− 1

x+ 1
, g(x) =

x− 1

x+ 1
je spojitá v x0 = 1
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stejné funkčńı hodnoty jako funkce f → lim
x→x0

f(x) = g(x0)

[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0
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Př́ıklad: lim
x→0

sin
1

x

lim
n→∞

1

nπ
= 0, lim

x→∞
sinnπ = 0
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• Využit́ı ekvivalence limity funkce a limity posloupnosti
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[

(∃η)(∃g)(∀x ∈ D(f) ∩D(g))
(

0 < |x− x0| < η ⇒ f(x) = g(x)
)

&
(

g spojitá v x0

)

]

⇒ lim
x→x0

f(x) = g(x0)
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x→∞

anx
n − an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm − bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0
=























0, m > n

an

bm
, m = n

sgn

(

an

bm

)

∞, m < n

lim
x→−∞

anx
n − an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm − bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0
=























0, m > n

an

bm
, m = n

sgn

(

an

bm

)

(−1)n+m∞, m < n
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Př́ıklady

14 / 14

lim
x→−2

6− 2x− 2x2

3x2 + 4x− 3
=

6 + 4− 8

12− 8− 3
= 2

Funkce je spojitá v bodě x0 = −2
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Př́ıklady

14 / 14

lim
x→−2

6− 2x− 2x2

3x2 + 4x− 3
=

6 + 4− 8

12− 8− 3
= 2

Funkce je spojitá v bodě x0 = −2
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Př́ıklady

14 / 14

lim
x→∞

3x
3

2 − 2x

2x2 + 4
= lim

x→∞

3√
x
− 2

x

2 + 4

x
2

= 0

lim
x→∞

2x−2 − 3x+1

2x−2 + 3x−1
= lim

x→∞

(

2

3

)

x−2 − 33
(

2

3

)

x−2
+ 3

= −9

lim
x→−∞

ex − e−x

ex + e−x

= lim
x→−∞

e2x − 1

e2x + 1
= lim

x→−∞

(ex)2 − 1

(ex)
2
+ 1

= −1



Př́ıklady

14 / 14

lim
x→∞

3x
3

2 − 2x

2x2 + 4
= lim

x→∞

3√
x
− 2

x

2 + 4

x
2

= 0

lim
x→∞

2x−2 − 3x+1

2x−2 + 3x−1
= lim

x→∞

(

2

3

)

x−2 − 33
(

2

3

)

x−2
+ 3

= −9

lim
x→−∞

ex − e−x

ex + e−x

= lim
x→−∞

e2x − 1

e2x + 1
= lim

x→−∞

(ex)2 − 1

(ex)
2
+ 1

= −1

lim
x→−∞

√
x2 + x

x
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