A. Zkouska z M1035, podzim 2021

Priklad. 1. [ 6 bodu] Spocitejte

D 1 203 — 812 + 6
m ——F)T"-
Z——00 10 — 3 ’
v _1
b) lim — ,

=0 In(1 — x)
¢) derivaci funkce f(x) = 2% - cos,
d) vSechny primitivn{ funkce k funkci g(x) = log, x,
e) délku kiivky {(z,3z) € R? z € [1, 3]},
f) vSechna feSeni diferencidlni rovnice ¢y = 0,3 - y.

Reseni. Za kazdou tlohu je jeden bod.

(a)
. 22°—8a%+6  2-81+ 5
lim ————— = lim —%F—% = -2
T——00 10 — 23 T——00 21:—2 —
(b) Podle I’Hospitalova pravidla
e’ —1 e’

(- a) e L= h

©) f'(x) =In2 2" cosz — 2% sin x.
Inz

(d) Protoze g(z) = logyz = L3 je pomoci per partes
n
1 1 1
/g(x)dx:m lnxdx:m (a:lnx—/x-;dx) =
1
=13 (xlnz —x) + ¢

(e) Pomoci integralu

3
/ V1+32de =103 —1) = 2V10
1
nebo pomoci Pythagorovy véty: Vzdélenost bodi [1, 3] a [3, 9] je

V(B =124 (9—3)2 =4+ 36 = V40 = 2V/10.
() y(x) = ce®3*, kde c € R.

Priklad. 2. [6 bodii] VySetiete pribéh funkce
T+ 2

RN

a) Najdéte limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.
b) Spocitejte derivaci.
c) Zjistéte, kde je funkce rostouci na kde klesajici.
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d) Najdéte lokdlni a globélni extrémy funkce.
e) Najdéte obor hodnot.
f) Nakreslete graf funkce na intervalu [—10, 10].

Reseni. Za kazdou podilohu 1 bod.

(a) Defini¢ni obor je R.
2 2
lim L:L lim L:_l
T—00 T2 +1 T——00 2+ 1
(b)
() Va2 +1— (2 +2)3@2+ 172 (22) 22 +1— (z+2)z
xr) = - _
x2 41 (22 + 1)3/2
1 -2z
o (xQ + 1)3/2‘

(c) Na (—o0, 1/2) je funkce rostouci, nebot’ f’(z) > 0. Na (1/2, c0) je funkce klesajici,
nebot’ f'(x) < 0.

(d) Funkce nabyva jediného extrému, a to globdlniho maxima v bodé 1/2. Globaln{ ma-
ximum je

F(1/2) = /5.

(e) Funkce je spojitd. Z limit v 400 a priibéhu funkce plyne, Ze obor hodnot je (—1,/5].
(f) Graf na intervalu [—10, 10] najdete na https://www.wolframalpha.com, zadate-li
plot Divide[(x + 2), square root of (2% + 1)] from -10 to 10

Priklad. 3. [6 bodi] Pomoci vhodné substituce spocitejte

[
x.
11—z
Udé¢lejte zkousku, Ze jste pocitali dobfe.
Reseni. Defini¢ni obor funkce uréené k integraci je (—oo, 1). PouZijeme substituci
t=+1—z, kdete (0,00).
[1 bod] Odtud
r=1—1t2 dr=—2tdt.

[1 bod] Nyni pocitdme podle véty o substituci

/ ‘ dx—/1_t2(—2t)dt—2/(t2—1)dt—2t3—2t+c—
Vi—-z = t - 3 -

2
= 5(1 —2)¥? 21 —2)Y? +¢




[2 body] Spocitdme derivaci funkce F/(z) = 2(1 — 2)*? —2(1 — z)"/? + ¢

Fla) =3 50 =a) (-1 =20 (1 =) (1) = (=) 2 = (1= )2 =
1-(1-2) =
B I—z J1—zx

[2 body]
Jind substituce Miizeme pouZit i jinou substituci

t=1—xz, kdete€ (0,00).
[1 bod] Odtud
r=1—t dr=—dt.
[1 bod] Nyni pocitdme podle véty o substituci

/\/i—xdx:/%dt:/cﬁ_%) dtzgt(3/2)—2t1/2+c:

2
= 5(1 —2)¥? 201 —2)Y? 4 ¢

[2 body] 0

Priklad. 4. [6 bodu] Vyfeste diferencidlni rovnici
2(1+e")yy' =¢€”

s pocéate¢ni podminkou
y(0) = —2.

Reseni. Jde o rovnici se separovanymi proménnymi. Proto ji zapiSeme takto

)y () = —

provedeme integraci podle proménné x:

/Zy(x)y’(x) dx = / . _T_mexdx

/ 2y dy = / ] j_ o dxr, provedeme substituci t = e”,

dt
141
v =In|1+t|+c=1In(l+e") +c

e
1+e”

y: =

[3 body] Proto
y(x) = £4/In(1 4 €*) + ¢,
pfitom funkce y(x) je definovdna pro x spliiujici nerovnost In(1 + e”) > c. [1 bod]
Ma-li byt y(0) = —2 musime volit znaménko minus a mus{ byt

y?(0) =4=1In(1+e") +ec.
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Odtud
c=4—1n2.
[1 bod] Hledané feseni je

y(r) = —/In(1 +¢e*) +4 —In2.
[1 bod]



