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M1100F

Podzim 2021

1 Informace o předmětu a cvičeńı

• Účast na cvičeńı neńı povinná, prezenčka je pouze orientačńı.

• V ISu a souborech MS teams budete mı́t k dispozici př́ıklady dělané na cvičeńı (některé s
řešeńım, některé bez), jiné sb́ırky př́ıklad̊u a záznamy cvičeńı z minulého roku.

• Během semestru se bude psát pět ṕısemek, každá za dva body. Tyto ṕısemky budou na
následuj́ıćı témata (elementárńı funkce, limity, derivace, integrály, diferenciálńı rovnice).

• K uděleńı zápočtu a př́ıstupu ke zkoušce potřebujete celkově alespoň 5 bod̊u.

• Ke zkoušce si berete 5 až 10 bod̊u, podle úspěšnosti v ṕısemkách. Bližš́ı vysvětleńı najdete
na doc. Hasil stranky

• Pokud budete mı́t jakékoliv dotazy, nebo budete cht́ıt konzultaci neváhajte se na mě obrátit.

2 Elementárńı funkce a jejich vlastnosti

2.1 Polynomy a mnohočleny

Vzorce

(a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2

a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk, binomická věta

1. Úprava na čtverec.

Jedná se o úpravu kvadratického polynomu ax2 + bx+ c do tvaru A(x− x0)2 +B, se kterým
se dá lépe pracovat.

• Mějme výraz y = 2x2− 12x− 14, proved’te: úpravu na čtverec, nalezněte minimum/ma-
ximum, náčrt grafu, vyřešeńı kvadratické rovnice y=0.

• Najděte obecný vzorec pro úpravu na čtverec pro ax2 + bx+ c

• Upravte na čtverec následuj́ıćı výrazy: x2 + 4x+ 7,−x2 + 3x+ 1, x2 − 4x+ 4

https://www.math.muni.cz/~hasil/Data/CZ/Teach/MU/M1100F/PodminkyMA1.pdf


2. Nerovnice

• Vyřešte pro která x plat́ı:
x2 + 4x+ 7 ≥ 3

−x2 + 3x+ 1 ≤ 1

• Vyřešte
(5x− 3)(x+ 4)

x(6− x)
≤ 0

3. Rovnice

Vyřešte následuj́ıćı rovnice

x6 − 7x3 − 8 = 0, x2 − 4x+ 4 = 0, x2 − 4x+ 5 = 0, x3 − 2x− 1 = 0

4. Daľśı př́ıklady

• Převed’te x+3
x−3 + x−3

x+3 − 2 na společný jmenovatel a upravte do základńıho tvaru

• Najděte všechna x ∈ R, pro která plat́ı

2x2 − 12x− 14 < 0, x2 − 2x− 3 > 0

2.2 Mocniny a absolutńı hodnoty

Vzorce

a0 = 1, a−r =
1

ar
, a1/r =

r√
a

aras = ar+s, (ar)s = ars

1. Rovnice s odmocninou

Vyřešte následuj́ıćı rovnice

√
x+ 2− 2

√
x+ 7 = −4,

√
x+ 3 +

√
x+ 1 = 1,

√
x− 1 = 5−

√
x+ 4

Nezapomeňte provést zkoušku, u rovnic s odmocninou můžete dostat ”falešné”řešeńı.

2. Rovnice s absolutńı hodnotou |8− 5x| = 5x− 8, |x+ 1| − |x− 3| = 2

3. Načrtněte grafy funkćı y = 3
√
x− 1 + 2, y = 2|x− 3|+ 1, y = 1

x−1 + 3 a y = |x+1
x−2 |

2.3 Logaritmy a exponenciála
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Vzorce

loga x = y ↔ x = ay, log ab = b log a, log(ab) = log a+ log b

log
a

b
= log a− log b, loga b =

log a

log b
, lnx = loge x, e = 2.718..

Prvně pořádně pochopme definici: loga x = y ↔ x = ay, slovně to znamená, že loga x je takové
č́ıslo (označme ho y pro které plat́ı x = ay. Tedy se ptáme na co muśım umocnit základ a abych
dostal x.

1. Vypoč́ıtejte tyto základńı hodnoty abyste pochopili definici.

log2 4, log3
1

3
, log4 1, log2

√
8, log 1

2
2

S použit́ım výsledk̊u minulého cvičeńı a definice logaritmu zjistěte co je definičńı obor a obor
hodnot funkce y = loga x a načrtněte jej́ı graf. Jak se grafy měńı pro r̊uzné hodnoty základu
a? Najděte pro jaké x plat́ı y = 0.

2. Použijte definici a odvod’te následuj́ıćı vztahy (v závorce je nápověda, kterou byste měli
použ́ıt)

log ab = b log a
(

(za)b = zab
)

(1)

log(ab) = log a+ log b
(
zazb = za+b

)
(2)

log
a

b
= log a− log b

(
za

zb
= za−b

)
(3)

loga b =
log a

log b
(4)

aloga x = x, loga a
x = x (5)

Kdekoliv kde neńı u logaritmu psán základ znamená, že př́ıslušný vzorec plat́ı pro libovolný
základ.

3. Vyřešte rovnice 23x−1 · 4 = 8x+1 ·
(
1
2

)x
a log 1

2
(2− x) = −2

4. Vyřešte rovnice 4x + 6x = 2 · 9x a log2(x+ 7)− log2 x = 3

5. Vyřešte rovnice xlog7 x
2

= 49x3 a log x3 + 2 = 10
log x2

2.4 Goniometrické funkce

3



Vzorce

tanx =
sinx

cosx
=

1

cotx
, sin2 x+ cos2 x = 1

sin 2x = 2 sinx cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x

1. Grafy

Vzpomeňte si co je perioda a frekvence a určete jak se změńı když uděláme y = sinx→ y =
sin 3x nebo y = sinx→ y = sinx+ π

2

Nakreslete grafy funkćı

• y = 3 sin
(
2x− π

4

)
+ 3

2 , y = 1
2 cos

(
x
2 + π

4

)
+ 1

• y = tan
(
2x+ π

2

)
+ 1

2. Odeč́ıtáńı hodnot

Pomoćı jednotkové kružnice určete hodnoty následuj́ıćıch výraz̊u nebo vyřešte rovnice.

sin
π

6
, cos

(
−π

4

)
, tan

π

2
, sinx = −1, tanx = ±1

3. Základńı vzorce

• Prvně si z definice dokažte vzorec sin2 x+cos2 x = 1. Dále zjednodušte následuj́ıćı výrazy

1

1 + tanx
− cotx

1 + cotx
,

√
1

1 + tan2 x
,

sin(x)

1 + cos(x)
+

1 + cos(x)

sin(x)
,

tanx− sinx

sin3 x

• S použit́ım vzorce cos 2x = cos2 x−sin2 x vyjádřete sin2 x a cos2 x pomoćı pouze cos(2x).
Stejně také najděte vzorce pro sin x

2 a cos x2 pomoćı cosx.

• Vyřešte rovnice cos4 x− sin4 x = cos 2x sin 2x a 3 cosx+ 3 = 4 cos3 x+ 4 cos2 x

4. Součtové vzorce

Daľśı užitečné vzorce jsou

sin (x± y) = sinx cos y ± cosx sin y, cos (x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y

Dokažte následuj́ıćı vzorce

tan (x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y
, tan (x− y) =

tanx− tan y

1 + tanx tan y

sin(x+ y) + cos(x–y) = (sinx+ cosx)(sin y + cos y)

sinx± sin y = 2 sin
x± y

2
cos

x∓ y
2

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

, cosx− cos y = −2 sin
x+ y

2
sin

x− y
2

sinx− sin y

cosx+ cos y
= tan

x− y
2
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Pohybuj́ıćı se rovinnou vlnu můžeme poslat jako funkci polohy x a času t.

W = A cos(kx− ωt+ φ)

Jakou roli hraj́ı parametry A, k, ω, φ?
Mějme dvě takové vlny, které se lǐśı jen o φ

W1 = A cos(kx− ωt), W2 = A cos(kx− ωt+ φ),

Tyto dvě vlny spolu mohou interferovat, matematicky se jedná o novou vlnu, která vznikne
sečteńım W = W1 + W2. Rozepǐste výraz pro W a zjednodušte. K lepš́ımu pochopeńı nově
vniklé vlny si zkuste nalézt podmı́nky pro φ při kterých je W maximálńı (konstruktivńı
interference) a naopak minimálńı (destruktivńı interference).

Vlny se také daj́ı popisovat pomoćı komplexńıch funkćı jako

W = Aei(kx−ωt)

Najděte reálnou část výše uvedeného výrazu a porovnejte s reálnou cosinovou vlnou.

2.5 Cyklometrické funkce

Definice

arcsinx = sin−1 x, arccosx = cos−1 x

arctanx = tan−1 x, arccotx = cot−1 x

Prvně najděme definičńı obory a obory hodnot těchto funkćı a pak načtrněme jejich grafy.

Dále můžeme dokázat obdobu součtových vzorc̊u

arctanx+ arctan y = arctan
x+ y

1− xy

Co se později ukáže být velmi užitečné je přij́ıt na to jak vypoč́ıtat kombinace goniometrických a
cyklometrických funkćı. Spočtěte tyto výrazy

sin (arccosx) , sin (arctanx) , tan (arccosx) . . . dalsi kombinace

Dokažte, že arccosx = π
2 −arcsinx, který vzorec pro normálńı goniometrické funkce by vám s t́ımto

př́ıkladem pomohl?

2.6 Hyperbolické funkce
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Definice

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2

Tyto funkce byli definovány tak aby platilo cosh2 x− sinh2 x = 1 ověřte si, že toto opravdu plat́ı.

Upravte výraz e2x−1
e2x+1

s použit́ım hyperbolických funkćı.

3 Definičńı obory a parita funkćı

Najděte definičńı obory těchto funkćı

y =
√

sinx, y =
1

x2 − 1
, y = lnx2 − 3x+ 2, y =

√
x+ 4

x− 2

y = ln
sinx+ cosx

sinx− cosx
, y =

arccos 3x−2
5

2− lnx
, y = arctan

x− 1√
x− 1

Parita funkce je jiné označeńı pro sudost/lichost funkce. Funkce je sudá plat́ı-li f(−x) = f(x), (př.
y = x2), funkce je lichá plat́ı-li f(−x) = −f(x) (př. y = x3) nebo neplat́ı-li ani jeden z těchto
vztah̊u řekneme, že funkce neńı ani sudá ani lichá (př. y = x2 + x3).

Určováńı parity rozděĺıme na dvě části.

Prvně se pod́ıváme na základńı funkce, kde parita vyplývá pouze z definice/grafu.

x2n, x2n+1, |x|,
sinx, cosx, tanx

lnx, ex

arcsinx, arccosx, arctanx

Za druhé se pod́ıváme jak se parita řeš́ı při kombinaćı funkćı (a to konkrétně, sč́ıtáńı a odč́ıtáńı,
násobeńı, mocněńı a kompozice funkćı). Určete paritu následuj́ıćıch funkćı.

f(x) =
arccosx

tan3 x

(
|x|

23x − 2−3x

)
, f(x) =

arcsinx

tanx

(
|x3|

2x + 2−x

)
f(x) =

cosx sinx cos(sinx)

2x − 2−x
, f(x) =

arcsin 3
√

4x3 + 5x

x4
· |x|sin2 x
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4 Komplexńı č́ısla

Vzorce
i2 = −1

• Algebraický tvar: z = a+ bi, kde Re(z) = a a Im(z) = b jsou reálná a imaginárńı část.

• Polárńı tvar: z = r(cosφ+ i sinφ) = reiφ, d́ıky Eulerově vzorci: eix = cosx+ i sinx

• Velikost: |z| = r =
√
a2 + b2 =

√
z · z∗

• Argument: cosφ = a√
a2+b2

= Re(z)
|z| nebo sinφ = b√

a2+b2
= Im(z)

|z|

• Umocňováńı zn = rn(cos(nφ) + i sin(nφ))

1. Ukažte, že plat́ı

Re(z) =
z + z∗

2
, Im(z) =

z − z∗

2i

2. Nalezněte tvar č́ısla z1 · z2, znáte-li tvary komplexńıch č́ısel z1 a z2

3. Nalezněte řešeńı následuj́ıćıch rovnic

z2 = i, z3 = −1, z6 = 64

4. Najděte reálnou a imaginárńı část, velikost a argument následuj́ıćıho č́ısla a také č́ıslo kom-
plexně sdružené.

3i + 2

2i− 3
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