
Cvičeńı 11-Diferenciálńı rovnice

14. prosince 2020

1 Ukázkové př́ıklady z minulého cvičeńı

1.
y�� = 0

2.
y� = y

3.
y� = y2

4.
y�� = y

5.
y�� = −y

6.
y� = xy
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2 Separace proměnných

Definice

Diferenciálńı rovnice jsou rovnice kde funkce f(x) = y(x) je neznámá, v těchto rovnićıch se
mohou vyskytovat jiné funkce g(x) a také derivace neznámé funkce f �(x) a f ��(x).
Prvńı typ rovnice jsou rovnice tvaru:

y�(x) = g(x)h(y)

kde g a h jsou libovolné (diferencovatelné funkce). Využijeme toho, že y�(x) = dy
dx a rovnice

lze tedy převést do tvaru.

dy

h(y)
= g(x)dx →

�
dy

h(y)
=

�
g(x)dx

Rovnice můžeme tedy vyřešit známe-li integrály z funkćı g, h.
Závislost na bodech proměnné x se neṕı̌se a ṕı̌seme tedy pouze y a y�.

2.1 Základńı př́ıklady

1. Vyřešte počátečńı úlohu y� + 2y − y2 = 0, y(0) = 1.

2. Vyřešte počátečńı úlohu xy� = 2y, y(1) = 1
2 .

3. Vyřešte úlohu y� = lnxy.

4. Vyřešte úlohu y� = cos y.

2.2 Převod na separovatelné proměnné

Vhodnou substitućı převed’te následuj́ıćı rovnice na rovnice se separovatelnými proměnnými a
vyřešte

1.
2xy� = y + x

2.
y� = cos(x− y)

3.
y� = (y + x)2

4.

y� = −x+ y

x
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5.

y� =
1− 3x− 3y

1 + x+ y

6.

y� =
x+ 2y + 1

2x+ 4y + 3

2.3 V ”diferenciálńım”tvaru

Rovnice mohou být také v tomto tvaru

1.
xdx+ ydy = 0

2. �
xy2 + x

�
dx+

�
x2y − y

�
dy = 0, y(0) = 1

3.
xdy − ydx =

�
x2 + y2dx

3 Lineárńı a Bernouliho rovnice

Metody řešeńı lineárńıch rovnic

Lineárńı jsou rovnice tvaru y� = a(x)y + b(x), které se dále děĺı na homogenńı b = 0 a
nehomogenńı b �= 0. Dı́ky faktu, že lineárńı kombinace řešeńı c1y1+ c2y2 je také řešeńı máme
speciálńı postup řešeńı nehomogenńıch rovnic:

• Vyřeš́ıme homogenńı část rovnice y� = a(x)y, pomoćı separace proměnných. Toto řešeńı
je y = Ce

�
a(x) dx. Nyńı potřebujeme źıskat partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice:

• Metoda 1 : variace konstant

Mı́sto konstanty C v řešeńı budeme psát funkćı C = C(x) dosad́ıme do rovnice a
dostaneme rovnici pro C �, kterou můžeme zintegrovat a dostat obecné řešeńı.

• Metoda 2 : integračńı faktor

Začneme s rovnićı y� = a(x)y+b(x), tu vynásob́ıme integračńım faktorem což je µ(x) =
e−

�
a(x) dx. Dostaneme �

y� − ay
�
µ = bµ

(yµ)� = bµ → yµ =

�
bµ dx
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3.1 Řešeńı lineárńıch rovnic

Použijte obě metody k vyřešeńı následuj́ıćıch rovnic.

1.
y� = y + x

2.
y� = y tanx+ cosx

Bernouliho rovnice

Jedná se o rovnici
y� = a(x)y + b(x)yr

Řeš́ıme j́ı substitućı z = y1−r. Protože poté rovnice přejde na tvar

z� = (1− r)a(x)z + (1− r)b(x)

Což je nehomogenńı lineárńı rovnice

Vyřešte

y� =
4

x
y + x

√
y

4 Slovńı úlohy

Typy př́ıklad̊u

Následuj́ıćı problémy/fyzikálńı úlohy vedou na řešeńı diferenciálńıch rovnice

• Radioaktivńı rozpad, rozmnožováńı v populaci, výměna tepla, mı́cháńı látek

y� = ±ay

4.1 Základńı úlohy

Viz. přednáška či sb́ırka

4.2 Pokročileǰśı Úlohy

• Děravý válec.
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Máte válec o poloměru R, v němž je nalita voda do výšky h0. V jeho dně se ovšem udělala
kruhová d́ıra o poloměru r, takže voda ted’ teče pryč. Popǐste, jak se měńı výška hladiny ve
válci v závislosti na čase. Jak dlouho bude trvat, než bude válec prázdný?

• Základńı modelace epidemie koronaviru

Zaměř́ıme se na určitý uzavřený počet lid́ı N , např́ıklad, České republika, předpokládáme
tedy že nikdo necestuje. Počet nakažených označ́ıme x, jedná se o funkćı v závislosti na čase
x = x(t), řekněme, že v čase t = 0 byl počet nakažených x0. Jak se vyv́ıj́ı počet nakažených
v čase a jakým zp̊usobem se tento vývoj dá zbrzdit?

• Metoda diferenciál̊u Nádrž obsahuje 100 litr̊u roztoku, který obsahuje 10 kg soli. Do nádrže
naléváme vodu, rychlost́ı 3 litry za minutu. A výsledný roztok vytéká rychlost́ı 2 litry za
minutu. Pravidelným mı́cháńım zaručujeme, že koncentrace z̊ustává stejná. Kolik soli zbyve
v nádrži po jedná hodině?

5 Rovnice nerozřešené vzhledem k derivaci

Ukážeme si ukázkový př́ıklad.

y = 2y�x+
1

y�

6 Rovnice druhého řádu

Charakteristický polynom

Máme rovnici
y�� + ay� + by = f(x)

Prvně řeš́ıme homogenńı rovnici, řešeńı záviśı na kořenech charakteristického polynomu

λ2 + aλ+ b = 0

Pokud tato kvadratické rovnice má dvě r̊uzná řešeńı pak, řešeńı homogenńı rovnice je tvaru

y = c1e
λ1x + c2e

λ2x

Pokud má kvadratické rovnice dvojnásobný kořen, pak je řešeńı homogenńı rovnice tvaru

y = c1e
λx + xc2e

λx

6.1 Ukázkové př́ıklady

•
y�� − 2y� + y =

ex

x2 + 1
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•
y�� + 3y� − 4y =

ex

x2 + 1

•
y�� + y� + y =

ex

x2 + 1
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