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1 Rovnice vyšš́ıch řád̊u

Řešeńı

Stejný princip řešeńı:
Rovnice typu

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−2y

� + an−1y = f(x)

Umı́me řešit pokud dokážeme naj́ıt kořeny charakteristického polynomu.

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−2λ+ an−1 = 0

1. Rozeberte řešeńı
y(4) + ay�� + by = 0

Prvně pro a = 0, poté pro a �= 0, napǐste řešeńı pro konkrétńı volbu a = b = 1.

2.
y��� + y�� + y� = cosx

2 Eulerova rovnice

Definice

Je rovnice typu:

y(n) +
a1
x
y(n−1) + · · ·+ an−2

xn−1
y� +

a1
xn

y = f(x)

Homogenńı se řeš́ı, tak že hledáme řešeńı ve tvaru y = xλ a vyřeš́ıme přidruženou charakte-
ristickou rovnici.
Nehomogenńı se řeš́ı stejně a poté hledáme partikulárńı řešeńı metodou variace konstant.
Rovnici lze však převést na rovnici s konstantńımi koeficienty a to substitućı x = et.
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1. Vyřešte rovnici
x2y�� + xy� + y = 1

3 Systémy lineárńıch rovnic

Definice

Zavedeme novou notaci nezávisle proměnná bude nyńı t a závislé proměnné (funkce) budou
�x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)). V souladu s fyzikou budeme nyńı derivace značit tečkou.
V maticové podobě je systém lineárńıch rovnic tvaru

ẋ = Ax+ b, ẋi = Aijx
j + bi

Kde druhý zápis je notace použ́ıvaná ve fyzice. Řešeńı si ukážeme na př́ıkladech.

1. Ukázkový př́ıklad

ẋ = y

ẏ = x

2. Reálné r̊uzné vlastńı hodnoty

ẋ = x− 2y

ẏ = −2x+ y

3. Komplexně sdružené vlastńı hodnoty

ẋ = x+ 5y

ẏ = −x− 3y

4. Reálná dvojnásobná vlastńı hodnota

ẋ = x+ 4y

ẏ = −x− 3y

5. Soustava v́ıce rovnice

ẋ = y + z

ẏ = x+ z

ż = x+ y
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4 Fyzikálńı (složitěǰśı) př́ıklady

1. Částice v magnetickém poli.

Proton je umı́stěn v počátku soustavy souřadnic je v čase t = 0 se částice pohybuje rych-
lost́ı �v0 = (v0 cosα, v0 sinα, 0), v tomto okamžiku zapneme magnetické pole o intenzitě
�B = (0, 0, B), jak se bude částice pohybovat?

2. Jednoduchý model interakce částic.

Aproximujeme interakci částic jako dva hmotné body spojené pružinkou s tuhost́ı g, č́ım
bĺıže jsou částice k sobě t́ım v́ıce se odpuzuj́ı, naopak č́ım jsou dále t́ım v́ıce se přitahuj́ı. Jak
se bude tato soustava pohybovat? Vyřešte diferenciálńı rovnice a poté, použijte počátečńı
podmı́nky, prvně předpokládáme, že jsou obě částice na začátku v klidu a za druhé máme
počátečńı podmı́nku, že jednu částici postrč́ıme k druhé rychlost́ı v0. Jak se úloha změńı když
provedeme následuj́ıćı úpravu: částici postrč́ıme silou, kolmou ke spojnici částic.

5 Slovńı úlohy na procvičeńı

1. Najděte křivku, procházej́ıćı bodem (3, 2), pro nichž každý segment tečny uzavřený osami x, y
je rozdělen přesně na polovinu bodem dotyku s křivkou. Viz. Demidovic strana 329 př́ıklad
3.

2. Za jaký čas se těleso o teplotě 100◦ zchlad́ı na teplotu 30◦ je-li umı́stěno do mı́stnosti s
pokojovou teplotou 20◦ a všimli jste si, že za 20 minut se těleso zchladilo na 60◦.

3. Z tabulek zjist́ıte, že radium má poločas rozpadu 1600 let, kolik procent radia se rozpadne za
100 let?

4. Vyskočili jste z letadla a ted’ padáte. V okamžiku otevřeńı padáku jste padali rychlost́ı v0,
Vaše hmotnosti s padákem je m. K zemi Vás táhne t́ıhová śıla, proti ńı účinkuje odporová
śıla vzduchu o velikosti 12CSρv2, kde C je asi 1, 2, S plocha padáku a ρ hustota vzduchu.
Určete mezńı rychlost pádu w (tj. rychlost, při ńıž se t́ıhová a odporová śıla vyrovnaj́ı).
Potom spočtěte rychlost pádu v závislosti na čase a daľśı integraćı rychlosti zjistěte i závislost
vzdálenosti, kterou jste překonali, na čase. V čem se bude lǐsit Váš pád od padáńı mezńı
rychlost́ı, pokud budete padat hodně dlouho (t → ∞)? Předpokládejte, že pořád padáte
rychlost́ı v < w.

5. Hmotné těleso s nulovou počátečńı rychlost́ı se vaĺı po nakloněné rovině. Najděte rovnici pro
jeho pohyb, když úhel nakloněné rovnice je α a koeficient třeńı je µ. Rovnici vyřešte.

6. Těleso o váze 4kg, je zavěšeno na pružince, svoj́ı t́ıhou prodloužilo délku pružinky o 1cm.
Najděte rovnici pro pohyb tělesa, je-li horńı vrchol pružinky nucen silou vykonávat harmo-
nický pohyb y = 2 sin 30t, předpokládejte, že v čase t = 0 bylo těleso v klidu.
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Obrázek 1: Krivka k uloze 1
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